Cap. 1: Conjuntos finitos e infinitos

1. Numeros Naturais

O conjunto N dos nimeros naturais € caracterizado pelos seguintes fatos:

I. Existe uma fun¢@o injetiva s:N — N. A imagem s(n) de cada nimero
natural n € N chama-se o sucessor de n.

2. Existe um tnico nimero natural 1 € N tal que 1 # s(n) para todo n € N.

3. Seum conjunto X c Nétalquel e Xes(X)cC X (istoé,ne X —=

s(n) € X)entdao X = N.
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I’. Todo nimero natural tem um sucessor, que ainda € um nimero natural;

nameros diferentes tém sucessores diferentes.

2’. Existe um unico nimero natural 1 que ndo € sucessor de nenhum outro.

3’. Se um conjunto de nimeros naturais contém o nimero 1 e contém também o

sucessor de cada um dos seus elementos, entdo esse conjunto contém todos

0s ndmeros naturais.

O |principio da indugdo [serve de base para um método de demonstragao

de teoremas sobre niimeros naturais, conhecido como o|método de indugdd (ou

recorréncia), o qual  funciona assim: ‘“‘se uma propriedade P € valida para o

nimero 1 e se, supondo P valida para o nimero n dai resultar que P € valida
também para seu sucessor s(n), entdao P € valida para todos os nimeros naturais”.
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@ Pes valida pora n=-A
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Como exemplo de demonstragao por indugdo, provemos que, para todo

n € N, tem-se s(n) # n. Esta afirmagao € verdadeira para n = 1 porque, pelo

axioma 2, tem-se 1 # s(n) para todo n logo, em particular, 1 # s(1). Supondo-a
verdadeira para um certo n € N, vale n # s(n). Como a fungio s € injetiva, dai

resulta s(n) # s(s(n)), isto €, a afirmacdo € verdadeira para s(n).
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No conjunto N dos nimeros naturais sao definidas duas operagdes funda-

mentais: a adi¢do, que associa a cada par de nimeros (m, n) sua soma m + n,
e a multiplicagdo, que faz corresponder ao par (m,n) seu produto m.n. Es-

sas operagdes sdo caracterizadas pelas seguintes igualdades, que lhes servem de
definigao:

m+ 1= s(m);

m+s(n)=s(m+mn), istoé, m+ (n+1)=(m+n)+1;

m.l =m;

m.(n+1) =m.n+m.
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propriedades da adigao e da multiplicagao:

1) associatividade:
)

(m+n)+p=m+(n+p),
9) distributividade:

m.(n.p) = (m.n).p; m.n,p e ml,
m.(n+p) = m.n+ m.p;
3) cotnutividade: m+n=n+m, mn=nm,;
4)1(:idocorte: m+n=m+p=>n=p, MIL=Mp=>N=07D.
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