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توصٌف المقرر

 التفاضل( 1)

DIFFERENTIATION

• للتفاضل الأساسٌة القواعد

• المثلثٌة للدوال الأولى المشتقة

• العكسٌة المثلثٌة الدوال تفاضل

• اللوغارتمٌة الأسٌة الدوال تفاضل

•  البارامترٌة المعادلات تفاضل

• الضمنٌة الدوال تفاضل

• العكسٌة الدالة تفاضل
• المتتالى التفاضل

• والصغرى العظمى النهاٌات

• رول نظرٌة

• المتوسطة القٌمة نظرٌة

• وماكلورٌن تٌلور مفكوك

• المتغٌرات متعددة الدوال

• الجزئى التفاضل

•  للدوال والصغرى العظمى النهاٌات

المتغٌرات متعددة



رؼزجش اىمٍمخ الأعبعٕخ ىؼيم اىزفبػو ٌُ أجبد 

مقٕبط ىيطشٔقخ اىزّ رزغٕش ثٍب داىخ ميمب رغٕشد 

قٕمخ اىمزغٕش اىمغزقو. َمه الاعزؼشاع اىغبثق 

 اىمزغٕش رغٕش إرا أوً ػيمىب اىذاىخ، ىمُػُع

x اىمغزقو  فئرا .اىذاىخ قٕمخ ىً رجؼب   رفٕشد مب ىذاىخ 

y مبوذ = f(x) x فّ رغٕش َدذس    x مقذاسي 
y قذسي مىبظشا   رغٕشا   رزغٕش اىذاىخ فئن . 

القواعد الأساسية للتفاضل



x نأخذ فعندما ) القٌمة  x + x ) 

y فإن  المقابلة القٌمة تأخذ 

(y + y موضح هو كما (

:التالى الشكل فى 
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) اىىقطخ ان فشػىب فبرا x , y ) O  مىذىّ ػيّ رقغ  

P(x  َاىىقطخ اىذاىخ، ٌزي + x , y +  y)  ٌّ 

O مه قشٔجخ اىمىذىّ ػيّ أخشِ وقطخ :أن فىجذ ،
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
OP اىُرش مٕو رغبَِ             أِ أن  رؤَه َػىذمب ،

x P اىىقطخ رزذشك اىظفش اىّ    اىمىذىّ ػيّ 

O اىىقطخ مه فشٕئب   شٕئب   َرقزشة  ٔذَس َدٕش 

OP اىمغزقٕم O دُه   ممبعب   اىىٍبٔخ فّ ٔظجخ دزّ 

.O ػىذ اىذاىخ ىمىذىّ
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مؼذه رغٕش اىذاىخ =  y ثبىىغجخ اىّ   x ػىذ اىىقطخ   O

Oَثزىل فئن مٕو اىممبط ىمىذىّ اىذاىخ ػىذ اىىقطخ   =



 ىمزغٕشٌب ثبىىغجخ مب داىخ رغٕش مؼذه ػيّ َٔطيق

 ىٍزي (الأَه اىزفبػيّ اىمؼبمو) الأَىّ ثبىمشزقخ

:اٖرٕخ اىشمُص ثأدذ ىٍب َٔشمض اىذاىخ
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y = x2أَجذ اىمشزقخ الأَىّ ىيذاىخ  ػىذ أِ وقطخ   

Pقٕمخ ٌزي اىذاىخ ػىذ أِ وقطخ     ٌُ Np = x2

`Pَقٕمزٍب ػىذ     ٌّ Mp`=(x+x)2 ممب ٌُ مُػخ ثبىشنو 
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َفٕمب ٔيّ ثؼغ اىقُاػذ الاعبعٕخ فّ اىزفبػو:

1)  صبثذ ػشة ىذبطو الأَىّ اىمشزقخ

 اىضبثذ ػشة دبطو ٔغبَِ داىخ، فّ

:اىذاىخ ىٍزي الأَىّ اىمشزقخ فّ

 
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y = 5x3ارا مبن  :فئن   

Dxy = (5) (3x2) = 15 x2



2)  ىؼذد اىججشِ ىيمجمُع الأَىّ اىمشزقخ

 اىمجمُع ٔغبَِ اىذَاه مه مذذَد

:مىٍب ىنو الأَىّ ىيمشزقخ اىججشِ
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y = (x2ارا مبن  + c) + (ax4 + b)    
y`= 2x + 4 ax3فئن   



3) :اىذاىزٕه ػشة ىذبطو الأَىّ اىمشزقخ
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y = x3ارا مبوذ  sin x  

y`= x3فئن  cos x + 3 x2 sin x



4) :اىذاىزٕه قغمخ ىخبسط الأَىّ اىمشزقخ
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تفاضل دالة الدالة
Differentiation of a  function  of  a  function

تعرٌف من بدلا الأحٌان بعض فً y  مباشرة

للمتغٌر كدالة x  دالة إنها علً تعرف ،

آخر لمتغٌر V Vحٌث للمتغٌر دالة x . 

أن ٌقال الحالة هذه وفً y للمتغٌر دالة x

المتغٌر خلال V  علً الحصول وٌمكن

 ةـــــالدال لهذه الأولً المشتقة
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مثال إذا كانت  : : y =  v2  3 v + 2  ,  v = 4 x2 + 1   

فأوجد
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مضبه : أَجذ اىمشزقخ الأَىّ ىيذاىخ اٖرٕخ  :   2
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رفبػو اىمؼبدلاد اىجبسامزشٔخ

Differentiation of parametric equations

 ٕهـــمؼ مىذىٓ رمضٕو وــٔفؼ بنـــالأدٕ هــم مضٕش فٓ

) مه مو ػه رؼجشان مؼبدىزٕه ثُاعطخ x , y)  ثذلاىخ 

t آخش مزغٕش :  رىل مضبه  

x = 2 t + 3 , y = t2  1
 ىيمىذىٓ اىجبسامزشٔخ ثبىمؼبدلاد اىمؼبدىزبن ٌبربن َرغمٓ

y  اىظُسح فٓ مؼبدىزً اىزْ = f (x) َٔغمٓ  t ثبىمقٕبط 

parameter
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لكل من المعادلتٌن السابقتٌن المشتقة الأولىفإذا أوجدنا 
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• تفاضل –تفاضل الدالة الضمنية 
المشتقة الأولى –الدالة العكسية 

للدوال المثلثية



تفاضل الدالة الضمنٌة
Differentiation of implicit functions

explicit صرٌحة تكون قد الدوال أن القول قـسب

functions  متغٌري أحد فصل ٌمكن وفٌها 

 الطرف فً الاخر والمتغٌر طرف فً المعادلة

y ذلك مثال الاخر = (2t + 3)3  التً الدوال ماأ 

  الضمنٌة بالدوال تسمً الصورة هذه علً لٌست

implicit functions
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مثال x2 أوجد المشتقة الأولى للدالة: +  y2 =  25 

الحــــــــــــل

بتفاضل طرفً المعادلة : 2 x  d x  +  2 y   d y = 0

y

x
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تفاضل الدالة العكسٌة

Differentiation  of  inverse  function

كانت إذا .العكسٌة الدالة تعرٌف سبق y = 3 x

بالصورة عنها التعبٌر فٌمكن  

العكسٌة الدالة هً الأخٌرة والصورة

the inverse function  ونلاحظ الأصلٌة للدالة

 الأصلٌة للدالة الأولى المشتقة بٌن التالٌة العلاقة

 :العكسٌة للدالة الأولى والمشتقة
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رمشٔه  : أَجذ اىمشزقخ الأَىّ ىيذاىخ اىؼنغٕخ ىيذاىخ:
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 المشتقة بٌن السابقة العلاقة توضٌح وٌمكن

ٌلً كما ومعكوسها للدالة الأولى :
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الدوال المثلثٌةتفاضل 

Differentiation of Trigonometric 



الدوال المثلثٌةتفاضل 
Differentiation of Trigonometric 
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الدوال المثلثٌة Trigonometric Functions 

sin  الجٌب cos التمام وجٌب    ةـــزاوٌ لأي 

x  عبارة عن دوال منفردة القٌمة ومتصلة لجمٌع 

xقٌم المتغٌر المستقل   أما بقٌة الدوال المثلثٌة 

 التالً الشكل من وٌتضح متصلة غٌر دوال فهً

:الدوال سلوك

 sin  , tan  , cos    

)  الفترة فً 0  2  )









َفٕمب ٔيٓ ثؼغ اىؼلاقبد اىشئٕغٕخ ثٕه ريل اىذَاه : 

tan x = sin x / cos x      ,       cot  x  =  cos x  / sin x

cot  x  =  1 / tan x         ,        sec x  =  1 / cos x 

csc  x  =   1 / sin x         ,        sin2 x  +  cos2 x  = 1

sin ( - x ) =  – sin x       ,       cos  (– x ) = cos x 

tan (– x ) =  – tan x 

sin ( x  + y )  = sin  x  cos y  +  cos x  sin y 

cos ( x + y ) = cos x  cos y - sin x  sin y )



                                 المشتقة الأولً للدوال المثلثٌة

Derivatives of trigonometric functions 

أولاا : : y = sin  x 

 y = sin (x +  x)  sin  x ٌثبت أن : 

= sin x cos ( x) + cos x sin ( x)   sin  x 

ثم بالقسمة علً ( x )
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ثانٌاا  : y =  cos x 

عرفنا سابقاا المشتقة الأولى للدالة y  = f ( x ) ًكما ٌل
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ثالثاا  : y   =  tan  x  

من تعرٌفنا السابق : y = tan x = sin x / cos x 
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رابعاا :       y   =  cot     x
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سادساا  : y  =  sec  x     
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أمثلة : 
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(2) إرا مبوذ f ( x) ذـأَج
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)رمشٔه  1) yDxأَجذ

إرا مبوذ y  =  sin2 x  

الحــــــــــــل

x2sin

xcosxsin2)xsin(
xd

d
yD

2
x







xd

yd
)رمشٔه  2 أَجذ      (     

إرا مبوذ               y = sin ( + nx)     دٕش n   ٓصبثذ دقٕق

الحــــــــــــل

)nx(sin(
xd

d

xd

yd


)xn(cosn 



)تمرٌن  3) أوجد إذا كانت y =  sin x 

xcos
xd

yd

xsin
xd

yd
,xcos

dx

dy

3

3

2

2





xcos
xd

yd

xsin
xd

yd
,xcos

dx

dy

3

3

2

2



 الحــــــــــــل

3

3

xd

yd

)رمشٔه  4)
أَجذ Dv y    ,    Dx y      رُاىٕب ، ، ىيذاىزٕه اىزبىٕزٕه : 

y  =  sin (x3 + 3 x + 5)               y = sin (        )  
2

v
e



الحــــــــــــل

Dx y  = sin ( x3 + 3 x  +  5 )

= cos (x3 +  3 x + 5 )          ( x3 + 3 x  +  5   )

= (  3 x2 + 3  )  cos  (  x3 + 3 x   +  5  )

Dvy  = sin  (     ) = cos  (      ) d  (     ) /dv   

= 2 v  (     )  cos  (     )

xd

d

xd

d

xd

d 2
v

e
2

v
e

2
v

e

2
v

e
2

v
e



الدرس الثالث•

• –تفاضل الدوال المثلثٌة العكسٌة 
تفاضل الدوال الأسٌة واللوغارٌتمٌة 

التفاضل المتتالى–



العكسٌة الدوال المثلثٌةتفاضل 
Differentiation of Inverse Trigonometric Functions 

 

 

  Rx,
x1

1
xtan

dx

d

1x,
x1

1
xcos

dx

d

1x,
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1
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العكسٌة الدوال المثلثٌةتفاضل 
Differentiation of Inverse Trigonometric Functions 

 

 

  1x,
1xx

1
xcsc

dx

d

1x,
1xx

1
xsec

dx

d

x1

1
xcot
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d

2

2

2



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





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الدوال المثلثٌة العكسٌةتفاضل 

Differentiation of Inverse Trigonometric 

Functions 

f-1(x)  ثىبء ػيٓ مىبقشزىب اىغبثقخ ىيذاىخ اىؼنغٕخ
فٓ اىفظيٕه الأَه َاىضبىش

:نعرف الدوال المثلثٌة العكسٌة كما ٌلً

(1)    y   =  arc sin x    =   sin 1 x 
إذا وفقط إذا كانت : 

x    =    sin  y  , 
2

y
2







(2)    y    = arc cos  x      =  cos- 1x 



إذا وفقط إذا كانت : x  = cos  y           ,      0   y       

(3)      y   = arctan    x    =   tan- 1 x 

إذا وفقط إذا كانت : 

2




2

x   = tan  y         ,      y     

(4)     y  =  arccot  x    =   cot-1x

x  =  cot   y      ,      0     y      

إذا وفقط إذا كانت : 



(5)     y  =  arcsec x    =  sec- 1x 

إذا وفقط إذا كانت : 

x   = sec    y  ,  0   y     ,   y    
2



(6)      y   = arccsc x    =  csc- 1x 
إذا وفقط إذا كانت : 

x = csc  y  ,   y,
2

y
2





  0



تفاضل y  =   cos–1x    , y   =   sin-1x 

2
y

2







y    =   sin- 1x  

x    =   sin  y       ,       

ycos

1

dx

yd
,ycos

yd

xd


:إذا كانت  (   أ



since :   sin2 y      +    cos2 y    =    1 

1x,
x1

1

dx

yd

2





إذا كانت( ب : 

y = cos–1 x      x = cos  y   ,   0   y   

فٌمكننا علً غرار ما سبق برهان أن( أ) : 

1x,
2

x1

1
)x

1
cos(

xd

d








y  = cot –1تفاضل x   ,    y  =  tan-1 x      

y   =  tan-1x   

x   = tan  y    ,             y    
2




2



ysec

1

dx

dy
,ysec

yd

xd
2

2 

ytan1

1

ysec

1

dx

dy
22 



Rx,
x1

1

xd

yd
2


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إذا كانت( ب y    =   cot- 1 x 

x   =   cot y        ,        0   y   

2

1

x1

1
)xcot(

dx

d




فٌمكننا علً غرار ما سبق برهان أن( أ) : 



تفاضل : y  =  csc- 1 x       ,       y   =  sec- 1 x     

إذا كانت(  أ :       y   =   sec-1 x      

x   =  sec   y   ,  0   y    ,     y  
2



ytansec
yd

xd


1ysecysec

1

ytan.ysec

1

xd

yd

2 


1x,
1xx

1

xd

yd

2



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:ملحوظة tan2 x + 1 = sec2 x     



إذا كانت(    ب y  =  csc– 1x   : 

x  =   csc   y  ,    0y,
2

y
2









فٌمكننا علً غرار ما سبق برهان أن( أ) : 

1x,
1xx

1
)xcsc(

dx

d

2

1 




:ملحوظة cot2 x + 1 = csc2 x     



4

2

4
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1
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2
رمشٔه -y     =    tanإرا مبوذ أَجذ: 1

dx
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)
x

2
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x
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(
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
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
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x2
4 


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الحـــل:

مضبه أَجذ  :
dx

dy
إرا مبوذ -y    =    sin- 1x 2



تفاضل الدوال الأسٌة واللوغارٌتمٌة

Differentiation of Exponential  

and  logarithmic Functions 
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الدوال الأسٌة

Exponential  functions

اىذاىخ اىزٓ ػيٓ اىظُسح

y = ax دٕش       ( a > 0 ) a رغمٓ داىخ أعٕخ ثأعبط   ٌَٓ داىخ 

xمىفشدح اىقٕمخ َمزظيخ َمُججخ ىجمٕغ قٕم        ( 0 < x <  )

َىيذاىخ الأعٕخ اىخُاص اىزبىٕخ : 

a)    ( ax )           =   

b)                  =   

c)     ax =  1/ax

)
x

a( 1 1
xx

a


1
x

)
x

a( 1xx
a



< a)منحنى الدالة الأسٌة عندما تكون 
1)

 > a)منحنى الدالة الأسٌة عندما تكون 
1) 



الدوال اللوغارٌتمٌــة : Logarithmic  Functions      

y  الاعٕخ اىذاىخ أن دٕش = ax  َمزظيخ اىقٕمخ مىفشدح داىخ ٌٓ  

  مبوذ إرا

     a  1 , a > o  ىٍب اىؼنغٕخ اىذاىخ إٔجبد فٕمنه   

 َرنزت  اىيُغبسٔزمٕخ ثبىذاىخ الاعٕخ ىيذاىخ اىؼنغٕخ اىذاىخ َرؼشف

 :  اىظُسح فٓ

y = log a x

َرقشأ y رغبَْ ىُغبسٔزم x aىلأعبط مىفشدح  َاىذاىخ اىيُغبسٔزمٕخ

اىقٕمخ َمزظيخ ىجمٕغ قٕم   xاىمُججخ ٌَٓ رذقق اىقُاوٕه الارٕــــخ :



الدالة منحنً التالً الشكل وٌبٌن y = loga x تكون عندما a < 1

وهً دالة متصلة ومتناقصة . ومنحنً الدالة y = loga x عندما تكون

a > 1 هً دالة متصلة تزاٌدٌة .

13a,xlogy a  1
2

1
a,xlogy a 



Natural Logarithms :اللوغارٌتم الطبٌعً 

العدد هو اللوغارٌتم أساس ٌكون عندما e

حٌث ( e = 2.71828 )

تكتب الحالة هذه وفً طبٌعٌاا  لوغارٌتم اللوغارٌتم ٌسمً

( y = log x ) أو ( y = ln x )



َاىشنو اىزبىٓ ُٔػخ مىذىٕــــــبد اىذَاه 

y  =  ex ,      y   =  loge x 

y  = ln  x



تفاضل الدوال الأسٌة واللوغارٌتمٌة

Differentiation of Exponential  

and  logarithmic Functions 

 الدوال خواص مناقشة تم الأول الفصل فً

y     : الصور علً التً الأسٌة = a x

a  حٌث  R+  عندما خاصة وكحالة   

e الحقٌقً العدد هو الأساس ٌكون  وٌساوي 

2.71828 تقرٌباا   بالأساس ٌعرف والذي 

 . للوغارٌتمات الطبٌعً
n

)
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1
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 n
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
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y = exتفاضل الدالة 
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B

(x , ex)



2

2

dx

ydx
ey

 مضبه : إرا مبوذأَجذ
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e)e(
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d  
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مثال Dv أوجد: y     إذا كانت y   =  e5 v

dv

d
(e5v) = 5 e5v

تفاضل الدالة y  =  1 n   x

إذا كانت y  = 1n    x     فأن x   =  e y

y

y

e

1

dx

dy
,e

dy

dx


1
x)xn1(

dx

d 



تفاضل الدالة : a   R+ , y  =  loga x         

y  =  loga x  = ( loge x  ) ( loga e  )

elogx)x(log
dx

d
a

1
a
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تفاضل الدالة   : a   R+ ,  y  = ax

y  =  ax

ln  y  =  x  ln a   or  x  =  ( ln y ) / ( ln a ) 

alna
dx

dy

)
an1

1
()

y

1
(

yd

xd

x
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y       =   e3x2 ,     v   =  ln  x2

Dx y  =   ( e3x2)          (3 x2)

=  6 x e
3 x2

Dx V  =       (ln x2) =  x2 ( x2 )

=    2 x1

xd

d
xd

d

xd

d

مثال أوجد  : Dxv     ,         Dx y    : 



التفاضل المتتالً

  Successive  Differentiation 

f(x) كانت إذا (x) للدالة الاولً المشتقة هً   فإن ،

f(x) الدالة مشتقة  الثانٌة المشتقة علٌها ٌطلق 

second derivative f(x) للدالة   وٌرمز 

f′′(x)لها third الثالثة المشتقةو  derivative 

للدالة f(x) f′′′(x) لها ٌرمز وهكذا   .



مثال إذا كانت: y  =  f ( x ) = xn

f  ( x ) = n  x n – 1

f  ( x ) = n  ( n – 1 )    x n  2 

f  ( x ) = n  ( n  1 )  ( n  2 )   x n  3

f ( x ) = n  ( n  1 )  ( n  2 )  ( n  3 ) x n  4

وهكذا ٌمكن الحصول علً المشتقات المتتالٌة للدالة

y  =  f   ( x )  =  xn



مضبه : أَجذ اىمشزقخ اىضبوٕخ ىيذاىخ

y  = f  ( x )  =  7 x 4 + 35 x 3  ½ x 2 + x   2

الحــــــــــــل

f  ( x ) = 28 x 3 + 105 x 2  x + 1

f  ( x ) = 84 x2 + 210 x  1



نظرٌة رول Rolle ' s  Theorem 

(x) الدالة كانت إذا  f ترةـالف فً متصلة دالة   a  x  b  

   تــكان وإذا ترة،ــالف تلك داخل ةـنقط لـك دـعن ةـمشتق اـوله

 f(a) = f(b) =0  نقطة الاقل علً هناك تكون أن فلابد 

c  واحدة b  بٌن   , a =f'(c)   لها ٌكون التً  0



 الشكل فً حـوضـم النظرٌة هلهذ الهندسً والتفسٌر

 ٌقطع المنحنً أن  ٌلاحظ ثــــــــحٌ رفقـــــالم

عندما السٌنً المحور

f ( a ) = f ( b ) = 0 , x = b , x = a

c اـم نقطة هناك ٌكون أن ٌجب وبذلك بٌن 

   b , a  لها ٌكون  

f‘ (c)= 0





مثال 

y  اىذاىخ = f ( x ) = x3  4 x       

x  قٌم للك ،تفاضلها وٌمكن متصلة دالة ٌٓ فً   

 الفترة  < x < +  

- =  aفأرا أخزوب  2 , b =  +  2  

 سَه وظشٔخ ششَؽ رزذقق َثزىل اىشنو فٓ ممب
f : حٌث ( - 2 ) = f ( + 2 ) = 0



 َػيٓ رىل فئن اىمشزقخ الأَىٓ 

f ' ( x )  =  3 x 2  4 

ٔجت ان رغبَِ طفشا  ػيّ الأقو مشح َادذح

2 + , 2-بٌن  حٌث      3x2 – 4 = 0 

عندما

3/32cx

,3/32cx

2

1









نظرٌة القٌمة المتوسطة

The  Mean  Value Theorem 

f   مبوذ إرا ( x )   اىفزشح خلاه مزظيخ داىخ 

a  x  b  مو ػىذ مشزقخ ىٍب َُٔجذ     

 ٔنُن أن ٔجت فئوً . اىفزشح ريل داخو وقطخ

C َادذح وقطخ الأقو ػيٓ ٌىبك a ثٕه  ,
b ثذٕش 

ab

)a(f)b(f
)c(f








،اىزبىٓ اىشنو فٓ ٌُ ممب ٌىذعٕب َاػذخ اىىظشٔخ ٌَزي

اىمغزقٕم مٕو فأن A B :ٌـُ

ab

)a(f)b(f

CA

BC






 ٌجب فإنه السابقة الشروط تحت أنه النظرٌة وتنص
نقطة هناك تكون أن x1 a,b بٌن   المماس أن بحٌث 

x1 عند للمنحنً = c  للمستقٌم  موازٌا ٌكون  

AB





مضـــــبه  : 

:مبوذ إرا

f ( x ) = x 3 , a = – 2 , b = + 2
f' ( x ) = 3 x2 , f' ( c ) = 3 c 2

f ( b ) = 23 = 8 , f ( a ) = (  2 ) 3 =  8

4
)2(2

)8(8

ab

)a(f)b(f











ab

)a(f)b(f
)c(f




 3

3

2
c,4c3

2 



2a,2b  ثٕه قٕمزٕه رُجذ رىل ػيٓ َثىبء

:ٌمــب 3
3

2
c,3

3

2
c 21 

y  ىيمىذىٓ اىممبط ػىذٌب ٔنُن اىزٓ = x3  أَ ىيمغزقٕم مُاصٔب  ٔنُن    

)   ثبىىقؾ اىمبس اىُرش 2 ,+ 8 ) , (  2 ,  8 )





مفكوك تٌلور وماكلورٌن

Taylor , s   and  Maclaurin , s  Formula 

f  الدالة كانت إذا ( x ) Derivatives  مشتقات لها  

الرتبة حتً ( n + 1 ) المحدودة الفترة فً ( a , b )  فإن

هو تٌلور مفكوك :

!n

)a(f
....

)ab(
!2

)a(f
)ab(

!1

)a(f
)a(f)b(f

)n(

2











وٌسمً الحد الأخٌر Rn بالحد الباقً للاجرانج

Lagrange , s    form  of the remainder

( b  a )n +  Rn



,1n
)1n(

n )ab(
!)1n(

)(f
R










وحٌث  بٌن عدد هو b , a  له وٌوجد معلوم غٌر

بٌن واحد حل الاقل علً b , a  التً الدوال فً ودائما

تستطٌع كتابة مفكوك لها نجد أن الحد الباقً ٌؤول إلً 

الصفر إذا أخذنا عدد كبٌراا  من الحدود وبذلك نهمله ولا  

المفكوك فً نكتبه .

0Rlim n
n






أن اعتبرنا وإذا a وأن ثابت هو b  ٌمكن فإنه متغٌرا

إحلال x بدلا من b وبذلك السابق المفكوك فً :

n
)n(

2

)ax(
!n

)a(f

....)ax(
!2

)a(f
)ax(

!1

)a(f
)a(f)x(f











n
)n(

2

)x(
!n

)0(f

....)x(
!2

)0(f
)x(

!1

)0(f
)0(f)x(f











مفكوك ماكلورٌن



أوجد مفكوك ماكلورٌن للدالةمثال y    =    ex 

الحــــــــــــل

y= f(x) = f ' (x) = f '' (x) = f(n) (x) = ex

وبحساب قٌم هذه المشتقات عند نقطة الصفر

f (0) = f '(0) = f '' (0) = f(n) (0) =1

.....x
!4

1
x

!3

1
x

!2

1
x

!1

1
1e

432x 

......
!4

x

!3

x

!2

x
x1e

432
x 

مفكوك ماكلورٌن



عبر عن الدالةتمرٌن y   =  f  ( x )  =  sin  x       بدلالة

متسلسلة لا نهائٌة للقوي التصاعدٌة للمقدار x 

الحــــــــــــل

f    (x)  =  sin  x f  (0)  =  0

f ' (x) = cos   x        f ' (0)   =  1 

f " (x) =  – sin  x     f " (0)  =  0 

f "' (x) = – cos  x     f "' (0) = –1 

f "" (x) = sin  x        f "" (0) =  0 

f5 (x)  = cos  x         f5 (0) = 1 

f6 (x)  = – sin  x      f6 (0) =  0 

………………… …………..



.......x
!3

)0(f
x

!2

)0(f
x

!1

)0(f
)0(f)x(f

32 



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



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!7

x

!5

x

!3

x
xxsin

753



أوجد مفكوك ما كلورٌن للدالة -: تمرٌن y = ln (x+1)     بدلالة

متسلسلة لا نهائٌة تصاعدٌة لقوي x



الحــــــــــــل

y = ln (x + 2) بأخذ التفاضل المتتالً للدالة

f (x) =  (x + 2)-2 f (0) =  1 

f (x) = 2 (x + 2)-3 f (0) =  2 

f (x) = 6 ( x + 2)-4 f (0) =  6

f (x) = 24 ( x + 2)-5 f (0) = 24

1)0(f)2x(
1x

1
)x(f

1 


 
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مفكوك ماكلورٌن



أوجد مفكوك ماكلورٌن للدالة   -: تمرٌن y = cos x    

الحــــــــــــل

f (x) = cos x f (0) = cos  0 = 1  

f (x) = - sin  x f (0) = 0

f (x) = - cos x f (0) = -1

f (x) =  sin  x f (0) = 0

f (x) =  cos x f (0) = 1

f (x) = - sin  x f (0) = 0

f للدالة المتتالً التفاضل علً نحصل (x) x عن نعوض ثم   بدلالة 

ماكلورٌن مفكوك نطبق ثم الصفر
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تمرٌن :- الدالة عن عبر f (x) = cos x  نهائٌة لا متسلسلة صورة فً

المتغٌر لقوي تصاعدٌة x

الحــــــــــــل

f (x) = cos x f (0) = cos 0 = 1

f  (x) = - sin x f  (0) = 0

f  (x) = - cos x f  (0) = -1

f  (x) = sin x f  (0) = 0

f 4 (x) = cos x f 4 (0) = 1

السابق المثال فى سبق كما ماكلورٌن مفكوك فى التعوٌض ثم



تمرٌن  : 

eأوجد الجذر العاشر للمقدار    صحٌحا لخمس أرقام عشرٌة 

الحــــــــــــل

: مه اىمضبه اىغبثق ػيمىب أن 
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الدرس الرابع

النهاٌات العظمى والصغرى-

- الدوال متعددة المتغٌرات 



النهاٌات العظمً والصغري maxima  and  minima 

الدالة بان القول سبق y = f ( x )  متزاٌدة تكون

قٌمة كانت إذا y قٌمة بزٌادة تزداد x  إذا أنه أي ،

تغٌرت x قدره موجباا  تغٌراا  Δx فإن y  تتغٌر 

قدره موجباا  تغٌراا  Δy فإن وبذلك   تساوي

فإن بالتالً موجباا  مقدارا :
x

y





=مقذاسا مُججب   
x

y
lim

dx

yd

0x 








وعلً ذلك إذا كانت المشتقة الأولً لدالة ما 

موجبة عند نقطة معٌنة تكون  الدالة متزاٌدة عند 

Eهذه النقطة أو النقط. كما هو واضح عند النقط 

, A  ٌزي ػىذ اىممبط أن َٔلادع . اىشنو  فً 

  اىمُجت الارجبي مغ دبدح صأَخ ٔظىغ  اىىقؾ

. اىغٕىبد ىمذُس





y اىذاىخ َرؼزجش = f ( x )  مبوذ إرا مزىبقظخ 

y قٕمخ x قٕمخ ثضٔبدح رىقض  x رغٕشد أرا أْ   رغٕشا   

Δ قذسي مُججب   x y فئن  قذسي عبىجب   رغٕشا   رزغٕش 

Δ y   فئن َثزىل .
x

y





:رغبَْ مقذاسا عبىجب  َػيٓ رىل فئن    

مقدارا سالبا
x

y
lim

dx

yd

0x 








َثزىل ٔمنه اىقُه ثأوً إرا مبوذ اىمشزقخ الأَىٓ 

ىذاىخ مب عبىجخ ػىذ وقطخ مؼٕىخ مضو  C  فئن اىذاىخ 

رنُن مزىبقظخ ػىذ ٌزي اىىقطخ َٔلادع أن اىممبط 

 مغ مىفشجخ صأَخ ٔظىغ اىىقطخ ريل مضو ػىذ

.اىغٕىبد ىمذُس اىمُجت الارجبي



 داىخ مه اىذاىخ رزغٕش ػىذٌب اىزٓ َاىىقؾ

 مه ثبىؼنظ أَ مزىبقظخ داىخ إىٓ مزضأذح

داىخ مزىبقظخ إىٓ داىخ مزضأذح رغمٓ وقؾ 

Dاىشجُع ػيٓ اىمىذىٓ مضو  , B ٓف   

. اىغبثق اىشنو



 مبوذ إرا مب وقطخ ػىذ ػظمٓ وٍبٔخ ىيذاىخ أن َٔقبه

 ىٍب أخشْ قٕمخ أْ أمجشمه اىىقطخ ٌزي ػىذ اىذاىخ قٕمخ

 اىىقطخ ٌزي ريٓ أَ رغجق اىزٓ اىمجبَسح اىىقؾ ػىذ

مجبششح أْ أن اىذاىخ ٔجت أن رنُن مزضأذح ػىذ جمٕغ 

اىىقؾ اىزٓ رغجق  B مجبششح                   

َرنُن مزىبقظخ ثؼذٌب مجبششح .    

)
xd

yd
( 

)
dx

dy
( 



 رزغٕش الأَىٓ اىمشزقخ إشبسح أن رىل َمؼىٓ

 اىىٍبٔخ مُػغ َثؼذ قجو عبىت إىٓ مُجت مه

  الأَىٓ اىمشزقخ قٕمخ َرنُن مجبششح اىؼظمٓ

)ػىذ وقطخ اىىٍبٔخ اىؼظمٓ  B )   رغبَْ 

طفشا   دٕش ٔنُن اىممبط ػىذ ٌزي اىىقطخ 

مُاصٔب   ىمذُس اىغٕىبد . 



)وٌقال أن للدالة نهاٌة صغري عند نقطة ما  D )  

إذا كانت قٌمة الدالة عند هذه النقطة أصغر من أي 

قٌمة أخري لها عند النقط المجاورة التً تسبق أو 

تلً هذه النقط مباشرة. أي أن الدالة ٌجب أن تكون 

تسبق التً النقط جمٌع عند متناقصة D  مباشرة

مباشرة بعدها متزاٌدة وتكون



ومعنً ذلك أن إشارة المشتقة الأولً تتغٌر من   

سالب إلً موجب قبل وبعد موضع النهاٌة الصغري 

مباشرة . وٌلاحظ أن قٌمة المشتقة الأولً عند نقطة 

الصغري النهاٌة ( D )  ٌكون حٌث صفرا تساوي

السٌنات لمحور موازٌا النقطة هذه عند المماس .

xd

yd



وبذلك تكون للدالة    y = f (x) نهاٌة عظمً 

 هذه عند صفرا تساوي      كانت إذا ما نقطة عند

النقطة وتتغٌر إشارتها  من الموجب إلً السالب  

x زٌادة اتجاه فً النقطة بهذه المرور عند  . 

xd

yd



وٌكون لهذه الدالة نهاٌة صغري عند نقطة ما إذا 

كانت         تساوي صفرا عند تلك النقطة ولكن 

تتغٌر إشارتها من السالب إلً الموجب عند المرور 

بهذه النقطة فً اتجاه    زٌادة   x  .

xd

yd



 راـصف تساوي       تكون أن الشرط أن ملاحظة وٌجب

 (والصغري العظمً النهاٌات) وعـالرج نقط مواضع لتعٌٌن

النقطة عند فمثلا المواضع تلك لتعٌٌن كافٌا غٌر ٌعتبر F

 السابق الشكل فً

نجد أن المشتقة الأولى تساوي صفرا ولكن إشارتها لم تتغٌر 

عند المرور بهذه النقطة فهً موجبة قبلها وبعدها وبذلك فأن 

نقطة F   لٌست نقطة نهاٌة عظمً أو صغري

xd

yd



وٌمكن باستخدام المشتقة الثانٌة التمٌٌز بٌن  

النهاٌات العظمً والصغري فأذا كانت  قٌمة 

 سالبة الرجوع  نقطة عند           انٌةثال المشتقة

تكون النقطة نهاٌة عظمً  أما أذا كانت قٌمتها  

موجبة تكون النقطة  نهاٌة صغري  ، 

)x(f 



أما إذا كانت قٌمة           تساوي صفرا فأن 

 بٌن التمٌٌز فً  ٌفشل الثانٌة المشتقة استخدام

  الحالة ههذ فً وٌتحتم  والصغري العظمً النهاٌات

أتباع طرٌقة تغٌٌر أشارة    كما هو واضح 

بالشكل .

)x(f 

)x(f 





)x(fy 

0y 

0y  0y  0y 
لا توجد معلومات

No Info.

نهاٌة صغرى

Minima

نهاٌة عظمى

Maxima



مضبه دذاصٓ وقؾ اىىٍبٔبد اىؼظمٓ َاىظغشْ ىيذاىخإأَجذ   : : 

y =     x 3  2  x 2 + 3 x  +  2 

الحــــــــــــل

y '   =   x2 – 4x  +  3  =    ( x – 1 )   ( x –3 ) 

0وبوضع                                           = y '

=    0   ,         x = 1           or         x = 3   

  :  xوبالتعوٌض فً الدالة الأصلٌة عن قٌم  

y    = 3         or       y   =  2  

xd

yd

3

1

3

1



=   xعندما        1   

نقطة نهاٌة عظمً (  3    ,    1  ) )     نقطة الرجوع (

وعندما    x = 3             y = 6 – 4  = 2        

 نقطة الرجوع      هً نقطة نهاٌة صغري    ( 2 , 3 )

3

1

y   = 2 x    4  

y   = 2    4  =    2 



الدوال متعددة المتغٌرات

Functions  of   Several  Variables 

z  التابع المتغٌر ٌعرف x  متغٌرٌن فً دالة هبأن   , y   

)  زوج كل كان إذا x , y )  قٌمة بناظرة ما مجال فً 

z للمتغٌر واحدة  عن للتعبٌر التالً الرمز استخدام وٌمكن

 :  الدالٌة العلاقة تلك

z = f ( x , y )



f ( x , y )

y = 0

z = 25 – x2 – y2



z = 25 – x2 – y2

z = f ( x , y )

x = 0



 Partial  Differentiationالتفاضل الجزئً

w ىيذاىخ اىجضئٕخ اىمشزقخ  :رؼشٔف = f (x , y)  ىيمزغٕش ثبىىغجخ

x x) مب وقطخ ػىذ  , y)  :ٔيٓ ممب رؼشف 

ىيذاىخ اىجضئٕخ اىمشزقخ َرؼشف w = f (x , y) ىيمزغٕش ثبىىغجخ

y مب وقطخ ػىذ (x , y) ٔيٓ ممب :

y

)y,x(f)yy,x(f
lim)y,x(f

y

w
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y












x

)y,x(f)y,xx(f
lim)y,x(f

x

w

0x

x













Z   :مبوذ أرا = f ( x , y ) ملحوظة

yx

z
)y,x(f

y

z
)y,x(f,

x

z
)y,x(f

y

z
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z
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 الجزئٌة المشتقات إلً السابقة بالتعبٌرات الامتداد ٌمكن وبالطبع

المثال سبٌل وعلً الاعلً :

))
f

(()y,x(f
f

xyy
xyy

xyy
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اىىٍبٔبد اىؼظمٓ َاىظغشْ ىيذَاه مزؼذدح اىمزغٕشاد
Maxima  and  Minima  of  Functions  of  Several  Variables 

 أَ ػظمٓ وٍبٔخ ىُجُد َاىنبفٕخ اىلاصمخ اىششَؽ

U                 ىيذاىخ طغشْ = f ( x , y )  
ٔيٓ ممب رؼشف :

 Maximaالنهاٌات العظمً
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Minimaالنهاٌات الصغرى

(i)           =  0             and              =  0 

(ii)  
2
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وعلً غرار ما سبق ٌمكن الامتداد لحالات الدوال متعددة 

المتغٌرات ( أكثر من متغٌرٌن )





Saddle point



z = f ( x , y )
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مثال : z  = f ( x , y ) = 25  - x2  y2

x

z





y

z





2

2

x

z





yx

2
z





0
y

z
2

2






=  2 x

=   - 2        =   0 

=    2 y -2 x = 0
x = 0

-2 y = 0
y = 0



04
20

02







MaximaMinima

2

2

y

z




2

2

x

z




Since                and               equal negative values

Therefore, we have a mxima point at (0,0)

z  = 25-x2 – y2   = 25 – 0 – 0 = 25

 The coordinates of the maxima point are (0,0,25)



مثال : z  = f ( x , y ) = x2 + 2  y2 + 4  x    8   y
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=   2      ,         =    0      ,        

=    4 y  8           y   =  2  



َدٕش أن 0  =          ,         0   =

ػىذمب y   =  2   ,   x  =     2      ٓػيٓ اىزُاى
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َدٕش أن

َثزىل أوً ػىذ (  2 ٍبٔخ طغشْ َقٕمزٍب ٌٓو  ( 2  , z=(  12 ) 
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)َثبىزبىّ فئن ادذاصٕبد وقطخ اىىٍبٔخ اىظغشِ ٌّ  -2 , 2 , - 12)



=  ex cos  y  +  2 x  +  1  
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)مضبه )1(  :   أَجذ  )  ( )   أرا مبوذ  : 

Z = f ( x , y ) = ex sin y + 2 x y + y

= ex sin y + 2 y
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رمشٔه )1( :   أَجذ اىمشزقبد اىجضئٕخ مه اىشرجخ الاَىٓ َاىضبوٕخ ىيذاىخ

اىزبىٕخ

t = f ( x , y )  =  x y  + sin x y  +  x2 +  5 x  1 n   y
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إذا كانت :     (3)مثال  z = f (x,y) = 5 x3 – 2 y2 + xy – 3

فأَجذ ملا مه
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رمشٔه : إرا مبوذ(  4)  V = g (x,y) = 2 x2 + y3 - 3 xy + 5 

فأَجذ ملا مه      
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رمشٔه  :  إرا مبوذ      w  =  f  ( x , y )  = 100   x 2  y 2

   2x

مبوذ فئرا w  مه ىيُح اىمئُٔخ اىذشاسح دسجخ ٌٓ

مب وقطخ ػىذ اىظيت ( x , y ) دٕش y , x
ػىذ اىذشاسح دسجخ فأن ثبىزبىٓ ثبىغىزٕمزشاد،

( 3 , 4 ) ٌٓ C = َٔنُن75°






x

w

x

w




=    – 6˚  C / cm  . 



x  فٓ مُجت ػئٕو رغٕش وزٕجخ فبن َثبىزبىٓ   

ثمؼذه اىذشاسح دسجخ ٔىقض عُف 6˚ C

فٓ رغٕش عم ىنو x فٓ اىغبىت اىمزغٕش ثٕىمب    

x اىمؼذه ثىفظ اىذشاسح دسجخ ٔضٔذ عُف  .



• الدرس السابع

• العظمً والصغري للدوال متعددة  النهاٌات
المتغٌرات



رمشٔه : 
u = f (x , y) = x3 + x2  xy + y2 + 4 
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 x = 2 y , y = 0 or y =  ¼
when y = 0 , x = 0

y =  ¼ , x =  ½
) وقطزبن ىذٔىب ٔنُن َثبىزبىٓ 0 , 0 )   ،  (  ½ ,  ¼ )  ثىبء  

. اىلاصمخ اىششَؽ ػيٓ
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for   (  0 , 0 )   :
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رذقق اىششَؽ  اىخبطخ ثبىىٍبٔخ اىظغشْ   (0 , 0)َثبىزبىٓ فئن اىىقطخ

مغبَٔخ     (0 , 0)َرنُن اىقٕمخ اىظغشْ ػىذ اىىقطخ   (u = 4 )  .

for      ( ½      ,       ¼     )     :

َثبىزبىٓ فئوً ػىذ اىىقطخ (    ½    ,   لا رزذقق اىششَؽ     ( ¼



مضبه :- إرا مبوذ  t  = f (x,y)  = x2 + 3 y2 + 2 x - 12 y + 13  

فأَجذ ملا مه
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صم دذد وٍبٔبد اىذاىخ t = f (x,y) 
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  رُجذ وٍبٔخ
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 – t = f (x,y)  = 1 + 12اىىٍبٔخ طغشْ  2 – 24 + 13 = 0 

 اىىقطخ ٌٓ وقطخ وٍبٔخ طغشْ   (0 , 2 , 1-)



رمشٔه :- أَجذ ملا مه 
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u مبوذ إرا = f (x , y) = x3 + x2 - xy + y2 + 4
ىيذاىخ أن خطأ أَ طذخ دقق صم u اىىقطخ ػىذ طغشْ وٍبٔخ (0 , 0)

الحــــــــــــلالحــــــــــــل

x
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u
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

= 3 x2 + 2 x – y  = 0 (1)

= – x + 2 y = 0  x = 2 y (2)
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1


 12 y2 + 4 y – y = 0    12 y2 + 3 y = 0    3 y (4 y + 1 ) = 0

 y = 0 ,     y  = 

(1)ثبىزؼُٔغ مه اىمؼبدىخ فٓ اىمؼبدىخ 

3 x2 +  2 x – y = 0       3 (2 y)2 + 2 ( 2 y ) – y  = 0

ثبىزؼُٔغ ػه قٕم y    (2)فٓ اىمؼبدىخ
2

1
x,0x 



 اىىقبؽ ٌٓ  (0,0) ,                  )
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 طغشْ اىىٍبٔخ رنإ مُجت اىشئٕغٓ اىقطش َػىبطش وٍبٔخ ُٔجذ رنإ

x قٕمخ ػه َثبىزؼُٔغ , y u  اىذاىخ فٓ         u = 4
(0,0,4) اىىقطــخ أرن  طغشْ وٍبٔخ رذقق 



مضبه :- إرا مبوذ  V = g (x,y) = 2 x2 + y3 - 3 xy + 5 

فأَجذ ملا مه      
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z = f (x,y) = 5 x3 – 2 y2 + xy – إرا مبوذ       : مضبه                 3

فأَجذ ملا مه
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