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 المقدمة 
 تمهيد

 ،عزيزي الدارس
: ماان مقااارر التاليااي ال ااددي، وهاا  ب  اااوان( الأخياارة)مرحبااا بااى الااد الوحااادة الراب ااة 

 ".الالول ال ددية لمسائي القيم الابتدائية للم ادلات التفاضلية"
مسااائي القاايم تتاافله هاالو الوحاادة ماان خمسااة أ،سااام رئيسااة، يت لااا القساام الاول م هااا ب

سم تمهيدي يمك ى ب د دراسته الانتقال لدراسة ، وهو ،للم ادلات التفاضلية ال اديةالابتدائية 
فا  القسام الناان  مان أ،ساام الوحادة، وهالا  "طرق الخطوة الواحدة لاي الم اادلات التفاضالية"

القساام ياتااوخ داخلااة مكموعااة كبياارة ماان الموضااوعات المهمااة، او يت اااول بال اار  والتاليااي 
صاايغة متسلساالة و ، هاانصاايغة ، و صاايغة أويلاارمكموعااة ماان صاايغ الخطااوة الواحاادة، وهاا  

 .كتا –صيغ رنج ، و تايلر
وت امي  "طرق الخطوات المت ددة لااي الم اادلات التفاضالية"ف  القسم النالث نت اول 

، وكاي مان هالين ال اوعين صايغ آدم مولتاون و ، صايغ آدم باشافورث: هماانوعين مان اليايغ 
ارات ياتاااوي علاااد مكموعاااة مااان الأسااااليا لااااي الم اااادلات التفاضااالية ضااامن شااارو  وخيااا

وتااادريبات وأساااا لة  مااااددة، وساااا  رو فااا  الوحاااادة م  ااام تلااااى الأسااااليا ماااا  أمنلاااة عليهااااا
 .م اسبة

حاااي الم اااادلات توخ يؤهل اااا لاسااات راو فااا  القسااام الرابااا  نلاااون ،اااد وصااال ا الاااد مسااا
، حيااث ساا  الج كيفيااة الوصااول الااد حلااول التفاضاالية وات الرتااا ال ليااا وأن مااة الم ااادلات

ماان خااسل اسااتخدام الأدوات الااواردة فاا  الأ،سااام السااابقة ضاامن  لتلااى الم ااادلات والأن مااة
 .ماددات واضاة، م  ايراد عدد كبير من الأمنلة وال روحات السزمة
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وبم اسبة الاديث عن الأمنلة، وكما ورد فا  الوحادة الساابقة، فقاد أفردناا ،ساما خاصاا 
ا مراج ة ما مر ب اا فا  أوله: للأمنلة ال امة علد الوحدة، وهو ،سم يفت  لياقا عدة أهداف

المساهمة ف  مسااعدتى بقة، والهدف النان  لتمنيي للي حالة من الاالات الساالوحدة عبر ا
علد تطبيا ما ت لمته ف  الوحدة من خسل مكموعة من الأمنلة التا  ت امي أفلاارا مت وعاة 

لأي أعتقاااد أن هااالا القسااام سااايكون مفيااادا لاااى فااا  التهي اااة و  .ووردت خاااسل دراساااتى للوحااادة
نرجو أن نلاون ماوفقين فا  تقاديم هالو الوحادة ب اكي م اساا، وأن ت اارك ا . اختبارات ،ادمة

 .برأيى فيما ورد فيها ك  يتم تطويرها مستقبس
 .ومرحبا بى مرة أخرخ 

 

 أهداف الوحدة
 

 

 

 

 عزيزي الدارس،، 

 : ب د فراغى من دراسة هلو الوحدة، نفمي أن تلون ،ادراً علد أن

 مسائي القيم الابتدائية تشرح. 

 ال رو  لوجود حلول لتلى المسائي تعدد. 

 مسائي القيم الابتدائية عددياً لاي ب ض الطرق  تستخدم. 

 لطرق ال ددية لاي مسائي القيم الابتدائية من عدة رتاا تستخدم. 
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  مسائل القيم الابتدائية للمعادلات التفاضلّية .2
 عزيزي الدارس،،

ة أفضاااي طريقاااة لوصاااه ال اااواهر الفيزيائياااة وال اااواهر الطبي ياااة ت تبااار الم اااادلات التفاضااالي
رياضياً، و،د ،دم ال لماء ن ريات عديدة لاي أن مة الم ادلات التفاضلية وبالتال  فهم أكبر 
لتلااى ال ااواهر، للاان اللنياار ماان تلااى الم ااادلات لا يوجااد لالهااا صاايغة د،يقااة وماااددة، لااللى 

 . ة عن الطرق ال ددية لاي تلى الم ادلات،دم ل ا الإنكاز ال لم  م لومات كنير 
 . يكا ان نت رف علد ماهيتها. وللن ،بي حي مسائي القيم الابتدائية عددياً 

ان مسااااائي القاااايم الابتدائيااااة للم ااااادلات التفاضاااالية ال اديااااة هاااا  عبااااارة عاااان م ادلااااة 
 . تفاضلية عادية م  مكموعة من ال رو  ع د نقطة م ي ة واحدة

  3t y - y = y sin t                                            :          فمنسً 

y(0) = 0  , y (0) = 1  

. ه  عبارة عن واحادة مان مساائي القايم الابتدائياة لم ادلاة تفاضالية مان الرتباة النانياة
وسااوف نسااتغرق الو،اار الأكباار ماان هاالا الكاازء فاا  التركيااز علااد الم ااادلات التفاضاالية ماان 

 : لد والت  يرافقها شر  ابتدائ  واحدالرتبة الأو 
y = f (t, y)        ,      y (t0) = y0  

،بي أن نبدأ ب رو الطرق ال ددية لمسائي القيم الابتدائياة بقا  أن ن ارف متاد يكاون 
 . لتلى المسائي حلول أو حلول وحيدة، ومتد لا يكون لها حي

 :تعريف

 yفا  المتغيار التااب   (Lipschitz Condition)تاقاا شار  ليب ايتز  f (t, y)الدالاة 
D  Rف  المكموعة 

 بايث  L > 0اوا وجد ثابر  2
|f (t, y1) - f (t, y2) |  L | y1 - y2 |  

  Dف    (t, y1) , (t, y2)للي 
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D  Rن المكموعة ا
فا   (t, y1) , (t, y2)اوا كاان للاي  (Convex)تسامد مادباة  2

D  فإن ال قطة[(1 - ) t1 + t2, (1 - ) y1 + y2]  
فاإن  Dوالم  د اله دس  لمكموعاة مادباة هاو أناه أي نقطتاين تق اان فا  المكموعاة 

 .  Dالخط الواصي بي هما يق  بفكمله ف  
 

 

 
 : نظرية

Rف   Dم رّفة علد مكموعة مادبة  f (t, y)ليكن 
 بايث  L > 0فإوا وجد  2

  Ly,t
y

f





 

 Lويسمد  yبال سبة للمتغير  Dر  ليب يتز ف  تاقا ش fفإن   D (t, y)للي 
  (Lipschitz Constant)ثابر ليب يتز 

 
 : نظرية

دالاة متيالة  f (t, y)ولايكن  D = {(t, y) : a  t  b , - < y <  }لايكن 
فااإن مساافلة القيمااة  yبال ساابة للمتغياار  Dشاار  ليب اايتز فاا   fاوا حققاار الدالااة . Dفاا  

 .  الابتدائية
y (t) = f (t, y (t))   , a  t  b      , y (a) = y0 

 .a  t  bحيث  y (t) هو لها حي وحيد

 غير مادبة مادبة
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 مثال: 
  y = 1 + t sin (t y) : 0  t  2  , y (0) = 0 :ليكن

  (Mean Value Theorem)باستخدام ن رية القيمة الوسيطة 
  :بايث أن y1 < c < y2 : cفإن يوجد  y1 < y2لأي عددين 

t
2
 cos (t c) = 

12

12

yy

)y,t(f)y,t(f
)c,t(f

y 







 

  y1 < y2لللى للي 
| f (t, y2) - f (t, y1) = |y2 - y1| t

2
 cos (t c)  4 |y1 - y2| 

 fأيضاً، حينما  L = 4حيث ثابر ليب يتز  yتاقا شر  ليب يتز ف  المتغير  fاون 

(t, y)  0دالاة متيالة ع ادما  t 2 ،- < y <   د حاي فاإن ال  رياة الساابقة تؤكاد وجاو
 .وحيد لمسفلة القيمة الابتدائية السابقة

 :  ملاحظات على النظرية

ياقاا  Iفا  الفتارة  fy|  L|باياث  y،ابلاة لسشاتقاق بال سابة الاد  f (t, y)أي دالاة . 3
   : |L = maxI |fy (t, y ر  وتلون ،يمة ثابر ليب يتز ال

1 .f (t, y) = y  بال ساابة الااد تاقااا شاارو  ليب اايتز بااالرغم ماان أن الم ااتقةy  غياار
 fyحياث  Iفا  الفتارة  | L = max |fy (t, y)وبيافة عاماة  L = 1موجاودة وه اا 

  . موجودة

 . لا تاقا شرو  لي تيز ولا يوجد للمسفلة حي وحيد fلللى فإن 

:، الاي النان      y = 0  :الاي الأول
4

t 2

 y =  
 : حلول لا نهائية
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y = 












at:
4

)at(

at0:0
2  

سا بدأ انن بات لم الطارق ال ددياة لااي مساائي القايم الابتدائياة مان الرتباة الأولاد علاد 
          y = f (t, y)  ,      y (t0) = y0: ال كي

 . تاقا شر  ليب يتز fوس فترو دائماً بان 

 ذاتي تقويمأسئلة 
  

 
 

 One - Step Methods  طرق الخطوة الواحدة  .1
  Euler's Method  ريقة أويلرط  2.1     

 عزيزي الدارس، 

 tn+1ت تماااد طاااارق التقرياااا وات الخطااااوة الواحااادة علااااد تقرياااا المساااافلة ع اااد ال قطااااة 
 . tnباستخدام نقطة واحدة ،بلها 

 : وانن ل فخل المسفلة التالية علد القيمة الابتدائية لم ادلة تفاضليّة من الرتبة الأولد

dt

dy
= f (t, y)   : a  t  b     ,    y (a) = y0  

ماان الفتاارات الكزئيااة  Nالااد عاادد  [a, b]يمكاان تقريااا حلهااا ماان خااسل تقساايم الفتاارة 
 : تب د عن ب ضها ب داً ثابتاً  tnمتساوية القياس بايث نايي علد نقا  

a = t0 < t1 < … < tn = b 

 ؟تفاضلية ال اديةمسائي القيم الابتدائية للم ادلات الما ه    -3
 ؟الم  د اله دس  لمكموعة مادبةما  -1
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 : كللى

tn = a + n h  : n = 0, 1, … , N     : h = 
N

ab
 

y  cوع د تطبيا مفلوك متسلسلة تايلر وبافتراو أن 
2
 [a, b]  فإنه 

 : tn+1ع د ال قطة  y (t)يمكن كتابة ،يمة الاي  n = 0, 1, .. , Nللي 

y (tn+1) = y (tn + h) = y (tn) + h y (tn) + 
2

h 2

y (cn)  

  tn+1 - tn = hأن  لاحظ. tn < cn < tn+1حيث 

  :وب د التبسيط

y (tn+1) = y (tn) + h  f (tn, y (tn)) + 
2

h 2

y (cn)  

وع ااد اهمااال الاااد الأخياار يياابغ لاادي ا صاايغة أويلاار الأماميااة أو لسختيااار صاايغة 
 أويلر 

yn+1 =  yn + h f (tn, yn)        :   n = 0, 1, … , N - 1 

 :أي أن y (tn)ة علد تقريا القيمة الد،يقة للدلال ynالرمز 
yn  y (tn)  

 

 مثال: 
  y = |y|  :  L = 1 :ف  المسفلة السابقة أثبر أن

 :الحل
f (t, y) = |y|  

|f (t, y2) - f (t, y1) | = ||y2| - |y1|| = 2 1 1 2

2 1 1 2

(1) y y if y y 0

y y if y y 0


  


 
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ياقاا شار   fالااالتين  وفا  كلتاا |y2 + y1|  (1) |y2 - y1|فإن  y1 y2 < 0وإوا كان 

 . L = 1ليب يتز حيث 

 :تعريف

 اوا كان للمسفلة (well - posed)ان مسفلة القيمة الابتدائية موضوع جيداً 
y (t) = f (t, y (t))      ,     a  t  b      y(a) = y0 

(a)  حي وحيدy (t) للمسفلة . 
(b) ثوابر موجبة,   م  الخاصية بفن حي وحيدZ (t) سفلةللم:  

z (t) = f (t, z) +  (t)       :    a  t  b   , z (a) = y0 + 0 
  :موجود م  تاقيا ال ر 

|z(t) - y (t)| <           a  t  b 

                                                             (t) | <         ,     |0| < |ع دما 
ا أناه اوا أعطي اا ساؤالًا لاه حاي وحياد فاإن أي تغييار بسايط فا  وم  د الت ريف الساب

 . ي تج ع ه تغيير بسيط وليس كبيراً ف  الاي f،يمة 

 : نظرية

فاإن مسافلة القيماة    D: {(t, y)     : a  t  b  , - < y <  }لايكن 
 الابتدائية 

y (t) = f (t, y (t))  : a  t  b  , y (a) = y0 

فاا   yفا  المتغيار ليب ايتز متيالة وتاقاا شار   fدما تلاون موضاوعة جياداً ع ا
 . Dالم طقة 
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 مثال: 
 هي تاقا مسفلة القيمة الابتدائية شر  ليب يتز

y (t) = y        ,     y (0) = 0  

   = y f (t, y)  :نفرو

y1 = 0       ول فخل      
12

12

yy yy

yy
lim

y

f

12 









 

 
2

2

y 0
2

yf
lim

y y


 


        

 (Lوهلو القيمة ليسر أ،ي من )

 مثال: 
 : استخدم صيغة أويلر لتقريا حي

dt

dy
= t + sin t       :  y (0) = 1  

   h = 0.5 , 0.25استخدم 
 :الحل

h = 0.5  
t1 = t0 + 0.5 = 0 + 0.5 = 0.5 

y1 = y0 + h f (t1) = 1 + 0.5 (0 + sin 0) = 1  

t2 = t1 + 0.25 = 0.5  

y2 = y1 + h f (t1) = 1 + 0.25 (0.25 + sin 0.25) = 1.12435  

t3 = 0.75   y3 = y2 + h f (t2) = 1.36921  

      t4 = 1  y4 = 1.72712  
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 (2)تدريب 

  h  = 0.25 و،ارن م  نتائج h = 0.1كرر المنال السابا مستخدماً 

 

 (: 2)قاعدة 
 (1 + x) 0للي 

m
  e

mx
     : x  -1     حيثm عدد صايغ موجا . 

 : البرهان
n = 1  , x0 = 0  , f (x) = eل طبا مفلوك متسلسلة تايلر للدالة 

x 

e
x
 = 1 + x + 

2

x 2

e
c
            :     0 < c < x 

0  1 + x  1 + x + 
2

x 2

e
c
  = e 

x
 اون:                                    

0  (1+ x)
m

  (e
x
)

m
 = e

mx
x  0 + 1   فإن        ولأن                         

 (: 1)قاعدة 
{an}عددان حقيقيان موجبان، و  s, mاوا كان 

k

 تاقا  (a0  0)متتالية  0
an+1    (1 + m) an  + s   

  :فإن  n = 0, 1, … , kللي 

an+1  e
(n+1)m

  
m

s
a

m

s
0 







  

 : البرهان
  (fixed)،يمة م ي ة  nل فرو أن 

an+1  (1 + m) an + s  

        (1 + m) [(1 + m)an-1 + s] + s  

        (1 + m {(1 + m) [ (1 + m) an-2 + s ] + s }+ s  

        
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        (1 + m)
n+1

 a0 + s 



n

0j

j)m1(  

 : فإن طريقة أويلر يمكن كتابتها علد ال كي التال  fn = f (tn , yn)وباعتبار 
yn+1   = yn + h fn      : n  0  

 y0 = y (0) :   حيث
او حتاااد علاااد  [tn, tn+1]ه دساااياً، يمكااان تفساااير هااالو الطريقاااة علاااد الفتااارة الكزئياااة 

 (. ان ر ال كي) [a, b]ئية مكموع كي الفترات الكز 
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 مثال: 

  :استخدم طريقة أويلر لتقريا حي مسفلة القيمة الابتدائية
y  = -t y

2
           :      y (2) = 1  

 : ثم احسا ،يمة الخطف اوا علمر بان الاي الد،يا هو

y (t) = 
2t

2
2 

      :  t > 2  

 : ملاحظة
N = 5     ,   h = 0.1       ,      t :   استخدم

2
 - 2 

 :الحل
  tn = 2 + nh :نستخدم

y1 = y0 + h f0 = y0 + h (-t0 
2

0y ) = 1 + 0.1 (-2) = 0.8  

y2 = y1 + h f1 = y1 + h (-t1
2

1y ) = 0.8 + 0.1 (-1.344)  

                                                = 0.6656  

y3 = y2 + h f2 = y2 + h (-t2
2

2y ) = 0.6656 + 0.1 (-0.97465) 
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                                                = 0.56813  

 :وبإكمال ال ملية نايي علد الكدول التال 

 
 مثال: 

: كارر الساؤال الساابا علاد المسافلة
dt

dy
= t - 2y   ,  y (0) = 1   [1 ,0]فا  الفتارة 

 :علماً بفن الاي الد،يا h = 0.2مستخدماً 

  y = 
4

e51t2 t2   

 :الحل
h = 0.2 
t           y_Euler y_exact  error 

0 1 1 0.0000 

0.2 0.6 0.6879 -0.0879 

0.4 0.4 0.511661 -0.1120 

0.6 0.32 0.426493 -0.1060 

0.8 0.312 0.402371 -0.0904 

1 0.3472 0.419169 -0.0720 

 

Max error   =  -0.1120    for       h = 0.2 
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h = 0.1 
t     y_Euler y_exact  error 

0 1 1 0.00000 

0.1 0.8 0.823413 -0.02340 

0.2 0.65 0.6879 -0.03790 

0.3 0.54 0.586015 -0.04600 

0.4 0.462 0.511661 -0.04970 

0.5 0.4096 0.459849 -0.05020 

0.6 0.37768 0.426493 -0.04880 

0.7 0.362144 0.408246 -0.04610 

0.8 0.359715 0.402371 -0.04270 

0.9 0.367772 0.406624 -0.03890 

1 0.384218 0.419169 -0.03500 

 for h = 0.100000 0.05020-: أكبر خطف

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

EXACT EULER h=0.1 Euler h=0.2

 

 (1)تدريب 

  (h = 0.1)أن تطبيا صيغة أويلر للمسفلة 
y = -y + t + 1         , y (0) = 1       t  [0, 1/2]  

 . وضغ ولى. ي ط  حدوداً خطف يمكن الت بؤ بها
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فا  مساائي كنيارة،  (y)ياول علاد وللن من عيوب ال  رية الأخيرة هو ص وبة الا
ظهااارت طااارق . Lلاااه، وكاااللى الااااال بال سااابة لل ااادد  Mأو حتاااد الاياااول علاااد حاااد أعلاااد 

 . حسابية أخرخ لاساب الخطف وتاليله وس تاب ها ف  المفاهيم التالية

 :تعريف

 :لل س،ة (Local Truncation error)ان ،يمة خطف البتر الموض ية 
y0 =    
yn+1 = yn + h f (tn , yn)      :  n = 0, 1, … N - 1  

 : هو المقدر
n+1 (h) = 

h

))y,t(fhy(y nnn1n    

             =  
h

yy n1n   - f (tn , yn)     : n = 0, 1, … , N - 1  

وسااام  بالخطاااف الموضااا   لأناااه يقياااد باااه حسااااب الخطاااف ع اااد خطاااوة م ي اااة، علاااد 
د،يقاااة للااااي ع اااد الخطاااوة الساااابقة،وولى لم ااا  تاااراكم الأخطااااء افتاااراو أن اااا ن ااارف القيماااة ال

ولا ن س أنه خطف بتر نتج عان متسلسالة لا . وال اتكة ،بي الوصول ع د تلى الخطوة الم ي ة
 . نهائية كما سبا وكرها

  :سبا أن ت لم ا أن: وانن ل اسا خطف البتر الموض  ، لييغة أويلر

y (tn+1) = y (tn) + h f (tn , y(tn)) + 
2

h 2

y (cn)  

  :وبسهولة نرخ أن

n+1 (h) = 
2

h
y (cn)      : cn  (tn , tn+1)  

 . O (h)ولللى فإنه خطف البتر الموض   لييغة أويلر لها رتبة 
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 : ملاحظة
 :فإن [a, b]ف  الفترة  y (t) |  M| :اوا كان

 |n+1 (h) |  
2

h
M    

 :                                            وللن
m

1)m1(
)m1(

1nn

0j

j 






 

 : وباستخدام المساعدة السابقة بالييغة
0  (1 + m)

n+1
  e

(n+1)m 

an+1  e
(n+1)m 

m

s
a

m

s
0 







                               :نايي علد       

      
 : نظرية

  :هو الاي الوحيد لمسالة القيمة الابتدائية الموضوع جيداً  y (t)كن لي

dt

dy
= f (t, y)    : a  t  b   , y (a) = y0 

Nوليكن 

0n }y{  هو متتالية للالول ناتكة عن استخدام صيغة أويلر 
yn+1 = yn + h fn 

  :بر ليب يتز ف  الم طقةثا Lوكان  ،شر  ليب يتز fاوا حققر 
D = {(t, y)   : a tby  

 :بايث وإوا وجد ثابر 
|y (t) | M               t  [a, b] 

 : فإن

|y(tn) - yn | 
L2

Mh
e

L(tn-a)
 - 1 } 
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وهاا  تفكياد علااد أن  tn اد ال  رياة الساابقة تااادد حادود الخطااف فا  صاايغة تاايلر لأي ،يمااة ع
 . O(h)رتبة الخطف  ه  

 مثال: 
 : أوجد حدود الخطف ثم طبا ال تائج علد صيغة أويلر

 h = 0.2  :       y = y - t
2
 + 1         :     0 t 2        , y (0) = 0.5  

 :الحل
 :الاي الد،يا

   y = (t + 1)
2
 -  

2

1
e

t     

 :كللى 

 
y

f




 = 1 = L 

|y(t)| = |2 - 
2

1
e

t
|  

2

1
e

2
 - 2   t  [0, 2]   

   h = 0.2 :    وأخيراً 

L2

Mh  [e 
L(t

n
 - a)

 ] 

 :ع د تطبيا صيغة أويلر ي تج ما يل 
  

tn 0.2 0.4 0.6 0.8   1.0 

    0.06209 0.0293 ،يمة الخطف

     0.03752 حدود الخطف
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ويمك  ا ت ريف خطف البتر المتراكم ليكون مكموع أخطاء البتر الموض ية السابقة أما 
 . خطف البتر اللل  فهو خطف البتر الموض   زائداً مكموع أخطاء البتر الموض ية السابقة

 :تعريف

  :خطوة واحدة علد شكي ه  صيغة من  ( - Scheme)  :0    1ان صيغة 
yn+1 = yn + h {(1 - ) fn +  fn+1 }      : n  0  

y0 = y (0)  

 : وأشهر صيغ 

 . ( = 0)صيغة أويلر ( 3)

 :صيغة شبه الم ارف( 1)
 (Trapezoidal Rule) ( = 

2

1
)  

  :وت ط  بال س،ة
yn+1 = yn + 

2

h
(fn + fn+1) 

وي طااا  . (Backward Euler Scheme) ( = 1)صاايغة أويلااار الخلفياااة ( 1)
 :بال س،ة

yn+1 = yn + n fn+1 

 

 : ملاحظة
و ( 1)ت هار فا  طرفا  اليايغ  yn+1لللى فإن  fn+1 = f (tn+1 , yn+1) :ن لم أن

ها  صايغة ( 3)بي ما اليايغة  (Implicit methods)لللى تسميان صيغ ضم ية ( 1)
 . وسيفت  دراسة الطرق الضم ية فيما ب د (Explicit Method)واضاة 
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 مثال: 
باساتخدام صايغة أويلار الخلفياة ثام أوجاد خطاف   y = yأوجاد صايغة تتاب ياة للم ادلاة 

 . البتر الموض   ورتبته

 :الحل
 : طريقة أويلر الخلفية ت ط  بال س،ة

yn+1 = yn + h f (tn+1 , yn+1)  

       = yn + h yn+1  

 :أو      yn+1 - h yn+1 = yn :اون

    yn+1 = ny
h1

1


 

  tnلاساب خطف البتر الموض   نستخدم مفلوك متسلسلة تايلر حول 

y (tn+1) = y (tn) + h y (tn) + 
2

1
h

2
 y (tn) + O (h

3
)  

            = yn + h f (tn, yn) + 
2

1
 h

2
 y (tn) + O(h

3
) 

                :للن طر  القيمة التقريبية من الد،يقة
h

)t(yy 1n1n   n+1 =  

= 
2

1
[yn + h f (tn+1 , yn+1) - yn - h f (tn, yn) - 

2

1
 h

2
y (tn) - O(h

3
)]  

= f (tn+1 , yn+1) - f (tn, yn) - 
2

1
 h y (tn) - O(h

2
)  

 :(tn, yn)حول   fوانن نستخدم مفلوك 
f (tn+1 , yn+1) = y (tn+1) = y (tn) + h y (tn) + O (h

2
) 

                    = f (tn, yn) + h y (tn) + O (h
2
)  

 : ف  م ادلة خطف البتر الموض   f (tn+1, yn+1)ون وو ،يمة 
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n+1 = [ f (tn, yn) + h y (tn) + O (h
2
) ] - f (tn, yn) - 

2

1
 h y (tn) - O (h

2
)  

   = 
2

1
 h y (tn) + O (h

2
) = O (h)  

وه دسااياً . لااللى فااإن هاالو الطريقااة لاام تاساان ،يمااة الخطااف عاان طريقااة أويلاار الأماميااة
كماااا فااا  طريقاااة أويلااار  tnولااايس ع اااد  tn+1فتااارة ع اااد ت تماااد علاااد مياااي الممااااس فااا  نهاياااة ال

 . الأمامية
 

 (أو طريقة أويلر المحسنة)  Heun's Method  طريقة هن  1.1
 : وه  طريقة ضم ية عبارة عن المتوسط بين صيغة أويلر الأمامية والخلفية

yn+1 = yn + 
2

h
(fn + fn+1) 

 وم ادلااة أخاارخ  (Predictor)ن م اااً لتو،اا  الاااي ويمكاان كتابتهااا علااد شااكي م ااادلتي
 :،در الإمكان (Corrector)لتياياه 

y0       المتو،  
n+1 = yn + f (tn, yn) h  

 + yn+1 = yn     المياغ 
2

h)y,t(f)y,t(f 1n
0

1nnn 
 

 مثال: 
 - h = 0.1  , y = yاستخدم طريقة هن لاي 

y

2
: y (0) = 1  
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 :الحل
n = 0 0

1y  = y0 + f (t0, y0) h  

      = 1 + (1)(0.1) = 1.1 

y1 = 1.1 + )1.0(
2

)1.1,1.0(f)1.0(f 
= 1.1459 

n = 1  0

2y = y1 + f (t1, y1) h = y1 + f ) (0.1, 1.1459) h  

    = 1.1459 +  f (0.1, 1.1459) = 1.2430 

y2 = y1 + 
2

)y,t(f)y,t(f 0

2211 
 

    = 1.1459 + h
2

)2430.1,2.0(f)1459.1,1.0(f 
 

    = 1.2405 

  :ف  الم ادلة الأخيرة fn+1وانن ن وّو مفلوك 

n+1 = 
2

1
(fn+1 - fn) - 

2

1
 h y (tn) - 

3

1
h

2
 y (tn) + O(h

3
)  

      =
2

1
[ h y (tn) + 

2

1
 h

2
 y''' (tn) +O(h

3
) ] - 

2

1
 hy (tn) - 

3

1
 h

2
y''' (tn) + 

O(h
3
) 

               = -
12

1
h

2
 y' (tn) + O(h

3
) = O(h

2
)  

 لرتبةصيغة متسلسلة تايلر من ا 1.1
 mth Order Taylor Series (m)  

 : هو tn+1ع د  tnحول  y (t)لاي  mان مفلوك متسلسلة تايلر من الرتبة 

y (tn+1) = y (tn) + h y (tn) + 
2

h 2

y (tn) + .. + 
!m

h m

 y
(m)

 (tn) +  

                 
)!1m(

h 1m





y
(m+1)

 (cn)     : cn  (tn, tn+1) 
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 : أنن لم 
y (t) = f (t, y (t))  

y (t) = f (t, y (t))  

 : عامةوبيفة 
y

(k)
 (t) = f

(k-1)
 (t, y(t))  

 : لللى

 y (tn+1) = y(tn) + h f (tn, y(tn)) + 
2

h 2

 f(tn, y (tn)) +   … + 
!m

h m

f
(m-1)

 (tn, y (tn)) 

+                   
)!1m(

h 1m





f
(m)

 (ci, y(ci))  

ت لم بان الاد الأخير يمكن تكاهله للايول علد حي تقريب ، ونايي علد صايغة تاايلر 
 : mمن الرتبة 

y0 =   

yn+1 = yn + h T
(m)

 (tn, yn)              : n = 0, 1, … , m - 1  

 : حيث

T
(m)

 (tn, yn) = f (tn, yn) + 
2

h
f (tn , yn) + … + 

!m

h 1m

f
(n-1)

 (tn, yn) 

 . لاحظ أن صيغة أويلر ه  من الرتبة الأولد
 : ويمكن الت بير عن صيغة هن بم ادلة واحدة

     nnnnnnn1n y,thfy,htfy,tfh
2

1
yy   

 (1)تدريب 

  y (0.4) , y (0.2)استخدم طريقة هن لتقريا 
h = 0.2   , y(0) = 0        , y = y + e

t
        



 

-221 -

 مثال: 
 : أوجد رتبة خطف البتر الموض   لطريقة هن

 :الحل
 مفلوك متسلسلة تايلر 

y (tn+1) = y(tn) + h y (tn) +  
2

1
h

2
 y (tn) + 

6

1
h

3
 y'(tn) + O(h

4
)  

= yn + h fn + 
2

1
 h

2
 y (tn) + 

3

1
h

3
 y' (tn) + O(h

4
)  

fn+1 = f (tn+1 , yn+1) = y (tn+1)  

       = y (tn) + h y (tn) + 
2

1
h

2
 y' (tn) + O(h

3
)  

n+1 = 
h

1
(yn+1 - y (tn+1))                                                        اون 

      = 
h

1
[yn + 

2

h
(fn + fn+1) - yn - h fn - 

2

1
 h

2
 y' (tn) - 

3

1
h

3
 y' (tn) - 

O(h
4
)] 

              = 
2

1
(fn+1 - fn) - 

2

1
 h y (tn) - 

3

1
 h

2
 y' (tn) - O(h

3
)  

 (4)تدريب 

y = y + eليكن 
t
 + ty 

y (1) = 2                  : 1  t  3 
ثام أوجاد ،يماة تقريبياة للمقادار  4است بط طريقاة متسلسالة تاايلر مان الرتباة 

y(1.2)  حيثh = 0.01 . 
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 مثال: 
  :لتقريا (h = 0.5)ية استخدم متسلسلة تايلر من الرتبة النان

y = 


2
e

-t2

                    :  y (2) 

y (0) = 0 

y (tn+1) = y (tn) + h y (tn) + 
2

h 2

y (tn) + O(h
3
)  

y (t) = f (t, y)  

y (t) = ft (t, y) + fy (t, y) y (t)  

 : لللى

y (tn+1)  y (tn) + h f (tn , yn) + 
2

h 2

 (ft (tn, yn) + fy (tn , yn) f (tn , yn 

))   

 : لللى

yn+1 = yn + h )0e
2

t2(
2

h
e

2 2
n

2
n t

n

2
t







  

yn+1 = yn + h 
2
nt

e
2 


(1 - h tn)  

n = 0 
y1 = y0 + h 

2te
2 


(1 - h t0)  = 0 + 0.5 

20e
2 


(1-  0.5(0)) = 

0.564189 

n = 1  
y2 = 0.564189 + 0.5 

25.0e
2 


(1-(0.5)(0.5)   = 0.893733 

n = 2  y3 = 0.9975099  

n = 3  y4 = 1.012376  

 y (2)  y4 = 1.012376   اون                             :                 



 

-222 -

 Runge - Kutta method  كتا–صيغة رنج  4.1

كتاا مان أكنار الطارق ال ددياة اساتخداماً لااي الم اادلات التفاضالية  -ربما تلون رناج 
وي ود السبا ف  ولى الد كونها طرق وات رتا عالية وحساابات ليسار م قادة اوا  ال ادية،

 . يقة متسلسلة تايلرما ،ورنر منسً بكمية الاسابات اللنيرة ف  طر 
 : نظرية تايلر

أو أ،اي فا   m + 1وجميا  م اتقاتها الكزئياة متيالة مان الرتباة   f (t, y)لايكن 
 D = { (t, y)      : a  t  b        , c  y  d }                        :الم طقة

  :بايث (, )توجد نقطة   (t, y)  Dفإنه   D (t0, y0)وليكن 
f (t, y) = Pm (t, y) + Rm (t, y)  

 :حيث

Pm (t, y) =  f (t0, y0) + (t - t0) 
t

f




(t0, y0) + (y - y0) 

y

f




(t0, y0) +  

!2

1
  ((t - t0)

2

2

2

t

f




+ 2 (t - t0) (y - y0) 

yt

f2




+ (y - y0)

2
 

2

2

y

f




)  

+ … +    


























 00jjm

m
j

0

jm

0

m

0j

y,t
yt

f
)yy(tt

j

m

!m

1
 

Rm (t, y) =      











 

 






 ,
yt

f
yytt

j

1m

)!1m(

1
j1m

1m
j

0

j1m

0

m

0j

 

 Rm (t, y)فا  متغيارين، و  mما ها  الّا حدودياة تاايلر مان الرتباة  Pm (t, y)والدالة 
 Pm (t, y)المرتبط م   (Remainder)هو البا،  

 yn+1 = yn +  (tn , yn , h) h         :كتا ه  -ان الييغة ال امة لطريقة رنج 
  :وصيغتها ال امة [tn , tn+1]،يمة الميي ف  الفترة الكزئية  وتمني الدالة 

 = a1k1 + a2k2 + … + am km  
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 : ه  كما يل  ksه  ثوابر و  asحيث 
k1 = f (tn , yn) 

k2 = f (tn + 2 h , yn + 21 k1 h) 

k3 = f (tn + 3h, yn + 31 k1 h + 32 k2 h)  

 

km = f (tn +mh , yn + m k1 h + m,2k2h + … + m,m km-1 h)  

  فمنسً اوا كان
2

1 a2 =  فإن 
2

1
a1 =    و2 = 21 = 1 وييبغ لدي ا:  

yn+1 = yi + (
2

1
k1 + 

2

1
k2) h 

k1 = f (tn, yn)  

k2 = f (tn + h, yn +  k1 h)  

هااو الميااي ع ااد بدايااة الفتاارة الكزئيااة ونهايتهااا علااد التااوال ، وهاا    k2, k1 :ولاحااظ أن
 . نفس صيغة هن

،  a1 = 0فإن  a2 = 1اوا كان 
2

1
212  وييبغ لدي ا صيغة الم تيه حيث: 

y n+1 = yn + k2 h 

k1    = f(tn, yn) 

k2    = f(tn + 
2

1
h, yn + 

2

1
 k1h) 

 . وه  تاسا الميي عن م تيه الفترة الكزئية

وأخيراً اوا كان 
3

2
a2 =    فإن ا س ايي علد أ،ي خطف بتر للييغة ال امة من الرتبة

 . النانية
 

 مثال: 
 للمسفلة  h = 0.25استخدم صيغة الم تيه ومقياس المرحلة 
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dt

dy
= -2y + t          ,    y (1) = 2  

  :صيغة الم تيه

y (t + h) = y (t) + hf (t + 
2

h
, y + h f (t, y) / 2)  

  y (1.25)،                 (1, 2) = (t0, y0)ونبدأ من ع د 
y(1.25) = y(1) + (0.25)  f(1.125, 2 + 0.125  f(1, 2)) 

 f(1, 2) = -3 

y(1.25) = 2 + (0.25) f(1.125, 1.625) = 2 + (0.25) (-2.125) = 1.4688 

y(1.5) = y(1.25) + (0.25) f(1.375, 1.4688 + 0.125 f(1.25, 1.4688)) 

 f(1.25, 1.4688) = -1.6876 

y(1.5) = 1.4688 + (0.25) f(1.375, 1.2579) = 1.4688 + (0.25) (-1.1408) = 

1.1836 

y(1.75) = y(1.5) + (0.25) f(1.625, 1.1836 + 0.125 f(1.5, 1.1836)) 

 f(1.5, 1.1836) = -0.8672 

y(1.75) = 1.1836+(0.25) f(1.625, 1.0752) = 1.1836+(0.25)(-0.5254) = 

1.0522 

y(2) = y(1.75) + (0.25) f(1.875, 1.0522 + 0.125 f(1.75, 1.0522)) 

 f(1.75, 1.0522) = -0.3544 

y(2) = 1.0522 + (0.25) f(1.875, 1.0079) = 1.0522 + (0.25) (-0.1408)= 

1.0170

 : كتا من الرتبة الثالثة - رنج
 :كتا من الرتبة النالنة وأحد الييغ -س ايي علد صيغة رنكا  m = 3اوا كان 

yn+1 = yn + 
6

1
 (k1 + 4k2 + k3) h  

 : حيث
k1 = f (tn, yn)  

k2 = f (tn + 
2

1
h , yn + 

2

1
k1 h) 

k3 = f (tn + h , yn - k1h + 2k2 h)  
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 : كتا من الرتبة الثانية -اشتقاق صيغة رنج 
 :  او التال كتا من الرتبة النانية تلون علد ال -ان صيغة رنج 

yn+1 = yn + (a1k1 + a2k2) h 

………………………………..…………….(1) 

 : حيث
k1 = f (tn , yn)  

k2 = f (tn + 2h , yn + 21 k1 h)  

عان طرياا مسااواة هالو اليايغة  21, 2, a2, a1: ويتبقاد علي اا تادياد ،ايم النوابار
 : بييغة  تايلر من الرتبة النانية والت  ه 

yn+1 = yn + h T
(2)

 (tn , yn)  

 وللن 

T
(2)

 (tn, yn) = f (tn , yn) + 
2

h
f (tn, yn)  

  :(Chain Rule)وللن باستخدام ،اعدة السلسلة 

f (tn, yn) = 
dt

dy

y

)y,t(f

t

)y,t(f nnnn









 

 : فإن

yn+1 = yn + h f (tn , yn) + 

















dt

dy

y

f

t

f

!2

h 2

………………………….. 

(2) 

م ااااااً، نساااااتخدم ن رياااااة تاااااايلر لمفلاااااوك ( 1)، (3)اوي الم اااااادلتين وانن ،باااااي أن نسااااا
  f (tn , yn)حول  k2المتسلسلة بمتغيرين للمقدار 

f (tn + 2h, yn + 21 k1 n) = f (xn, yn) + 2 h
 

t

f




+ 21 k1 h 

y

f




+ O(h

2
) 

 :يمكن اعادة كتابتها( 3)وانن 
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yn+1=yn+[a1 f(tn , yn) + a2 f (tn, yn) h + a2 2h
2
 

t

f




+ a2 21h

2
 f (tn, yn) 

y

f




+ 

O(h
3
)  

   = yn+[a1 f(tn, yn)+a2f (xn, yn) ] h + [a2 2
t

f




+a2 21f (tn, yn)

y

f




] h

2
+O(h

3
) 

..(3) 

 : ل ايي علد( 1)و ( 1)ن الم ادلتين وانن نقار 

a1 + a2 = 1          a22 = 
2

1
         a221 = 

2

1  

وتبقاااد  ،مكاهياااي ونساااتطي  ت ياااين أي ،ااايم لهاااا ةوأصاابغ لااادي ا ثاااسث م اااادلات وأرب ااا
 . كتا من الرتبة النانية -الييغة ال اتكة من احدخ صيغ رنج 

  :كتا من الرتبة الرابعة -يغة رنج ص
 : كتا ه  الييغة اللسسيكية من الرتبة الراب ة -ل ي أشهر صيغ رنج

yn+1 = yn + 
6

1
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) h  

k1 = f (tn , yn)  

k2 = f (tn + 
2

1
h, yn + 

2

1
k1 h)  

k3 = f (tn + 
2

1
h, yn + 

2

1
k2h)  

k4 = f (tn + h, yn + k3h)  
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ti ti + h/2 ti + h

f1

f2

f3

f4

 4321 22
6

1
fffff 

f

 

مان صاايغ  hوالكادول التاال  يوضااغ ال س،اة بااين عادد الاساابات للااي مقيااس مرحلااة 
  :كتا المختلفة وأفضي رتبة لخطف البتر الموض   -رنج 

8  n  9 5  n  7 4 3 2  لللي خطوةعدد الاسابات 

O (h
n-2

) O(h
n-1

) O(h
4
) O(h

3
) O(h

2
 أفضي رتبة لخطف البتر الموض   (

 : ملاحظة
 (h)كتااا بايااث تلااون مقياااس الخطااوة  - ه اااك ب ااض المراجاا  تلتااا صاايغ رنااج

  :أي أن k's ضمن ،يم
yn+1 = yn +  (tn , yn, h)  

 : حيث
 = a1k1 + a2k2 + … + amkm  

k1 = h f (tn, yn)  

k2 = h f (tn + 2h , yn + 21k1)  

k3 = h f (tn + 3h , yn + 31k1 + 32k2)            m1 m      km-1        

km = f (tn + mh, yn + m,1k1 + m,2 k2 + … + m,m km-1   
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 مثال: 
مساااتخدماً              y (1)كتاااا مااان الرتباااة الراب اااة لتقرياااا  -اساااتخدم اليااايغة الأخيااارة لااارنج 

h = 0.25    للمسفلةy = t
2
 - e

y
 sin t   : y(0) = 1 

 :الحل
 :[1 ,0]ف  الفترة 

        n = 
h

ab 
= 4      , b = 1       , a = 0   

 y (0) = 1وس بدأ بفن     y4, y3, y2, y1 :  س اتاج لاساب لللى فإن ا
y1 : k1 = h f (t0, y0) = (0.25) f (0.1) = 0  

      k2 = h f (t0 + 
2

1
h, y0 + 

2

1
k1) = f (0.125, 1) = -0.373276  

      k3 = h f (t0 + 
2

1
h, y0 + 

2

1
k2 )  

           = 0.25 f (0.125 , 1 + 0.5 (-0.373276)) = -0.373276  

      k4 = h f (t0 + h, y0 + k3) = 0.25 f (0.25 , 1-0.373276)  

          = -0.309854  

y1 = y0 + 
6

1
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)  

     = 1 + 
6

1
 (0 + 2 (-0.373276) + 2 (-0.373276) - 0.309854) = 

0.923911 

t1 = t0 + h = 0 + 0.25 = 0.25  

x2:  

k1 = h f (t1, y1) = (0.25) f (0.25 , 0.923911) = -0.560741 

 



 

-224 -

 

 

 

 

 y (1)   0.446327أو   y (1)اون الاي هو تقريا 
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 (1)تدريب 

 :لرتبة الراب ة لتقريا حي المسفلةكتا من ا -استخدم رنج 

y = t - 2y       : y (0) = 1            : h = 0.2     : [0, 1] 

 مثال: 
 y (0.5)كتا مان الرتباة الراب اة لتقرياا  -طبا رنج  h = 0.1ماً مقياس خطوة مستخد

 . للمسفلة
y = -2t - y                  ,      y (0) = -1 

 . ثم ،ارن الإجابة م  الاي الد،يا

 :الحل
  y (0.5) = -0.81959 :الاي الد،يا

tn k1 k2 k3 k4 yn+1 

0.1 0.1 0.085 0.0858 0.0714 -0.9145 

0.2 0.0715 0.0579 0.0586 0.0456 -0.8562 

0.3 0.0456 0.0333 0.034 0.0222 -0.8225 

0.4 0.0222 0.0111 0.0117 0.0011 -0.811 

0.5 0.0011 -0.009 -0.0085 -0.0181 -0.8196 



 

-222 -

 مثال: 

 

 

 مثال: 
 :للمسفلة    h = 0.1مستخدماً  y (0.5)أوجد ،يمة تقريبية للمقدار 

y (t) = t
2
       ,       y (0) = 1 

كتااا ماان الرتبااة الراب ااة ثاام ،ااارن بااين الطااريقتين أيهمااا  -باسااتخدام طريقااة أويلاار ورنااج 
 أدق؟ 

 :الحل
  .… ,yn+1 = yn + h f (tn , yn): n = 0, 1, 2صيغة أويلر  
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f (tn, yn) = yوللن 
2

n , y0 = 1, h = 0.1  س ايي علد الكدول التال: 
n tn yn 

0 0 1 

1 0.1 1.1 

2 0.2 1.221 

3 0.3 
1.3700
841 

4 0.4 
1.5577
97144 

5 0.5 
1.8004
70338 

 كتا من الرتبة الراب ة  -بي ما صيغة رنج 

yn+1 = yn + 
6

1
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)       : n = 0, 1, 2, …  

 : حيث
k1 = h f (tn, yn)  

k2 = h f (tn + 
2

1
h, yn + 

2

1
 k1)  

k3 = h f (tn + 
2

1
h, yn + 

2

1
 k2)  

k4 = h f (tn + h, yn + k3)  

 :وب د الاسابات نايي علد الكدول التال 
n tn yn 

0 0 1 

1 0.1 1.1111105 

2 0.2 1.249998 

3 0.3 1.4285662 

4 0.4 1.6666533 

5 0.5 1.9999633 

 :ولاحظ بان الاي الد،يا هو
4t

1


y (t) = -    
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  y (0.5) = 2 :                           لللى
  0.19952966هو  t = 0.5والخطف ف  صيغة أويلر ع د 

  0.00003674كتا من الرتبة الراب ة هو  -والخطف ف  صيغة رنج 
O(hوالنانية لها رتبة   O(h)لها رتبة  دوالسبا أن الأول

4
). 

 مثال: 
  :كتا من الرتبة النالنة علد اليورة -است تج رنج 

yn+1 = yn + 
9

1
(2k1 + 3k2 + 4k3)  

 :حيث
k1 = h f (t, y)  

k2 = h f (t + 
2

1
h, y + 

2

1
k1)  

k3 = h f (t + 
4

3
h , y + 

4

3
k2)  

 :الحل
 كتا من الرتبة النالنة له صيغة عامة -صيغة رنج 

yn+1 = yn + h (w1k1 + w2k2 + w3k3) 

 : حيث
k1 = f (tn, yn) 

k2 = f (tn + 2h, yn + h 21k1)  

k3 = f (tn + 3h, yn + h 31k1+ h 32k2)  

D = 
y

f
t

n








:ن لم أَن                                                  

Di = i
y

f
t

n

1i

1j

ij

























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f  
   

t  y 

   

  t 

  :وباستخدام مفلوك تايلر م  الييغتين السابقتين حتد الرتبة النالنة

y (tn + h) = y (tn) + h f + 
2

h 2

D f + 
6

h 3

(D
2
f + f y D f) + O(h

4
)

 ………(*) 
 ,k3, k2وانن نستخدم مفلوك متسلسلة تايلر ف  متغيرين حتد الرتبة النانية للمقادير 

k1 
k1 = f (c) 

                                                                                            hD2f 

k2 = ftn+ 2 h, yn + h 21 k1) = f(tn, yn) + 
y

f
hk

t

f
h 1212









 + 

)h(OfD
2

h 3
2

2
2

  

k3 = f + h D3f + 
2

h 2

( 2

3D f + 2 32fy D2f) + O(h
3
)  

 وبت ويض تلى القيم النسث ف  الييغة ال امة أعسو 

yn+1 = yn + h (w1f + w2f + w3f) + h
2
 (w2D2f + w3D3f) + 

2

h 3

(w2
2

2D f + 

w3
3

3D f) + h
3
 (w332 D2ffy)  

hمن خسل ال وامي )*( وبمقارنة الم ادلة الأخيرة م  
3
, h

2
, h   نكد: 

w1 + w2 + w3 = 1  

w2D2f + w3D3f = 
2

1
Df 

2w2 
2

2D f + 3w3
2

3D f = D
2
f 
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w3 32 D2 ffy = 
6

1
D ffy 

، لللى فاإن ،ايم fيكا أن لا ي تمد علد  ij, i, wiوللن تلكر ان اختيار 
Df

fD2  و

Df

fD3 ه  ثابتة. 

فلااو اخترنااا 





1i

1j

i ij  فااإن
Df

fD2  و
Df

fD3 ًهاا  ثواباار، وأيضاااDi = iD  ولااللى

 : يمكن التبسيط الد ال س،ات
w1 + w2 + w3 = 1  

w2 2 + w3 3 = 
2

1
 

w2
2

2 + w3 
2

3 =  
3

1
 

 : ومن خسل المقارنة م  الييغة الواردة ف  السؤال

w1 = 
9

2
 , w2 = 

3

1
 , w3 = 

9

4
 

2 = 
2

1
  , 3 = 

4

3
 

21 = 
2

1
  , 31 = 0  , 32 = 

4

3
  

 مثال: 
  :للمسفلة     y (0.5)     لتقريا    h = 0.1    استخدم

y = -2t - y       , y (0) = -1 
  :كتا من الرتبة الراب ة ثم ،ارن م  الاي الد،يا -باستخدام رنج 

y = -3e
t
 - 2t + 2  
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xn k1 k2 k3 k4 kn+1 

0.1 0.1 
0.0
85 

0.0
858 

0.071
4 

-
0.9145 

0.2 
0.0
715 

0.0
579 

0.0
586 

0.045
6 

-
0.8562 

0.3 
0.0
456 

0.0
333 

0.0
34 

0.022
2 

-
0.8225 

0.4 
0.0
222 

0.0
111 

0.0
117 

0.001
1 

-
0.811 

0.5 
0.0
011 

-
0.009 

-
0.0085 

-
0.0181 

-
0.8196 

 
 y (0.5) = -0.81959 :علماً بفن الاي الد،يا

  ذاتي تقويمأسئلة 
 ؟وات الخطوة الواحدةطرق التقريا ماوا ن    ب  -3
 (1 + x) 0للي :  برهن القاعدة -1

m
  e

mx
     : x  -1     

 .عدد صايغ موجا mحيث      
 ؟خطف البتر المتراكمو ؟ قيمة خطف البتر الموض يةماوا ن    ب -1
 ؟طريقة أويلر الخلفيةاشر  المقيود ب -4
 ؟ tn+1ع د  tnحول  y (t)لاي  mمفلوك متسلسلة تايلر من الرتبة اكتا  -5
 ؟كتا –الييغة ال امة لطريقة رنج اكتا  -6

  Multistep Methods  طرق الخطوات المتعددة .1
  عزيزي الدارس،

مسااتخدمين بيانااات عاان  tn+1ع ااد ال قطااة  yلقااد ت لم ااا فيمااا ساابا تقريااا الاااي 
رق فقط، لللى فإن تلى الطرق كانر تسمد ط tnوعن ال قطة  [tn, tn+1]الفترة الكزئية 
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 yn-1 , … , y2, y1الخطاوة الواحادة، لل  اا فا  خطاوات ساابقة كّ اا ناياي علاد القايم 
 ع د ال قا 

 tn-1, … , t2, t1  فلماوا لا نستخدم تلى ال قط؟ ، 
مان الخطاوات  nتسامد طريقاة وات    yn-1, … , y1, y0ان الطريقاة التا  تساتخدم 

لد تلى القيم الابتدائية ها  مان احادخ ويكا التلكير دائماً بفن الطريقة الت  نايي فيها ع
 . طرق الخطوة الواحدة

  باشفورث ذات الخطوتين -طريقة آدم   2.1
2-Steps Adam - Bashforth Method  

 ,y = f (tل لاماي .  tn, … , t1, t0ع اد  y , yل فارو أن لادي ا ،ايم تقريباة للمقادار 

y)  منtn  الدtn+1 ف ايي علد: 

y (tn+1) = y (tn) + 
1n

n

t

t

dt))t(y,t(f  

ثاام  fn-1. fnوبالتاديااد  fولأن الطريقااة وات خطااوتين نسااتخدم آخاار ،يمتااين لس،تااران 
والطب  ف  هلو الاالة، فإن  (tn, fn)و  ( tn-1 , fn-1))نوجد حدودية استلمال تمر بال قطتين 

  :الادودية ه  خط مستقيم

f (t, y (t))  n

1nn

1n
1n

n1n

n f
tt

tt
f

tt

tt






 







 

dtf
tt

tt
f

tt

tt
dt))t(y,t(f

1n

n

1n

n

t

t

t

t

n

1nn

1n
1n

n1n

n

 
 



























 

=  

1n

n

t

t

n

2

1n
1n

2

n f
h2

)tt(
f

h2

)tt(









 




 
  

= 1nn f
2

h
f

2

h3
  
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  :بم  د أن

yn+1 = yn + 
2

h
[ 3fn - fn-1 ]  

 . وه  كما ترخ صيغة صرياة
 

 (AB2)باشفورث ذات المرحلتين  -ملاحظات على صيغة آدام 
O(hتر الموض   من الرتبة الطريقة من الرتبة النانية لأن لها خطف الب. 3

3
) 

والنانياة نفخالها  ،الطريقة تاتاج ،يمتاين ابتادائيتين، الأولاد نفخالها مان ال ار  الابتادائ . 1
 . AB2من أي طريقة وات خطوة واحدة من نفس رتبة 

لاحظ أن حدودية الاستلمال الت  است بط ا الطريقة م هاا ،اد تلاون حدودياة لاجارانج، 
 . ن الأمامية أو الخلفية  أو غيرهااو تايلر، أو صيغة نيوت

( مرحلاة m) m + 1وبيافة عاماة، اوا كاان اهتمام اا هاو اسات تاج طريقاة مان الرتباة 
 m + 1باساتخدام حدودياة اساتلمال تمار ب ادد  f (t, y (t))فإن اا سا  مي علاد تقرياا الدالاة 

  :من ال قا 
(tn, fn) , … , (tn-m , fn-m) 

ه اا س ساتخدم حدودياة الاساتلمال فا  صايغة . AB2 ثم نكري التلامي كما ف ل ا فا 
 : يمكن ت ريف الفروق المقسومة، كما ت لم، بطريقة تتاب ية متداخلةو  ،الفروق المقسومة















 0i:ff

0i:f
f

k

1i

1k

1i

k

k  

  :لللى فإن جدول الفروق المقسومة يكون علد ال كي التال 
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. سااااامة أث اااااء ال مليااااااتوتتميااااز عمليااااة اساااااتخدام الفااااروق المقساااااومة بفنااااه لا توجااااد ،
 (ti, fi)تمار بال قاا   mحدودية اساتلمال مان الرتباة  (fI = f(tI, yI))ويستطي  الدارس كتابة 

 :كما يل  i = n - m , … , nحيث 

Pm (t) = 












m

0k

kn

kk f
k

s
)1(   

 : حيث

k  1 : 
h

tt
s,

k

)1ks(...)1s()s(

k

s
n












 

 :فإن   dt = h ds :وحيث أن

yn+1=yn+h 




 









1

0

1m1

0

m

0k

kn

kk

!m

h
dsf

k

s
)1( s(s+1)…(s+m-1) f

(m)
 (ci, 

y(ci)) ds  
 tn < ci < tn-mحيث 

yn+1  yn + h {0 fn + 1 fn-1 + … + m 
m

 fn-m }   )*( 
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k = (-1)
k
 ds

k

s1

0

 







                                             :       حيث 

    
ولاحااظ أيضاااً ( ان اار الكاادول التااال )ساابقاً هاا  أر،ااام يمكاان حسااابها م {k}والمتتاليااة 
 .ف ايي علد صيغة أويلر  m = 0اوا كان )*( أنه ف  الم ادلة 

 

k 0 1 2 3 4 5 

(-1)
k
 ds

k

s1

0

 







 

1 

2

1
 

12

5
 

8

3
 

720

251
 

288

95
 

 

2 =  


1

0
12

5
ds

2

)1s()s(
            , 1 =  

1

0
2

1
ds)s(        , 0 = 1   

3 =                وهكلا  




1

0
8

3
ds

6

)2s)(1s()s(
  

 )*( ف   m = 2وإوا عوض ا 

yn+1  yn + h 







  2n

2

1nn f
12

5
f

2

1
f  

 : للن
fn-1 = fn - fn-1  


2
fn-2 = fn - 2fn-1 + fn-2  


3
fn-3 = fn - 3fn-1 + 3fn-2 - fn-3 

yn+1 = yn + h [fn + 
2

1
[fn - fn-1]+ 

12

5
[fn - 2fn-1 + fn ]] اون  :                

     

       = yn + 
12

h
[ 12fn + 6fn - 6fn-1 + 5fn - 10fn-1 + 5fn ]  
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       = yn + 
12

h
[23fn - 16fn-1 + 5fn-2 ]                                    AB3    وه

 صيغة 

 : نايي علد( m = 3بالت ويض ) AB4ه  صيغ  ABول ي أشهر صيغ 

yn+1 = yn + h (fn + 
2

1
fn-1 + 

12

5


2
fn-2 +

8

3


3
 fn-3) 

    = yn + 
24

h
(55fn - 59fn-1 + 37fn-2 - 9fn-3 )  

  :ومقدار خطف البتر الموض   لييغة آدام باشفورث هو كما ف  الكدول
 

 AB2 AB3 AB4 AB5 الطريقة

h خطف البتر الموض  
2
 )c(y
12

5
i  3

i

)4( h)c(y
8

3
 4

i

)5( h)c(y
720

251
 5

i

)6( h)c(y
288

45
 

 
 : ملاحظة

ل اادم وجااود  Explicit Methodهاا  صاايغ مباشاارة  ABجمياا  الياايغ السااابقة 
yn+1 علد طرف  الييغة بي ف  الطرف الأيسر فقط. 

 

 مثال: 
  :لاي مسفلة القيمة الابتدائية AB4استخدم 

y = -y
2
       ,        y (1) = 1  

  h = 0.1حيث  [2 ,1]ف  الفترة 

 :الحل
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وس اتاج الد احدخ طرق الخطوة الواحدة  t3, t2, t1, t0ع د  f (t, y)ناتاج الد ،يمة 
 . Rk4ولتلن ( AB4نفس رتبة )من الرتبة الراب ة 

 :سي ط  الكدول التال  Rk4استخدام 

 

 

ل اياي علاد  AB4ثم نستخدم تلى القايم كمقاادير ابتدائياة ياتم ت ويضاها فا  صايغة 
 :دول التال الك

AB4 
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 (2)تدريب 

  :لتقريا حي مسفلة القيمة الابتدائية AB4طبا 

y =  -y + t + 1       , y (0) = 1  

  :وم تمداً علد الاي الد،يا h = 0.1مستخدماً  [1 ,0]ف  الفترة 
y = e

-t
 + t                                                                             

 . ف  الايول علد القيم الابتدائية المطلوبة من الييغة

 
 yn+1لأن  (Implicit)وه اك صيغ أخرخ من نفاس عائلاة صايغ آدم وها  صايغ ضام ية 

 - Adam)مولتااااون -ادلااااة وتساااام  تلااااى الياااايغ بطاااارق آدمت هاااار فيهااااا علااااد طرفاااا  الم 

Moulton) . 
  :س بدأ من

y (tn+1) - y (tn)  
1n

n

t

t

dt))t(y,t(f  

 .ع دها yباستخدام حدودية تمر ب قا  ثم تقريا ،يم  fثم نقرب 

 AM2 آدم مولتون من الرتبة الثانية  1.1
س ختار حدودية تربي ية تمر بال قا   (AM2)لاشتقاق آدم، مولتون من الرتبة النانية 

(tn+1, fn+1)  ،(tn, fn)  ،(tn-1, fn-1) وصيغة هلو الادودية ه  اون ، : 

P(t)= (t- tn) (t-tn+1)      
2

1n
1nn2

n
1n1n2

1n

h2

f
tttt

h

f
tttt

h2

f 


   

 : وانن ناسا المقدار 
1n

n

t

t

dttP 
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       

  

 



 













1n

n

1n

n

1n

n

1n

n

t

t

1nn

2

1n

t

t

t

t

1n1n21nn2

n

t

t

dttttt

h2

f
dttttt

h

fn
tttt

h2

1f
dttP

 

 x = t-tnوباستخدام الت ويض 

      





 n1n1n

n

tt

0

1nnn2

1n

t

t

dtttxxt
h2

f
dttP  

    














n1n1n tt

0

1nn2

1n
1nn

tnt

0

1nn2
dt)ttx()x(

h2

f
dtttxttx

h

fn
 

 
 .يمكن كتابتها علد ال كي AM2لللى فإن صيغة 

 1nn1nn1n ff8f5
12

h
yy    

 : يمك  ا الايول علد الطرق التالية AM2س طريقة است تاج وب ف
   AM3: طريقة آدم مولتون من الرتبة النالنة

yn+1 = yn + 
24

h
[9 f (tn+1 , yn+1) + 19 f (tn, yn) - 5 f (tn-1, yn-1) - f (tn-2 , 

yn-2)  

 AM4مولتون من الرتبة الراب ة  -طريقة آدم 

yn+1 = yn + 
720

h
[251 f (tn+1 , yn+1) + 646 f (tn, yn) - 264 f (tn-1, yn-1)  

+ 106 f (tn-2 , yn-2) - 19 f (tn-3, yn-3) ] 
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بااافي طريقاااة والاساااتفادة   yn+1يمك  اااا الاياااول علاااد مقااادار  AMوفااا  هااالو اليااايغ 
والقيماااة النانياااة  (Predictor)م هاااا فااا  اليااايغة مااارة أخااارخ، فاااالأولد تسااامد ،يماااة للتخماااين 

 ,y3, y2يلزم اا فا  البداياة ،ايم ابتدائياة للمقاادير  AM4فمانسً فا  . (Corrector)للتيايغ 

y1, y0  باااي حسااااب اليااايغة،AM4  ويمك  اااا حسااااب تلاااى المقاااادير عااان طريااااRK4  ثااام
)0(والمسمد مخم اً ونرمز له بالرمز  y4نستخدم تلى القيم لتقريا المقدار 

4y   ثم ن وضاه فا
 : صيغة المخمن

)0(

4y  = y3 + 
24

h
[ 55f (t3, y3) - 59f (t2, y2) + 37f (t1, y1) - 9f (t0, y0) ] 

y4 = y3 + 
24

h
[ 9f (t4, 

)0(

4y ) + 19f (t3, y3) - 5f (t2, y2) + f (t1y1) ] 

ن صاايغة آدم باشاافورث فالياايغة الأولااد مخم ااة والنانيااة ميااااة والياايغتان م اااً تسااميا
 Adam -  Bashforth - Molton Corrector Predictorة الميااااة  اامولتااون المخم

Method : 

 مثال: 
  :لاي مسفلة القيمة الابتدائية AM3استخدم 

y = -y + t + 1     ,         y(0) = 1 
 وم تمداً علد الاي الد،يا  h = 0.1مستخدماً  [0,1]ف  الفترة  

y = e
-t
 + t   

 .لاساب القيم الابتدائية السزمة

 :الحل
AM3 : 

yn+1 = yn + 
24

h
[ 9 fn+1 + 19 fn - 5 fn-1 + fn-2 ]  
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 ,f3, f2, f1من الاي الد،يا ثم نوجد  y (0.3) , y (0.2), y(0.1)أو  y3, y2, y1نوجد 

f0 ون وو ف  الييغة  السابقة ف ايي علد الكدول: 
tn  yn  error 

0.3 1.140818012 2.146 × 10
-7

  

0.4 1.07031966 3.846 × 10
-7

 

0.5 1.10653014 5.213 × 10
-7

 

0.6 1.14881101 6.285 × 10
-7

 

0.7 1.19658459 7.106 × 10
-7

 

0.8 1.24932819 7.714 × 10
-7

 

0.9 1.30656885 8.141 × 10
-7

 

1 1.3678786 8.418 × 10
-7

 

 مثال: 
 ف  مسفلة القيمة الابتدائية 

y = -2ty
2
           , y (0) = 1             

 RK4ميااااااً مسااات ي اً باااا  AM3كمخمااان و AB4مساااتخدماً  y (1)أوجاااد الااااي 
  h = 0.25لإيكاد القيم الابتدائية 

RK4 ستايي علد : 
y0 = 1                                         f0 = 0  

y1 = 0.9411540130                    f1 = -0.442885438 

y2 = 0.7999481032                    f2 = -0.639916968 

y3 = 0.6399738841                    f3 = -0.614349858 

  AB4وبالت ويض ف  المخمن 
)0(

4y  = y3 + 
24

h
 [ 55f3 - 59f2 + 37f1 - 9f0 ]  

       = 0.5105894849 
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f4 = f (t4, 
)0(

4y ) = f (1, 0.5105894849) ثم ناسا   :                        
    

                        = 0.5214 

y4 = y3 + 
24

h
 [9f4 + 19f3 - 5f2 + f1] = 0.4982178726         ثم المياغ 

 (2)تدريب 

 كمياغ للمسفلة  AM4كمخمن ثم  RK4استخدم 
y =  t + y      , y (0) = 1       ,   h = 0.1 

y (t) = 2eثم ،ارن م  الاي الد،يا  y (0.4)لإيكاد 
t
 - t - 1   

 

  ذاتي تقويمأسئلة 
 ؟(AB2)تين باشفورث وات المرحل -صيغة آدام اشر  باختيار   -3
 (Corrector)لتياااايغ او،يماااة  (Predictor)لتخماااين اقيماااة مااااوا ن  ااا  ب  -1

     . AMصيغ ضمن 
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حللل المعللادلات التفاضلللية ذات الرتلل  العليللا وأن ملللة  .4
 المعادلات

 عزيزي الدارس،
ساا قدم فاا  هاالا الكاازء مقدمااة للطاارق ال دديااة لاااي مسااائي القاايم الابتدائيااة وات القاايم 

وي تمااد الاااي علااد تاويااي مسااائي القاايم الابتدائيااة ماان رتااا عليااا . أن مااة الم ااادلاتال ليااا و 
 . الد أن مة م ادلات تفاضلية، و،بي م ا، ة التفاصيي ل ت رف علد ب ض المفاهيم

 
 :تعريف

 : من الم ادلات التفاضلية من الرتبة الأولد هو mان ن ام من الرتبة 

dt

dy1 = f1 (t, y1, y2 , … , ym)  

dt

dy 2 = f2 (t, y1, y2, … , ym)  

 

dt

dym = fm (t, y1, y2 , … , ym)  

 : من ال رو  الابتدائية mوبالطب  اضافة عدد .  a  t  bحيث 
y1(a) = 1 , y2 (a) = 2, … , yn (a) = m  

 . ام بمسفلة القيمة الابتدائيةيك ل ا نسم  ال  

والماراد تقريبهاا،  ym , …, y2, y1مان الادوال المكهولاة  mفا  ال  اام الساابا ه ااك 
 : فمنسً  tوه  كلها دوال بمتغير واحد 

 : ن ام من الرتبة النانية من الم دلات التفاضلية من الرتبة الأولد

dt

dy1 = y1 + 4y2 - e
t
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dt

dy 2 = y1 + y2 + 2e
t 

 : له الاي ال ام
y1 = 2ae

3t
 - 2ba

-t
 - 2e

t
  

y2 = ae
3t

 + be
-t
 + 

4

1
e

t 

وال  رية القادمة توضغ متد يكاون ل  اام الم اادلات التفاضالية حاي وحياد، للان ،باي 
 . ولى س ت رف علد مفهوم شر  ليب يتز علد ال  ام

 :تعريف

 الم رفة علد المكموعة  f (t, y1, … , ym)الدالة 
D = {{t, u1, … , um |a  t  b  , - < ui <   : i = 1, 2, … , m } 

 L > 0اوا وجاادنا ثاباار  um, … , u2, u1بااالمتغيرات  Dتاقااا شاار  ليب اايتزف  
 : بايث

| f (t, u1, … , um) - f (t, z1, … , zm) |  L



m

1j

jj |zu|  

  Dف          (t, u1, … , um)  ,   (t, z1, … , zm) :     للي

 : نظرية

 ,… ,D = {(t, y1, y2, … , ym) : a  t  b , - < un <  : n = 1, 2لتلن 

m}  
وتاقاا  Dمتيالة فا   n = 1, 2, … , m     , fn (t, u1, u2, … , um)ولاتلن 

( ان ار الت رياف)لأولاد ، ان ن اام الم اادلات التفاضالية مان الرتباة اDشر  لي تيز ف  
 . له حي وحيد

a  t  b : um (t), … , u2(t) , u1(t)  

 

 



 

-291 -

 مثال: 
 :لر لاي ن ام الم ادلات التفاضليةاستخدم طريقة أوي

dt

dy1  = -0.5 y1  

dt

dy 2 = 4 - 0.3 y2 - 0.1 y1 

 y1 (0) = 4,  y2 (0) = 6   

 . h = 0.5مستخدماً   y2(t) , y1(2)أوجد 

 :الحل
 : نطبا صيغة أويلر علد كي م ادلة

y1 (0.5) = 4 +    35.045.0   

y2 (0.5) = 6 +      9.65.041.063.04   
 y1 (0.5) = 3فاا  الم ادلااة النانيااة باادلًا ماان  y1(0) = 4 لاحااظ أن ااا اسااتخدم ا 

 :ونايي علد الكدول التال س لمي خطوات الاساب . الماسوبة من الم ادلة الأولد
  

t y1 y2 

0 4 6 

0.5 3 6.9 

1.0 2.25 7.715 

1.5 1.6875 8.44525 

2.0 1.265625 9.094087 

 

هاو عادد  Nلايكن . كتا من الرتباة الراب اة لااي ل  اام الساابا - ويمك  ا استخدام رنج
 = hباياث  [a, b]للفتارة ( الفتارات الكزئياة)تقسايمات 

N

ab  ،tj = a + jh : j = 0, 1, …, 
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N . سوف نستخدم الرمازyij  أوyi,j  ليمناي الااي للمتغيارyi  ع اد ال قطاةtj أو تقريبااً للااي ،
yi(tj) , 

 ym,0 = m , … , y2,0 = 2 , y1,0 = 1 :اون
فت قاي الاد حسااب  ym,j , … , y2,j , y1,jوالخطاوة التالياة ها  أناه ع اد حسااب القايم 

ym,j+1,… , y2,j+1 , y1,j+1  عن طريا حساب(i= 1, 2, …, m) . 
k1,i = h fi(tj, y1,j , y2,j , … , ym,j )  

k2,i = h fi(tj + 
2

h
, y1,j + 

2

1
k1,1 , y2,,j + 

2

1
k1,2 , … , ym,j + 

2

1
 k1,m)  

k3,i = h fi (tj + 
2

h
, y1,j + 

2

1
 k2,1 , y2,j + 

2

1
k2,2 , … ym,j + 

2

1
k2,m) 

k4,i = h fi (tj + h, y1,j + k3,1 , y2,j + k3,2 , … ym,j + k3,m) 

  :ل  ام الم ادلات RK4: لللى

yi,j+1 = yi,j + 
6

1
[k1,i , 2k2,i + 2k3,i + k4,i ] 

 مثال: 
 :م ادلتينRK4 (m = 2 )أعد حي المنال السابا مستخدماً 

y1,0 = y1 (0) = 4  

y2,0 = y2 (0) = 6  

k1,1 = 0.5 f1 (t0, y1,0 , y2,0)  

      = 0.5f1 (0, 4, 6) = -1  

k1,2 = 0.5 f2 (t0, y1,0 , y2,0) 

      = 0.5 f2 (0, 4, 6) = 0.9  

  :عن طريا k2,2 , k2,1وانن نوحد 

k2,1 = h f1 (t0 + 
2

h
, y1,0 + 

2

1
k1,1 , y2,0 + 

2

1
 k1,2) 

      = 0.5 f1 (0.25, 3.5 , 6.45) = -0.875 
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k2,2 = h f2 (0.25, 3.5, 6.45) = 0.8575 

 k3,2 , k3,1 :وانن

k3,1 = h f1 (t0 +  
2

h
 , y1,0 +  

2

1
k2,1 , y2,0 + 

2

1
k2,2) 

      = h f1 (0.25 , 3. 5625, 6.42875) = -0.890625 

k3,2 = h f2 (0.25, 3.5625, 6.42875) = 0.8575625  

  k4,2 , k4,1 :وانن
k4,1 = h f1 (t0 + h , y1,0 + k3,1 , y2,0 + k3,2)  

      = h f1 (0.5 , 3.109375 , 6.857563) = -0.777344 

k4,2 = h f2 (0.5 , 3.109375 , 6.857563) = 0.815897 

 : وانن

y1,1 = y1,0 + 
6

1
(k1,1 + 2k2,1 + 2k3,1 + k4,1 )  

      = 4 + 
6

1
 (-5.308594) = 3.115234333  

y2,1 = y2,0 + 
6

1
 (k1,2 + 2k2,2 + 2k3,2 + k4,2)  

      = 4 + 
6

1
 (5.146022) = 6.85767  

  y2,1  y2(0.5)  , y1,1  y1 (0.5)وانن انتهي ا من حساب 

  :الكدولويمك  ا اكمال الاساب ل ايي علد 

t y1 y2 

0 4 6 

0.5 3.115234 6.85767 

1.0 2.426171 7.632106 

1.5 1.889523 8.326886 

2.0 1.471577 8.946865 
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ف  أحيان كنيرة يتطلا تقاديم حلاول عددياة لمساائي فيزيائياة وهالو تلاون علاد صايغة 
 : mان مسفلة القيمة الابتدائية من الرتبة . م ادلة من رتا أكنر من واحدة

y
(m)

 (t) = f (t, y, y , … , y
(m-1)

)         : a  t  b  

yمياوبة بال رو  الابتدائية 
(m-1)

 (a) = m , … , y (a) = 2, y (a) = 1 . 
مكاون مان م اادلات  mيمكن حلها عن طريا اعاادة كتاباة المسافلة ب  اام مان الرتباة 

 . تفاضلية من الرتا الأولد وإليى الطريقة
um (t) = y، وهكالا  u2 (t) = y (t)  , u1 (t) = y (t)لايكن 

(m-1)
 (t)  وع اد كتابتهاا

 . علد اليورة 

2
1 u

dt

dy

dt

du
   

3
2 u

dt

yd

dt

du



  

m

)2m(

1m u
dt

dy

dt

du




  

)m(
)1m(

m y
dt

dy

dt

du




 = f (t, y1, y, … , y
(m-1)

               :    وأخيراً      ( 
     

                        = f (t, u1, u2, … , um )   

um(a)= yما  ال ارو  
(m-1)

 (a) = m , … , u2(a) = y(a) = 2,u1 (a) = y(a) 

= 1  
 . فإن ا س ايي علد ن ام م ادلات يمكن حله كما ف  الأمنلة السابقة

 مثال: 
ضالية كماا فا  حوّل مسافلة القيماة الابتدائياة مان الرتباة النانياة الاد ن اام م اادلات تفا

 . ال ر  التوضيا 
y - 2y + 2y = e

2t
 sin t           0  t  1  

y (0) = -0.4       , y (0) = -0.6  
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dt

du1 = u2 (t)  

dt

du 2 = e
2t

 sin t - 2u1(t) - 2u1 (t) + 2u2 (t)  

u1 (0) = -0.4 , u2 (0) = -0.6 

 مثال: 
السابا وم ه است تج الاي للم ادلة التفاضلية من الرتبة النانية ثام الرسامة حي ال  ام 

 . م ها
tn y1 = y(t) y2 = y' (t) 

0 -0.4 -0.6 

0.1 -0.4617 -0.6316 

0.2 -0.5256 -0.6401 

0.3 -0.5886 -0.6137 

0.4 -0.6466 -0.5366 

0.5 -0.6936 -0.3887 

0.6 -0.7212 -0.1444 

0.7 -0.7182 0.229 

0.8 -0.6697 0.772 

0.9 -0.5564 1.5348 

1 -0.3534 2.5788 
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 (1)تدريب 
 

 
 
 
 

  ذاتي تقويمأسئلة 
 ؟متد يكون ل  ام الم ادلات التفاضلية حي وحيد  -3
سااااتخدم طريقااااة أويلاااار لاااااي ن ااااام الم ااااادلات اشاااار  الخطااااوات السزمااااة لا  -1

      ؟التفاضلية

 

 :ف  حي ن ام الم ادلات Rk4استخدم 

dt

dy1 = -y1e
1-t

 + 0.8 y2  

dt

dy 2 = y1 - 
3

2y  

y1 (0) = 0       , y2 (0) = 2        ,      h = 0.2  
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 أمثلة عامة على الوحدة  .1
 (2) مثال 

 :استخدم صيغة أويلر لإيكاد حي تقريب  للمسفلة
y = sin t + t

2 

  n = 0.1      ,      y (0) = 1حيث 
 

 :الحل
y1 = 1 + 0.1 (sin 1 + 1

2
) = 1.184 

y2 = 1.184 + 0.1 (sin 1.184 + (1.184)
2
) = 1.4169 

y3 = 1.4169 + 0.1 (sin 1.4169 + (1.4169)
2
) = 1.7166  

 : ملاحظة
  (radians)الاسابات ه  بالتقدير الدائري 

 

 (1) مثال 
 استخدم صيغة شبه الم ارف لإيكاد حي تقرب  للمسفلة 

y= sin t + t2  

  h = 0.1   , y(0) = 1حيث 

 :الحل
  :صيغة شبه الم ارف يمكن كتابتها علد ال كي

yn+1 = yn + 
2

1
(h f (t0 , y0) + h f (t0 + h, y0 + k1)  
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k1 = h f0  

k2 = h f (t0 + h, x0 + k1)  

k1 = 0.1 (sin 1 + 1
2
) = 0.184  

k2 = 0.1 (sin 1.184 + (1.184)
2
) = 0.2328  

 y1 = 1 + 
2

1
(0.184 + 0.2328) = 1.2084 

 : والخطوة التالية
k1 = 0.1 (sin 1.2084 + (1.2084)

2
) = 0.23952  

k2 = 0.1 (sin 1.44792 + (1.44792)
2
) = 0.30889 

y1 + k1 = 1.2084 + 0.23952 = 1.44972                          لاحظ ان   :     
     

   y2 = 1.2084 + 
2

1
(0.23952 + 0.30889) = 1.482605 

 

 (1) مثال 
  :كتا من الرتبة الراب ة لاي -استخدم رنج 

y = sin t + t
2
  

h = 0.1       ,  y (0) = 1  

 :الحل
k1 = 0.1 (sin 1 + 1

2
) = 0.18141  

k2 = 0.1 (sin 1.09071 + (1.09071)
2
) = 0.20766  

k3 = 0.1 (sin 1.10383 + (1.10383)
2
) = 0.21114 

k4 = 0.1 (sin 1.10557 + (1.10557)
2
) = 0.21160  

y1 = 1 + 
6

1
 (0.18141 + 2 (0.20766) + 2 (0.21114) + (0.21160) = 

1.20510  
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 (4) مثال 
 : y (4.5)استخدم استلمال حدودية لاجرانج لتقريا ،يمة 

  1 3 6  
 f(x) 1 5 10  

      

  1 3 6 

f(x)  1 5 10 

 :الحل
P2 (x) = )10(

)36)(16(

)3x)(1x(
)5(

)63)(13(

)6x)(1x(
)1(

)61)(31(

)6x)(3x(













   

          = 
10

1
(x

2
 - 9x + 18) - 

6

5
(x

2
 - 9x + 6) + 

15

10
(x

2
 - 4x + 3)  

         = - 
15

1
(x

2
 - 34x + 18)  

 (1) مثال 
 . باستخدام حدودية لاجرانج P2 (4.5) = 7.65اكتا خوارزمية ت بر عن 

 :الحل
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 (2) مثال 
 .اكتا خوارزمية لاساب الفروق المقسومة

 :الحل

 
 (2) مثال 

  .اكتا خوارزمية لاساب الاستلمال باستخدام صيغة نيوتن

 :الحل
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 (1) مثال 
f (x) = xاوا كان 

  :ففثبر أن  3
f [x, y] = x

2
 + xy + y

2
  

f [x, y, z] = x + y + 2  

f [x, y, z, w] = 1  

f [x, y, z, w, v] = 0 

 :الحل

f [x,y] = 
xy

xy 33




 

           = x
2
 + xy + y

2
  

f [x, y, z] = 
xz

]y,x[f]z,y[f




  

               

zyx

xz

)yxyx()zyzy( 2222








 

f [x, y, z, w] = 
xz

]z,y,x[f]w,z,y[f




 

                    

1

xw

)zyx()wzy(








 

f [x, y, z, w, v ] = 0  
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 الخلاصة 
 عزيزي الدارس،

ياااة مساااائي القااايم الابتدائياااة ووجاااود حلاااول لتلاااى المساااائي بااادأنا الوحااادة بم رفاااة ماه
بالاعتماد علد شر  ليب يتز ودرس ا ب ض الطرق والت  أبسطها صايغة أويلار بفنواعهاا 

كتا وغيرها من الطرق وات الرتا المختلفة، ثم استط  ا الاستفادة من تلى  -وه  رنج 
أو م ادلات تفاضالية  الطرق ف  تطوير صيغ أخرخ وف  حي أن مة م ادلات تفاضلية

 .ما ورد ف  الوحدة وفيما يل  أبرز .وات رتا أعلد
فا  المتغيار التااب   (Lipschitz Condition)تاقاا شار  ليب ايتز  f (t, y)الدالاة  -

y  ف  المكموعةD  R
 :بايث L > 0اوا وجد ثابر  2

    |f (t, y1) - f (t, y2) |  L | y1 - y2  
 . Dف    (t, y1) , (t, y2)للي   

D  Rالمكموعاة   -
 (t, y1) , (t, y2)اوا كاان للاي  (Convex)تسامد مادباة  2

والم  اد اله دسا  ، [t1 + t2, (1 - ) y1 + y2 ( - 1)]فاإن ال قطاة  Dفا  
فاإن الخاط الواصاي  Dلمكموعة مادباة هاو أناه أي نقطتاين تق اان فا  المكموعاة 

 .  Dبي هما يق  بفكمله ف  
دالاة  f (t, y) وكانار D = {(t, y) : a  t  b , - < y <  } اوا كاان -  

فااإن  yبال ساابة للمتغياار  Dشاار  ليب اايتز فاا   fاوا حققاار الدالااة . Dمتياالة فاا  
 .  مسفلة القيمة الابتدائية

  y (t) = f (t, y (t))   , a  t  b      , y (a) = y0 
 .a  t  bحيث  y (t) هو لها حي وحيد

فاإن مسافلة القيماة  D: {(t, y)     : a  t  b  , - < y <  } اوا كاان  -
 الابتدائية 

y (t) = f (t, y (t))  : a  t  b  , y (a) = y0  
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فا   yمتيالة وتاقاا شار  ليب ايتز فا  المتغيار  fموضوعة جيداً ع ادما تلاون 
 . Dالم طقة 

{an}عددان حقيقيان موجبان، و  s, mاوا كان  -
k

 تاقا  (a0  0)متتالية  0
an+1    (1 + m) an  + s   

  :فإن  n = 0, 1, … , kللي 

an+1  e
(n+1)m

  
m

s
a

m

s
0 







  

 ثابر ليب يتز ف  الم طقة  Lشر  ليب يتز وكان  fاوا حققر  -
D = {(t, y)   : a tby   

 :ثباي وإوا وجد ثابر 
|y (t) | M               t  [a, b] 

 : فإن

|y(tn) - yn | 
L2

Mh
e

L(tn-a)
 - 1 } 

 :التاليةم ادلة الصيغة هن بيمكن الت بير عن  -

      nnnnnnn1n y,thfy,htfy,tfh
2

1
yy  

 :ن رية تايلر -

 Rm (t, y) =      











 

 






 ,
yt

f
yytt

j

1m

)!1m(

1
j1m

1m
j

0

j1m

0

m

0j

 

فا  متغيارين،  mلّا حدودياة تاايلر مان الرتباة ماا ها  ا Pm (t, y)الدالة حيث أن 
 .Pm (t, y)المرتبط م   (Remainder)هو البا،   Rm (t, y) :كللىو 

 : باشفورث وات الخطوتين -طريقة آدم  -

yn+1 = yn + 
2

h
[ 3fn - fn-1 ]  

 .يمكن كتابتها علد ال كي AM2صيغة  - 1nn1nn1n ff8f5
12

h
yy   
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 التدريبات إجابات 
 (2)تدريب ال

t y_Euler delete y_exact error 

0 1 1 1 0.0000 

0.1 1 1.004996 1.009996 0.0100 

0.2 1.019983 1.019933 1.039933 0.0199 

0.3 1.05985 1.044664 1.089664 0.0298 

0.4 1.119402 1.078939 1.158939 0.0395 

0.5 1.198344 1.122417 1.247417 0.0491 

0.6 1.296287 1.174664 1.354664 0.0584 

0.7 1.412751 1.235158 1.480158 0.0674 

0.8 1.547173 1.303293 1.623293 0.0761 

0.9 1.698908 1.37839 1.78339 0.0845 

1 1.867241 1.459698 1.959698 0.0925 

 
 (1)تدريب ال

y (t) = t + e :الاي الد،يا
-t  

|y (t) | = |e
-t
|  1 = M on   [0, 1/2]  

  L1
y

f
1e

)1(2

)1(1.0 )t)(1( n 



        
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n tn yn y(tn) error       bound 

0 0 1 1 0 0 

1 0.1 1 1.004837 0.004837 0.005259 

2 0.2 1.01 1.018731 0.008731 0.01107 

3 0.3 1.029 1.040818 0.011818 0.017493 

4 0.4 1.0561 1.07032 0.01422 0.024591 

5 0.5 1.09049 1.106531 0.016041 0.032436 

 (1)تدريب ال
 n = 0باستخدام الييغة السابقة                                                  

y1 = y0 + 
2

1
h [f (t0, y0) + f (t1, y0 + h f (t0, y0)) ] 

    = 0 + 
2

2.0
[y0 + e

to
 + y0 + h (y0 + e

to
) + e

to+h
 ]  

    = (0.1) [0 + 1 + 0 + 0.2 (0 + 1) + e
0.2

 ] = 0.24214 

n = 1  

y (0.2)  y2 = y1 + 
2

1
h [f (t1, y1) + f (t1 + h, y1 + h f (t1, y1)) ]  

f (t1, y1) = y1 + e
t1

 = 0.24214 + e
0.2

 = 1.46354 

y1 + h f (t1, y1) = 0.24214 + (0.2) (1.46354)  

                        = 0.53485  

f (t1 + h , y1 + h f (t1, y1)) = f (0.4, 0.53485)  

                                         = 0.53485 + e
0.4

 = 2.02667  

y (0.4)  y2 = 0.24214 + (0.1) [1.46354 + 2.02667]  

                   = 0.59116 
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 (4)تدريب ال
y0 = 2  , t0 = 1  ناسا الم تقات الأرب  الأولد للاي ،y : 

y (t) = (t + 1) y + e
t
  

y''(t) = (t
2
 +2t + 2) y + (t + 2) e

t
 

y' (t) = (t
3
 + 3t

2
 + 6t + 4) y + (t

2
 + 3t + 5) e

t
  

y
(4)

 (t) = (t
4

 + 4t
3
 + 12t

2
 + 16t + 10)x + (t

3
 + 4t

2
 + 11t + 12) e

t
  

  :لللى

yn+1 = yn + h [ (tn + 1) yn + e
tn ] + 

2

h 2

[ 2

nt + 2tn + 2) yn + (tn + 2)e
tn] + 

6

h 3

 

[( 3

nt + 3 2

nt + 6tn + 4) yn + ( 2

nt  + 3tn + 5) e
tn ] + 

24

h 4

[ 4

nt + 4 3

nt + 12 2

nt  + 16tn + 

10) yn + ( 3

nt + 4 2

nt  + 11tn + 12) e
tn ]  

n = 0, 1, … , 20  

 :س ايي علد الكدول التال 
n tn yn 

0 1 2 

1 1.01 2.068099 

2 1.02 2.138068 

3 1.03 2.20996 

4 1.04 2.283833 

5 1.05 2.359744 

6 1.06 2.437755 

7 1.07 2.517928 

8 1.08 2.600327 

9 1.09 2.685018 

10 1.1 2.772069 

11 1.11 2.861552 

12 1.12 2.953539 

13 1.13 3.048105 

14 1.14 3.145327 
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15 1.15 3.245287 

16 1.16 3.348067 

17 1.17 3.453751 

18 1.18 3.562429 

19 1.19 3.674192 

20 1.2 3.789132 
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 (1)تدريب ال
 

t     y_RK4  y_exact  error 

0 1 1 0.000000 

0.2 0.688 0.6879 0.000100 

0.4 0.511795 0.511661 0.000134 

0.6 0.426628 0.426493 0.000135 

0.8 0.402491 0.402371 0.000120 

1 0.41927 0.419169 0.000101 

 

 

 (2)تدريب ال
yn+1 =  yn + 

24

h
[ 55 fn - 59 fn-1 + 17fn-2 - 9fn-3)  

  y0 = y (0) = 1نستخدم 
n = 3 :        fn-3 = f0 = f (t0, y0) = f (0, 1) = 0  

fn-2 = f1 = f (t1, y1) = f (0.1 , y (0.1))  
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y (0.1) = e
-(0.1)

 + (0.1) = 1.0048374  

f1 = 0.0951625  

fn-1 = f2 = 0.181269  وبالمني    :                                             
     

fn = f3 = 0.25918 

y4 = y3 + 
24

h
لللى                                                     [7.081]

  
    = 1.0408 + 0.0295 = 1.070322387 

  :وبإكمال با،  القيم نايي علد الكدول م  الأخطاء مقارنة بالاي الد،يا
tn yn error 

0.4 1.07032292 2.874 × 10−6 

0.5 1.10653548 4.816 × 10−6 

0.6 1.14881841 6.722 × 10−6 

0.7 1.19659339 8.090 × 10−6 

0.8 1.24933816 9.192 × 10−6 

0.9 1.30657961 9.954 × 10−6 

1 1.36788996 1.052 × 10−5 

 (2)تدريب ال
Rk4  

k1 = h f (tn, yn) = 0.1 (tn + yn)  
k2 = h f (tn + h/2 , yn + k1/2) = 0.1 (tn + 0.05 + yn + k1/2)  

k3 = h f (tn + h/2 , yn + k2/2) = 0.1 (tn + 0.05 + yn + k2/2)  

k4 = h f (tn + h , yn + k3) = 0.1 (tn + 0.05 + yn + k3)  

 :التال  س ايي علد الكدول
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n xn k1 k2 k3 k4 yn+1 
0 0 0.1 0.11 0.1105 0.12105 1.110341667 

1 0.1 0.121034167 0.132085875 0.13263846 0.144298013 1.242805142 

2 0.2 0.144280514 0.15649454 0.157105241 0.169991038 1.399716994 

3 0.3 0.169971699 0.183470284 0.184145214 0.198386221 1.58364848 

4 0.4 0.198364848 0.21328309 0.214029003 0.229767748 1.797441277 

 

 
  :ثم ناسا

f0 = t0 + y0 = 1  

f1 = t1 + y1 = 1.210341667  

f2 = t2 + y2 = 1.442805142 

f3 = t3 + y3 = 1.699716994  

 : اون القيمة المخم ة
)0(

4y = 1.399716994 + 
24

1.0
[44.14157297] = 1.583640125 

  f4 = 1.983640215 

 : ثم القيمة الميااة

y4 = 1.399716994 + 
24

1.0
 [44.14370078] = 1.583649081 

 f4 = 1.983649081  

  :وب فس الطريقة القيمة المخم ة للمقدار
)0(

5y = 1.583649081 + 
24

1.0
 [51.30811207]  

       = 1.79743288 

 f5 = 2.29743288 

 : القيمة الميااة

f5 = 1.58364908 + 
24

1.0
 [51.31044864]  

    = 17944261 
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 1.79744254                                        :وبمقارنة الاي الد،يا

 (1)تدريب ال
 : تتب  الخطوات السابقة ونايي علد الكدول التال 

 
tn y1 y2 

0 0 2 

0.2 
0.1
805 

1.2
094 

0.4 
0.2
635 

0.9
948 

0.6 
0.3
172 

0.8
886 

0.8 
0.3
625 

0.8
307 

1 
0.4
076 0.8 

1.2 
0.4
563 

0.7
868 

1.4 
0.5
104 

0.7
864 

1.6 
0.5
714 

0.7
957 

1.8 
0.6
399 

0.8
129 

2 
0.7
167 

0.8
364 

2.2 
0.8
022 

0.8
651 

2.4 
0.8
97 

0.8
98 

2.6 
1.0
012 

0.9
34 

2.8 
1.1
15 

0.9
723 

3 
1.2
386 

1.0
121 
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