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 المقدمة 
 تمهيد 

 عزيزي الدارس،
مرحباااا إاااا ولاااا الوحااادة الثالثاااة ماااد مقااارر التتليااال الااااددي، والتااا  سااانتناول خلالهاااا 

 ". الادديةوالتفاضلات التكاملات "موضوع 
لساااإقة، و أ أننااا ساان هر ربمااا ينااون موضااوع التكاماال م لوفااا لااا فاا  مراحاال دراسااتا ا

كااملات اات المتغيأار للتكاملات، وسنركز علا الت ةه الوحدة أهميأة ويجاد حلول عدديف  هذ
، وسااانارل الموضاااوع عبااار ساااتة أثساااام ربيساااة، لاااو ننتقااال إااااد الاااا ولاااا موضاااوع الواحاااد

 .التفاضل الاددي ف  القسو الساإع
يقاااة نيااوتد كااوتج فاا  ويجااااد وجاادنا أن أنسااب ماادخل لهاااذه الوحاادة أن نباادأ إشاار   ر 

التكامل الاددي، حيث تمثل هذه الطريقة ركنا أساسايا لححا اة إموضاوع الوحادة، لاو انتقلناا 
ثاعاادة سمبسااون   ريقااة متاادة مااد تلااا الطاارق، أ  و هااا فاا  القسااو الثااان  ولااا اسااتارال

ص إامق وتاريفها وباض الأمثلة عليها، وعند نهاية هذا القسو ستجد نفسا ثادرا علا الغو 
ف  ثسميد مشابهيد لما سبق ولكد إمستوى أعلا، فالقساو الثالاث ياتماد علاا القساو الأول، 

 .ثوانيد نيوتد كوتج المركبة، والقسو الراإع يستارل  ريقة سمبسون المركبةويتناول 
ف  القسو الخاامج نتنااول تكااملات رومبيارن، ونشارحها وارحا وافياا ماع ماا يلازم الاا 

ل ولااا تكاااملات جاااوس فاا  القسااو السااادس، وبالتااال  ننتهاا  مااد التكاماال مااد أمثلااة، لااو ننتقاا
 .الاددي، ونكون جاهزيد للانتقال ولا القسو الأخير المتالق إالتفاضل الاددي

ساالة تااايلر ساانتناول فاا  القسااو الأخياار كيفيااة حساااب الفااروق المنتهيااة، واسااتخدام متسل
تقرياااب المشاااتقة الثانياااة، وأخياااارا ساااتخدم صااايغة النقااااط الااااثلاث لفااا  هاااذا الساااياق، وكياااا  ن

 .استكمال ريتشاردسون 
لتكااااملات ي ااااب ماالجتهاااا  ةالوحااادة فااا  أنهاااا تقااادم حلاااو   عددياااوتكماااد أهميأاااة هاااذه 

وثاااد . إاااالطرق التتليلياااة الاادياااة، وياتبااار التتليااال الااااددي الأسااالوب الأمثااال للتاامااال ماهاااا
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نال ستساااهو إاااللهان   فاا  زودناااع عزياازي الاادارس إناال مااا يلاازم مااد امثلااة ووااروحات واواا
 .تقريب ال ور المجردة ولا اهنا ليسهل التاامل ماها بيسر

ن مل أن تازز فهما للموضوعات الواردة ف  الوحدة عبر الرجوع ولا إاض المراجاع 
الواردة ف  نهاية كل وحدة، وهاو ماا سايكهلا للاساتدراع علاا إااض ماا ورد فا  الوحادة ماد 

عندباذ أن   تبخال عليناا إاا ي ن ام يسااهو فا  ونضااان نقا  هاو ماد صافة البشاار، فن مال 
 .ومرحبا إا مرة أخرى . الوحدة وتطويرها مستقبلا
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 هداف الوحدةأ
 

 عزيزي الدارس،  

 : إاد فراغا مد دراسة هذه الوحدة ينبغ  أن تكون ثادرا  علا أن
 أهميأة التكامل الاددي والتفاضل الاددي تشرح . 

 مسااابل علااا  اارق التكاماال الاااددي، وخ وصااا   ريااق نيااوتد  تحللل
 . كوتج

 مانا ثاعدة سمبسون، وتتل مسابل عليها تشرح . 

 ثاااوانيد نياااوتد كاااوتج المركباااة، وتشااار  علاثتهاااا إطريقاااة واااب   تعلللدد
 . المنترف المركبة

 مفهوم تكامل رومبيرن، وتتل مسابل علي  تشرح. 

 أمثلة علا تكاملات جاوس تعطي . 

 مفهوم التفاضل الاددي وكيفية حساب الفروق المنتهية تشرح . 

 متسلسلة تايلر ف  حساب التفاضلات الاددية تستخدم . 

 مسابل علا صيغ الاثلاث نقااط والخماج نقااط لتقرياب المشاتقة  تحل
 .الثانية

 مفهوم استكمال ريتشاردسون وتتل مسابل علي  تشرح  . 
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  تكامل العدديال .1
 عزيزي الدارس،،

ون حساب التكامل إطرق عددية مد الاملياات المهماة فا  الرياضايات، حياث تقضا  
وثتااا   ااويلا لااتالو  اارق ومهااارات حساااب هااذا  (Calculus)دراسااة مااواد التفاضاال والتكاماال 

وتكمد التاجة لتالو المهارات اللازمة لتقديو حلول عددية للتكاملات ف  ا ساتفادة . التكامل
كذلا تكمد أهمية دراسة التكامل . مد تلا المهارات ف  حل المااد ت التفاضلية والتكاملية

ت ماقاادة   يمنااد حلهااا إسااهولة إااالطرق التتليليااة الاااددي فاا  ويجاااد حلااول تقريبيااة لتكاااملا
ا عتيادية، ومثال الا التكامل 



b

a

x dxe
 . الذي   يمند حل  إسهولة 2

ه  وجود طرق عددية وليج إطرق تتليلية إت أخرى تلزمنا ف  حساب التكامل حا 
 . إ يغة مباورة للدالةو دون مارفة  االمراد حساب تكامله دالةبيانات مجدولة فقط عد ال

 (Newton - Cotes Methods)  ق نيوتن كوتسطر  1.1
 زيزي الدارس،ع

  :هذه مجموعة مد الطرق تاتمد فا تقريبها للتكامل المتدود

        

b

a

dxxffI )()(                                                  

(1..) 
 :مستخدما  البيانات nIPpبواسطة  xf)(ريب الدالة إاستخدام ا ستكمال إالتدوديات لتق

nixfx ii ,......1,0));(,(  حيث ،ihaxi  و ،
n

ab
h


 . أى أن النقاطax 0 ،

1x  ،.... ،bxn  إالتكامل( ..1)التكامل  يقربمد لو . متساوية الباد: 
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                 
b

a

n dxxpfI )()(                                                    

(1..) 

إاستخدام صيغة  جرانج 



n

i

ini xLxfxp
0

,  :وان. )()()(

 


)()()()( ,

0

, iin

b

a

n

i

inin xfadxxLxffI                                

(1..) 

nidxxLaحيث 

b

a

inin   0:)(,,                                 

(1..) 

تاطا صيغة لا  المبرهنة التالية
ina ,

 :تستفيد مد تسوى الباد بيد نقاط البيانات 
 مبرهنة

 










du
iu

nuuu

ini

h
a

in

in

)).......(1(

)!(!

)1(
, 

 :الإثبات

dx
xxxxxxxx

xxxxxxxx
dxxLa

b

a nihiiii

nhi

b

a

inin  








))....()()....((

))....()()....((
)(

110

110

,,       

(1.3) 
uhaxالآن، ضاااااااااااع   . وانduhdx   و عنااااااااااادax  ،0u  . و عناااااااااااد

bx  ،nu  .أيضا  بتبسيط جبرى يمند الوصول ولا أن: 
 ■نت ل علا ال يغة المطلوبة( 1.3)وان إالتاويض فا  

المثااااال الثااااالا يوضاااام مااااا يااااارف إقاعاااادة وااااب  . nالطاااارق إاااااختلاف ثيمااااة  تختلاااا 
 .1nكوتج التا تقابل  –، و ها  ريقة نيتوتد Trapezoidal Ruleالمنترف 
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 مثال: 
 .1nكوتج المقابلة لا -جد  ريقة نيوتد

 :الحل
)()()( 11,100,11 xfaxfafI   

2
1

2

1

2110

)1(

)!01(!0

)1(
1

0

21

0

01

0,1

h
hu

uh
du

u

uuh
a 































 



 

22

1

2111

)1(

)!11(!1

)1(
1

0

21

0

11

1,1

h
h

uh
du

u

uuh
a 




























 



 

))()((وان 
2

)(
2

)(
2

)( 10101 xfxf
h

xf
h

xf
h

fI  .حظ أن : 

ax 0 ،bx 1 و أن ،ab
ab

h 



1

 :علي  يمنننا كتاإة. 

 )()(
2

)( bfaf
ab

dxxf

b

a




. 

 مثال: 
xxf ليند 52)( خدم  ريقة واب  المنتارف لتسااب تكامال تقريبا  للمقادار ، است

 

3

0

)52( dxx. 

 :الحل

    5.28172
2

3
)3()0(

2

03
)(

3

0




 ffdxxf 

 مثال: 

 استخدم  ريقة وب  المنترف لتساب تكامل تقريب  للمقدار
2

1

ln dxx. 
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 :الحل
  3465736.021

2

1
)(2  InInfI 

  :بينما القيمة الدثيقة للتكامل

  3862943.0
2

1

2

1

 xInxxdxxIn  

 (1)تدريب 
 

 

 

 

كوتج، و -عزيزى الدارس، سنتطرق إشئ مد التف يل لطريقة خاصة مد  رق نيوتد
 . 2nكوتج المقابلة لا -التا تارف عادة إطريقة سمبسون، و ها  ريقة نيوتد

 (Simpson's Rule)  قاعدة سمبسون  1.1
كاوتج المقابلاة لاا -ثاعدة سمبسون ها  ريقاة نيتاوتدكما أسلفنا فاللهن عزيزي الدارس، 

2n .وان: 
)()()()( 22,211,200,2 xfaxfaxfafI   

 

3
2

2

3

32

23
210

)2)(1(

)!02(!0

)1(

2

0

23

2

0

2

2

0

02

0,2

h
u

uuh

duuu
h

du
u

uuuh
a






















 



 

استخدام ثاعدة وب  المنترف لتساب ثيمة تقريبية 
2

0

2dxx لاو أوجاد 

 . ثيمة الخط  الناتج عد التقريب
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 

3

4

3

2
111

)2)(1(

)!12(!1

)1(

2

0

2
3

2

0

2

2

0

12

1,2

h
u

u
h

duuu
h

du
u

uuuh
a
























 



 

 

3232

122

)2)(1(

)!22(!2

)1(

2

0

23

2

0

2

2

0

22

2,2

huuh

duuu
h

du
u

uuuh
a






















 



 

وان 
))()(4)((

3

)(
3

)(
3

4
)(

3
)(

210

2102

xfxfxf
h

xf
h

xf
h

xf
h

fI





 

هناااااااااا 
2

ab
h


 ،ax 0 ،

22
1

baab
ax





 و ،bx 2

عليااااااااا  يمننناااااااااا . 
 :كتاتبة

















 



 )(

2
4)(

6
)( bf

ba
faf

ab
dxxf

b

a

 

 

 مثال: 

استخدم ثاعدة سمبسون لتقريب 
2

0

)( dxxf  65حيث)( 3  xxxf. 

 :الحل
 

 6)4246
3

1

)2(
2

20
4)0(

6

02
))()(4)((

3
)( 2102



















 



 fffxfxfxf

h
fI

 

 :إقاعدة سمبسون ياطا با(  1.3)كامل ، فا تقريب التRالخط ، 
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















 



  )(

2
4)(

6
)( bf

ba
faf

ab
dxxfR

b

a

 

و بد لة 






 


2

ab
h يمند كتاإة: 

 )()(4)(
3

)()( 111

1

1

hxfxfhxf
h

dxxfhRR

hx

hx

 




                

(1.3) 
 (.1.3)تاطا صيغة أفضل، عمليا ، مد  المبرهنة التالية 
 مبرهنة

، hR)(علي  فاللهن الخط ،. لمشتقة الراإاةل ال ثابلة للاوتقاق إات xf)(لتكد  
)(: فا ثاعدة سمبسون ياطا با

90
)( )4(

5

f
h

hR  حيث ،),( ba . 

 :الإثبات 
 ، نت ل علاhإالنسبة لا  للاث مرات (1.3)بتفاضل 

   

 

  )],()(
3

)(
3

4

)]()([
3

2
)]()(

3

)()(4)(
3

1
)()()(

111

1111

11111

hxfhxf
h

xf

hxfhxfhxfhxf
h

hxfxfhxfhxfhxfhR







 

)],()([
3

)]()([
3

1

)]()([
3

)]()([
3

1
)]()([

3

2
)(

1111

11

1111

hxfhxf
h

hxfhxf

hxfhxf
h

hxfhxfhxfhxfhR






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),(و الا إاستخدام مبرهناة القيماة الوساطا، حياث  113 hxhx  . وضاافة لاذلا يمناد
)0()0()0(0ولبات أن   RRR . الآن و بتتاإع نكامل)(hR   و مساتخدميد مبرهناة

 القيمة الوسطا للتكامل لنت ل علا

)(
9

2
)(

3

2

)(
3

2
)()0()(

2

)4(3

0

2

2

)4(

0

3

)4(2

0





fhdttf

dtftdttRRhR

h

hh








 

),(حيث  112 hxhx ، 

)(
18

1
)(

9

2

)(
9

2
)()0()(

1

)4(4

0

3

1

)4(

0

2

)4(3

0





fhdttf

dtftdttRRhR

h

hh








 

),(حيث  111 hxhx ، 

)(
90

1
)(

18

1

)(
18

1
)()0()(

)4(5

0

4)4(

0

1

)4(4

0





fhdttf

dtftdttRRhR

h

hh








 

),(حيث  11 hxhx ■ 

 مثال: 
x x، 3ثارن بيد ثاعدة وب  المنترف وثاعدة سمبسون الثلثية للدوال 

2 ،x
3  ،x

ف   4
 . لقاعدة سمبسون  h = 1لقاعدة وب  المنترف و  h = 2مستخدما   0, 2الفترة 
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 :الحل
 f(x) الحل الدقيق قاعدة شبه المنحرف قاعدة سمبسون 

2.000 2.000 2.000 1 
2.000 2.000 2.000 x 
2.667 4.000 2.667 x

2 
4.000 8.000 4.000 x

3
 

6.667 16.000 6.400 x
4
 

 (1)تدريب 
 
 
 
 

 ذاتي أسئلة تقويم 

 :ةثارن بيد ثاعدة وب  المنترف وثاعدة سمبسون الثلثية للدوال التالي

1x

1


 ،2x1  ،sin x  ،e

x    ف  الفترة0, 2  

 .اور  مدى أهمية التكامل الاددي. 3
 .كوتج -اكتب صيغة نيوتد . 3
 .(Trapezoidal Rule)ما المق ود إطريقة وب  المنترف . 1

ألبت ان الخط  فا  ريقة وب  المنترف لتقريب   .3
ha

a

dxxf ياطا  )(

)(با
12

)(
3

f
h

hR  حيث ،),( haa  
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 شبه المنحرف المركبة ةقيطر  1.1
 عزيزي الدارس،
],[ لنفاارل أن الفتاارة ba   ثساامت ولااا فتاارات جزبيااة عااددهاm كاال منهااا إطااول ،h 

miihaxi :إتيث ,......,2,1,0;   و
m

ab
h


.  

 : وان

      
mx

x

b

a

dxxfdxxffI

0

 

       



1

0

2

1 1

......

x

x

x

x

x

x

m

m

dxxfdxxfdxxf  

],[ات طبق ثاعدة وب  المنترف علا الفتر والآن ن 10 xx ،],[ 21 xx ،....... ،
],[ 1 mm xx  لنت ل علا: 

       )()(
2

......)()(
2

)()(
2

12110 mm xfxf
h

xfxf
h

xfxf
h

fI    

 وان

     







 





1

1

2
2

)(
m

i

b

a

ihafbfaf
h

dxxf                               

(1.7) 
 .mجزبية عددها  ثاعدة وب  المنترف علا فتراتو ها 

 مثال: 
dxeاستخدم ثاعدة وب  المنترف المركبة لتقريب التكامل 

1

0

x2


  إاستخدام

10

1
h . 

 
 :الحل
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2 نتسب

)(
x

exf   ،عند النقاط
10

i
xi  ، 1,0,......,10حيثi علا لنت ل:  

  109210

1

0

......2
2

2

fffff
h

dxe x 
  

  3678794.0444858.0......9607894.09900498.021
20

1
  

   7462107.036878794.07781682.621
20

1
  

 مثال: 
 التكاماللتقرياب  2.0h مساتخدما  ، استخدم ثاعادة واب  المنتارف البسايطة والمركباة


2.1

0

dxxsin . الخط يد فا التالتيدوثارن بيد.  

 :الحل
 :المركبة ثاعدة وب  المنترف

h

ab
m


  لذلاn = 6 . 

 
  

2.1

0

717356.0564642.0389418.0198669.020
2

2.0
sin dxx  

  635515.0932039.0841471.0   

     :ثاعدة وب  المنترف البسيطة  

2.1

0

55922.0932039.00
2

2.1
sin dxx 

                         :      القيمة الدثيقة للتكامل 

2.1

0

637642.0sin dxx  

 .ر دثةواضم أن القاعدة المركبة أكث
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 (8)تدريب ال

 

 
 
 
 
 

  المركبة سمبسون طريقة 1.1 
 عزيزي الدارس،،
و الااااا بواسااااطة النقاااااط  m2ولااااا فتاااارات جزبيااااة عااااددها  a, bواا ثساااامنا الفتاااارة 

ax 0 ،miihaxi 2,.....,2,1;  حياااااث ،
m

ab
h

2


 ة فاللهنااااا  يمناااااد تاريااااا  صااااايغ

 : سمبسون المركبة علا النتو التال 

 





m

m

x

x

x

x

x

x

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxf
2

22

4

2

2

0

)(.........)()()(  

 





m

i

x

x

i

i

dxxf
1

2

22

)(            












 i

m

i

iii cf
h

xfxfxf
h

1

4
5

21222
90

4
3

 

iiiحيث  xcx 222 . 
 :وان يقرب التكامل فا  ريقة سمبسون المركبة با

احساااااااب . أ
1

0

sin
dx

x

x   إاساااااااتخدام ثاعااااااادة واااااااب  المنتااااااارف المركباااااااة

نقاط، لو ثدر عدد الفترات الجزبياة اللازماة لتقرياب التكامال  3إاستخدام 
510إتيث   يتادى الخط  المقدار 

2

1  ؟ 

إتيث تكون القيمة المطلقة للخط  الناتج مد  hأوجد ثيمة للمقدار . ب
: تقريب التكامل

2

1

dx
x

1
I  10  يتادى

لو احسب ثيمة تقريبية لهاذا  2-

 . التكامل
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            











 


b

a

m

i

m

i
ii

bfxfxfaf
h

dxxf
1

1 1
122 42

3
                           

(1.3) 

: ، ياطاااااا باااااا Rو إخطااااا  مركاااااب، 



m

i

icf
h

R
1

)4(
5

)(
90

)4()(و واا كانااااات .  xf 

],[مت ااالة فااااا  ba فاللهناااا  توجااااد ،],[ bac  إتيااااث)()( )4()4( xfcf   لكاااال],[ bax ،
 :لذلا نت ل علا

)(
180

)(
90

)(
90

)(
90

)4(4)4(
5

)4(
5

1

)4(
5

cfh
ab

cf
h

abh
cfm

h
cf

h
R

m

i

i





 



 
 لطرف الأيمد للمتباينة ا

    )(
180

)4(4 cfh
ab

R


                                                  
(1.7) 

 .ياطا أكبر خط  مطلق فا التقريب إطريقة سمبسون المركبة

 مثال: 

:  استخدم صيغة سمبسون المركبة لتقريب 

1

0

2x2

dx   مستخدما
6

1
h   

 :الحل
نتسب  

2x2

1
xf


 عند النقاط 

6

i
xi   1,0,....,6حيثi لنت ل علا: 

   6543210 42424
3

fffffff
h

fI   

43521.0
3

1

97

36
4

22

9
2

9

4
4

19

9
2

73

36
4

2

1

18

1


















































  
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4352098.0 : حظ أن القيمة الدثيقة للتكامل
2

1
tan

2

1 1  

 مثال: 

ثيمة استخدم صيغة سمبسون المركبة لتقدير 
2.1

0

sin dxx  إاستخدام سبع نقاط لو ثادر

 .ثيمة الخط  وحدوده

 :الحل
 : فترات جزبية لذلا إاستخدام جدول القيو التال  3هناع 

xi 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 

f(xi) 0.0 0.198669 0.38941

8 

0.564642 0.717356 0.84147

1 

0.93203

9 

وان            
  

2.1

0

841471.0564642.0198669.040.0
3

2.0
dxxsin 

   637647.0932039.0717356.0389416.02   

:   حدود الخط  
 

 

 
   000020.0932039.02.1

180

2.0
sinmax2.1

180

2.0
4

2.1,0

4




x
x

 

 مثال: 
dxeثرب التكامل 

3

0

x2

  فترات جزبية 3إاستخدام صيغة سمبسون المركبة و . 

 :الحل
         

2

1

6

03



h         نت ل علا : 

         31.1722212
2

5

2

3

2

1
430

6

1
3

0

2












































 fffffffdxe x  
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 مثال: 
:  واااب  المنتااارف المركباااة وصااايغة سمبساااون المركباااة عناااد تقرياااب  ريقتاااايد ثاااارن بااا




0

sin dxx 5102 لدثة .  

 :الحل

، عناااد تقرياااب Rالخطااا  المطلاااق، 
b

a

dxxf يتقاااق  واااب  المنتااارف المركباااة طريقاااةإ )(

المقارنة ساتكون فاا ثيماة : ريقة سمبسون الاامة يتقق المتباينةو عند التقريب إط :المتباينة
h  5102التا تقق الشرط R فالطريقاة التاا تكاون فيهاا . يدفاا التاالتh  أصاغر هاا

 . الأفضل فا حل المس لة الماطاة
xxfالآن،  sin)(  . وانxxf sin)(  ،xxf sin)()4(  . وان فااااااا التااااااالتيد
max)(max)(1نت ااااال علاااااا 

],0[],0[



xfxf

xx 
 hفاااااا  ريقاااااة ساااااب  المنتااااارف المركباااااة . 

 :تتقق

:                                             وان
 

  5

,0

2

102)(max
12




 xf

h

x 

 

3                          :                   لذلا
5

10*74.8
1024 






x
h 

                   :سمبسون المركبة  ريقةف  

 

5)4(

,0

4

102|)(|max
180




 xxf

h

x 


 

1839874.010*2
180

5
4

  h
h  

فا  ريقة سمبسون المركبة أصغر مد تلا التا يمند  hوان يمند استخدام ثيو لا 
مما يجالنا نفضل ,   المنترف المركبة للوصول للدثة المطلوبةاستخدامها فا  ريقة وب
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السبب فا الا هو أن عدد التقسيمات .  ريقة سمبسون المركبة فا حل تلا المس لة
 .سينون أثل فا  ريقة سمبسون المركبة

 (1)تدريب 
 
 
 
 
 
 
 

 (1)تدريب 
 
 
 

 ذاتي تقويم  أسئلة
 

 
 

 
 

 :المناسبتيد فا كل مد  m  ،h أوجد ثيو
(a) وب  المنترف المركبة  ريقة . 
(b) سمبسون المركبة  ريقة. 

لتقريب 


2

0

dxex x   5بدثةx 10
-9  

f(x) = x e :    واا كاان :ملاحظلة
-x      فااللهن: f

(k)
 (x) = (-1)

k
 (x - 

k) e
-x 

الت  تجاال الخطا  فا  صايغة سمبساون المركباة     hأوجد ثيمة  
5x10وز يتجا

لتساب  9-
7

2
x

dx . 

 .أعد اوتقاق ثاعدة وب  المنترف المركبة لتقريب التكاملات. 3
 .اكتب صيغة سمبسون المركبة لتقريب التكاملات واور  أهميتها. 3
سمبساااون   ريقاااةواااب  المنتااارف المركباااة أم   ريقاااة: أيهماااا أكثااار دثاااة. 1

المركبة عند تقريب التكامل 


0

sin dxx . 
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 Romberg Integration  تكامل رومبيرج .1

 عزيزي الدارس،،
ها  ريقة لإيجاد تقريب للتكامل إاستخدام الطرق الماروفة  ريقة تكامل رومبيرن 

سنشر  إالتف يل استخدام الطريقة مع  ريقة وب  المنترف . الأخرى إشنل متكرر
القيمة المقربة لا  mT)(لتكد . المركبة

b

a

dxxf قة وب  المنترف المركبة بواسطة  ري )(

 :أى أن. فترة جزبية mإاستخدام 

   















 



 





1

1

2
2

)(
m

i m

ab
iafbfaf

m

ab
mT  

الآن، ضع 
m

ab
h

2


 .وان: 

     








 




1

1

22)(
m

i

ihafbfafhmT                                   

(1.31) 
 :فاللهن m2و واا أخذنا عدد الفترات الجزبية لينون 

     








 




12

1

2
2

)2(
m

i

ihafbfaf
h

mT                                   

(1.33) 
 :نت ل علا( 1.33)و ( 1.31)مد 





n

i

hiafhmTmT
1

))12(()(
2

1
)2(                                    

(1.33) 

فا الخطوات التالية لرومبيرن لتقريب التكامل ( 1.33)تستخدم 
b

a

dxxf  :عرف. )(

)2()0,( nTnR  ،,.......2,01n 
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 :وان













 










12

1

2
1

2
)12(

2
)0,1()0,(

)]()([
2

)0,0(

n

i
nn

ab
iaf

ab
nRnR

bfaf
ab

R

                      

(1.31) 
لقيمااااااة مناساااااابة  0,1(R ،)0,2(R ،… .. ،)0,(MR(، R)0,0(تتسااااااب التقريبااااااات 

 . Mلا

 مثال: 

 ثرب 


0

dxxsin  0,5(با(R . 

 :الحل
  0sin0sin

2
)0,0(  


R  

57079633.1
2

sin)0,0(
2

1
)0,1( 











RR  

89611890.1
4

3
sin

4
sin

2
)0,1(

2

1
)0,2( 



















RR  

97423160.1
8

7
sin

8

5
sin

8

3
sin

8
sin

4
)0,2(

2

1
)0,3( 




















RR  

99357034.1)0,4( R  
99839336.1)0,5( R  

فاللهن اثتراب التل مد التل الدثيق هو اثتاراب  3كامل ه  وحيث أن القيمة الدثيقة للت
نستخدم ما يارف ومد أجل تسريع ا ثتراب . إط ء إالرغو مد سهولة التساب ف  ال يغة
لوصا  هااذه الطريقاة ماع  ريقااة واب  المنتاارف . إطريقاة ا ساتكمال الخااارجا لريتشاردساون 
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 اايغة التاليااة لتقريااب التكاماال المركبااة سااوف ناتمااد علااا ال
b

a

dxxfI إشااب  المنتاارف  )(

 :فترة جزبية n2المركبة إاستخدام 

)(...........)0,( )2(2

2

22

22

4

4

2

2 kk

k

k

k fhchchchcnRI  


          

(1.33) 
),(حياااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااث  ba . المقااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااادار

)(.....)( )2(2

2

22

22

4

4

2

2 kk

k

k

k fhchchchchE  


. يمثاااااال الخطاااااا  فااااااا التقريااااااب 

)(
12

)( 2 fh
ab

hE 


  1واا كانk .ولبات هذه ال يغة للخط  خارن نطاق المقرر. 

12إاستخدام  n  نت ل علا( 1.33)فترة جزبية و إالتاويض فا: 

)(
22

...........
164

)0,1( )2(

2

2

222

22

22

4

4

2

2 k

k

k

kk

k

k f
h

c
h

c
h

c
h

cnRI 




         
(1.33) 

 :نت ل علا ، و إع التبسيط،مد الناتج( 1.33)لو  ر   4فا ( 1.33)إضرب 

بوضع 
3

)0,()0,1(4
)1,1(

nRnR
nR


 يمند كتاإة: 

)(...........)1,1( )2(2

2

22

22

4

4 kk

k

k

k fhdhdhdnRI  


                    

(1.33) 

jjحيث 

j

j cd 222

22

2
2

21



 ،,.......,3,2j. 

ماااد  Iأدق فاااا تقرياااب  nR),1(نلاحاااظ أن ( 1.33)و ( 1.33)الآن إمقارناااة سااارياة بااايد 
)0,(nR الا لأن ،)()1,1( 4hOnRI   0()(و أن,( 2hOnRI . 

 :يمند تكرار الا للت ول علا

)(...........)2,1( )2(2

2

22

22

6

6 kk

k

k

k fhehehenRI  


                     

(1.37) 
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حيااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااث  
15

)1,()1,1(16
)2,1(

nRnR
nR


 و بدثااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااة أفضاااااااااااااااااااااااااااااااااااااااال لأن ،

)()2,1( 6hOnRI  . ا  نت ل علاو بتكرار الا مرار : 

14

)1,1()1,(4
),(






m

m mnRmnR
mnR                                         

(1.33) 
),()(حيث  22  mhOmnRI . فكلما كبرتm كانت الدثة أفضل. 

 :يمنننا تكويد الجدول التالا الذى يارف إجدول رومبيرن( 1.33)إاستخدام 

),()4,()3,()2,()1,()0,(

)4,4()3,4()2,4()1,4()0,4(

)3,3()2,3()1,3()0,3(

)2,2()1,2()0,2(

)1,1()0,1(

)0,0(

MMRMRMRMRMRMR

RRRRR

RRRR

RRR

RR

R





 

 

 مثال: 

 :واا عدنا ولا تقريب


0

dxxsin  ل التال  إاستخدام نستطيع التوصل ولا الجدو

 . تكامل رومبيرن

 :الحل
0.00000000 

1.57079633 2.09439511 

1.89611890 2.00455976 1.99857073 

1.97423160 2.00026917 1.99998313 2.00000555 

1.99357034 2.00001659 1.99999975 2.00000001 1.99999999 

1.99839336 2.00000103 2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.00000000 
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 مثال: 

استخدم تكامل رومبيرن لتقريب  




3

0

5
dx

x1

x2sin التال  إاللهكمال الجدول: 

 
 :الحل

التال الادثيق هاو  
 



3

0

5
6717578646.0

1

2sin
dx

x

x   ،بتطبيااق صايغة تكامال رومبياارن

  :نت ل علا

 
 (7)تدريب ال

 

 
 
 

لتقريب  R)3,3(استخدم جدول تكامل رومبيرن حتا
2

1

dxxln 
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 ذاتي تقويم  أسئلة
 

 

 

 
 

  Numerical Differentiation العددي التفاضل .1
تتذكر عزيزي الدارس كي  كنأا نتسب المشتقة لدالة ما ف  مقارر التفاضال والتكامال 

(Calculus)  ولااال أهااو الأسااباب التاا  تاادفاا لااتالو حساااب المشااتقة إطاارق عدديااة هااو أن
إاض الأحيان حساب المشتقة لادوال صاابة أو أن الدالاة نفساها ثاد تكاون الأمر يتطلب ف  

 .غير مالومة وإنما ينون لدينا إاض البيانات المجدولة عنها
 

 حساب الفروق المنتهية 1.1
  Finite Difference Calcuaus 

  :إتيث hتبتاد عد نقطة أخرى إمقدار  xiلنفرل نقطة 
x i+1 - x i = h xi  

 .إاض الرموز المفيدة ف  حساب التفاضل وسوف ندرس هنا
 
 
  

 . عرف تكامل رومبيرن. 3
مااا يفيد اساتخدام اساتكمال ريتشاردساون الخاارج  فا  عملياة ا ثتاراب . 3

 مد التل ف  تكامل رومبيرن؟ 
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 المعنى الرمز  

f (x + h) = E f(x) الإزاحة 
f (x + h) - f(x) =  f(x)  فرق أمام 
f(x) - f(x-h) =  f(x)  فرق خلف 




























2

h
xf

2

h
xf  =  f(x) 

 فرق وسط 

1 h h
f x f x

2 2 2

    
      

    
 = M f(x) ثيمة وسطية 

f' (x) = D f(x) اوتقاق 

 دام متسلسلة تايلراستخ  1.8
فااا  تقرياااب  (Taylor Series Exparsion)ون اساااتخدام مفكاااوع متسلسااالة تاااايلر 

ا وتقاق الاددي ثد واع؛ الا إسبب سهولة استخدام  ونتابج  الجيادة، وسانبدأ إاساتارال 
 . تطبيقات  لإيجاد المشتقة الأولا لو المشتقة الثانية

 ملاحظة 
 .فاللهننا نان  أنها وجميع مشتقاتها موجودة ومنتهية f(x)الدالة حينما نذكر 

، فاااللهن متسلساالة  xعنااد النقطااة  f'(x)لنفاارل أننااا نريااد حساااب مشااتقة دالااة غياار مالومااة 
                :تايلر

     
 

2

hc"f
hx'fxfhxf

2

1  

                :وعند وعادة ترتيب الماادلة 
     

2

hc"f

h

xfhxf
x'f 1


 
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يبقاا  f"( c1)غيار مااروف، لاذلا فااللهن حسااب  c1والاادد  c1  x, x + hحياث 
هاا  ثيمااة تقريبيااة، وإاا كااان  f'(x)غياار ممنااد لااذلا نهماال التااد الأخياار، ولااذلا فاااللهن ثيمااة 

فااللهن هاذا التاد عباارة عاد حاد لابات  x, x + hفا  الفتارة  f"(c)لقيماة  (bound)هنااع حاد 
 . أي أن صيغة الفروق الأمامية hمضروب ف  

 
   

 hO
h

xfhxf
x'f 


  

وهاو نااتج  (Truncation Error)البتار إخط   O(h)ويسما الخط  الناتج عد وهمال 
 . عد استامال عدد متدود مد حدود متسلسلة   نهابية

 :ي بم لدينا صيغة الفروق الخلفية x- hبا  xوإاا استبدلنا 

        xchx,c"f
2

h
x'hfxfhxf 22

2

  

 
   

 2c"f
2

h

h

hxfxf
x'f 


  

 
   

 hO
h

hxfxf
x'f 


  

 : وإاا جمانا صيغة الفروق الأمامية والخلفية ي بم لدينا

 
 

    12 c"fc"f
4

h

h2

hxf)hx(f
x'f 


  

 
   

 hO
h2

hxfhxf
x'f 


  

O(hهاااذه ال ااايغة إخطااا   وتااا ت  ،وهاااذه تساااما صااايغة الفاااروق الوساااطا والتقيقاااة
2
) 

فاللهنا   f'(x)ماة والسبب ف  الا هاو أنا  عنادما تساتخدم متسلسالة ماا لمارفاة ثيماة تقريبياة للقي
 .يلزمنا مارفة ثيمة الدالة عند نقطتيد ف  ال يغ الثلاث الساإقة

 مثال: 
إاساتخدام الاثلاث صايغ وثارنهاا إالإجاإاة الدثيقاة  f'(0.8)أوجاد  f(x) = cos xلايند 

 .h= 0.01حيث 
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 :الحل
 . 0.71735609-  لذلا فاللهن الإجاإة الدثيقة  f'(x) = sin xنالو أن 

 :ميةصيغة الفروق الأما

f'(0.8) 
       

7208.0
01.0

8.0cos81.0cos

01.0

8.0f01.08.0f






  

  1.11137والخط  هو 

              :صيغة الفروق الوسطا 
   

 
717344.0

01.02

79.0f8.0f
8.0'f 


 

 1.11113333والخط  هو 
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 (6)تدريب 
 
 
 
 
 

 مثال: 
 :للدالاة f'(13.1)استخدم صايغة الفاروق الخلفياة والوساطا لتقرياب 

x1

x1



 f(x) =   حياثh = 

1 . 

 :الحل
  :صيغة الفروق الخلفية

 
   

0108277.0
2

1.12f1.13f
1.13'f 


  

            : صيغة الفروق الوسطا 
   

01011.0
2

1.12f1.14f
1.13'f 


 

  0.0100598-  :أما الإجاإة الدثيقة فه 
للادد    xونستطيع الت ول علا دثة أفضل مد خلال استخدام متسلسلة تايلر حول  

x + 2h  فينون : 

     
 

 
 

 1

32

c'"f
6

h2
x"f

2

h2
x'fh2xfh2xf   

ولكد                              2

32

c'"f
6

h
x"f

2

h
x'fhxfhxf  

 ف   رف ينتج  f'(x)وبطر  الماادلتيد وجال  3إضرب الماادلة الثانية إالادد 

  :حيث f'(0.2)لوسطا لتقريب استخدم صيغة الفروق الأمامية وا
f(x) = x- e

x      حيث   h = 0.01   
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          c'"f
3

h
h2xfhxf4xf3

h2

1
x'f

2

  * 

O(hوهذه ال يغة لها  c x, x + 2hحيث 
2
ولكنهاا أثال دثاة ماد صايغة الفاروق  (

O(hالوسااطا إااالرغو مااد أن لهمااا درجااة 
2
علااا  fوالساابب فاا  الااا هااو أننااا نتسااب ثاايو  (

 ارف واحاد ماد  h2x,hx,x  : x  بينماا فا  ال ايغة الثانياة نتساب القايو علاا  ارفيد
x  :ماااد  hx,hx   والخطااا  فااا  ال ااايغة الثانياااة يسااااوي ن ااا  الخطااا  فااا  ال ااايغة
 .الأولا

تساتخدم نقطتايد بينماا ال ايغة الأولاا  ونستطيع أن نلاحاظ أيضاا  أن ال ايغة الثانياة
 .للاث نقاط، ورغو الا فاللهنهما تسميان مد صيغ الثلاث نقاط

 :ملاحظة

ف  حال عادم  f(x+h)  ،f(x+2h)تستخدم ف  حال مالومات عد )*( ال يغة 
فنت ااال علااااا صاااايغة يلااازم ماهااااا وجااااود بيانااااات أو  h-إالمقاااادار  hوجودهاااا فتسااااتبدل 
 . f(x-h) ،f(x-2h)مالومات عد القيو 

        )c(f
6

h
x"f

2

h
x'fhxfhxf 1

32

  

        )c(f
6

h
x"f

2

h
x'fhxfhxf 2

32

  

 :ف   رف ينتج f'(x)وبطر  الماادلتيد وجال 

 
   

    21

2

c'"fc'"f
12

h

h2

hxfhxf
x'f 


  

فاللهنا  يوجاد  (Intermediate Value Theorem)وباساتخدام ن رياة القيماة المتوساطة 
 :إتيث أن c2, c1بيد  cعدد 

 
   

 c'"f
6

h

h2

hxfhxf
x'f

2




  
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 
     2hO

h2

hxfhxf
x'f 


  

O(h)ولااذلا ناارى أن صاايغة الفااروق الوسااطا هاا  أكثاار دثااة 
2
مااد  ريقااة الفااروق  ((

 .(O(h))الأمامية أو الخلفية 

 مثال: 
 f(x) = e دالاة والممثلاة لل)ت فا  الجاادول التاال  اساتخدم البياناا

sinx  ) ماتمادا  علااا
 .f"(1)ال يغة الساإقة لإيجاد 

 :الحل
f(x) x 

2.049008 0.8 
2.188742 0.9 

2.319777 1.0 

2.438072 1.1 

2.539683 1.2 

  h = 0.1يفضل استخدام 
  =   f"(1)  1.2748204-التل الدثيق  
 :التل الاددي 

 
 

       2740232.11.1f1f29.0f
1.0

1
1"f

2
  

 (0)تدريب ال
 h = 0.2استخدم البيانات ف  الجدول حيث       
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 :h أفضل اختيار للقيمة 1.1
 كاناات النتااابج أفضاال، ولكااد البتاات التساااإات hرأينااا فاا  مااا ساابق أناا  كلمااا صااغرت 

 .إ ن هذا ا ستنتان غير دثيق
إ فضاال دثااة إاسااتخدام صاايغة  f(x)مااا  دالااةا للنفاارل أننااا نااود تقريااب المشااتقة الأولاا

 :الفروق الأمامية

  
   

h

xfhxf
x'f


  

إاااالطبع مااارأ إاااا سااااإقا  خطااا  التقرياااب وهنااااع أيضاااا  خطااا  البتااار عناااد حسااااب المقااادار 
f(x+h) - f(x)   يتجاوز  ولنفرل إ ن خط  التقريب    لذلا فاللهن خط  التقريب للمشتقة

يتجاوز   
hh

2 


  ولكد        ....x"f
2

h
x'fhxfhxf

2

 

فينااون خطاا  البتاار للمقاادار    
 x'f

h

xfhxf


  يتجاااوز المقاادار  
2

Mh  حيااث

M  هااااو أكباااار ثيمااااة للمقاااادار|f"(x)| وز لااااذلا فاااااللهن الخطاااا  الكلاااا    يتجااااا
2

Mh

h

2


 وهااااذا
        المقااااااااااااااااااااااااااااااااااادار يناااااااااااااااااااااااااااااااااااون فااااااااااااااااااااااااااااااااااا  أثاااااااااااااااااااااااااااااااااااال ثيماااااااااااااااااااااااااااااااااااة لااااااااااااااااااااااااااااااااااا  عناااااااااااااااااااااااااااااااااااادما

 
M

2h,
2

Mh

h

2
he0

dh

de
0

2

M

h 2







  . 
2h

h 2
M 2 M

 
     

 مثال: 
 x = 0.8و بقنا صايغة الفاروق الأمامياة عناد  f(x) = cos xف  مثال سابق واا كان 

 10مع ثيو 
-11

, ...., 10 
-2

, 10
-1

h
 . فنت ل علا الجدول 

= 2.2204x 10 حاظ سالوع القيماة المطلقاة للخطا ، لاو أخاذنا 
وجادت عاد  رياق ) 16-

 :hفااااااااااللهن أفضااااااااال اختياااااااااار لقيماااااااااة  f"(x) | M =1|و ( التاساااااااااب ا لااااااااا 



 

-180  -

8

opt 10x980.2
1

2h 


  والتاااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا  تككااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااد المقاااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااادار
     

9

0

optopt
10x7789.9

h2

|hxfhxfx'f|



 

 . وهذا ما يككده الجدول السابق
إتياااث يناااون التقرياااب  f(x)لنفااارل أنناااا ناااود أن نقااارب ثيماااة المشاااتقة الأولاااا للدالاااة 

 . أفضل ما يمند إاستخدام صيغة الفروق الوسطا

 
   

h2

hxfhxf
x'f


  

وهااذه ال اايغة لهااا خطاا  البتاار  
6

c'"fh 2  ومااد خبرتنااا فاا  التتليلاا  السااابق ينااون

( خط  التقريب+ خط  البتر )مجموع الخط  الكل  
6

Mh

h

2


 

6

Mh

h
eh0

dh

de

h3

hM

M

3
h

M

3
h

2

2

3
3

1

















 
  

والخطاااا  الكلاااا  لااا  ثيمااااة دنيااااا عناااادما  |f"' (x)|هاااا  أكباااار ثيماااة للمقاااادار  Mحياااث 
3/1

M

3
h 







 
 . 

 مثال: 
  h= 0.01حيث  f(x) = cos xحيث  f'(0.8)لتساب )*( استخدم ال يغة 

 :الحل
 

 
       71738.082.0f81.0f48.0f3

01.02

1
8.0'f   

ساتطيع الادارس الت كاد ماد أن الخطا  هناا هاو ضاا  الخطا  النااتج عناد اسااتخدامنا وي
 . صيغة الفروق الوسطا
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وتساااتطيع عزيااازي الااادارس اساااتخدام صااايغ أكثااار دثاااة ولكاااد إمجهاااود أكبااار لتسااااب 
 : f'(x)المشتقة الأولا 

       x'"f
6

h
x"f

2

h
x'fh)x(fhxf

32

  

         65
5

4
4

hOxf
120

h
xf

24

h
  

         x'"f
6

h8
xfh2x'hf2xfh2xf

2
2   

         65
5

4
4

hOxf
120

h32
xf

24

h16
  

وبااباض  f(x+2h) ،f(x- 2h)مااد إاضااهما وكااذلا  f(x + h) ،f(x- h)وبااالطبع 
 :الجبر ي بم لدينا صيغة الخمج نقاط لتساب المشتقة الأولا

 

          h2xfhxf8hxf8h2)x(f
h12

1
x'f 0   

 :مع خط  التقريب   cf
30

h 4
4

  . 

  :ملاحظة
نقااااط هاااو  ريقاااة  3ساااتخدمنا سااابب تساااميتها صااايغة الخماااج نقااااط إاااالرغو ماااد ا

 .  اوتقاق ال يغة الت  تتتو وجود النقاط الخمج

 مثال: 
 . h= 0.01و  f(x) = cos xحيث  f'(0.8)استخدم ال يغة الساإقة لتقريب 

 
 

         71735609.082.081.0f879.0f878.0f
01.012

1
8.0'f   
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  :ملاحظة
وإاا تااذر وجاود مثال هاذه القايو فاللهننااا  xعلاا  رفاا   fتساتخدم هاذه ال ايغة ثايو 

: x :x + h ،x + 2h ،x + 4h, x+3hعلاا يمايد  fأخرى تستخدم ثايو نستخدم صيغة 
 . وهذه ال يغة أيضا  اات خمج نقاط

 
         

h12

h4xf3h3xf16h2xf36hxf48xf25
x'f




   
 h4x,xc:h

5

cf 4
5

 
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 صيغة الثلاث نقاط لتقريب المشتقة الثانية  1.8
 :واا جمانا مفكوع متسلسلة تايلر للمقداريد

             l

4
432

cf
24

h
x'"f

6

h
x"f

2

h
x'hfxfhxf   

             2

4
432

cf
24

h
x'"f

6

h
x"f

2

h
x'hfxfhxf   

 : ف   رف f"(x)ي بم لدينا إاد جال 

            cf
12

h
hxfxf2hxf

h

1
x"f 4

2

2
  

  c x - h, x + h :        حيث

 مثال: 
 f(x) = xeحيث  f"(0.5)احسب 

2x
- sin x  ،h = 0.05   

 :الحل
f'(x) = e    :الإجاإة الدثيقة

2x
 + 2 x e

2x
 - cos x  

f"(x) = 2e
2x

 +2 (e
2x

 +2xe
2x

)  + sin x 

f"(0.5) = 16.78911651 

 :التل الاددي

 
 

       81168.1655.0f5.0f245.0f
05.0

1
5.0"f

2
  

 مثال: 
f(x) = xeحيث  f"(0.5)احسب 

2x
 - sin x  وh = 0.5  
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 :الحل
 

 
       1526.191f5.0f20f

5.0

1
5.0"f

2
  

 (18)تدريب ال
 

 
 :ملاحظة

وعتمااادا  علااا وجااود بيانااات عنااد ثاايو ماينااة أو عاادم وجودهااا يااتو اختيااار الطريقااة 
يتتاتو عليناا البتاث عاد  f(x)مثلا  عدم وجود مالومات عد ثايو الدالاة عناد المناسبة، ف

 : مثل صيغة الفروق الوسطا f(x)صيغ   تتطلب مارفة 

 
   

h2

hxfhxf
xf


  

 مثال: 
لتقريااب  x = 0.8، عنااد تطبااق صاايغة الفااروق الوسااطا عنااد f(x) = cosxلاايند 

f'(0.8)  10لقيو
-1

: h  ،10
-2 ، .... ،10

-8 . 
 

 

 h = 0.01حيث  f"(0.5)ف  المثال السابق احسب 
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 = 2.2204  10واا أخاذنا 
فااللهن أفضال خياار  f'''(x)|  M = 1|واساتخدمنا  16-

 : هو hلقيمة 

6
3

1

opt 107335.8
1

3
h 







 
  

 : أيضا  ثيمة المقدار

12

opt

optopt
10888.7

h2

)hx(f)hx(f
)x('f 


  

 . تتناسب مع النتابج المدونة ف  الجدول السابق
تقريااب اوااتقاق تسلساالة تااايلر فاا  درساات عزياازي الاادارس، كياا  نسااتفيد مااد مفكااوع م

ومااد الطاارق المسااتخدمة أيضااا  ويجاااد حدوديااة اسااتكمال للبيانااات المجدولااة، وأوااهرها . دالااةال
عناد  f(x)لهاا نفاج ثايو  Pn(x)حدودية  جرانج للاساتكمال وها  تاتماد علاا عمال حدودياة 

n+1 مد النقاط . 
 ريقاااااااة أخااااااارى تساااااااتخدم فااااااا  تقرياااااااب التكااااااااملات ماااااااد خااااااالال تتدياااااااد الماااااااااملات 

(undetermined Coefficients)   الطاارق الفاعلااة وهاا  عنااوان  وحادىوساانكتف  هنااا إشاار
 . القسو القادم

  استكمال ريتشاردسون 1.8
 Richardson Extrapolation 

تاتبر  ريقة استكمال ريتشاردسون مد الطرق الت  تاط  نتابج أفضل ماد ن يراتهاا 
 . مقارنة مع كمية التساإات البسيطة المرافقة لها

O(hهاااا  صاااايغة لهااااا  R(h) لنفاااارل أن
2
لااااتكد صاااايغة الخطاااا  : Tلتقريااااب القيمااااة  (

 : ه  كما يل  Tولا  R(h)لتقريب 
T = R(h) + C1h

2
 + O(h

4
)           (*) 
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إالمقدار  hلنستبدل . لابت C1حيث 
2

h ونت ل علا تقريب أفضل : 

)h(O
4

h
C

2

h
RT 4

2

1 







  

 : و ر  الماادلتيد( 3)قدار وبضرب الماادلة الأخيرة إالم

 
 4hO

3

hR
2

h
R4

T 










  

      لو    R1(h) = R(h) :    لنارف 
 

 4

11

2 hO
3

hR
2

h
R4

hR 










 

 
 : كما ف  الجدول Tولذلا نستطيع أن تارف متتالية مد التقريب ولا 

 
R1 (h)  

R1 (h/2) R2 (h) 

R1 (h/4) R2 (h/2) 

R1 (h/8) R2 (h/4) 

 

R1(h/2ي الدارس، إ ن المقدار ولالا تلاحظ، عزيز 
k
سينون ل  رتباة  (






















2

k2

h
O 

بينما 







k2

2

h
R  ل  رتبة






















4

k2

h
O 

  :إتيث أن C2يمند أن تتوي لابت )*( لنفرل أن الماادلة 
T = R(h) + C1h

2
 + C2h

4
 + O(h

6
) 
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د لالاااث فااا  الجااادول أعااالاه يتاااوي وهاااذا سااايكدي إالت كياااد ولاااا ومنانياااة وضاااافة عماااو 
 : عد  ريق تاري  R3(h)  ،R3(h/2)المدخلات 

 
 

14

)h(R2/hR4
hR

2

22

2

3



  

           :و حظ أن







k3

2

h
R  سينون ل  رتبة






















6

k2

h
O 

 : مد الأعمدة إشرط أن mويمند ا ستمرار إاللهضافة عدد 







1m

1j

m2j2

j )h(OhC)h(RT  

 لوابت ماينة، ويمند التابير عد استكمال ريتشاردسون  Cjحيث 

14

)h(R)2/h(R4
)h(R

1j

1j1j

1j

j











 

 j = 2, 3, ...., mحيث 

 مثال: 
f(x) = xeو  x = 2.0  ،h = 0.2ليند 

x  
O(hون صيغة الفروق الوسطا الت  لها 

6
 : تكتب علا النتو التال  (

)h(O)x(f
120

h
)x('''f

6

h

2h

h)-f(x- h) f(x
  (x)f' 6)5(

42




  

 : لمالومات أعلاهوبمقارنة استكمال ريتشاردسون مع ا

2h

h)-f(x- h) f(x
  R(h)


  

)x('''f
6

1
Cو)x(f

120

1
C )(

1

)4(

2   

  : حظ أن
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4.0

)8.1(f)2.2(f
)2.0(R)h(R


  = 22.414160 

 : أيضا  
R(0.1) = 22.228780 

R(0.05) = 22.182564 

 : وتستطيع وكمال إقية التساإات لنت ل علا الجدول التال 
 

R1 (0.2) = 22.414160  

R1 (0.1) = 22.228786 R2 (0.2) = 22.166995 

R1 (0.05) =22.182564 R2 (0.1) = 22.167157  

R3 (0.2) = 22.167168 

  :مع الالو إ ن التل الدثيق هو
f'(2.0) = 22.167168 

الاة فا  الت اول علاا وجاإاات اات أخطااء  وهذا ماا أكادنا سااإقا  إا ن هاذه الطريقاة فاأ
 . ثليلة

 مثال: 
                                  :لنارأف الرمز

h2

)hx(f)hx(f
)h(D


 

 :لذلا
f'(x)  D (h) + Ch

2
        (*) 

 2hوباستخدام 
f'(x)  D (2h) + 4Ch

2
 

 : و رحها مد الماادلة الأخيرة نت ل علا( 3)إالمقدار )*( وبضرب الماادلة 

h4

ff

h2

ff
4)h2(D)h(D4)x('f3 2211  








 
  
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 :لذلا

h12

ff8f8f
)x('f 2112 
   

 . لوسطا مد الرتبة الراإاةوهذه صيغة الفروق ا
  h = 0.01و  f(x) = cosxلكنا تالمت مد الأمثلة الساإقة إ ن  عندما 

  :كذلا تستطيع حساب D(h) = -0.717344150   :فاللهن

717308275.0
04.0

)78.0(cos)82.0(cos
)h2(D 


  

 :لذلا

717356108.0
3

)h2(D)h(D4
)8.0('f 


  

 (18)تدريب 
 
 
 
 

 

 
 

f(x) = xeليند 
x  

ن جدول ثيو ( 3)   h = 0.1و [2.2 ,1.8]ف  الفترة  fكوأ
ث نقااااط وخماااج لااالا -إاساااتخدام صااايغ اات نقطتااايد  f'(2.0)ثااارأب ( 3)

 . نقاط
إاساااتخدام صااايغ اات لااالاث نقاااط وخماااج نقااااط علماااا   f''(2.0)ثااارأب ( 1)
 : إ ن

f'(2.0) = 22.167168         , f''(2.0) = 29.556224 
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 ذاتي أسئلة تقويم 

 
 
 
 
 وحدةأمثلة عامة على ال  .4
 (1) مثال 
 ؟ f' (3.1)أوجد    f(t) = cosh tلتكد   

القيمة  الخطأ
 الحقيقية

القيمة 
 الخلفية

القيمة 
 الوسطية

القيمة 
 h الأمامية

0.00958, 0.00642, 

0.00889 11.07645 11.06756 11.08107 11.06687 0.05 
0.00235, 0.00116, 

0.00226 11.07645 11.07419 11.07761 11.0741 0.0025 

 

 (1) مثال 
 : اوتق الفروق الوسطا لثلالة نقاط، إتيث أن

f'(t)  a - 1 f(t- h) + a0 f(t) + a1 f(t+h) 

 :الحل
 : الآن إاستخدام ثاعدة تايلر

 لمااا نلجا ولا استخدام التفاضل الاددي؟ -3
ساابب واايوع اسااتخدام مفكااوع متسلساالة تااايلر فاا  تقريااب ا وااتقاق  مااا -3

 الاددي؟

 ؟Truncation Errorمااا نان  إخط  البتر  -1
 اور  إاخت ار  ريقة استكمال ريتشاردسون؟ -3
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...h)t('''f
6

1
h)t(''f

2

1
h)t('f)t(f)ht(f 32   

...h)t('''f
6

1
h)t(''f

2

1
h)t('f)t(f)ht(f 32  

 a-1 f (t - h) + a0 f(t) + a1 f (t + h) 

= a-1 [ f(t) - f'(t) h + 
2

1
 f''(t) h

2
 - 

6

1
f'''(t) h

3
 + ... ] + a0 f(t) + a1 [f(t) + 

f'(t) h + 
2

1
 f''(t) h

2
 + 

6

1
 f''' (t) h

3
 + .... ]  

= (a-1 + a0 + a1) f(t) + (a1 - a-1) hf'(t) + 
2

1
(a-1 + a1) h

2
f''(t) + 

6

1
(a1 - a-1) 

f'''(t) h
3
 + O (h

4
) 

-a0  ،a1 ،a، لذلا سيتكون الن ام التال  إالنسبة لاا  f'(t)إما أننا نجد ثيمة تقريبية لا 

1 
a-1 + a0 + a1 = 0  

(a1 - a-1) h = 1 

a-1 + a1 = 0 

 : إاد حل هذا الن ام سينتج

 
h2

1
a1  

h2

1
a 1


 

a0 = 0  

h2

)ht(f)ht(f
)ht(fa)t(fa)ht(fa)t('f 101


  

 : مع وجود الخط  التال 

)h(O
h2

)ht(f)ht(f
)t('f 2


 
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 (8) مثال 
f(t) = e :واا كانت

t أوجد ،f'(0.5) 

 :الحل
 = hف  هذا المثال ثيو الأخطاء تكون متناثضة بداية، ولكد عنادما نختاار ثيماة ابتدابياة 

f|إما أن . وف يتزايدفاللهن الخط  س 0.01
(3)

 (t)|  = e
t
  2.01376 

 t  [0.5, 0.7] 

 : واستخدمنا خمسة ثيو رثمية، إمانا

000005.010
2

1 5    
 : فاللهن

0246.0
M

6
*h

3/1








 
  

 (1) مثال 
 : ثانون وب  المنترف

)n(f
12

h
)f(E )4(

3
 

 E (Pk) = 0                      , k = 0, 1, 2, 3,  
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 (1) مثال 

 :                أوجد     


1

0

2
dx

x1

1
)f(I 

 Open error Closed error n  

 

0.2146018 

 

0 
 

 

0.0107556 0.0353981 1 
 

 

0.0020528 0.0020648 2 
 

 

0.0013353 0.0007828 3 
 

 

0.0051343 0.0001312 4 
 

 

0.0001985 0.0000715 5 
 

        

 ( ثانون وب  المنترف)تان المغلقة صيغة النقط* 
 

1

ab
h


  

 )n(f)ab(0833.0)n(f
12

)ab(
)n(f

12

h )2(3)2(
3

)2(
3




  

  :داخل الجدول (n =1)صيغة النقطتان المفتوحة الت  تملا خط  * 
 

3

ab
h


  

)n(f)ab(0278.0)n(f
36

)ab(
ds)ks(s)n(f

2

h )2(32
32

1

)2(
3




 


 

 : نقاط المفتوحة( 3)صيغة * 
 

5

ab
h


  

)n(f)ab(101111.2)n(f
9000

)ab(19
)n(f

144

h95 )4(5004)4(
5

)4(
5




   

 : نقاط المغلقة( 3)صيغة * 
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 
3

ab
h


  

)n(f)ab(105432.1)n(f
6480

)ab(
)n(f

80

h3 )4(5004)4(
5

)4(
5







   

 : نقاط المغلقة( 3)صيغة * 
 

4

ab
h


  

-5.1670  10
-007

 f
(6)

 (n) 

 : نقاط المفتوحة( 3)صيغة * 
 

6

ab
h


  

 1.0462  10
-006

 f
(6)

 (n) 

 (7) مثال 
 ، إمانا  nداخل القوة  [a, b]رة لديا الفت
kالفترة 

th (k  1)   ه  فترة[xk-1 , xk]  حيث ، : 
xk = a + kh 

 
n

ab
h


 

 






n

1k

)k(
n

1k

x

x

b

a

)f(Idt)t(fdt)t(f)f(I
k

1k

 

  :حيث





k

1k

x

x

)k( dt)t(f)f(I 

  :لديا ثاعدة وب  المنترف

 )x(f)x(f
2

h
)f(I k1k

)k(    
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 : وهذه تقابل

    )x(f
2

h
h)b(f)a(f

2

h
)x(fx(f

2

h
)f(Î)f(I

n

1k

k

n

1k

k1kT 


   

 (6) مثال 






2/

0

dttcos)f(I 

 ؟ 1.1113كو عدد الفترات لتساب التكامل مع خط  

1M1tcos)t(f )2(   

،   = 0.0002إما أن 
2

ab


   واا ، : 

18.40
12

)ab(M 3





 

 . فترة سوف تستامل( 33)واا يوجد علا الأثل 
 . فقرة( 11)ف  التقيقة يوجد فقط 

لأكبااااار ثيماااااة لاااااا  (based)ثيماااااة مرتفااااااة؛ لأن التسااااااإات تكاااااون ( 33)السااااابب أن و 
|f

(2)
(t)| . 

 (0) مثال 

 : ثارن إاستخدام ثانون وب  المنترف


1

0

4/1 dtt 
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h In 
4

hR P 

2

1
 0.6704482 

  

4

1
 0.7448520 

  

1

8
 0.7765077 

2.33 1.22 

16

1
 0.7900672 

2.35 1.23 

32

1
 0.7958100 

2.36 1.24 

64

1
 0.7982348 

2.37 1.24 

128

1
 0.7992570 

2.37 1.25 

256

1
 

0.7996873 2.38 1.25 

 

p  1.25   
 )n(f

12

h)ab(
)f(E )2(

2
  

 p = 2سوف نستثن  الرتبة المتقاربة 
f  [a,b]مت لة علا الفترة  اثيمته دالةال ههذ

(2)
 (t) . 

4لكد 

1

t)t(f   غير ثابل للاوتقاق عندما(t = 0). 
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 (0) مثال 
 : الفروق الوسطية لثلالة نقاط

   
h2

htfht'f
)t('fI


  

 إاستخدام ثانون تايلر : 

       7k
6

0k

k

hOtf
!k

h
htf  



 

 
       







6

0k

7k

k

hOtf
!k

h
htf  

   
          65432 hOtfh

120

1
tfh

6

1
t'f

h

htfhtf



  

             65432 hOtfh
120

1
tfh

6

1

h

htfhtf
I 


  

   tf
6

1
k 3

1   

   tf
120

1
k 5

2   

f(t) = tلديا 
3
 e

2t لتساب ،f'(0.5)  : 
     

  
8735532.2

1.02

4.0f6.0f
IR 0

1.00.0 


  

 : لخط  ف  الفروق الوسطية لثلالة نقاطالجدول الآت  يمثل ا -
R2,0 R1,0 R0,0 
9.63 e-3 3.858e-2  1.5527e-1 
R2,1 R1,1  
1.93 e-5 3.0 e-4  
R2,2   
7.15 e-8   
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     
  

7568679.2
05.02

45.0f55.0f
IR 0

05.00,1 


  

     
  

7279139.2
025.02

4475.0f525.0f
IR 0

025.00,2 


  

  7179728.2
3

RR4
IR

0,00,11

05.01,1 


  

  7182626.2
3

RR4
IR

0,10,21

025.01,2 


  

  7182819.2
15

RR16
I2,2R

1,11,22

025.0 


 

 : هو f'(0.5) دالةالتل الدثيق لل: ح ةملا
f'(0.5) = 2.71828183  

 (18) مثال 
 : مد خلال  ريقة جاوس لنقطة واحدة

0t ثيمة 0  دالةإالنسبة لل  : P1(t) = t  
 (. ا نتقال) (Convection)الآن، إاستخدام 

L0,0 (t) = 1  

 :واا

  




1

1

1

1

0,00 2dt1dttLw  

   




1

1

0f2dttf  

 . 3درجة التقريب * 
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 : ملاحظة

 .  ريقة جاوس لنقطة واحدة ه  صيغة المنت   للنقطة

 t0 = 0  ،t1 = 0ف   ريقة جاوس لنقطتيد تكون ثيو * 

   1t3
3

1
tP 2

2   

t0 = -
3

1
t,

3

1
1    

w0 =  




1

1

0,1 1dttL  

w1 =  




1

1

1,1 1dttL  

 



























 


3

1
f

3

1
fdttf

1

1

 

 .   1درجة التقريب * 

 (11) مثال 
 أوجد 

td
t

e
I

1

0

t

  

 :الحل
tu :وفرل  



1

0

2u due2I  

 3.733113فترة تكون ثيمة التساب ( 13)إالمقارنة مع ثاعدة سمبسون مد أجل 
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 (11) مثال 

td
t1

e
I

2

0

t




  

 :الحل
t1u :وفرل   

due2I

1

0

1u2


  

 (18) مثال 
 

 




 


1

1 0

cos
t

dedt
t1

e
 

 (11) مثال 
 

dt
t

tsin
I

1

1




  

 . (t = 0)هذا المقدار يملا ثيمة غير مارفة عندما 

1إما أن 
t

tsin
lim

0t



، واا  ربما نتسب   



1

1

dttfحيث ، : 

 



























0t,1

0t,
t

tsin

tf   
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 الخلاصة 
 عزيزي الدارس،،،

وه  علا ال يغة ( كوتج -نيوتد )بدأنا دراسة التكاملات الاددية وبالطريقة الاامة 
: التاليااة



 
n

0i

ii1n )x(fa)f(I)f(I    حيااثn

1ii}a{  هاا  أوزان للمجمااوع وn

1ii }x{  

 .x1 <x2<....<xn: بةومرت [a,b]ه  نقاط تنتم  ولا 

: تو عرجنا علا حدودياة  جارانج



n

0i

iin )x(L)x(f)x(p   وكيفياة اساتخدامها فا

 :حساب التكامل الاددي، للوصول ولا صيغة وب  المنترف التالية

 


















1

0

x

x

1

01

0

0

10

1

2 dx)x(f
xx

xx
)x(f

xx

xx
)f(I  

         )x(f)x(f
2

h
10    

 : سمبسون ورحنا إالتف يل إاد الا ثاعدة 

 
2

0

x

x

2102 )]x(f)x(f4)x(f[
3

h
)x(P  

 :وتوصلنا ولا الن رية التالية لتساب التكامل الاددي

     



n

0i

1nii

b

a

fExfadxxf 

  :علا ال يغة التالية ثاعدة وب  المنترف المركبةلو ورحنا كي  نت ل علا 

         
 c"f

12

hab
xf2bfaf

2

h
dxxf

2b

a

1n

1j

j











 





 

 :صيغة سمبسون المركبة علا النتو التال وكذلا 
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   
2 j

2 j 2

xb m

j 1a x

f x dx f x dx




  

 

           












 j

m

1j

4
5

j21j22j2 cf
90

h
xfxf4xf

3

h 

 ريقة تكامل كذلا ورحنا و  ،ودرسنا حدود الخط  ف  كثير مد الطرق وكيفية التتنو في 
دمج ل يغة وب  المنترف مع استكمال  وه، و وبينا أهميت  ف  تقليل الأخطاء، رومبيرن

 :لو وصلنا ولا ال يغة التالية، ريتشاردسون الخارج 





























 







2k2

1i

1k1k1,1k1,k h
2

1
iafhR

2

1
R 

، والتاااا   هاااارت علااااا ال اااايغة تكاااااملات جاااااوسنااااا التكاماااال الاااااددي بدراسااااة واختتم
 :التالية

         
 



b

a

n

1i

n

1i

ii

b

a

ii xfwxLxfdxxf  

أما إالنسبة للتفاضل الاددي فدرسنا الفروق المنتهية والت  اعتبرت أساسا  فا  حسااب 
ومنهاااا أيضاااا   ااارق  ،اساااتخدام مفكاااوع متسلسااالة تاااايلرو  التفاضااال الااااددي فااا  هاااذه الوحااادة،

نقااااط والخماااج نقااااط وغيرهاااا واختتمناااا هاااذه الوحااادة بدراساااة اساااتكمال ريتشاردساااون الاااثلاث 
 . الخارج 

  .ن مل أن تكون حققت الأهداف الت  وضات بداية الوحدة
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 بقة عن الوحدة الدراسية التاليةلمحة مس
 عزيزي الدارس،

ة للماااد ت تبتث الوحادة الدراساية الراإااة فا  التلاول الاددياة لمساابل القايو ا بتدابيا
طارق الو  ،منهاا  ارق الخطاوة الواحادة ،التفاضلية الاادية، وسنقسو الدراسة ولا  ارق مختلفاة

لو نارأن علاا التلاول  ،والا لتل المااد ت التفاضلية مد الرتبة الأولا ،متاددة الخطوات
 (. لانية)الاددية لتل مااد ت تفاضلية مد رتب أعلا 
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 إجابات التدريبات 
 (1)تدريب ال

  420
2

2
)f(I 22

2   

 . لتساب ثيمة الخط  الناتج نوجد القيمة الدثيقة للتكامل

3

8

3

x
dxx

2

0

32

0

2   

3h)c(''fونستطيع هنا تطبيق صيغة حساب الخط  
12

1
 فنجد : 

33.1)2()2(
12

1
h)c(''f

12

1 33 


  

 : وللت كد 1.33-أي أن ثيمة خط  التكامل   يمند أن تتجاوز 
 : ه  Errorيمة الخط  الناتج تكون ث

)f(Idx)x(fError 2

2

0

   

          = 2.67 - 4 = -1.33 

 (1)تدريب ال
 

 f(x) الحل الدقيق قاعدة شبه المنحرف قاعدة سمبسون الثلثية
3.333 3.111 3.177 

1x

1


 

3.733 1.133 3.733 2x1 
3.333 1.717 3.333 sin x 
3.333 3.137 3.137 e

x 
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 (8)تدريب ال
 : كما يل  دالةنتسب ثيو ال. أ

xi 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

f(xi) 1.0 0.99335 0.97355 0.94107 0.8967 0.84147 

 : وبالتال 

  



5

2i

i612 )x(fh)x(f)x(f
2

h
)f(I  

         = 0.2 (3.80467) + 0.1 (1.84147) = 0.94508 

 : حسب متسلسلة تايلور

!9

x

!7

x

!5

x

!3

x
1)x(f

8642

  

!9

x8

!7

x6

!5

x4

!3

x2
)x('f

753

  

!9

x56

!7

x30

!5

x12

!3

2
)x(''f

642

  

  تتجاوز  |f''(x)|فاللهن  [0,1]ف  الفترة 
2

 : لأن 1

2

1
....

8

1

4

1

2

1

24

1

10

1

3

1
...

!9

56

!7

30

!5

12

!3

2









  

 : وبالتال  فاللهن حدود الخط 
5

22

10
2

1

24

h
)c(''f

12

h   

2102.1hلذلا    أوn = 92 لفترات الجزيئة كتد أدنامد ا . 

                    :نالو أن.  ب
x

1
)x(f  ،

2x

1
)x('f


  ،

3x

2
)x(''f  

 :كذلا
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2)x(''fmax
]2,1[

  

2                 :وان
2

]2,1[

2

10
6

h
)x(''fmax

12

h
)ab(  

06.0h          :لذلا  
 : نجد أن h = 0.2وباختيار 




















0.2

1

8.1

1

6.1

1

4.1

1

2.1

1
2

0.1

1

2

2.0
)f(I2   

          = 0.6956 

 : بينما القيمة الدثيقة

6931.0)1(In)2(Indx
x

1
2

1

  

10  يتجاوز  1.1133لذلا فاللهن الخط  
 . كما توثانا 2-

 (1)تدريب ال
 :   mصيغة وب  المنترف المركبة علا فترات جزبية عددها 

|f''(x)| = |(x-2) e
-x

|  2  x  [0, 2] 

9

]2,0[

2

105|)x(''f|max
12

h)ab( 


 

9
2

105
12

h4   

 h < 0.000122474 

 M  16330            









h

2
M  

2M  صيغة سمبسون المركبة علا فترات عددها 









h

1
M 

|f 
(4)

(x)| = |(x-4) e
-x

|  4      x      [0, 2] 
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 
  94

]2,0[

4

105|)x(f|max
180

h)ab( 


 

9
4

105
90

h4   

 h < 0.0181818 

 M  55 

 (1)تدريب ال
  : حظ بداية أن

4

3

2

24

x

24
min)x(fmin

55]7,2[

)4(

]7,2[
  

 :لذلا

48

h

4

3

90

h
)27()c(f

90

h
)ab(

44
)4(

4

  

 :    ولكد
M2

5
h   9لذلا

6
105

M768

625   أوM  113  لذلا
226

5
h  

  :ولكد









 








)b(f)x(f4)x(f2)7(f)2(f
3

h
dx

x

1 m

1j
1j2

1m

1j
j2

7

2

 

            = 1.252762969 

  :بينما التل الدثيق هو
In(7) - In(5) = 1.252762968 

 (7)تدريب ال
 :   نبدأ  346574.0)2(In)1(In

2

12
R 1.1 


 

 :لو نكمل لنت ل علا
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 بينما القيمة الدثيقة للتكامل 

  386294.0xInxxdxInx
2

1

2

1

  

 (6)تدريب ال

 
 f'(0.2) = - 0.2214 :   الإجاإة الدثيقة

 :صيغة الفروق الخلفية

01.0

)2.0(f)21.0(f
)2.0('f


   

             = - 0.22753018 

 1.11331 :وثيمة الخط 
 صيغة الفروق الوسطا 

02.0

)19.0(f)21.0(f
)2.0('f


  

             =- 0.22142311 

 1.11113  :وثيمة الخط 
 

 
 (8)تدريب ال

f''(1) = 
 

 )2.1(f)1(f2)8.0(f
2.0

1
2

  

        = -1.27156 
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 (0)تدريب ال
 :التل الاددي هو

 
 )51.0(f)5.0(f2)49.0(f

01.0

1
)1(''f

2
  

         = 16.7900 

 . اصغر كان الخط  أثل hنلاحظ أن  كلما كانت 
 

 (18)تدريب ال
3 . 

x 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 

f(x) 10.889365 12.703199 14.778112 17.148957 19.855030 

  h = 0.1 ،x = 2.0نستخدم . 3

  )C(f
6

h
)hx(f)hx(f

h2

1
)x('f 1

)3(
2

 :يدصيغة النقطت               

     228790.229.1f1.2f
2.0

1
  

 :صيغة الثلاث نقاط    

  )C(f
3

h
)h2x(f)hx(f4)x(f3

h2

1
)x('f 2

)3(
2

  

            032310.22)2.2(f)1.2(f4)0.2(f3
2.0

1
  

 :صيغة الخمج نقاط   

  )C(f
30

h
)h2x(f)hx(f8)hx(f8)h2x(f

h12

1
)x('f 3

)5(
4

  

            166999.22)2.2(f)1.2(f8)9.1(f8)8.1(f
2.0

1
  



 

-180  -

 :h = 0.1لو  h = 0.2نستخدم أو    f''(2.0)أما لتقريب . 1
h = 0.2  

  )C(f
12

h
)hx(f)x(f2)hx(f

h

1
)x(''f 4

)4(
2

2
  

             704275.29)2.2(f)0.2(f2)6.1(f
04.0

1
  

  )C(f
12

h
)hx(f)x(f2)hx(f

h

1
)x(''f 5

)4(
2

2
  

             593200.29)1.2(f)0.2(f2)9.1(f
01.0

1
  



 

-180  -

 مسرد المصطلحات 
 Finite Difference الفروق المنتهية

 .مقدار الخط  الناتج عد استخدام ثاعدة سمبسون 

 Weight Function  ةوزني دالة

عند  wi، ويمند عبرها تتديد الأوزان حدوديات لجندره  دالة تو تاريفها عند ور  
 .ضمد وروط خاصة xiمارفة النقاط 

 Truncations Error خطأ البتر
 .وحذف الباث  متسلسلة   نهابيةحدود وهو خط  ينتج عد استخدام عدد متدود مد 
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