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  ب 

  مقدمة المقرر
  عزیزي الدارس،

ّمرحبا بك إلى هـذا المقـرر الـذي یتعلـق بالمعـادلات التفاضـلیة، وهـو مقـرر موجـه لتخـصص  ً
 التفاضـل والتكامــل، ل المفـاهیم الأساسـیة فـي مـادةص فـي برنـامج التربیـة، ووضـعناه لیفــالریاضـیات

ویشرح ما هي المعادلة التفاضلیة والتي تـشمل مـشتقات أو تفاضـلات، والهـدف مـن كـل ذلـك تقـدیم 
ّطــرق حــل أنــواع معینــة وأساســیة مــن المعــادلات التفاضــلیة لكــي تكــون مقدمــة لبقیــة المقــررات فــي 

  .السنوات اللاحقة

 الحیـاة كافـة، فـلا یكـاد علـم مـن إن التطبیقات على المعادلات التفاضلیة تكـاد تـشمل منـاحي
ـــادلات  ــى المعــ ــة علـــ ــه النظریـــ ــي مفاهیمـــ ـــة أو الحیاتیـــــة إلا ویعتمـــــد فـــ ــصناعیة أو الزراعیــ العلـــــوم الـــ
التفاضلیة، وستلحظ من خلال التطبیقات التي سنوردها في هذا المقرر جانبـا مـن أهمیـة هـذا العلـم 

  .وفائدته ودوره في حیاتنا المعاصرة

ر المكــون مــن أربـــع وحــدات دراســیة المعـــادلات الخطیــة مــن الرتبـــة ســنتناول فــي هــذا المقـــر
الأولــى وتطبیقــات علیهــا، ثــم ننطلــق إلــى المعــادلات المتجانــسة وغیــر المتجانــسة مــن الرتبــة الثانیــة 
ــة بالعنـــاوین  ـــة المتعلقـ ــاهیم الفرعی وتتطبیقـــات علیهـــا، وســـیتخلل الوحـــدات مجموعـــة كبیـــرة مـــن المفـ

  .الرئیسة لهذا المقرر

ـــذا ســـعین ا أن نوضـــح كـــل فكـــرة مـــن الأفكـــار الـــواردة فـــي هـــذا المقـــرر عبـــر مثـــال محلـــول، ل
ستحظى عزیزي الدرس، بكمیة كبیرة من الأمثلة المحلولة، ومـا یـساندها مـن تـدریبات وأسـئلة تقـویم 

  .ذاتي، وكل ذلك لنعینك على استیعاب ما ورد في هذا المقرر

إن دراستك لهذا المقرر والمشاركة في حل الأمثلـة الـواردة والتـدریبات وأسـئلة التقـویم الـذاتي، 
فضلا عن متابعة أیة وسائط مساندة، وحضور اللقاءات الأكادیمیة مع مشرفك، ستضمن لـك بكـل 

  .تمد علیهتأكید فهما عمیقا للمفاهیم الواردة فیه، والبناء علیه مستقبلا لفهم بقیة المقررات التي تع

  عزیزي الدارس،،



  

ج 

، والتي ّف العامة من هذا المقررنلخص لك الأهدانا ععند هذه المرحلة من مقدمة المقرر د
  :نأمل أن تتمكن من تحقیقها بعد دراسته، وقد أوردناها في الجدول التالي

   

  الأهداف العامة للمقرر
  عزیزي الدارس،،، 

  :ًتكون قادرا علىبعد فراغك من دراسة هذا المقرر ینبغي أن 
  . ً الأساسیة في المعادلات التفاضلیة بعیدا عن البراهین الریاضیةالمفاهیم معرفة) 1
  .المفاهیم الأساسیة المتعلقة بالمعادلات التفاضلیة وتطبیقاتهاتصنیف ) 2
  . طرق حل المعادلات التفاضلیة من الرتبة الأولىمعرفة) 3
  .المتغیرات وطریقة المعامل المكامل على حل المعادلات بطریقة فصل تطبق) 4
  . حل المعادلات التفاضلیة المتجانسة والمعادلات المضبوطةشرح) 5
  .ّ طرق حل المعادلات التفاضلیة الخطیة المتجانسة من الرتبة الثانیةشرح) 6
  . طرق إیجاد حل المعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة من الرتبة الثانیةفهم) 7

  
ــداف  ــك أن الأهــ ــسابقة عمیقــــة وتحتــــاج إلــــى بــــذل جهــــد منــــك بالتعــــاون مــــع مــــشرفك لا شــ الــ

وقـد ارتأینـا أن نقـسم المقـرر إلـى أربـع وحـدات دراسـیة، تـساهم معـا فـي تحقیـق . الأكادیمي لتحقیقها
وفــي الجــدول المبــین فــي الــصفحة التالیــة أســماء تلــك الوحــدات . الأهــداف العامــة الــسابقة جمیعهــا

  .هاوأرقام الصفحات التي تجدها ب
وفي ختام هذه المقدمة نـسأل االله لـك التوفیـق والـسداد، وأن یكـون فـي عونـك دائمـا لاكتـساب 

  .مزید من العلوم النافعة لك ولأمتك، إنه سمیع قریب مجیب الدعاء
  



  

د 

  محتويات المقرر
  الصفحة  الوحدة

  1  من الرتبة الأولى  التفاضلیة المعادلات . 1

  95  بة الأولى تطبیقات على المعادلات من الرت. 2

  159   المتجانسة وغیر المتجانسة من الرتبة الثانیة الخطیةالمعادلات. 3

  205  ّتطبیقات على المعادلات الخطیة . 4
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  المقدمة 
  تمهيد

  عزیزي الدارس،

 وهـذه الوحـدة تتنـاول ، المعـادلات التفاضـلیة270ًأهلا بك إلى هذه الوحدة الأولى من مقـرر 
  .المعادلات التفاضلیة الخطیة من الرتبة الأولى

ت التفاضـلیة الخطیـة مـن الرتبـة الأولـى مـن أهـم المعـادلات فـي العلـوم التطبیقیـة إن المعادلا
  .، والفلك وغیرهاكالهندسة، والفیزیاء، والكیمیاء

في هذه الوحدة ستتعرف مفهـوم المعـادلات التفاضـلیة الخطیـة مـن الرتبـة الأولـى، وسـنتعرف 
 المتجانـــسة وغیـــر المتجانـــسة كیفیـــة حـــل هـــذا النـــوع مـــن المعـــادلات وعلـــى نوعیـــة هـــذه المعـــادلات

  .والعوامل المكاملة، وبالنهایة سنتعرف معادلة بیرنولي وكیفیة حلها

تـشكل هـذه الوحــدة أساسـا متینــا لفهـم بقیــة وحـدات هـذا المقــرر، لـذا ننــصحك بدراسـة القواعــد 
فــإن . جیــدا، وحــل الأمثلــة مــرات ومــرات، والانتقــال إلــى التــدریبات وأســئلة التقــویم الــذاتي بعــد ذلــك

وجدت نفسك بعد ذلك عاجزا عن فهم بعض مـا ورد فـي هـذه الوحـدة فـلا بـأس بالاسـتعانة بمـشرفك 
ستفــسار عمــا أشــكل علیــك، ولا لإالأكــادیمي عبــر لقاءاتــك المباشــرة معــه، أو الاتــصال بــه هاتفیــا ل

  .تتجاوز هذه الوحدة إلى التي تلیها إلا وقد استوعبت ما ورد فیها من مفاهیم

أن تهـتم بهـذه الوحـدة وتدرسـها بالتسلـسل الـذي وضـعت بـه، كـذلك ي الـدارس یجدر بك عزیز
ًفلا تنتقل إلى جزء إلا بعد أن تفهم الجزء السابق له فهما جیدا ً.   

  

 الأساسیة في هذا المقرر، نأمل أن تفید منها، وأن تساهم معنـا ًأهلا بك مرة أخرى إلى هذه الوحدة
  .تقبلافي نقدها وتقییمها من أجل تطویرها مس
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  أهداف الوحدة
  عزیزي الدارس،، 

  : ًیتوقع منك بعد الانتهاء من دراسة هذه الوحدة أن تكون قادرا على أن

  .  المعادلات التفاضلیة الخطیة من الرتبة الأولىّتعرف) 1

  . المعادلات التفاضلیة العادیة عن غیر العادیةّتمیز) 2

  .nبة  المعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتّتعرف) 3

  . طریقة إثبات الحلول- المعادلة التفاضلیة تحل) 4

  . طریقة فصل المتغیرات- المعادلة التفاضلیة تحل) 5

  . المعادلة التفاضلیة المتجانسة من الرتبة الأولىتحل) 6

  . المعادلة التفاضلیة المضبوطةتحل) 7

  . العوامل المكاملة وكیفیة استخدامهافّتعر) 8

  . المعادلات التفاضلیة المتجانسة والعوامل المكاملة العلاقة بینتشرح) 9

  . معادلة بیرنولي وتشرح كیفیة حلهاّتعرف) 10
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  مفهوم المعادلة التفاضلية العادية .1
  عزیزي الدارس،، 

ــارة  ــا علــــى إشــ ــي أحــــد طرفیهــــا أو كلیهمــ ــوي فــ ــ ــة التــــي تحت ــ ــي المعادل المعادلــــة التفاضــــلیة هــ
ـــشتقات  ــل (المــ ,, …(تفاضـــ 2

2

dx
yd

dx
dy (  حیـــــث

dx
dy ــر ــى للمتغیـــ ـــشتقة الأولـــ ـــي المــ  بالنـــــسبة y تعنــ

2  و،x للمتغیر المستقل 

2

dx
yd تعني المشتقة الثانیة للمتغیر y بالنسبة للمتغیر المـستقل x ،وهكـذا 

ونكتب 
dx
dy ،2

2

dx
yd  بالصورةاحیانا :  

dx
dyy  ,  2

2

dx
ydy   

وبشكل عام  n
n

n
y

dx
yd
تعني المشتقة النونیة للمتغیر y    النسبة للمتغیر المستقلx.   

أما كلمة عادیة في تسمیة المعادلـة التفاضـلیة فهـي تعنـي أن المعادلـة تحتـوي علـى مـشتقات 
ـــط  ــة فقـ ـــة (عادیــ ــyأي أن الدالـ ــــر واحــ ــى متغی ـــل  لا تعتمــــد إلا علــ ــة المعادلـــــة )xد مــــستقل مثـ  ورتبــ

  .تظهر في المعادلة) للتفاضل(التفاضلیة هي أعلى رتبة للاشتقاق 

  .وٕالیك الأمثلة التالیة التي توضح هذا التعریف

 1( مثال(  

2المعادلة     
2

2
x

dx
dy3

dx
yd

  

تمــد هـي معادلـة تفاضـلیة لأنهـا تحتـوي إشـارة المـشتقات، وعادیـة لأن المتغیـر فـي اشـتقاقه یع
، ورتبـة المعادلـة مـن الرتبــة الثانیـة لأن أعلـى درجـة فـي الاشـتقاق هـي الدرجــة xفقـط علـى المتغیـر 

  .الثانیة، إذن المعادلة تفاضلیة عادیة من الرتبة الثانیة
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  2(مثال(  

x5yالمعادلة  
dx
dyy4

dx
yd 3

53

3

3















  

 یعتمـد علـى  فـي اشـتقاقهyهي معادلة تفاضلیة عادیة لأنها تحتوي علـى مـشتقات، والمتغیـر 
لمعادلة من الرتبة الثالثـة لأن أعلـى درجـة فـي الاشـتقاق هـي مـن الدرجـة الثالثـة، إذن ا، وxالمتغیر 

  .هي معادلة تفاضلیة عادیة من الرتبة الثالثة

  3(مثال(  

0المعادلة    
x

y4
z
y

2

2

2

2







  

 و xیـر وهمــا   تعتمـد علـى أكثــر مـن متغyالمعادلـة تفاضـلیة لكنهــا لیـست عادیـة لأن الدالــة 
z. هـــذا النـــوع مـــن المعادلـــة تـــسمى معادلـــة تفاضـــلیة جزئیـــة، ولـــن تكـــون ضـــمن اهتمامنـــا فـــي هـــذا 

  . المقرر

  4(مثال(  
المعادلة        xxyxy 


 sin'' 42  

 تعتمــد علــى متغیــر واحــد فقــط، yمعادلــة تفاضــلیة عادیــة لأنهــا تحتــوي علــى مــشتقات دالــة 

دسة لأن الحــد ورتبــة هــذه المعادلــة مــن الرتبــة الــسا  xy sin4 یعطــي  
6

6
6

dx
ydy    بعــد إجــراء

  ).التفاضل(عملیة الاشتقاق 
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  )1(التدریب 

  :بین أي من المعادلات التفاضلیة التالیة عادیة ثم أوجد رتبتها إن أمكن

)1 (      0y
dx

yd
2

2
       

)2       (52

2

2

2









w
y

x
y  

)3   (   xx
dx
dyx 52 2   

)4  (       x3 exyxy   
  

  )1(أسئلة التقویم الذاتي 

  ماذا نعني برتبة المعادلة التفاضلیة العادیة؟. 1

  بین لماذا المعادلات التالیة لیست تفاضلیة؟. 2
)  أ   (  532cos 22  xyyx  
0y3x2e) ب   ( 2x   

  



  10  

  )n( ّالخطية من الرتبةتعريف المعادلة التفاضلية  .2
  عزیزي الدارس،، 

ّمـاذا نعنـي بالمعادلـة الخطیـة إذا كانـت المعادلـة معادلـة : لعل السؤال الذي یطرح نفـسه الآن
  تفاضلیة عادیة؟

  :ویمكننا أن نوضح ذلك بالتعریف التالي

 هي المعادلة التفاضلیة العادیة من الرتبـة  :n  المعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة
n الصورة التالیةعلى  والتي تكتب:  

         xgyxa
dx
dyxa

dx
ydxa

dx
ydxa on

n

nn

n

n  



 11

1

1 ...........  

حیث أن                        xgxaxaxaxa nn ),(,...,,........., 011  
  .xًهي دوال محدودة مسبقا وتعتمد فقط على المتغیر المستقل 

 هـذه الـصورة فـلا تـسمى معـادلات تفاضـلیة خطیـة علـىأما المعادلات التي لا یمكن كتابتها 
  .التي توضح هذا التعریفوٕالیك الأمثلة التالیة 

  1(مثال(  
1e'xy6''yالمعادلة التفاضلیة     x2   

 والمتغیـر yالدالـة ) أعلـى درجـة فـي الاشـتقاق(هي معادلة تفاضلیة عادیـة مـن الرتبـة الثانیـة 
  : ، وكتبت المعادلة حسب صفة تعریف المعادلة التفاضلیة الخطیة حیثxالمستقل 

        1exg,0xb,x6xb,1xb x
012   

 2 (مثال(  

15المعادلة التفاضلیة 
3

3

 xe
dx
dyx

dx
yd  
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    والمتغیـر yالدالـة ) أعلـى درجـة فـي الاشـتقاق(هي معادلة تفاضـلیة عادیـة مـن الرتبـة الثالثـة 
x,وكتبت المعادلة حسب صیغة تعریف المعادلة التفاضلیة الخطیة حیث :  

          1exg,0xb,,x5xb,0xb,1xb x
0123   

  3(مثال(  
المعادلة التفاضلیة    3e'yx6y x3   

ــة تفاضـــلیة مـــن الرتبـــة الأولـــى  لكـــن رتبـــة المعادلـــة ) أعلـــى درجـــة فـــي الاشـــتقاق(هـــي معادلـ
 إلــى y، إذن المعادلــة التفاضــلیة غیــر خطیــة، لقــد رفــع مــشتقة الدالــة 3رفعــت إلــى الأس ) الأولــى(

   .1أس لا یساوي 

  

  ) 2(التدریب 

  :ة الخطیة فیهاللمعادلات التفاضلیة التالیة أوجد رتبتها ثم اختبر صف

)1 (  0yxsin
dx
dyx4

dx
ydx5 2
2

2
       

)2 (xy3'ye2''y5 x   

)3 (x
dx
dy3

dx
dy5

6







  

  
  )2(أسئلة التقویم الذاتي 

  أوجد رتبة المعادلات التفاضلیة التالیة، وهل هي خطیة؟

1 .    x2344 eyxyx   

2 .  22
3

3
xyxsin

dx
dyx

dx
ydx   
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  حل المعادلة التفاضلية .3
 )Solution of Differential Equation(  

  تقديم
ــة التفاضــلیة العادیــة ورتبتهــا وكــذلك المعادلــة التفاضــلیة الخطیــة یبقــى   بعــد أن عرفنــا المعادل

  ما المقصود بحل المعادلة التفاضلیة؟: ًالسؤال التالي قائما

 إن xتقل  وكتابتها بدلالة المتغیر المـسyهو إیجاد الدالة : المقصود بحل المعادلة التفاضلیة
  ).التفاضل( قابلة للاشتقاق yأمكن ضمن الفترة التي تكون فیها الدالة 

   )Existence of Solution  of  Proof  (  الحلول وجودإثبات
ً تمثــل حــلا لهــذه yهــو بیــان أن الدالــة : الحلــول لمعادلــة تفاضــلیة مــاوجــود المقــصود بإثبــات 

  .المعادلة

 أم لا، والأمثلـة ت تحققـول الحلـفاضـلیة ونـرى إن كانـت في المعادلـة التyویتم ذلك بتعویض 
  .توضح كیفیة إثبات الحلول في المعادلات التفاضلیة

  1(مثال(  
   y  - y = 0ً تمثل حلا للمعادلة  y = exبین أن 

  :الحل
xe نجد  

dx
dy'y  وبالتعویض في المعادلة نحصل على ex-ex = 0   

   .y -y = 0ضلیة  حل للمعادلة التفاy = exإذن 

  2(مثال(  
  .y + y = 0ً تمثل حلا للمعادلة التفاضلیة y = cos x هل الدالة 
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   :الحل
xsinنجد 

dx
dyy  وبالتعویض في المعادلة نحصل على   

0xcosxsin   
xcosxsin  أي أن                                                        

  لكن فـي فتـرات معینـة y  + y = 0ً لا یمثل حلا للمعادلة التفاضلیة y = cos xكل عام بش
 y تحقق المعادلة التفاضلیة y = cos xًتعرف علیها الدالة یمكن أن نجد نقاطا تكون فیها الدالة  

+ y = 0 .  

  3(مثال(  
x2eyبین أن   0ً تمثل حلا للمعادلةy4y   

  :الحل
 x2x2

2

2
e2

dx
dyy,e4

dx
dyy   

  :بالتعویض في المعادلة نحصل على

0e4e4y4y x2x2   
   y- 4y = 0ً تمثل حلا للمعادلة التفاضلیة y = e2xإذن 

  4(مثال(  
0y6yxً حلا للمعادلة التفاضلیة y = xn التي تجعل الدالة n) قیم(ما هي قیمة  2   

  :الحل
12 ,)1(   nn xnyxnny  

  0x6x1nnx n2n2    
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 
06

061
2 



nn
xxnn nn

 

   023  nn  

 2n,3n   

  ) 3(التدریب 

  ًبین فیما إذا كانت الدالة المعطاة حلا للمعادلة التفاضلیة أم لا؟ 

)1(      x3ey                            0y9y   

)2  ( 4x4y                             0yxyy 2    

)3 (2x1y                            0 x
dx
dyy  

  
  )3(أسئلة التقویم الذاتي 

xeبین أن الدالة . 1
x
1y تمثل حلا للمعادلة التفاضلیة ً  

   0xyInyy'xy   
cxey التي تجعل الدالة cما هي قیمة . 2 حلا للمعادلة التفاضلیة ً  

 0y12'y''y   
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  المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى القابلة للفصل .4
(           Separable Equations in first order differential equations) 

  عزیزي الدارس،،

  : التفاضلیة من الرتبة الأولى قابلة للفصل إذا أمكن التعبیر عنها على الصیغةتكون المعادلة
 
 yB
xA

dx
dy

  

  . فقطy دالة المتغیر B(y) فقط، x  دالة للمتغیر x(A( حیث 

                ویكون حل المعادلة التفاضلیة القابلة للفصل    0dyyBdxxA    

  :یعطى بالصورة
         CdyyBdxxA     

ــة التفاضــلیة ویلــزم مــن . ثابــت اختیــاريCحیــث  ام للمعادل  ویــسمى هــذا الحــل بالحــل العــ
الدارس معرفة طرق التكامل التي مرت معه في السنوات السابقة، والأمثلة التالیة توضح كیفیة 

  ).Seperation of Variables Method(استخدام طریقة فصل المتغیرات 

  1(مثال(  
0dyydxx للمعادلة التفاضلیة ًأوجد حلا 2 .   

  :الحل
  :المعادلة التفاضلیة مفصولة المتغیرات، حل المعادلة یعطى بالشكل

   cdyydxx 2  

        cyx


32

32

   

           
23

23 xcy
  
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 c3
2
x3y

2
3   

  3
1

2
c

2
x3y                      c1 = -3c  

  2(مثال(  
ysineyأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة  2x   

  :الحل
dxysinedy 2x  

  : فنجدsin2 yنقسم طرفي المعادلة على 

dxedy
ysin

1 x
2     

                            : ونعلم أن                         
ysin

1yeccos 2
2    

dyycosecdxe                              وبالتالي                          2x    
0dyyeccosdxe 2x    

الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو    cdyyeccosdxe 2x  

  cye x cot             

  3(مثال(  

أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة   1x
xy2

dx
dy

2 
  

  :لحلا
  بفصل المتغیرات 
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dx
1x

x2dy
y
1

2 
  

  الحل العام

  


 cdx
1x

x2dy
y
1

2
  

c1xlnyln 2   

c
1x

yln
2




 

  1
c2

1
c

2
ce,1xcye

1x
y




 

  4(مثال(  
0yyxأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة  22   

  :الحل
  :الصورةعلى نكتب المعادلة 

 0y
dx

dyx 2
2

  

  :وبفصل المتغیرات نحصل على

dy
y
1dx

x
1

22   

  :الحل العام للمعادلة

    c
y
1dx

x
1

22
  

c
1

y
1

x 11








 

c
y
1

x
1





  
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  5(مثال(  

4أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة 

5

2 y
yy

dx
dyx




  

   :الحل
  :نعید كتابة المعادلة على الصورة

021
5

4





 dy
yy
ydx

x
 

  :وحسب الكسور الجزئیة نكتب المقدار

  4

3

4

4

5

4

y1
y

y
2

y1y
y2

yy
y2









  

  :تصبح المعادلة منفصلة المتغیرات بالصورة التالیة

0dy
y1

y
y
2dx

x
1

4

3











  

  : الحل العام للمعادلة

  









 cdy
y1

y
y
2dx

x
1

4

3
 

cy1ln
4
1yln2xln 4   

ملاحظة  :  

 أن  لــیس بالــضرورة أو مــن الــصعبكمــا تلاحــظ فــي بعــض الامثلــةفــي بعــض الحالات،
والیــك أمثلــة )  بــصورة مباشــرة بدلالــة المتغیــر المــستقلyالدالــة (نكتــب حــل المعادلــة التفاضــلیة 

  اخرى توضح ذلك
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  6(مثال(  
   y' = tan y   أوجد حل المعادلة التفاضلیة

   :الحل
        المعادلة هي

ycos
ysin

dx
dy

  

  :الصورةعلى ت المعادلة بصیغة فصل المتغیراونستطیع كتابة 

 0dxdy
ysin
ycos

  

  :الحل العام هو

 cdxdy
ysin
ycos

   

      cxy   sinln  

  7(مثال(  
  y' = sec y tan xأوجد حل المعادلة التفاضلیة 

   dxxtan
ysec

dy
  

dxxtandyycos   
  : الحل العام هو

   cdxxtandycosy  

      cxy  coslnsin  
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  
  :  ملاحظة

 Cعنـد إیجــاد الحــل العـام للمعادلــة التفاضــلیة یجــب أن یظهـر ثابــت التكامــل الاختیــاري 
فــي أحــد طرفــي حــل المعادلــة، ولإعطــاء حــل خــاص لهــذه المعادلــة مــا علینــا إلا إعطــاء شــرط 

 لنحصل على الحـل الخـاص للمعادلـة التفاضـلیة والمثـال Cیحقق المعادلة لإیجاد قیمة الثابت 
  .لتالي یوضح هذه الملاحظةا

 8 (مثال(  

0yأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة  
dx
dyx  ثم أوجد الحل الخاص عند النقطة 

)1 , e.(  

  :الحل
  بفصل المتغیرات عن بعضها البعض نحصل على 

0dy
y
1dx

x
1

  

  : الحل العام هو

  cdy
y
1dx

x
1  

xeye
y
xc

y
xln cc   

ً فــي حـــل المعادلــة یعتبـــر هــذا حـــلا عامــا، لإیجـــاد الحــل الخـــاص نـــستخدم Cوجــود الثابـــت ب ً
  :  في الحل العام لنحصل علىx= e,    y=1المعطاة وذلك بتعویض ) e و1(النقطة 

c1c e1ee1    
1cc10c11ln   
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xey: إذن الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة هو 1   

  9(مثال(  

0xyأوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة 
dx
dye 2x       0 ، 1(عند النقطة(.  

  :الحل
   : نفصل المتغیرات نفسهالأسلوب السابقب

dxxydyexy
dx
dye 2x2x    

0dxxedyydx
e

x
y
dy x2

x2 


 


 

  :الحل العام هو

    cdxexdyy x2  






dxeex
1

y xx
1

 

ceex
1

y xx
1






 

ceexy xx1   

   : في الحل العام لنحصل علىx = 0 ، y = 1 نعوض cلإیجاد الثابت 

2101  cc  

2eexy                   إذن الحل الخاص للمعادلة هو   xx1   
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  ) 4(التدریب 

  :أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلیة التالیة

0dyyxdy)    أ( 3       

)   ب(
y

1x
dx
dy 

  

)  جـ(      dxyydyxy 3311 22   

0ytane'y)     د( x   

  
  )4(أسئلة التقویم الذاتي 

  : أوجد الحل الخاص للمعادلات التفاضلیة عند النقاط المبینة إزاء كل معادلة

1) .3 ، 0         (0y6
dx
dy4    

2) .4 ، 0    (  0xy'y1x   

3) .0 ، 1    (01y
dx
dyx 2   
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   المعادلات التفاضلية المتجانسة من الرتبة الأولى .5
)First order Homogenous Differential Equations (          

  ,عزیزي الدارس

في البند السابق عالجنا كیفیة حل المعادلة التفاضلیة من الرتبـة الأولـى القابلـة للفـصل، 
ت التـــي تكـــون فیهـــا المعادلـــة التفاضـــلیة علـــى الـــصورة فـــي بعـــض الحـــالا y,xf

dx
dy

 یلـــزم 

معرفة فیما إذا كانت هذه المعادلة التفاضلیة متجانـسة أم لا مـن خـلال اختیـار صـفة التجـانس 
  .في الدالة ، والتعریف التالي یوضح معنى المعادلة التفاضلیة المتجانسة من الرتبة الأولى

  دلة التفاضلية المتجانسة من الرتبة الأولىالمعاشرط  1.5
تكـون المعادلـة التفاضــلیة مـن الرتبــة الأولـى علـى الــصورة  y,xf

dx
dy

 معادلـة متجانــسة 

  :إذا تحقق الشرط التالي
   y,xfty,txf      tR 

  . توضح هذا التعریفالتالیةوالأمثلة 

  1(مثال(  
ضلیة حدد فیما إذا كانت المعادلة التفا

x
xy'y 

 متجانسة أم لا؟   

  :الحل
                                        نكتب المعادلة على الصیغة  

x
xy

dx
dy 

  

  :من التعریف أعلاه واضح أن
  

x
xyy,xf 

   

  :ولمعرفة صفة التجانس نثبت أن
   y,xfty,txf     
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     y,xf
x

yx
tx

yxt
tx

txtyty,txf 








  

  .إذن المعادلة التفاضلیة متجانسة
  2(مثال(  

3  هل المعادلة التفاضلیة

44

xy
x2yy' 

متجانسة؟   

  :الحل
3                                  المعادلة على الصیغة 

44

xy
xy2

dx
dy 

  

  واضح أن 

    3

44

xy
xy2y,xf 

    

   
3

44

34

444

34

4444 222,
xy

xy
xyt

xyt
xyt

xtyttytxf 






  

  .جانسةإذن المعادلة التفاضلیة مت

  3(مثال(  

هل المعادلة التفاضلیة 
xy

y2xy
2

؟ متجانسة  

  :الحل

  واضح أن 

   
xy

yx2y,xf
2

   

  : باستخدام التعریف

   y,xf
txy

tyx2
xyt

yttx2ty,txf 2

22






   

  . إذن حسب التعریف فإن المعادلة التفاضلیة غیر متجانسة
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  n  الدالة المتجانسة من الدرجة 2.5
  إذا تحقـق الـشرطn متجانسة من الدرجة g(x,y)تكون دالة المتغیرین : ببساطة یمكننا القول

   :التالي
   yxgttytxg n ,,       Rt  

  .والأمثلة التالیة توضح كیفیة استخدام هذا التعریف

  1(مثال(  
هل الدالة   2yxyy,xg متجانسة؟   

  :الحل
  : بتطبیق التعریف أعلاه نحصل على

           y,xgtyxytytxyttytytxty,txg 2222222   
  ).tلاحظ قوة (إذن الدالة المعطاة متجانسة من الدرجة الثانیة 

  2(مثال(  

هل الدالة  
2

x
ysinxyy,xg 





متجانسة  .  

  :الحل
  :نحصل علىلنطبق التعریف أعلاه 

   y,xgt
x
ysinyxt

tx
tysintytxty,txg

22


























  

  ).tلاحظ قوة (إذن الدالة متجانسة من الدرجة الأولى 
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 3(ثال م(  
هل الدالة   xyxy,xg  متجانسة؟   

  :الحل
  : بتطبیق التعریف أعلاه نجد أن

       txyxtxyttxtytxtxty,txg 2   
إذن الدالة  y,xgلیست متجانسة .  

  ) 5(التدریب 

  :أي المعادلات التفاضلیة التالیة متجانسة

)1 (22

2
'

xy
yxy


                   ) 2 ( 

yx
y2x'y

22 
    

)3  (      
x

y'y
2

                    )4(     3

2

x
yx'y 

   

  
  )5(أسئلة التقویم الذاتي 

  ٕهل الدوال التالیة متجانسة؟ وان كانت كذلك فما درجتها؟

1.                   







 2

2
3

y
xsinxy,xg  

2 .                   





 2x

ysinxy,xg  

3 .                     yxxy,xg   

4 .  














x
ycosy3

x
ysinx2y,xg  
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  حل المعادلة التفاضلية المتجانسة .6
                  (Solution of a Homogeneous Differential Equation) 

  عزیزي الدارس،

 المتجانــسة والمعادلــة  بــین المعادلــة التفاضــلیةالتمییــزعرفنــا فــي البنــد الــسابق كیــف نــستطیع 
التفاضلیة غیر المتجانسة، وتحدید درجتها إذا كانت متجانـسة، والـسؤال الـذي نریـد أن نجیـب علیـه 

  كیف یمكن حل المعادلة التفاضلیة المتجانسة؟ :وهو الأهم

  .وللإجابة عن هذا السؤال إلیك النظریة التالیة مع برهانها

  )1(نظریة 

ــــلیة  ــــة التفاضــ ــون المعادلــ تكــــ    0 ,,  dyyxNdxyxM   ــــدالتان ـــت الــ ـــــسة إذا كانـــ  متجانـ
   y,xM,y,xNن ومن الدرجة نفسهای متجانست.  

  

  :نعید كتابة المعادلة التفاضلیة بالصورة التالیة: البرهان

       
   y,xf

y,xN
y,xM

dx
dy

  

وحیـــث أن     y,xM,y,xNـــ ــة ان متجانـــستا دالت  وحـــسب تعریـــف nن مـــن نفـــس الدرجـ
  :التجانس

   
 

 
 

 
   y,xf

y,xN
y,xM

y,xNt
y,xMt

ty,txN
ty,txMty,txf n

n
  

  . ، إذن المعادلة التفاضلیة متجانسةf (tx, ty) = f(x,y)بما أن 

  .وٕالیك المثال التالي الذي یوضح هذه النظریة
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 مثال  
ّبین أن المعادلة التفاضلیة في الصیغة     0   dyxydxyx معادلة متجانسة؟   

  :الحل
  :اضلیة على الشكل نعید كتابة المعادلة التف

 y,xf
yx
yx

dx
dy





  

  :وحسب تعریف التجانس

   
   yxf

yx
yx

yxt
yxt

tyxt
tyxttytxf ,, 












  

المعادلة التفاضلیة متجانسة .  
  . وٕالیك عزیزي الدارس الخطوات العامة لحل المعادلة التفاضلیة المتجانسة

  

  :لخطوات العامة لحل المعادلة التفاضلية المتجانسةا
xdvvdxdy والذي یعطى بالاشتقاق  y = vx أن افرض) 1(   
 في المعادلة التفاضلیة، وهذا یؤدي dy بالمقدار vdx + xdv  و ،y بالمتغیر vxنستبدل ) 2(

إلى وضع المعادلة التفاضلیة المتجانسة في صیغة معادلـة قابلـة للفـصل حـسب الـشكل فـي 
  ).1(نظریة 

دلة التفاضلیة المتجانسة وبما أننا نستطیع وضع المعا) 3( y,xf'y  في الـشكل 







x
yg'y ،

 ، 'yنعوض قیمتي 
x
yفي هذه المعادلة الأخیرة فنحصل على  :  

 vg
dx
dvxv                     وهي معادلة قابلة للفصل.  

نجد حل المعادلة التفاضلیة ثم نعید ) 4(
x
yv .  

  .نكتب الحل العام للمعادلة بصورة مبسطة) 5(
  

  .والأمثلة التالیة توضح كیفیة حل المعادلة التفاضلیة المتجانسة
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  1(مثال(  
أوجد حل المعادلة التفاضلیة 

x
xy'y 

  

                                المعادلة التفاضلية متجانسة لأن:الحل 
x

xyy,xf 
  

     y,xf
x

xy
tx

xyt
tx

txtyty,txf 








  

  :بالاشتقاق نحصل على و y = vxنعوض 

        
dx
dvxv

dx
dy

  

  :ثم نحصل على معادلة قابلة للفصل

x
xvx

dx
dvxv 

  

1 : وبتبسیط المعادلة نحصل على الصورة
dx
dvx    أو       odvdx

x
1

  

  إذن الحل العام

                                                                cdvdx
x
1       

    

cvxln   

         أو         y = vx           لكن
x
yv   

   1c xln                                              إذن
x
y   c

x
yxln   

     ccxcxlnxy 11   
       121 ln,ln cccxxy   
      ,ln 2cxxy   
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  2(مثال(  

3أوجد حل المعادلة التفاضلیة 

44

yx
xy2'y 

  

   :الحل
  : المعادلة التفاضلیة متجانسة ویمكن التأكد من ذلك عن طریق التعریف

     y,xfty,txf                   

  حیث

   3

44

yx
xy2y,xf 

  

     
    34

4444

3

44

xyt
xtyt2

tytx
txty2ty,txf 




   

 
34

444

yxt
xy2t   

)y,x(f
xy

xy2
3

44
  

   : ونحصل بالاشتقاق علىy = vxلحل المعادلة نعوض 
dx
dvxv

dx
dy

   
  ونحصل على المعادلة

  
 3

442
xvx

xvx
dx
dvxv 

    

  :وبتبسیط المعادلة وفصل المتغیرات نجد

     3

4 1
v

v
dx
dvx 

  
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  ومنها

 0
14

3




 dv
v

v
x

dx   

cvx  1ln
4
1ln 4  

  cvx  4
1

4  1lnln  

 
c

v

x


 4
1

4  1
ln  

    
 

ce
v

x


 4
1

4  1
 

  1
4444 , 1 ceevx cc   

 
x
yvvcx   , 14

1
4  

x
yv

x
ycx 








   ,14

4

1
4  

 44
1

8 xycx   

  3(مثال(  

: أوجد حل المعادلة التفاضلیة 22 yx
yx2'y


  

   :حلال
المعادلة التفاضلیة متجانسة، نترك لك عزیزي الدارس التأكد من ذلك باستخدام التعریف 

   yx,ftytx,f           حیث                   22 yx
xy2y,xf


  
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        وبالاشتقاق نحصل على          y = vx         نعوض 
dx
dvxv

dx
dy

   

  :التفاضلیة القابلة للفصلثم نحصل على المعادلة 

 
 22

2
vxx
xvx

dx
dvxv


  

  :ونبسط المعادلة لنحصل على

21
2

v
v

dx
dvxv


  

2

3

2

3

2 11
2

1
2

v
vv

v
vvvv

v
v

dx
dvx











  

dv
vv
v

x
dx

3

21



     

dv
vv

v
vv
v

x
dx )431( 3

2

3

2







  

 
 

 

 

 

 

  4(مثال(  
                    : أوجد حل المعادلة التفاضلیة

yx
yyx3x'y 3

424 
   

  :الحل
  .ًنترك لك أیضا عزیزي الدارس اختبار ذلكو ،لمعادلة التفاضلیة متجانسةا

cvvvx 
23

lnln 1ln2

dv
v

v
vv
v

x
dx )

1
431( 23

2








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            ومنها وبالاشتقاق نحصل على y = vxنعوض 
dx
dvxv

dx
dy

    

            وبالتالي نحصل على    
 vxx

vxvxx3x
dx
dvxv 3

4224 
   

                             وبالتالي نحصل على 
v

vv21
dx
dvx

42 
   

  : وبفصل التغیرات نحصل على

 22 1v

vdx
x
1


   

   


 cdv
1v

vdx
x
1

22
  

c
v

x 



)1(2

1ln 2  

لكن  
x
yv   

  c
1

x
y

1xnl

2

2 


   

c
xy

xxln 22

2



  
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  ) 6(التدریب 

  :أوجد حل المعادلات التفاضلیة التالیة

)1(       
x

xy'y 
  

)2(     
x

xy2'y 
      

)3 ( 
xy

y2x'y
22 

      

)4 (  
yx3
yx'y

22 
  

  
  )6(أسئلة التقویم الذاتي 

  :  التالیة التفاضلیةتأوجد حل المعادلا

1 .    0dyxydxy3x2   

2 .
yxx

y'y


   
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   المعادلات التفاضلية المضبوطة .7
)Exact Differential Equations(                                                        

  عزیزي الدارس،، 
في البند السابق عرفنا كیفیة حل المعادلة التفاضلیة المتجانسة وفي هذا البند سـوف نتعـرف 
على نوع آخر من المعادلات التفاضلیة ألا وهو المعادلات التفاضلیة المـضبوطة وكیفیـة حـل مثـل 

  .، نبدأ بتعریف تلك المعادلاتوع من المعادلاتهذا الن

  تعريف المعادلة التفاضلية المضبوطة 1.7     
                               تكون المعادلة التفاضلیة    0dyy,xNdxy,xM    

جدت دالة مثل ُمعادلة تفاضلیة مضبوطة إذا و y,xgالتالي تحقق الشرط :  

      dyy,xNdxy,xMy,xdg    
نهـــا معادلــة تفاضــلیة مـــضبوطة إذا إوٕاذا كانــت المعادلــة تفاضــلیة مـــن الرتبــة الأولــى فنقــول 

كانــت الــدالتان  y,xM و  y,xNوكانــت مــشتقاتها الأولــى الجزئیــة متــصلة أیــضا ،متــصلتین ً
  :وتحقق الشرط التالي) x,y(في منطقة معینة في المستوى 

   
x

y,xN
y

y,xM






    

  .والأمثلة التالیة توضح هذا التعریف

  1(مثال(  
            ّبین أن المعادلة التفاضلیة التالیة مضبوطة  0dyx1dxxy2 2    

  :الحل
               على الصورة هي المعادلة المعطاة     0dyy,xNdxy,xM    

  :حیث

N(x, y) = (1+x2)   ،M (x, y) = 2xy  
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                            x2
x

y,xN



              و           x2

y
y,xM




  

   :بما أنو
 
x

y,xN


 =  
y

y,xM


   

  .إذن المعادلة التفاضلیة مضبوطة

  2(مثال(  
  هل المعادلة التفاضلیة التالیة مضبوطة؟

    0dyy2ycosxdxysinx   
   :الحل

 :                ادلةمن المع     y2ycosxy,xN,ysinxy,xM   

ycos
x
N,ycos

y
M







   

  .المعادلة التفاضلیة المعطاة معادلة مضبوطةف ذاإ

  3(مثال(  
  هل المعادلة التفاضلیة التالیة مضبوطة؟

0dxydyx 22   
   :الحل

من المعادلة     22 xy,xN,yy,xM   

x2
x
N,y2

y
M







  

x
N

y
M






  

  .إذن المعادلة التفاضلیة غیر مضبوطة
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  ) 7(التدریب 

  أي من المعادلات التفاضلیة التالیة مضبوطة؟

)1   (     0dyxyx31dxxy2y 223   

)2    (0dyxedxye xyxy    

)3 (       0dyyxdxyx   

  

  )7(أسئلة التقویم الذاتي 

  هل المعادلات التفاضلیة التالیة مضبوطة؟

1.        
x
y

dx
dy

  

2  .xy

xy

xey2
ey2'y




  
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ــــــــــــــــــــــــــة التفاضــــــــــــــــــــــــــلية المــــــــــــــــــــــــــضبوطة 2.7  حــــــــــــــــــــــــــل المعادل
    0dyyx,Ndxyx,M    

)Solution of Exact Differential Equation(               

إذا كانت المعادلة التفاضلیة : فیما سبققلنا     0dyy,xNdxy,xM    
   : تحقق الشرطg (x, y) مثل معادلة مضبوطة فإنه یوجد دالة

      0dyy,xNdxy,xMy,xdg    
                             لكن      dy

y
y,xydx

x
y,xgy,xdg








  

   :وبالتالي وبالتناظر نجد أن        y,xM
x

y,xg,
y

y,xgy,xN 






  

  . التي تحقق المعادلة التفاضلیة المضبوطةg(x, y) = cوالمطلوب إیجاد الدالة 

  : إيجاد تلك الدالةالتي توصلنا إلىوإليك الخطوات 

Mبما أن ) 1(
x
g



 نجد التكامل للطرفین بالنسبة لـ x.        


 dxy,xMdx
x
g  

       .ycdxy,xMy,xg ....................................................... (1) 

  . فقطyعتمد على المتغیر دالة ت عبارة عن c (y)حیث 

                                                     :yبالنسبة لـ ) 1(شتق المعادلة ن c (y)د اجیلإ) 2(
    






 yc

dy
ddxyxM

yy
g ,  

Nلكن 
y
g



   نحصل علىوبالتالي :              


 dxyxM

y
Nyc

dy
d ,  

   y وذلك بإجراء التكامل بالنسبة لـ cوالمعادلة السابقة تعطینا 

   .g(x,y) لنحصل على) 1(في  cثم تعوض ) 3(
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  .ة حل المعادلة التفاضلیة المضبوطةوالأمثلة التالیة توضح كیفی

  
  1(مثال(  

أوجد حل المعادلة التفاضلیة   0dyx1dxxy2 2   
  :الحل

  المعادلة التفاضلیة المعطاة معادلة مضبوطة، حیث 
     

x2
x
N

y
M

x1y,xN,xy2y,xM 2








  

  yx2y,xM
x
g



  

   

 ycdxxy2dx
x
g  

   ycyxy,xg 2   
لإیجاد  yc نشتق المعادلة السابقة بالنسبة لـ yلنحصل على :  

    





 yc

dy
ddxyxM

yy
g ,  

Nلكن 
y
g



بالتعویض نحصل على  :  

   


 dxyxM
y

Nyc
dy
d ,  

           


 dxxy2
y

x1 2  

     yx
y

xyc
dy
d 221




  

  11 22  xxyc
dy
d  
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  1cyyc   
دلة التفاضلیة المضبوطة هو حل المعا:  

  k, 1
2  cyyxyxg  

1
2 k cyyx   

2
2 cyyx   
  2

2 cx1y   

         2
2

x1
cy


  

  2(مثال(  
أوجد حل المعادلة التفاضلیة   0dyxedxex2 yy   

  :الحل
  لك؟المعادلة التفاضلیة المعطاة معادلة مضبوطة ، تأكد من ذ

  yex2y,xM
x
g



  

  : نحصل علىxبتكامل الطرفین بالنسبة لـ 

  

 dxex2dx
x
g y  

   ycxexy,xg y2   
  :  لنحصل علىg(x,y) الدالة yثم نعود ونشتق بالنسبة لـ 

dy
dcex

y
g y 

  

Nلكن 
y
g



وبالتعویض نجد أن  :  

dy
dcxeex yy   
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10 cc
dy
dc

  

الحل العام للمعادلة التفاضلية هو :  

kcxex y  1
2  

122
2 , ckccxex y   

  3(مثال(  
  :أوجد حل المعادلة التفاضلیة

    02cossin  dyyyxdxyx  
  :الحل

  المعادلة التفاضلیة معادلة مضبوطة اختبر ذلك؟

  yxyxM
x
g sin, 

  

     

 ycdxyxdx

x
g sin  

   ycysinx
2

xy,xg
2

  

  : لنحصل علىg(x,y) الدالة yثم نعود ونشتق بالنسبة لـ 
 

dy
ydcyx

y
g



 cos  

Nلكن 
y
g



بالتعویض نجد أن :  

dy
dcyxyyx  cos2cos  

y
dy
dc 2  

1
2 cyc   
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  : الحل العام للمعادلة التفاضلية هو

kcyyxx
 1

2
2

sin
2

  

2
2

2

sin
2

cyyxx
  

                       12 ckc   
  4(مثال(  

: أوجد حل المعادلة التفاضلیة  03
33 22  dyedxxyxe xx  

  :الحل
  المعادلة التفاضلیة عادیة مضبوطة تأكد من ذلك؟

   22x xyx3ey,xM
x
g 3 

  

    

 ycdxxyxedx

x
g x 223

3  

       ycdxexeyx3y,xg 33 x2x2  

   yce
3
1yey,xg 33 xx   

     :                نحصل علىy بالنسبة لـ g(x,y)باشتقاق 
dy
dce

y
g x 

 3   

Nلكن 
y
g



بالتعویض نحصل على :                                    

dy
dcee xx 

33  

10 cc
y
c



  

  :إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

  kceeyyxg xx  1

33

3
1,  

122 -,
3
1 33

ckcceey xx   
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  5(مثال(  
      .  التي تجعل المعادلة التفاضلیة التالیة معادلة مضبوطة؟ ثم أوجـد حلهـاk) قیم(ما هي قیمة 

                                                      0dykxydxy2 2   
   :الحل

مضبوطة إذا تحقق الشرط ، تكون المعادلة التفاضلیة )1.7(كما ورد في البند 
x
N

y
M






 

لكــن ومــن المعادلــة المعطــاة     y2y,xM,kxyy,xN 2 بالاشــتقاق نحــصل علــى                          :
2

y
M,k

x
N







   

2k       إذن                         2k     

  :شكل التاليالمعادلة التفاضلیة تصبح على ال
  odyx2yydx2 2   

  y2y,xM
x
g



  

  

 ycydxdx

x
g 2  

   ycyx2y,xg   
               : نحصل علىy بالنسبة لـ g(x,y)باشتقاق 

dy
dcx

y
g



 2  

N : لكن
y
g



 وبالتالي       :                                      

dy
dcxxy  222  

1

3
2

3
cycy

dy
dc

  

kcyyx                             :إذن حل المعادلة التفاضلیة هو  1

3

3
2  

1

3

3
2 ckyyx   

)(,0
3

2 122

3

ccccyyx   
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  ) 8(التدریب 

  :أوجد حل المعادلات التفاضلیة التالیة 

)1  (     0dyx3xydxy3xy 3223   

)2 (     0dy
y
x1dxxyln1 







  

)3 (      0dyexedxeey yxyx   

  

  )8(أسئلة التقویم الذاتي 

  التي تجعل المعادلات التفاضلیة التالیة مضبوطة؟ ) k(أوجد قیم 

1.    0dy kxydx2y 2   

2 .   0dy ycosyxdxysin 3k   

3  .    0dy kx4xydx 2kxyy 334   
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  )Integrating Factors( العوامل المكاملة .8

   تقديم 1.8    
  یزي الدارس،،عز

فـي البنــد الــسابق عرفنـا كیــف نمیــز بـین المعادلــة التفاضــلیة المـضبوطة والمعادلــة التفاضــلیة 
ــن فــــي معظــــم  ــا كیفیــــة حــــل المعادلــــة التفاضــــلیة المــــضبوطة، ولكــ غیــــر المــــضبوطة، وكــــذلك عرفنــ

ي الحالات تكون المعادلة غیر مضبوطة، لذلك تحتاج إلـى مـا یـسمى بالعامـل المكامـل لیـساعدنا فـ
  .ًتحویل هذه المعادلة غیر المضبوطة إلى معادلة مضبوطة، وحلها بالطرق التي مرت معنا سابقا

 :تعريف العامل المكامل لمعادلة تفاضلية على الصيغة    0dyyx,Ndxyx,M     

ــل  ــاة إذا تحقــــق كــــون w(x,y)نــــسمي العامــ ـــاملا مكــــاملا للمعادلــــة التفاضــــلیة المعطــ ً عـ ً
الیة معادلة مضبوطة المعادلة التفاضلیة الت       0dy yx,Ndx yx,Myx,w   

  .وٕالیك المثال التالي الذي یوضح هذا التعریف

  1(مثال(  
المعادلــة التفاضــلیة   0xdydxy2x2  معادلــة غیــر مــضبوطة، ومــن الــسهل التأكــد 

M :  و N  من، لنعرف كلمن ذلك    xy,xN,y2x2y,xM    

1
x
N,2

y
M







  

x
N

y
M






  

ـــر المـــ ــلیة لكـــن كیـــف یمكـــن تحویـــل هـــذه المعادلـــة التفاضـــلیة غی ضبوطة إلـــى معادلـــة تفاضـ
 : لو ضربنا المعادلة الأصلیة بعامل مثل؟مضبوطة  3x

1y,xw    
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                                  :فإن المعادلة الأصلیة تصبح   0xdydxy2x2
x
1
3   

022
33 






  dy

x
xdx

x
yx    

    232 x
1y,xN,

x
y2

x
2y,xM   

3x
2

x
N

y
M







  

ــلیة بعـــد ضـــربها بالعامـــل  ـــة التفاضـ 3xإذن المعادل
ــلیة مـــضبوطة، 1 ــبحت معادلـــة تفاضـ  أصـ

والــسؤال الــذي . أي العامــل الــذي یجعــل المعادلــة مــضبوطة) بالعامــل المكامــل(یــسمى هــذا العامــل 
  ؟كیف یمكن اختیار العامل المكامل: یطرح نفسه الآن

  .في القسم التالي نجیب على هذا السؤال

   قواعد إيجاد العامل المكامل للمعادلة التفاضلية 2.8

    0,,  dyyxNdxyxM   
  )1(القاعدة 

ـــــان  إذا كـــــ  















x
N

y
M

N
1xf  ـــــي ــــ ــة فـ ــــ ــــ ــــــط  xدال ــــ ـــوفق ــــ ـــل هـــ ــــ ــــل المكامـــ ـــــ ـــإن العامـ ـــــ             فــ

   dxxfeyxw ,.  

  1(مثال(  
ة أوجد حل المعادلة التفاضلی

 y31x
1y 2 

  

  :الحل
نكتب المعادلة على الصورة   013 22  dydxxyx  

             حیث  22 xyx3y,xM  ،    1y,xN   
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x
N

y
M,0

x
N,x3

y
M 2














  

  :إذن المعادلة غیر مضبوطة، تحتاج إلى إیجاد العامل المكامل

 xfx3
1

0x3
x
N

y
M

N
1 2

2

















  

إذن   2x3xf  دالة في المتغیر xوبالتالي فإن العامل المكامل   
   dxxfey,xw      

  eey,xw
32 xdxx3    

ـــل  ــة التفاضــــلیة الأصــــلیة مــــضبوطة نــــضرب المعادلــــة بالعامــــل المكامـ ــ eإذن لجعــــل المعادل
3x 

لنحصل على المعادلة التفاضلیة المضبوطة   0dyedxxyx3e 33 x22x   
  : ر معنا في البند السابق، نجد حل المعادلة بالشكل التاليكما م

   223,
3

xyxeyxM
x
g x 

  

     

 ycdxxyx3edx
x
g 22x3  

   yce
3
1yey,xg 33 xx   

  : نحصل علىy بالنسبة لـ g(x,y)بالاشتقاق 

dy
dce

y
g x 

 3  

Nلكن 
y
g



بالتعویض نحصل على :  

dy
dcee xx 

33

 

10 cc
dy
dc

  

   :إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
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  kceyeyxg xx  1
33

3
1,  

        122 ,
3
1 33

ckcceey xx   

  )2(القاعدة 

إذا كان  yf
y
M

x
N

M
1














  دالة فيyفإن العامل المكامل هو فقط : 

    dyyfex,yw .  

  2(مثال(  
0dyxydxy2أوجد حل المعادلة التفاضلیة    

  :الحل
 :                 من المعادلة المعطاة نجد أن    2yy,xM,xyy,xN    

:                 إذن                       
y
1

y
y2y

y
M

x
N

M
1

2 















   

                 :وبما أن                    
y
1yf    

  .  فإن العامل المكاملyفي المتغیر 

 
y
1eey,xw ny1

dy
y
1

 
  

ــة التفاضــلیة بالعامــل المكامـــل  نــضرب المعادل y,xw فنحــصل علــى المعادلــة التفاضـــلیة 
0xdyydx :       المضبوطة   

  :نحل المعادلة
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  yy,xM
x
g



  

   

 ycydxdx
x
g  

   ycxyy,xg   

  :  نجد أنyبالاشتقاق بالنسبة لـ 

dy
dcx

y
g



  

N  :لكن                           
y
g



   

dy
dcxx   

10                              :إذن                             cc
dy
dc

     

  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو      
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21

1

cckxy
kcxy



 

  )3(القاعدة 
ــوت ا ـــــدار إذا احتـــــ ـــى المقــ ـــلیة علــــ ــــة التفاضــــ لمعادلـــ xdyydx  ــل ــــ ــل المكامـ ـــــإن العامـــــ   فــ

 
xy
1y,xw   یحول  xdyydx إلى الشكل :  

  
xy

xdyydxxylnd 
.  

  3(مثال(  

03أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة  4  xdyydxydxx   

  :الحل
ــد ار بمـــا أن المعادلـــة تحتـــوي علـــى المقـ xdyydx  فـــإن العامـــل المكامـــل المناســـب هـــو 

 
xy
1y,xw  بضرب المعادلة التفاضلیة الأصلیة بالعامل ،  

xy
  : نحصل على1

0113 3  dy
y

dx
x

dxx  

   0ln3 3  xyddxx  

  :بتكامل الطرفین نجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
     cxyddxx ln3 3  

  cxyln
4
x3 4

  
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  )4(القاعدة 
ــدار ــــ ــــى المقــ ــلیة علــــ ــــ ــة التفاضــ ــــ ــ ـــوت المعادل إذا احتـــــ xdyydx  ــل ــــ ـــــل المكامــ ـــإن العامـــ  فـــــ

  22 yx
1y,xw


 یحول  xdyydx إلى الشكل التفاضلي :  

 22 yx
ydxxdy

x
yarctand










    

  4(مثال(  

   :      أوجد حل المعادلة التفاضلیة 
x

yyx'y
22 

   

  :الحل
نعید كتابة المعادلة التفاضلیة بالصورة     0dxyxxdyydx 22   

بما أن المعادلة تحتوي على المقدار  xdyydx هو فإن العامل المكامل المناسب :  

   22 yx
1y,xw


           

  :  نضرب المعادلة بهذا العامل لنحصل على

0dx1
yx
xdyydx
22 


  

 

 
  :الحل العام للمعادلة التفاضلية هو

   





 cdx

x
yarcd 1tan    

cx
x
ytanarc   

01arctan 





 dx

x
yd
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  )5(القاعدة 
ـــدار  ـــى المقـــ ــــلیة علـــ ـــــوت المعادلــــــة التفاضـ إذا احت xdxydy  ــل ـــل المكامــــ ـــإن العامـــ  فــ

  22

1,
yx

yxw


 یحول  xdxydy إلى الشكل :  

   22
22

yx
ydyxdxyxlnd

2
1




    

  5(مثال(  
أوجد حل المعادلة التفاضلیة   0dyyxy4ydyxdx 223   

  :الحل
ـــــدار  ــى المقـــ ــــ ـــوي علــ ــــ ـــــاة تحتــ ـــة المعطـــ ــــ المعادلـ ydyxdx  ــل ــــ ـــــل المكامـــ ــار العامـــ ــــ ، نختـــ

  22 yx
1y,xw


نضرب المعادلة بهذا العامل فنحصل على :  

 04 3
22 


 dyy

yx
ydyxdx   

   0dyy4yxlnd
2
1 322   

  :الحل العام للمعادلة التفاضلية هو

     cdyy4yxlnd
2
1 322  

  cyyxln
2
1 422   
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  ) 9(التدریب 

  . أوجد حل المعادلات التفاضلیة التالیة باختیار العامل المكامل المناسب

)1 (                     
xy2
1'y   

)2  (                xxy2'y   

)3(   0dyx dx yxyx 23   

)4 (         xyxy
y'y 23 

  

)5 (                    
1x

y'y


  

  

  )9(أسئلة التقویم الذاتي 

ــان . 1 ــــ ـــــا إذا كــــ ــــ ـــین فیمـ ــــ ـــ ب  xyy,xw  ـــــلیة ــة التفاضـــــ ــــ ــــ ـــاملا للمعادل ــــ ـــــاملا مكـــ ــــ ً عـ ً
0xdyydx أم لا؟   

لة التفاضلـیة أوجد العامل المكامل للمعاد. 2     0dy1ycot1xxdx2 2  ثـم 
  .أوجد حلها

ـــب لهـــــا . 3 ـــة باختیـــــار العامـــــل المكامـــــل المناســ ــــلیة التالیــ ــة التفاضـ ــل المعادلـــ أوجـــــد حـــ
0xdyydxxy2 .  

بین أن . 4  n22 yx


 0 عامل مكامل للمعادلة التفاضلیةydyxdx   
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   من الرتبة الأولى والعوامل المكاملة الخطيةالمعادلات التفاضلية. 9
في البنود السابقة عالجنا كیفیـة حـل المعادلـة التفاضـلیة القابلـة للفـصل، والمعادلـة التفاضـلیة 
ًالمـضبوطة، وعرفنـا أیـضا كیفیـة إیجـاد العامـل المكامـل الـذي یجعـل المعادلـة مـضبوطة، وفـي هــذا 

  . المعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة الأولى على الصیغةالبند سوف نعالج حل
   xqyxp'y  ........................................................................... (1) 

)1 (  0xq ) معادلة تفاضلیة متجانسة.(  

)2 (  0xq ) معادلة تفاضلیة غیر متجانسة.(  

  :امللمكولحل المعادلة التفاضلیة من الرتبة الأولى بشكل عام، نستخدم العامل ا

    dxxpey,xw   
  . دالة قابلة للتكاملp(x)حیث 

   y'+ p(x) y= 0 من الرتبة الأولىالخطية حل المعادلة التفاضلية  1.9
ــل  ــل المكامــ ــستخدم العامــ ــة تــ ــا قلنــــا لحــــل هــــذه المعادلــ كمــ    dxxpey,xw ــم نــــضرب  ثــ

  :  لنحصل علىw(x,y)المعادلة التفاضلیة بالعامل 
      0yexp'ye dxxpdxxp     

   :وهذه معادلة تفاضلیة مضبوطة وتكافئ المعادلة على الشكل التفاضلي

0ey
dx
d dxxp








 






   

                           : إذن حل المعادلة التفاضلیة هو   cdxey dxxp   

  .والأمثلة التالیة توضح هذه الحالة

  1(مثال(  
   y-5y = 0أوجد حل المعادلة التفاضلیة 
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  :لحلا
  : وفیه نجد أنp(x) = -5 نجد أن  y+p(x) y = 0بالمقارنة مع الصورة 

   dx5e  w(x,y) =   
    w(x,y) = e-5x     أو                                                                 

إذن نضرب المعادلة بالمقدار  x5ey,xw دلة نحصل على المعا :  

0' 55   yeye xx   
  :وهذا یكافئ المعادلة بالشكل التفاضلي

  05  xey
dx
d   

  :الحل العام للمعادلة هو                          

  cdxey
dx
d x5           

cey x5         

x5ecy   
  2(مثال(  

    y' + 2xy = 0أوجد حل المعادلة التفاضلیة 
  :الحل

     ، ومنها نجد العامل المكاملp (x) = 2xمن المعادلة   2xxdx2 eey,xw    
0yex2'ye لنحصل على w (x,y)لمعادلة التفاضلیة بالعامل انضرب  22 xx    

وبالشكل التفاضلي   0ye
dx
d 2x    

  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

cdxey
dx
d 2x   

22 xx ecycey   
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  3(مثال(  
0sinxأوجد حل المعادلة التفاضلیة 

d
dx




  

  :الحل
من المعادلة    sinp ومنها نجد العامل المكامل   

  cosd  sin   , eexw 
   

  :  لنحصل علىw(,x)نضرب المعادلة التفاضلیة بالعامل 

0sinex
d
dxe coscos 


   

: تفاضلي وهكذا یكافئ الشكل ال  0cos 


xe

d
d   

  : حل المعادلة التفاضلیة هو

  cdθxe
dθ
d  θ cos   

cex   cos   
 cosecx  

 غيرالمتجانسةالخطيةحل المعادلة التفاضلية  2.9
   xqyxp'y   

 قـابلتین q(x), p(x)ًكما قلنا في المعادلة التفاضلیة المتجانـسة، بفـرض أن كـلا مـن الـدالتین 
  :، نجد العامل المكامل للمعادلة والذي یساويxللتكامل في المتغیر 

   dxxpey,xw   
  : ثم نضرب هذا العامل بالمعادلة التفاضلیة لنحصل على

         dxxpdxxpdxxp exqyexp'ye    

  : ثم نكتبها بالشكل التفاضلي
      dxxqedxye

dx
d dxxpdxxp      



  57  

  
  أو 

      dxxqecye
dxxpdxxP  

1  

  ونجد الحل العام للمعادلة بالصورة  -=c1  c ثم نضع
       dxxqeeecy dxxpdxxpdxxp     

ــح حـــل المعادلـــة التفاضـــلیة ــةوالأمثلـــة التالیـــة توضـ ــن الرتبـــة  الخطیـ ــر المتجانـــسة مـ  غیـ
  : الأولى

  1(مثال(  
   y'-3y = 6أوجد حل المعادلة التفاضلیة 

  :الحل
 ، إذن العامل المكامل هو p(x) = -3من المعادلة نجد أن   dx3ey,xw    

ومنها   x3ey,xw ونضرب المعادلة التفاضلیة بهذا العامل لنحصل على  :  
xxx eyeye 333 63'      

                              : وبالشكل التفاضلي تكون     x3x3 e6ey
dx
d     

  : إذن الحل العام للمعادلة هو

   dxe6dxye
dx
d x3x3  

ce2ey x3x3    

2ecy x3   

  2(مثال(  
   y'-2xy = xأوجد حل المعادلة التفاضلیة 

  :الحل
  : حیثw(x,y) نحصل على العامل المكامل p(x) = -2xمن المعادلة 
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    2xxdx2dxxp eeey,xw     
  

  :  لنحصل علىw(x,y)ثم نضرب المعادلة بالعامل 
222 xxx xeyxe2'ye    

  :ضليوهذا یكافئ الشكل التفا

   22 xx exey
dx
d     

  : إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

   dxexdxye
dx
d 22 xx  

ce
2
1ye 22 xx    

2
1ecy

2x   

  3(مثال(  
x4cosxy2      أوجد حل المعادلة التفاضلیة

dx
dyx 3   

  :الحل
x4cosxy                          :نكتب المعادلة بالصورة القیاسیة

x
2

dx
dy 2  

 :                                نجد أن                         
x
2xp    

 :                        ومنها نجد أن                    2

.2 1 ,
x

eyxw
dx

x 
  

  :  لنحصل علىw(x,y)ثم نضرب المعادلة التفاضلیة بالعامل 

x4cosy
x
2

dx
dy

x
1

32   

  :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي
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  x4cosyx
dx
d 2   

  :والحل العام للمعادلة التفاضلية هو 

 dxx4cosdxyx
dx
d 2    

csin
4
1yx 2   

22 xcx4sinx
4
1y   

  4(مثال(  
  أوجد حل المعادلة التفاضلیة                                 

x2x3xy
dx
dyx 23    

  :الحل
  :یب المعادلة على الشكل التالينعید ترت

2x3xy
x
1

dx
dy 2   

            نجد أن 
x
1xp        ومنها نجد العامل المكامل:  

 
x
1eey,xw xlndx

x
1

 
 

  : وبضرب المعادلة بهذا العامل تحصل على

x
23xy

x
1

dx
dy

x
1

2
  

  :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي

x
23x

x
1y

dx
d







  
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  :ل العام للمعادلة التفاضلية هوالح

  





 






 dx

x
23xdx

x
1y

dx
d  

1

2

213
2

1 cxnxx
x

y   

xcxnxxxy 1
2

3

123
2

  

  )10(التدریب 

  :أوجد حل المعادلات التفاضلیة التالیة

) 1 (0y100  y   

)2 ( 0ye
dx
dy x   

)3 ( 0y
x
1

dx
dy

  

)4 ( 0y6y   

  

  )10( التقویم الذاتي أسئلة

  : أوجد حل المعادلات التفاضلیة التالیة

1 .    xcose5xcoty
dx
dy

  

2 .   32x2y
dx
dy2x   

3 .   323 xyx32
dx
dyx     

4.          xcosy
x
1

dx
dy

  
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   )Bernoulli's Equation( معادلة بيرنولي .10
   تعريف معادلة بيرنولي 1.10 

  ، عزیزي الدارس

فـي البنـد الـسابق استعرضـنا كیـف یمكـن حـل المعادلـة التفاضـلیة الخطیـة ذات الرتبـة الأولــى 
عنـدما تكـون المعادلـة متجانـسة أو غیـر متجانـسة ولكـن هنـاك بعـض المعـادلات مـن الرتبـة الأولـى 
ولكــن لیــست خطیــة مثــل معادلــة بیرنــولي والتــي یمكــن تحویلهــا إلــى معادلــة خطیــة ثــم إیجــاد الحــل 

  .ً لها حسب ما مر معنا سابقاالعام

  )معادلة بيرنولي(تعريف 

  : تكتب على الصیغة التالیة، ولیة من الرتبة الأولى هي معادلة تفاض: معادلة بیرنولي
    nyxQyxP

dx
dy

  

  . أي عدد حقیقيnحیث 

فـإن المعادلـة تـصبح معادلـة تفاضـلیة خطیـة متجانـسة   n = 0 ، n =1لاحـظ أنـه إذا كانـت 
كیــف یمكــن : تجانــسة علــى الترتیــب، وتحــل كمــا مــر معنــا، لكــن الــسؤال الــذي یطــرح نفــسهوغیــر م

  . A ≠ 0,1لكل , تحویل المعادلة السابقة إلى معادلة خطیة

 Solution of Bernoulli's equation حل معادلة بيرنولي 2.10 

  :  لحل معادلة بیرنولي تابع معنا الخطوات التالیة

معادلة بیرنولي هي ) 1    nyxQyxP
dx
dy

 بقسمة المعادلة على ynنحصل على :  

     .xQyxP
dx
dyy n1n   ......................................................... (1) 

  : لنحصل علىxثم نشتق المعادلة بالنسبة لـ   u= y1-nنستخدم التعویض المناسب ) 2
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 
dx
dyyn1

dx
du n               ............................................................ (2) 

، u =  y1-n بتعویض ) 3
  dx

du
yn1

1
dx
dy

n
 لىنحصل ع) 1( في المعادلة :  

 
   xQuxP

dx
duy

yn1
1 n

n 





  

     xQuxP
dx
du

n1
1




 

  أو                             

     xQuxPu
n1

1



 

، نجــد  uغیــر متجانــسة مــن الرتبــة الأولــى لكــن فــي المتغیــر خطیــة وهــذه معادلــة تفاضــلیة 
  . الحل العام لها باستخدام القاعدة في البند السابق

  . راء التكامل فیكون الحل العام لمعادلة بیرنولي بعد إجu = y1-nنعوض قیمة ) 4

  .وٕالیك الأمثلة التالیة التي توضح حل معادلة بیرنولي
  1(مثال(  

   y+y= x2y2أوجد حل المعادلة التفاضلیة  

  :الحل
  : من الصورة العامة لمعادلة بیرنولي وهي

    nyxQyxPy   

  .لة بیرنولينلاحظ أن المعادلة التفاضلیة المعطاة هي معاد
22yxy                              : نعید صیاغة المعادلة بالشكل التالي

dx
dy

   

،  n = 2(  ،u = y-1هنا  (u = y1-n :               حسب ما تقدم نفرض أن
y

u 1
   

                                                 :بالاشتقاق نجد أن
dx
dy

ydx
du

2

1
   
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  : وعلیه تصبح المعادلة التفاضلیة بعد التعویض على الشكل

2
2

2 u
1x

u
1

dx
du

u
1

    

بالقسمة على 





 2u

2xu                              : نحصل على1
dx
du

 

 الرتبـة الأولـى، لاحظ أن المعادلة التفاضـلیة هـي معادلـة تفاضـلیة خطیـة غیـر متجانـسة مـن
  : لحل هذه المعادلة

 : إذن العامل المكامل               P(x) = -1لدینا   xdx1 eey,xw     
  :  لنحصل علىw (x,y)نضرب المعادلة التفاضلیة بالعامل 

xxx exeu
dx
due   2  

x2xx                                   أو                          exeuue   

  :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي
  x2x exued    

  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة یأتي بتكامل الطرفین

     dxexdxue
dx
d x2x  

2x2xceu

ce2xe2exue

2x

xxx2x



 

 

لكن 
u
1y لنحصل على الحل العام :  

2x2xec
1y 2x 

  

  2(مثال(  
  : أوجد حل المعادلة التفاضلیة

x2 eydxydy   
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  :الحل
  : نعید كتابة المعادلة على الصورة

x2 eyyy   

  ). n = 2(وهذه المعادلة هي معادلة برنولي فیها 
،  n = 2( ،u = y-1هنا  (u = y1-n                    :مما تقدم نفرض أن

y
1u    

                                            :بالاشتقاق نجد أن  
dx
dy

y
1

dx
du

2   

  :وعلیه تصبح المعادلة التفاضلیة بعد التعویض على الشكل

2
x

2 u
1e

u
1

dx
du

u
1

  

بالقسمة 





 2u

  :  نحصل على1

xeu
dx
du

  

 ، إذن العامل المكامل P(x) = -1لدینا   xdx1 eey,xw     
  :  لنحصل علىw(x,y)لتفاضلیة بالعامل نضرب المعادلة ا

1euue

1eu
dx
due

xx

xx









 

                                    :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي  1ued x  

  : بالتكامل للطرفین نجد الحل العام للمعادلة وهو 

    dx1dxue
dx
d x  

xx

x

ceexu
cxue




 

 :لكن       
u
1y  وبالتالي  :  
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xx ecex
1y


  

  3(مثال(  
  : أوجد حل المعادلة التفاضلیة

dxyxydxxdy 63  

  :الحل
63 :بترتیب المعادلة على الشكل yxyyx    

  :ومن ثم إلى صیغة معادلة برنولي
62 yxy

x
1y   

u = y-5 ،5y ومنها u  = y1-n: نفرض أن) n = 6(حیث 
1u    

                         : بالاشتقاق نجد أن
dx
dy

y
5

dx
du

6   

  :وبالتعویض في المعادلة نحصل على

5
6

25
1

5
6

1
5
1



 uxu
x

uu  

على طرفي المعادلة قسمة ب


















4
6

u
5
  : نحصل على1

2x5u
x
5u   

  لدینا 
x
5xP      امل المكامل إذن الع    dx

x
5

ey,xw


 ،  nx15ey,xw    

 :ومنها نجد أن  5x
1y,xw    
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  : نحصل علىw(x,y)بضرب طرفي المعادلة بالعامل 

345 x
5u

x
5u

x
1 

  

  :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي

35

51
x

u
xdx

d







  










 dx

x
dxu

xdx
d

35

51  

c
2

x5u
x
1 2

5






 

53 xcx
2
5u   

5yلكن         
1u إذن :  

5
1

53

53
5

xcx
2
5y

cxx
2
5

y
1








 


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  )11(التدریب 

  :أوجد حل المعادلات التفاضلیة التالیة

)1 (2xyxyy   

)2 (5xyy
dx
dy

  

)3 (yx6xyy   

)4 ( xsinxcosyy
dx
dy 2   

  )11(أسئلة التقویم الذاتي 

  . عرف معادلة برنولي ثم اكتبها.1

أوجد حل المعادلة التفاضلیة . 2   0dxxnl1xyyxdy 3 .  

dxyxydxxdyأوجد حل المعادلة التفاضلیة . 3 63  إذا كانy=5 عند x=1 

xsinyyأوجد حل المعادلة التفاضلیة . 4   وٕاذا كانy=1 عندx.  
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  الخلاصة 
  زي الدارس،، عزی

  :فاهیمم من افي نهایة هذه الوحدة دعنا نستعرض أهم ما ورد فیه
ــارة :  المعادلــــة التفاضــــلیة- ــا علــــى إشــ هــــي المعادلــــة التــــي تحتــــوي فــــي أحــــد طرفیهــــا أو كلیهمــ

  .المشتقات
 والتـي nمـن الرتبـة الخطیـة هي المعادلـة التفاضـلیة : n المعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة -

        .ى الصورةتكتب عل       xgyxa
dx

ydxa
xd
ydxa n

n

nn

n

n 




 01

1

1 ............. 

:                           المعادلة التفاضلیة من الرتبة الأولى تكون قابلة للفصل إذا أمكن التعبیـر عنهـا فـي الـصیغة-
 
 yB
xA

dx
dy

 

الـصورةعلـى  تكون المعادلة التفاضلیة من الرتبـة الأولـى - y,xf
dx
dy

ذا تحقـق   متجانـسة إ

t  :الشرط التالي   y,xfty,txf .  
ــــلیة -  المعادلــــــة التفاضــ    0dyy,xNdxy,xM       ــــضبوطة إذا ــــة تفاضــــــلیة مــ معادلــ

 بحیث g(x,y)وجدت دالة مثل      dyy,xNdxy,xMy,xdg    
ً عاملا مكاملا للمعادلة التفاضلیةw(x,y)الدالةكون ت - ً    0,,  dyyxNdxyxM إذا كان 

       0dyy,xNdxy,xMy,xw معادلة مضبوطة .  
        :هي معادلة تفاضلیة من الرتبة الأولى ، وتكتب على الصیغة التالیـة:  معادلة بیرنولي-

         nyxQyxP
dx
dy

  

الآن عــد إلــى أهــداف الوحــدة واقرأهــا مــرة أخــرى، هــل تــشعر أنــك حققتهــا جمیعــا، إن كــان لــدیك 
ضـوح فـي بعـض الأهـداف أو المفـاهیم عـد إلـى قراءتـه مـرة أخـرى قبـل أن تنتقـل إلـى شك أو عـدم و
  .الوحدة التالیة

بإنهائـــك لهـــذه الوحـــدة تكـــون قـــد أنجـــزت جـــزءا مهمـــا مـــن هـــذا المقـــرر، والآن لنـــستعرض بـــشكل 
 .موجز ما الذي تتحدث عنه الوحدة التالیة، مع أمنیاتنا لك بالتوفیق دائما
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   الدراسية التاليةلمحة مسبقة عن الوحدة
  عزیزي الدارس،،

فــي الوحــدة التالیــة ســنتناول موضــوع تطبیقــات علــى المعــادلات التفاضــلیة مــن الرتبــة الأولــى 
، والأجـسام )قـانون نیـوتن للتبریـد(، والمـسائل الفیزیائیـة )المـسارات المتعامـدة(في المسائل الهندسیة 

، )كالبكتیریـــا(حــصائیة الإل المجتمعــات الــساقطة والمقــذوفات، والمــسائل الخاصــة بنمــو واضــمحلا
  .وتحلل المواد المشعة

    .نأمل أن تكون وحدة مفیدة لك  
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  إجابات التدريبات
  )1(تدریب 

 لا تعتمـد إلا علــى yأي أن الدالـة (معادلـة تفاضـلیة عادیـة لأنهـا تحتـوي علـى مـشتقات عادیـة ) 1(
رجـــة فـــي الاشـــتقاق تظهـــر فـــي أعلـــى د(الثانیـــة الرتبـــة مـــن وتـــصنیفها ) xمتغیــر واحـــد مـــستقل 

  ).المعادلة

  . x,w تعتمد على أكثر من متغیر وهما yمعادلة تفاضلیة لكنها لیست عادیة لأن الدالة ) 2(

 تعتمـد علـى متغیـر yأي أن الدالـة (معادلة تفاضلیة عادیة لأنها تحتوي على مشتقات عادیة )  3(
  ).جة في الاشتقاق تظهر في المعادلةأعلى در(الثانیة من الرتبة  وتصنیفها) xواحد تستعمل 

 تعتمـد علـى متغیـر yأي أن الدالـة (معادلة تفاضلیة عادیة لأنها تحتـوي علـى مـشتقات عادیـة ) 4(
 y(5) یعطـى بعـد الاشـتقاق ''(x y(3)) الخامـسة حیـث أن لرتبـةمـن ا وتـصنیفها) xواحـد مـستقل 

  .بعد إجراء عملیة التفاضل

  )2(تدریب 
وكتبـت المعادلـة حـسب ) أعلـى درجـة فـي الاشـتقاق( عادیة مـن الرتبـة الثانیـة معادلة تفاضلیة) 1 (

  صیغة تعریف المعادلة الخطیة حیث 

        0,sin,4,5 0
2

12  xgxxbxxbxxb  

وكتبـت المعادلــة حــسب ) أعلـى درجــة فـي الاشــتقاق(معادلـة تفاضــلیة عادیـة مــن الرتبـة الثانیــة ) 2(
  صیغة تعریف المعادلة الخطیة حیث 

        0xg,3xb,e2xb,5xb 0
x

12   
لكن رتبـة المعادلـة رفعـت ) أعلى درجة في الاشتقاق(معادلة تفاضلیة عادیة من الرتبة الأولى ) 3(

 إلـى أس لا یـساوي yلقـد رفعـت مـشتقة الدالـة (إلى الأس، إذن المعادلة التفاضلیة غیر خطیـة 
1 .(  
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  )3(تدریب 
) 1 (x3x3x3 e27y,e9y,e3y     

0y9y :       بالتعویض في المعادلة          

  027273927 3333  xxxx eeee  
  . y - 9y =0       ًحلا للمعادلة التفاضلیة  تمثل    y = e3xإذن الدالة 

                          بالتعویض في المعادلة ) 2(  0yxy'y 2   

                        016x4x4164x4x44 2   
   y2 +x y -y=0       للمعادلة التفاضلیة ًحلاتمثل  y  = 4 (x+4)إذن الدالة 

)3(                                       
22 112

2
x
x

x
x

dx
dy









   

0x                       بالتعویض في المعادلة
dx
dyy   

           0xxx
x1

xx1
2

2 











  

2x1yإذن الدالة    0لتفاضلیة ًحلا للمعادلة اتمثلx
dx
dyy   

  )4(تدریب 
dyyxdx                               )أ ( 3                                                                                    

                                    dyyxdx 3   

c
4

y
2

x 42
  

                                                           ) ب( dx1xydy                                                                                  
    dx1xydy  

cx
2

x
2

y 22
  
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  ) ج(

1x
dx

y3y3
1y

3

2





  

  


1x
dxdy

y
1

3
1  

c1xnlyln
3
1

  

dxe )د(
y
dyydxe

y
dyye

dx
dy xxx 

)sin(
)cos(

)tan(
0)tan(  

ceydxe
y
dyy xx   )sin(ln
)sin(

)cos(  

  )5(تدریب 
      باستخدام التعریف) 1(    y,xfty,txf            حیث  22

2,
yx

xyyxf


  

 
   

 yxf
yx

xy
ytxt

xyt
tytx

txtytytxf ,222, 222222

2

22 








  

  . إذن المعادلة التفاضلیة متجانسة

باستخدام التعریف ) 2(    y,xfty,txf    

   حیث                 
xy

y2xy,xf
22 

  

       y,xf
xy

y2x
xyt

yt2xt
txty

ty2txty,txf
22

2

222222









  

  .إذن المعادلة التفاضلیة متجانسة

            باستخدام التعریف) 3(   y,xfty,txf    

         حیث                  
x

yy,xf
2

  
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     yxf
x
yt

tx
yt

tx
tytytxf ,,

2222

  

  .إذن المعادلة التفاضلیة غیر متجانسة

  

        باستخدام التعریف ) 4(   y,xfty,txf    

  حیث                    3

2

x
yxy,xf 

   

   
 

 y,xf
tx

tytxty,txf 3

2



  

  .إذن المعادلة التفاضلیة غیر متجانسة

  )6(تدریب 
 بالاشــتقاق y = vx، نفــرض أن )اختبــر ذلــك(المعادلــة المعطــاة معادلــة تفاضــلیة متجانــسة  )1(

                                           : نحصل على
dx
dvxv

dx
dy

    

  : وبالتعویض في المعادلة التفاضلیة نحصل على )2(

x
xvx

dx
dvxv 

  

1
dx
dvx   

   dx
x
1dv  

cxxlnxy

cxlnv




 

  ).اختبر ذلك(المعادلة المعطاة هي معادلة تفاضلیة متجانسة ) 2(

  :  بالاشتقاق نحصل علىy = vxن نفرض أ
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dx
dvxv

dx
dy

   

  : في المعادلة التفاضلیة نحصل علىبالتعویض 

x
xvx2

dx
dvxv 

  

1v
dx
dvx   

  : وبفصل المتغیرات نحصل على
dx

x
1dv

1v
1




 

cxln1vln   

وبتعویض 
x
yv نجد الحل  .  

  ).اختبر ذلك(ة معادلة تفاضلیة متجانسة هذه المعادل )3(
  

  : بالاشتقاق نحصل علىy = vxنفرض أن 

dx
dvxv

dx
dy

  

  :بالتعویض في المعادلة التفاضلیة نحصل على
 

 vxx
vx2x

dx
dvxv

22 
  

v
v1

dx
dvx

2
  

  : بفصل المتغیرات نحصل على

dx
x
1dv

v1
v

2 


 

cxln1vln
2
1 2   
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:  بالاشتقاق نجد أنy = vxلة تفاضلیة متجانسة، نفرض أن المعاد) 4(
dx
dvxv

dx
dy

  

  :بالتعویض في المعادلة التفاضلیة نحصل على
 
 vxx2

vxx
dx
dvxv

22 
  

v2
v1

dx
dvx

2
  

  :وبفصل المتغیرات

dx
x
1dv

v1
v2

2 


 

Cxlnv1ln 2   

بتعویض 
x
yv نجد الحل .  

  

  )7(دریب ت

      باستخدام التعریف هل) 1( 
x
N

y
M






 حیث ؟:  

    xyx31y,xN,xy2yy,xM 223   

22 xy61
x
N,xy61

y
M







  

x
N

y
M






  

  . المعادلة تفاضلیة مضبوطة

باستخدام التعریف هل ) 2(
x
N

y
M






؟  

                حیث                     xyxy xey,xN,yey,xM   
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xyxyxyxy exye
x
N,exye

y
M







  

x
N

y
M






  

  .المعادلة تفاضلیة مضبوطة

باستخدام التعریف هل ) 3(
x
N

y
M






حیث؟ :   

    yxy,xN,yxy,xM   

1
x
N,1

y
M







  

x
N

y
M






  

  . المعادلة التفاضلیة غیر مضبوطة

  )8(تدریب 
  : ة حیثالمعادلة التفاضلیة مضبوط) 1( 

    3223 xyx3y,xN,yx3yy,xM   

2222 x3y3
x
N,x3y3

y
M







  

  yx3yy,xM
x
g 23 

  

     

 ycdxyx3ydx
x
g 23  

   ycyxxyy,xg 33   

   لنحصل علىy بالنسبة لـ g(x,y) نشتق المعادلة c(y)لنجد 

  
dy
dcxxy

y
gyxN 



 323,  
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  1

3232 033

cyc

xyxxxy
dy
dc




 

  :حل المعادلة التفاضلیة هو
  kcyxyxyxg  1

33,  

   إذن الحل هو

kcccyxyx  122
33 ,0  

 
  :المعادلة التفاضلیة مضبوطة حیث) 2(

     
y
xyxNxynlyxM  1,,1,  

y
1

x
N,

y
1

xy
x

y
M







  

   xyyxM
x
g ln1, 

  

       ycdxxyyxg )ln1(,  

   ycxxyxyxg  lnln,  

  : لنحصل علىy بالنسبة لـ g(x,y) نشتق المعادلة c(y)لنجد 

 
dy
dc

y
x

y
gyxN 



,  

11 cyc
dy
dc

y
x

y
x

  

  :إذن حل المعادلة التفاضلیة هو
  kcyxyxyxg  1lnln,  

2lnln cyxxyx   12 ckc   

)3 (                                               yxyx xeey,xN,eyey,xM   

yxyx ee
x
N,ee

y
M







  
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  yx eyey,xM
x
g



  

     ycdxeyey,xg yx    

   ycxeeyy,xg yx   

  : لنحصل علىy بالنسبة لـ g(x,y) نشتق المعادلة c(y)لنجد 

 
dy
dcexe

y
gyxN yx 



,  

10 cc
y
c

y
cexexee yxyx 








  

 

  : إذن حل المعادلة التفاضلیة هو
  kcexeyyxg yx  1,  

          إذن

1ckeey yx   

           2ceey yx   

  )9(تدریب 
  : لى الصیغة التالیةنكتب المعادلة ع) 1( 

0dyxy2dx1   

          :حیث                              xy2y,xN,1y,xM   

x
N

y
M,y2

x
N,0

y
M














  

  إذن المعادلة غیر مضبوطة، نحتاج إلى إیجاد العامل المكامل 

y2
1

0y2
y
M

x
N

M
1

















  
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  : هو، وبالتالي فإن العامل المكامل المناسب yدالة في المتغیر 

  2yydy2 eey,xw    
  :نحصل على المعادلة المضبوطة e-y2بضرب المعادلة التفاضلیة بالعامل المكامل 

   

0dyexy2dxe
2y2y    

نحل المعادلة   2yey,xM
x
g 

  

      ycdxey,xg
2y  

   ycxey,xg
2y    

  : نحصل علىy بالنسبة لـ g(x,y)باشتقاق 

dy
dceyx

y
g y 

  22  

Nلكن 
y
g



بالتعویض نحصل على :  

dy
dceyxexy yy   22 22  

10 cc
dy
dc

  

  :إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

  kcexyxg y  
1

2,  

122
2 , ckccxe y   

  :نكتب المعادلة على الصورة) 2(
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 

    1y,xN,xxy2y,xM

0dydxxxy2




 

0
x
N,x2

y
M







  

  :ة غیر مضبوطة وبالتالي نجدالمعادلة التفاضلی

x2
1

0x2
x
N

y
M

N
1

















  

  : یساويw(x,y) فقط، إذن العامل المكامل xدالة في المتغیر 

  2xdxx2 eey,xw    

  :بضرب هذا العامل بالمعادلة التفاضلیة نحصل على

0dyedxexexy2
2x2x2x 





    

  2x2x xeexy2y,xM
x
g  

  

    




   ycdxxeexy2y,xg

2x2x  

   yce
2
1eyy,xg

2x2x    

 نحصل على y بالنسبة لـ g(x,y)اشتقاق ب
dy
dce

y
g x 

  2  

Nلكن 
y
g



بالتعویض نحصل على :  

1
22 0 cc

dy
dc

dy
dcee xx    

  :إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
  kceeyyxg xx  

1
22

2
1,  
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122
22 ,

2
1 ckcceey xx    

  :نكتب المعادلة على الصیغة التالیة) 3(
  0ydxxdydxyxx 22   

ــــل المناســـــب  ــل المكامـ ــار العامـــ ـــ نخت  22 yx
1y,xw


 ثـــــم نـــــضرب w(x,y) ــــة  بالمعادلـ

  :التفاضلیة لنحصل على المعادلة المضبوطة

0
yx
ydxxdyxdx 22 




  

0dy
yx

xdx
yx

yx 2222 












  

  22 yx
yxy,xM

x
g





  

   ycdx
yx

yxy,xg 22 









   

   yc
x
yxyxg 





 arctan

2
,

2

 

  : على نحصلy بالنسبة لـ g(x,y)باشتقاق 

dy
dc

yx
x

y
g








22  

Nلكن 
y
g



بالتعویض نحصل على ،  :  

dy
dc

yx
x

yx
x





 2222  

1cc0
y
c



  
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  :إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

  kc
x
yarcxyxg 





 1

2

tan
2

,  

g(x,y) = 122

2

,arctan
2

ckcc
x
yx







  

  :نكتب المعادلة على الصورة) 4(

    0dyyxyxdyydx 22   

نختار العامل المكامل   22 yx
1y,xw



   

  : ونضرب المعادلة التفاضلیة به لیصبح على الشكل

  0dy
yx
yxy

yx
xdyydx

22

22

22 





   

  أو

 0dy
yx

xydx
yx

y
2222 












   

  22 yx
yy,xM

x
g






  

    



 ycdx
yx

yy,xg 22  

   yc
x
yyxg 





arctan,  

  : نحصل علىy بالنسبة لـ g(x,y)باشتقاق 

dy
dc

yx
x

y
g








22  
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لكن 
y
gN



بالتعویض نجد أن :  

dy
dc

yx
x

yx
xy 





 2222  

2
ycy

y
c 2



  

  : إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

ky
x
y









2
arctan

2

 

  :نكتب المعادلة على الشكل التالي) 5(
  0dy1xydx   

  0dy1xdyydx   

نختار العامل المكامل   2y
1y,xw ونضربه بالمعادلة التفاضلیة لنحصل على :  

0dy
y
1

y
xdyydx

22 
  

  :یمكن تحویل المعادلة الأخیرة إلى الشكل التفاضلي التالي

01


















y

d
y
xd  

  






 








c

y
d

y
xd 1  

c
yy

x


1  

  )10(تدریب 
  : حیثw(x,y) نجد أن العامل المكامل P(x) = 100من المعادلة  )1(

     x100dx100dxxP eeey,xw    
  :  لنحصل علىw(x,y)نضرب المعادلة بـ  
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0ye100ye x100x100   
  :  وهذا یكافئ الشكل التفاضلي

  0ey
dx
d x100   

  cdxey
dx
d x100   

x100x100 ecycey   
: حیثw(x,y) نجد العامل المكامل p (x) = exمن المعادلة )  2(  xedxe eey,xw

x

    
0yeeye             : لنحصل علىw(x,y)نضرب المعادلة بـ   xx ex'e  

0ey: وهذا یكافئ الشكل التفاضلي
dx
d xe 





  

  cdxye
dx
d xe   

xexe ecycey   

من المعادلة ) 3 ( 
x
1xP  نجد العامل المكامل )x,y(wحیث   

   xeey,xw xlndx
x
1


   

  :  لنحصل علىw(x,y)ضرب المعادلة بالعامل المكامل ن
0yxy   

  : وهذا یكافئ الشكل التفاضلي

  0xy
dx
d

  

  cdxxy
dx
d

  

x
cycxy   
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   حیث w(x,y)  نجد العامل المكامل P(x) = 6من المعادلة نجد أن ) 4(
  x6dx6 eey,xw    

  :   نحصل علىw(x,y)لة التفاضلیة بـ بضرب المعاد
0ey6ye x6x6   

  :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي

  0ey
dx
d x6   

  cdxey
dx
d x6   

x6x6 ceycey   

  )11(تدریب 
المعادلــة المعطــاة هــي معادلــة برنــولي حیــث ) 1 (  xxP  ،   xxq  ، 2n  نفــرض أن 

y
1yv 12   ومنها نجد 

v
1y  بالاشتقاق بالنسبة لـ xنجد أن :  

dx
dv

v
1

dx
dy

2


   

  :وبالتعویض في المعادلة التفاضلیة نحصل على

22 v
1x

v
1x

dx
dv

v
1

  

xvx
dx
dv

  

 w(x,y)ًسـابقا بإیجـاد العامـل المكامـل وهذه معادلة تفاضلیة خطیة نجد حلهـا كمـا مـر معنـا 
  :وضرب بالمعادلة التفاضلیة

  2

2

,
x

xdx eeyxw
   
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222

222 xxx
exxvv ee
   

2                                  :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي
x

2
x 22

exve
dx
d 











 


 








dxxedxv

dx
d 2

x

2
x

22

e  

ce  ve 2
x

2
x 22




 

    لكن 
y
1v         إذن           e1v 2

x2

c  

                                :إذن حل المعادلة التفاضلیة هو
2
x2

ec1

1y


  

               هذه المعادلة هي معادلة برنولي ) 2(  1xp  ،  xxq   5n    
4                                                   نفرض أن 

15 1
y

yv    

                  :          نحصل علىxبالاشتقاق بالنسبة لـ 
dx
dv

4
1

dx
dyy 5    

 x4v4
dx
dv

                 

  هذه معادلة تفاضلیة خطیة نجد حلها بإیجاد العامل المكامل 
  x4dx4 eey,xw    

   نحصل علىw (x,y)ضرب المعادلة التفاضلیة بـ 
x4x4x4 ex4e4ve   

                                      :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي  x4x4 xe4ev
dx
d

 

    dxex4dxev
dx
d x4x4  

ce
4
1exve x4x4x4   



  87  

  :  إذن حل المعادلة التفاضلیة هو v= y-4لكن 
x4

4 ce
4
1x

y
1   

المعطاة هنا معادلة برنولي حیث ) 3(
2
1n نفرض أن :  

                                                           2
1

1 yyv 2
1    

2vy    أي أن                              
 :  نجدبالاشتقاق               و vv2y  

x3vx: ها نجد وبالتعویض في المعادلة التفاضلیة الأصلیةوفی
2
1v    

ـــل المكامـــــل  ــد العامـ ــة نجـــ ــذه معادلــــة خطیــ هــ  xdx2
1ey,xw  ،  4

2

,
x

eyxw  بـــــضرب 

المعادلة  y,xw 4 نحصل على
x

4
x

4
x 222

ex3vxe
2
1ve    

  وهذا یكافئ الشكل التفاضلي 

4
x

4
x 22

ex3ve
dx
d










   

 









dxex3dxve

dx
d

4
x

4
x 22

 

ceve
xx




44

22

6  

4
x2

ce6v


  

   v = y2                 لكن                                                     

4
x

2
2

ec6y


  

xsinxcosy            :نكتب المعادلة التفاضلیة بالصورة التالیة) 4(
dx
dyy 12   

                   : بالاشتقاق نحصل على v = y-1ن نفرض أ
dx
dv

dx
dyy 2    
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xcosxsinv            :وبالتعویض في المعادلة التفاضلیة نحصل على
dx
dv

 

 :                                  نجد العامل المكامل  xdx eeyxw 
,  

  :بالضرب بالمعادلة التفاضلیة نحصل على

 xcosxsineve
dx
dve xxx    

  :وهذا یكافئ الشكل التفاضلي
   dxxxeve

dx
d xx cossin     

cxsineve xx    

                لكن                                                      
y
1v    

xcexsin
y
1

  
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1(أسئلة التقویم الذاتي 

  .انظر إلى مفهوم المعادلة التفاضلیة العادیة. 1
  .لا تحتوي على مشتقات عادیة أو غیر عادیة. 2
  .لا تحتوي على مشتقات عادیة أو غیر عادیة. 3

  )2(أسئلة التقویم الذاتي 
  .معادلة تفاضلیة خطیة من الرتبة الرابعة. 1
  . خطیة من الرتبة الثالثة غیرمعادلة تفاضلیة. 2
  )3(لتقویم الذاتي أسئلة ا
xبالتعویض في المعادلة . 1

2
x e

x
1e

x
1y 

  

2 .c مجموعة  لل تنتمي 4,3  
  )4(أسئلة التقویم الذاتي 

1 .x2
3e3y   

2 .  xe1x4y   

3 .1
1

1   xey  
  )5(أسئلة التقویم الذاتي 

  .لثالثةالدالة متجانسة من الدرجة ا. 1
  .الدالة غیر متجانسة. 2
الدالة متجانسة من الدرجة . 3

2
3   

  .الدالة متجانسة من الدرجة الأولى. 4
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  )6(أسئلة التقویم الذاتي 

1 .  c
x

yxarctan4x2xy2yln 22 





 

  

2 .cylny
x2    

  )7(أسئلة التقویم الذاتي 
ــصورة . 1 0xdyydxبترتیــــب المعادلــــة علــــى الــ  ــى أن المعادلــــة التفاضــــلیة  واحــــصل علــ

1معادلة مضبوطة لأن 
x
N

y
M







.  

  :أعد كتابة المعادلة على الصورة. 2

    0dyy2xedxey2 xyxy    
  :واحصل على أن المعادلة التفاضلیة مضبوطة لأن       

xyxy exye
x
N

y
M







  

  )8(أسئلة التقویم الذاتي 
1 .    kxyy,xN,y2y,xM 2   

2 k   k 2  
x
N  

y
M







  

2 .    3k yycosxy,xN,ysiny,xM   

ycosxk
x
N,ycos

y
M 1k






  

ycosxkycos 1k  
1kxk1   

1 kkxx k  

3 .    334 kxxy4y,xN,kxy2yy,xM   
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233 34,24 kxy
x
Nkxy

y
M







  

233 3424 kxykxy   

032 2  kxkx  

  032 2  xxk  

0 k  
  )9(أسئلة التقویم الذاتي 

اضرب . 1 y,xw بالمعادلة ثم بین هل 
x
N

y
M






   

2 .  cycosysin1x 2    

نختار العامل المكامل . 3  2y
1y,xw  ونجد الحل العام وهو ،c

y
xx

2
1 2    

ــ. 4 ـــة التفاضـــــلیة بالعامـــــل المكامـــ ل اضـــــرب المعادلــ    n22 yxy,xw


 ـــصل علـــــى  لتحــ
                           :الصورة

   
0dy

yx

ydx
yx

x
n22n22







   

                                       :ثم بین أن
  1n22 yx

yxn
x
N

y
M












   

  )10(أسئلة التقویم الذاتي 

1 .
xsin

ce5y
xcos 

  

2 .   2xc2xy 3    

3 .2x
1

33 excxy2   

4 .
x
cxcos

x
1xsiny   
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  )11(أسئلة التقویم الذاتي 
  .انظر التعریف داخل الوحدة. 1

2 .cxnl
3
2x

3
2

y
x 3

2

2








  

5الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو . 3
1

53 xcx
2
5y









    

  x =1 ، y = 5 نعوض cلإیجاد 

5
1c

2
55 






  ومنها نجد c.  

xcos               : ة هوالحل العام للمعادلة التفاضلی. 4
2
1xsin

2
1cey x     

x ،1y نعوض cولإیجاد  نحصل على  :  

2
1ce1     

 e
2
1c  
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  مسرد المصطلحات
  عزیزي الدارس،

ــــسرد  ـــــي مــ ـــیة ف ـــار معـــــادلات ریاضــ ـــــي إظهــ ــة ف ـــدم الرغبــــ ـــرر، ولعــ ــــذا المقــ ـــة هـ ــــرا لطبیعــ نظـ
مـصطلحات، لـذا نقتـصر هنـا علـى ذكـر المـصطلح العربـي ومـا یقابلـه مـن المـصطلح الانجلیــزي، ال

  .وذلك لمساعدة الدارس في الرجوع إلى المراجع الأجنبیة، أو مواقع الإنترنت

  

 Derivation,Differentition  اشتقاق

  Integration  تكامل 

 General solution  الحل العام

 Solution of differential equation  حل المعادلة التفاضلیة

  Initial Condition  شرط ابتدائي

 Integrating factors  العوامل المكاملة

  Non homogeneous  غیر متجانس

  Separable  قابل للفصل

 Homogeneous  متجانس

 First order ordinary differential equations  الأولىالرتبة المعادلات التفاضلیة من 

 Exact equation  المعادلة المضبوطة

 Bernoulli’s equation  معادلة بیرنولي  

 Partial differential equation  معادلة تفاضلیة جزئیة

  Existance of solution  وجود الحل
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  المراجع العربية والأجنبية
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  .2003دار المناهج، : نعما. مقدمة في المعادلات التفاضلیةرشدي خلیل، . 1

   .1991 الدار الدولیة، : القاهرة.نظریات ومسائل في المعادلات التفاضلیةفرانك أیرز، . 2

  .1995المركز العربي للتعریب، :  دمشق.المعادلات التفاضلیة، قیصر فیازمینسكي. 3

ل المحلولـة  سلـسلة المـسائ. مسألة محلولة في المعادلات التفاضلیة2500ریتشارد برولسون، . 4
  .1997أكادیمیا إنترناشیونال، : بیروت. شوم، ترجمة فایز فوق العادة
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1. William E. Boyce and Richard C. Diprima, Elementary Differential 

Equations and Boundary Value Problems. 3rd edition, New York: John 
Wiley and Sons, 1977. 

2. Garret Birkhoff and Gian-carlo Rota, Ordinary Differential Equations. 3rd 
edition, New York: John Wiley and Sons, 1978. 

3. Ray while, Differential Equations. New York: Mc Graw-Hill Inc, 1979. 

4. Shepley L.Ross,  Introduction To ordinary Differential Equations. 3rd 
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تطبيقات على المعادلات 
  الخطية  التفاضلية

  من الرتبة الأولى
  

 الثانيةالوحدة 
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  محتويات الوحدة 
  

  الصفحة  الموضوع
  99  المقدمة 

  99  تمهید        
  100  أهداف الوحدة        

  102  تطبیقات المعادلات التفاضلیة على المسارات المتعامدة . 1
  102   تعریف المسار1.1
  104  ن ین المتعامدی تعریف المنحنی2.1
  106  ة المسارات المتعامدة لمنحنى معادلته معلوم3.1

  111  .تطبیقات المعادلات التفاضلیة على قانون نیوتن للتبرید. 2
  111   قانون نیوتن للتبرید1.2
  113   حل المعادلة التفاضلیة في مسائل التبرید2.2

  119  تطبیقات المعادلات التفاضلیة على الأجسام الساقطة والمقذوفات. 3
  120   المعادلة التفاضلیة التي تحكم حركة جسم ما1.3
gv حل المعادلة التفاضلیة من الرتبة الأولى 2.3

m
k

dt
dv

  122  

  131  تطبیقات المعادلات التفاضلیة على مسائل النمو والاضمحلال . 4
  131   المسائل الخاصة بنمو البكتیریا1.4
  136  )التحلل( المسائل الخاصة بالاضمحلال 2.4
  142  الخلاصة

  143  الدراسیة التالیةلمحة مسبقة عن الوحدة 
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  الصفحة  الموضوع
  143  إجابات التدریبات

  153  إجابات أسئلة التقویم الذاتي
  156  مسرد المصطلحات

  157  المراجع العربیة والأجنبیة 
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  المقدمة 
  تمهيد 

  عزیزي الدارس،، 
ـــة مـــن مقـــرر المعـــادلات التفاضـــلیةفـــي ًأهـــلا بـــك  ــدة الثانی ــاول ، وهـــي الوحـ بعـــض وحـــدة تتنـ

  .عادلات التفاضلیة من الرتبة الأولىتطبیقات على المال
إن أهم أهداف دراسة المعـادلات التفاضـلیة، دراسـة التطبیقـات العملیـة للمعـادلات التفاضـلیة 

  .  إلخ…وخاصة في العلوم التطبیقیة، كالهندسة، والفیزیاء، والكیمیاء، 
 مـن الرتبـة وفي هذه الوحدة سنتعرف على أهم التطبیقات على المعادلات التفاضلیة الخطیـة

الأولى، وسنتعرف علـى المـسارات المتعامـدة، وعلـى قـانون نیـوتن للتبریـد، وعلـى الأجـسام الـساقطة 
  .تعرف على مسائل النمو والاضمحلالوفي نهایة الوحدة سن. والمقذوفات

یجــدر بــك عزیــزي الــدارس أن تهــتم بهــذه الوحــدة وتدرســها بالتسلــسل الــذي وضــعت بــه، فــلا 
ــم الجـــزء الـــسابق فهمـــا جیـــداتنتقـــل إلـــى جـــزء إلا  ًبعـــد أن تفهـ ــتخدمنا فـــي عـــرض الوحـــدة . ً ـــد اسـ وق

الأسـلوب نفـسه الـذي اتبعنـاه فـي الوحـدة الأولـى، حیـث نبـدأ بـشرح المفـاهیم النظریـة ثـم مـا نلبـث أن 
ــیح  ــاهیم بتطبیقـــات وأمثلـــة محلولـــة، ونظـــن أن هـــذه الطریقـــة ذات جـــدوى فـــي توضـ نعـــزز تلـــك المفـ

  .دة في الوحدةالمفاهیم النظریة الوار
إن واجهت صعوبة في طریقتنا السالفة أعلاه فإن بإمكانك أن تساهم في تعدیل محتوى هـذا 
المقرر عبر تقدیم اقتراحاتك لمشرفك الأكادیمي، والذي بدوره سیعمل على إیصالها لنا، ونعـدك أن 

  .ندرسها بكل جدیة، وندخلها في التعدیلات القادمة لهذا المقرر
فــي هــذه الوحــدة تــابع باســتمرار حــضور اللقــاءات الأكادیمیــة التــي تــتم مــع ولتعزیــز تعلمــك 

المشرف الأكادیمي، وتتبع عبر مركزك الدراسي أي وسائط تم إنتاجها لدعم هذه الوحـدة، واحـرص 
تفاضلیة وقد ثبت أن الوسائط المساندة قادرة على شرح تطبیقات المعادلات ال. على مشاهدتها فورا

  .نظري المجردأفضل من الحدیث ال
  . ، ونتمنى لك التوفیق دائماًأهلا بك مرة أخرى في هذه الوحدة
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  أهداف الوحدة

  عزیزي الدارس،،، 

  : ًیتوقع منك بعد الانتهاء من دراسة هذه الوحدة أن تكون قادرا على أن

  .  بعض التطبیقات على المعادلات التفاضلیة الخطیة من الرتبة الأولىتشرح) 1

  .  مسائل علیهاوتحلم المسارات المتعامدة  مفهوتوضح) 2

  .  مسائل علیهوتحل قانون نیوتن للتبرید تكتب) 3

  .  مسائل علیهاوتحل أمثلة على الأجسام الساقطة والمقذوفات تضرب) 4

  .  مسائل علیهاوتحل) التحلل( مسائل النمو والاضمحلال تشرح) 5
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  لىتطبيقات على المعادلات التفاضلية من الرتبة الأو
  عزیزي الدارس،

، عرفنا المعادلة التفاضلیة الخطیة مـن الرتبـة الأولـى، وكیفیـة تمیزهـا عـن الوحدة الأولىفي 
الأنــواع الأخــرى مــن المعــادلات، كــذلك عرفنــا كیفیــة حــل هــذا النــوع مــن المعــادلات وذلــك بفــصل 

 الخطـوات العامـة لحـل ّالمتغیرات، وبینا المعادلات التفاضلیة المتجانـسة مـن الرتبـة الأولـى، وعرفنـا
ذلــك النــوع مــن المعــادلات، وبینــا المعــادلات التفاضــلیة المــضبوطة، وعرفنــا الخطــوات العامــة لحــل 

كاملـة التـي تـستخدم فـي حـل المعـادلات مذلك النوع من المعادلات، كـذلك درسـنا تعریـف العوامـل ال
ـــار العامـــل المكامـــل ــدة حـــالات فـــي كیفیـــة اختی ــدمنا عـ ــلیة، وقـ  الـــذي یتبـــع معادلـــة w(x,y) ّالتفاضـ

تفاضلیة مضبوطة، وعرفنا كیفیـة حـل المعادلـة التفاضـلیة الخطیـة مـن الرتبـة الأولـى علـى الـصیغة 
y' + p(x) y = q(x) المعادلـة التفاضـلیة مـن الرتبـة  (معادلـة بیرنـوليً، وفـي الوحـدة قـدمنا أیـضا

x(Qy)x(p(nyوعرفنا كیفیة تحویل تلك المعادلة ) الأولى غیر الخطیة
dx
dy

 إلى معادلـة 

  . خطیة

ّفــي هــذه الوحــدة ســتقدم عــدة تطبیقــات للمعــادلات التفاضــلیة الخطیــة مــن الرتبــة الأولــى فــي 
ــدة(المـــسائل الهندســـیة  ــانون نیـــوتن للتبریـــد(، والمـــسائل الفیزیائیـــة )المـــسارات المتعامـ ، والأجـــسام )قـ

، وتحلــل )البكتیریــا(إحــصائیة نمــو واضــمحلال تجمعــات بالــساقطة والمقــذوفات، والمــسائل الخاصــة 
  . المواد المشعة

  
  عزیزي الدارس،

، إذا كان جوابك نعم... هذه جولة سریعة فیما نحن مقدمین علیه، فهل أنت مستعد لها جیدا
!ا بنا ننطلق سویة إلى الجزء الأول من الوحدةفهی
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  تطبيقات المعادلات التفاضلية على المسارات المتعامدة .1
  عزیزي الدارس،،،

توجد العدید من المـسائل الهندسـیة التـي تخـضع لمعادلـة تفاضـلیة مـا، وفـي هـذا البنـد سـوف 
ننـــاقش بعـــض المـــسائل التـــي تخـــضع لمعادلـــة تفاضـــلیة مـــن الرتبـــة الأولـــى ومـــن أهمهـــا المـــسارات 

  ). Trajectories  Orthogonal(المتعامدة 

 والـذي یتحـدد  y وx همـا رین یتحدد بمتغیـxyًعرفنا سابقا أن مسار أي معادلة في المستوى 
  : ًبدوره من خلال معادلة أو علاقة ریاضیة معینة، فمثلا المعادلة التربیعیة

x2 + y2 = r2 

فكلمــا تغیــر نــصف ) r(یمثــل مــسار جــسم علــى دائــرة مركزهــا نقطــة الأصــل ونــصف قطرهــا 
ً أعطى مسارا جدیداrكما تغیر نصف القطر ( تغیرت الدائرة rالقطر  ً .(  

  عريف المسارت  1.1
  مــن المعــادلات ) عائلــة(مــن المنحنیــات تحــددها مجموعــة ) عائلــة(عبــارة عــن مجموعــة 

F (x, y, c) = 0 . ـ ً تعطینــا معادلــة تمثــل عنــصرا مــن عناصــر المجموعــة cِفكــل قیمــة لــ
  ).العائلة(

  

  : هي المعادلةx2 + y2 = c2ًفمثلا المعادلة 
F (x, y, c) = 0   

من الدوائر لكل قیمـة مثـل ) مجموعة(تمثل عائلة   F(x,y,c) = x2 + y2 - c2حیث 
)c > 0 ( تحصل على دائرة نصف قطرهاc .  

  هــي معادلــة تمثــل مجموعــة مــن القطــوع الزائدیــة حیــث   y2 - x2 = c2كــذلك المعادلــة 
F(x,y,c) = y2 - x2 - c2 لكل قیمة مثل ،)c > 0 (تحصل على قطع زائد جدید.  
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  لمتعامدةأشكال توضيحية للمسارات ا
فیمــا یلــي مجموعــة مــن الأشــكال التوضــیحیة للمــسارات المتعامــدة نقــدمها لــك بهــدف تقریــب 

  .الصورة الذهنیة لهذا المفهوم قبل أن نتطرق إلیه في البند القادم

  )1(الشكل 
  عائلة من المنحنیات مع انعكاساها على ما یشبه الجدار) ا(

  
  

  القطوع المخروطيةعائلة من ) ب(

  

  

  

  

  

ــــــــــــــــــــــف   2.1 ن يالمنحنيـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ"تعري
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  " نيالمتعامد
 مـسارین، ولنفـرض أن هـذین المـسارین قـد تقاطعـا F(x,y,c1) = 0 ، H(x,y,c2) = 0لـیكن 

  ) : 2(في الشكل هر ظاكما هو ) x1, y1(عند نقطة مثل 

  )2(الشكل 

  

  

  

  

  

  

  

 وممـاس L1 ولـیكن F(x,y,c1) = 0یمكن رسم ممـاس للمنحنـى ) x1, y1(فعند نقطة التقاطع 
   :نإ، نقول عندئذ L2 ولیكن H(x,y,c2) = 0آخر للمنحنى 

  ). L1  L2 (L2 على ا عمودیL1إذا كان ) x1, y1(المنحنیین متعامدان عند النقطة 

علـــى أي منحنـــى مـــن العائلـــة الجدیـــدة ) x1, y1(مـــاس عنـــد نقطـــة التقـــاطع أي أن میـــل الم
H(x,y,c) =0 مـن أي ها نفـس عنـد النقطـة )بإشارة معاكـسة( یجب أن یساوي معكوس میل المماس

  . F(x,y,c1) =0منحنى من منحنیات العائلة الأصلیة 

 ثـم xللمتغیـر  ً ضـمنیا بالنـسبةF(x,y,c) = 0وللحصول علـى میـل الممـاس، نـشتق المعادلـة 
 وتعویـضها فـي المعادلـة المـشتقة، فیكـون شـكل F(x,y,c) = 0 باسـتخدام المعادلـة cنحـذف الثابـت 

  :  كما یليالمعادلة التفاضلیة التي سنحصل علیها

y 

x 

(x1, y1) 

F 

H 
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 y,xf
dx
dy

  

  . فتكون المسارات المتعامدة هي حل المعادلة التفاضلیة

)y,x(f
1

dx
dy 

  

  . توضح مفهوم المسارات المتعامدةوالأمثلة التالیة 

  1(مثال(  
  . y = cx2أوجد معادلة تفاضلیة للمسارات المتعامدة مع عائلة المنحنیات 

  :الحل
  .  هي مجموعة من القطوع المكافئةy = cx2العائلة المعطاة 

  F(x,y,c) = y - cx2 = 0                                    نكتب المعادلة بالشكل

  :  نحصل علىxِاق الضمني بالنسبة لـ بالاشتق

cx2
dx
dy

  

2xنستفید من المعادلة الأصلیة و cنحذف 
yc  نحصل علىل وبالتعویض :  

)y,x(f
x
y2

dx
dy

  

  : وبالتالي فإن المعادلة التفاضلیة التي تمثل المسارات المتعامدة هي

y2
x

dx
dy 

  

  2(مثال(  
  . x2 + y2 = cxمعادلة تفاضلیة للمسارات المتعامدة مع عائلة المنحنیات أوجد 
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   :الحل
  العائلة المعطاة هي مجموعة من الدوائر، نكتب المعادلة على الصورة 

F(x,y,c) = x2 + y2 - cx = 0 

  :  نحصل علىxِوبإجراء التفاضل الضمني بالنسبة لـ 

2x + 2y 
dx
dy  = c 

  : ستفید من المعادلة الأصلیة نcلحذف 

x
yxc

22 
  

y,x(f(                :إذن                                   
xy2

xy
dx
dy 22




  

  :  هي حل المعادلة التفاضلیةx2 + y2 = cxفتكون المسارات المتعامدة مع عائلة المنحنیات 

22 yx
xy2

dx
dy


  

ــف نجـــــد المعاد ــا كیـــ ـــدة مـــــع عائلـــــة المنحنیـــــات الآن، عرفنــ ــسارات المتعامـ ـــلیة للمـــ لــــة التفاضــ
F(x,y,c) = 0والسؤال الذي یطرح نفسه كیف نجد تلك المسارات المتعامدة ، .  

   المسارات المتعامدة لمنحنى معادلة معلومة  3.1
  : تین التالیتینمعادلته معلومة یتحدد وفق الخطوالمسارات المتعامدة لمنحنى 

 كمـا مـر معنـا F(x,y,c) = 0لتفاضلیة للمسارات المتعامدة مع عائلة المنحنیـات  نجد المعادلة ا-1
  . في البند السابق

ـــة التفاضـــلیة الناتجـــة مـــن -2 ــة المنحنیـــات علـــى شـــكل ) 1( نجـــد حـــل المعادل لنحـــصل علـــى عائلـ
  . H(x,y,b)=0المعادلة 
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ــح كیفیــــة إیجــــاد المــــسارات المتعامــــدة لمن ــــي توضــ ـــة الت ـــة التالیـ ـــى وٕالیــــك الأمثلـ ــاحنـ  إذا علمنــ
  . معادلته

  1(مثال(  
  . y = cx2أوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنیات 

  :الحل
  .F(x,y,c) = y - cx2 = 0نكتب المعادلة على الصورة 

  :  نحصل علىxِبإجراء التفاضل الضمني بالنسبة لـ 

cx2
dx
dy

  

2x من المعادلة الأصلیة نجد أن cلحذف 
yc وبالتعویض في الاشتقاق نجد أن  :  

)y,x(f
x
y2

dx
dy

  

  : إذن المعادلة التفاضلیة التي تمثل المسارات المتعامدة هي

y2
x

)y,x(f
1

dx
dy 

  

 xdx + 2ydy = 0:                         وبفصل المتغیرات نحصل على       

   :إذن بتكامل الطرفین نجد عائلة المسارات المتعامدة

 xdx +  2ydy = c 

c
2

y2
2

x 22
  

x2 + 2y2 = b ,        (b=2c) 

  .لاحظ أن المسارات المتعامدة عبارة عن عائلة من القطوع المخروطیة الناقصة
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  2(مثال(  
  . x2 + y2 = 2cyأوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنیات 

  :الحل
  : بالاشتقاق الضمني للمعادلة تحصل على

2x + 2yy = 2cy
dx
dy y,   

ــد  ـــذي یــــساوي cمــــن المعادلــــة الأصــــلیة نجــ  والـ
y2

yxc
22 

 ــویض ــــة c بتعــ ـــي المعادل  فـ

  :  المشتقة نحصل على








 
 y

y2
yx2yy2x2

22
 

2),( :                             ثم نحصل على المعادلة
22 yxf
yx
xy

dx
dy




  

  : رات المتعامدة هيإذن المعادلة التفاضلیة للمسا

xy2
xy

)y,x(f
1

dx
dy 22 

  

  : بفصل المتغیرات وحل المعادلة نحصل على المسارات المتعامدة
(y2 - x2) dx + 2xy dy = 0 
M (x,y) = y2 - x2, N(x,y) = 2xy 

  :ة متجانسة لأنالمعادلة التفاضلی

y2
x
N

y
M







  

ّولحل هذه المعادلة، كما مر معنا سابقا، نعوض  ًy = vxوبالاشتقاق نجد أن  :  
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dx
dvxv

dx
dy

  

  : وبالتعویض في المعادلة التفاضلیة والترتیب على الصیغة

  dv
v1
v2dx

x
1

2
  

  


 cdv
v1
v2dx

x
1

2  

c|v1|ln|x|ln 2   

لكن 
x
yv ، بالتعویض في الحل الأخیر نحصل على  :  

ln | x2 + y2| - ln | x2| + ln |x| = c 
ln | x2 + y2| - ln | x|  = c 

c
x

yxln
22


  

c
22

c22
exyxe

x
yx


  

x2 + y2  = xc1       ,   c1= e c 

  . لاحظ أن المسارات المتعامدة عبارة عن عائلة من الدوائر

  3(مثال(  
  . xy = cأوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنیات 

  :الحل
  :  نحصل علىxِبالنسبة لـ ًباشتقاق المعادلة ضمنیا 

2x
c

dx
dy

  
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   بالتعویض في المعادلة المشتقة نحصل على c = xyلكن المعادلة الأصلیة 

)y,x(f
x

y
dx
dy




  

  : المعادلة التفاضلیة التي تمثل عائلة المسارات المتعامدة هي

y
x

)y,x(f
1

dx
dy

  

  : بفصل المتغیرات نحصل على
ydy = xdx 

  xdxydy  

c
2

x
2

y 22
  

y2- x2 = b ,    (b=2c) 

  . لاحظ أن المسارات المتعامدة عبارة عن عائلة من القطوع المخروطیة الزائدیة

  )1(التدریب 
  :أوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنیات التالیة

)1(    cex y =    
)2(    y2 = 4cx  
)3 (      xy = c  

  

  )1(ویم الذاتي أسئلة التق

   : أوجد المسارات المتعامدة لعائلة المنحنیات

1     .y = c (1 + sin x) 

2 .      y = ln (x3 + c)  
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  تطبيقات المعادلات التفاضلية على قانون نيوتن للتبريد  .2
  قانون نيوتن للتبريد 1.2      

  عزیزي الدارس، 

لفیزیـاء، هـو قـانون نیـوتن للتبریـد، والـذي من أهم تطبیقـات المعـادلات التفاضـلیة فـي مجـال ا
یتــضمن شــكله الریاضــي معادلــة تفاضــلیة مــن الرتبــة الأولــى، ویــنص قــانون نیــوتن للتبریــد علــى مــا 

  : یلي

  "قانون نيوتن للتبريد"تعريف 

إن المعدل الزمني لتغیر درجة حرارة جسم معین یتناسـب مـع الفـرق بـین درجـة حـرارة الجـسم 
  .  الجسملذي یقع فیهاودرجة حرارة الوسط 

  

من هذا التعریف یمكن إیجاد معادلة تفاضلیة تنظم تبرید جسم حار موجود في محیط بـارد، 
  . وٕالیك وصف هذه المعادلة

 درجــة حــرارة الوســط المحــیط، وبالتــالي یكــون Tm  و هــي درجــة حــرارة الجــسم،Tافــرض أن 
ّالمعــدل الزمنــي لتغیــر درجــة حــرارة الجــسم بالنــسبة للــزمن هــو ّ 

dt
dT وبنــاء علــى ذلــك یمكــن وضــع ،

  : قانون نیوتن للتبرید في الصیغة التالیة

)TT(k
dt
dT

m  

 : أو

mkTkT
dt
dT

  

  . یمثل ثابت التناسب، والأمثلة التالیة توضح معادلة التبرید التفاضلیة) k > 0(حیث 
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  1(مثال(  
درجة حرارة جـسم سـاخن كدالـة للـزمن بفـرض أن الجـسم أوجد المعادلة التفاضلیة التي تحكم 

  .  F32موضوع في حمام درجة حرارته 

  :الحل
 هـــي درجــة حـــرارة الجــسم الـــساخن عنــد أي لحظـــة، وعلــى فـــرض أننــا وضـــعنا Tافــرض أن 

ِ، فـإن معــدل تبریـد الجــسم یعبـر عنــه بالمـشتقة الأولــى لـــ t = 0الجـسم فــي الحمـام عنــد اللحظـة  ّT 
t ِبالنسبة لـ 








dt
dTوفق المعلومات فإن  :  

 32Tk
dt
dT

  

  2(مثال(  
 یوضــع فــي غرفــة ذات حــرارة F100  مائــة درجــة فهرنهایــتقــضیب معــدني درجــة حرارتــه

ً، أوجد المعادلـة التفاضـلیة التـي تـنظم حـرارة هـذا الجـسم علمـا بـأن درجـة حرارتـه F0 ثابتة مقدارها
  .  دقیقة20ي بعد مض F50انخفضت إلى 

  :الحل
  أي أن F0 الوسط المحیط في هذه الحالة هو الغرفة وقد ثبتت درجة حرارته عند 

 Tm = 0إذن المعادلة التفاضلیة هي ، :  

 0Tk
dt
dT

  

0kT
dt
dT

  

.                               الحل الكامل في البند اللاحق
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   ة في مسائل التبريدحل المعادلة التفاضلي  2.2
ّفـــي البنـــد الـــسابق، عرفنـــا كیـــف نكـــون المعادلـــة التفاضـــلیة والتـــي تـــنظم درجـــة حـــرارة الجـــسم 

TT(k(               : الموضوع في وسط معین والتي كانت على الصورة
dt
dT

m 

mkTkT                   :أو                                           
dt
dT

 

 ثــم إیجــاد الحــل العــام لهــا ،ویــتم حــل هــذا النــوع مــن المعــادلات التفاضــلیة بفــصل المتغیــرات
  . ًبطریقة التكامل كما مر معنا سابقا، والأمثلة التالیة توضح ذلك

  1(مثال(  
  . 0F یوضع في غرفة ذات حرارة ثابتة قدرها 100Fقضیب معدني درجة حرارته 

  . یب كدالة في الزمنضیة التي تنظم حرارة القة التفاضلأوجد المعادل. 1
  ). 1(أوجد حل المعادلة التفاضلیة في فرع . 2
ً، علمــا بــأن درجــة حرارتــه انخفــضت إلــى )1(أوجــد الحــل الخــاص للمعادلــة التفاضــلیة فــي فــرع . 3

20F دقیقة20 بعد مضي  .  
  . 25Fأوجد الزمن اللازم حتى یبلغ القضیب درجة حرارة . 4
  . دقائق) 10(درجة حرارة القضیب بعد مرور أوجد . 5

  :الحل
  :فإن المعادلة التفاضلیة المطلوبة هيفي البند السابق ) 2(كما مر معنا في مثال . 1

0kT
dt
dT

  

  . وهذه معادلة خطیة من الرتبة الأولى، نحصل على حلها بفصل المتغیرات
  : بفصل المتغیرات نجد أن. 2

0kdtdT
T
1

  

  0kdtdT
T
1  
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ln |T| = - kt + c  
 c kt e  T   
ktc eeT   

,1
ktecT       (c1= ec ) 

  . فیكون هذا هو الحل العام للمعادلة التفاضلیة
فـي الحـل العـام ) درجة الحرارة الابتدائیة (t = 0 عندما T = 100لإیجاد الحل الخاص نعوض . 3

  :ل علىلنحص
100ce c  100 11    

kte100T                               :إذن الحل الخاص هو                  

لتعـویض فــي ل) t = 20 ،T = 50عنـدما (، نــستخدم معطیـات الــسؤال kولحـساب الثابـت 
 k20e 100  50                                                       : الحل الخاص فنحصل على

    k20 100ln  50ln   

    035.0
20

100ln50lnk 



  

  :  تعطى بالعلاقةtإذن درجة حرارة القضیب عند أي لحظة زمنیة مثل 
0.035te100  T   

0.035te100  T                       : تعویض في المعادلةال، بT = 25 عندما tلإیجاد . 4  

0.035te100  25                   : نجد أن                                           

ln (25) = ln (100) - 0.035t 

t = 39.6  40 min 

  :  في التعویض في المعادلة السابقةT نجد t = 10عندما . 5
F710)71.0(100e100T )10(035.0   



  115

  2(مثال(  
تـــي ، أوجــد المعادلــة ال100F  فــي الخــارج حیــث الحـــرارة50F جــسم درجــة حرارتـــه عیوضــ

 5 بعــد 60Fإلــى تزیــد ً لحظــة، علمــا بــأن درجــة حــرارة الجــسم تمثــل درجــة حــرارة الجــسم عنــد أي
  . دقائق
  :الحل

  :كما في المثال السابق، المعادلة التفاضلیة التي تنظم حرارة الجسم هي

 mTTk
dt
dT

  

        )الوسط المحیط بالجسم (Tm = 100من المعطیات  100 Tk
dt
dT 

  :لحل هذه المعادلة التفاضلیة، نفصل التغیرات فنحصل على

 


kdtdT
T 100

1  

ln  | T - 100 |  = - kt + c 

T - 100  ,1
ktec      c1 = ce  

T = c1 e-kt + 100   
  : صل على بالتعویض في المعادلة السابقة نحT = 50 ،t = 0لكن 

50 = c1 + 100    c1 = -50 

  :  تصبح على الصیغةTإذن 
T = -50 e-kt +  100  

 T = 60 ،t = 5 نـستخدم الـشرط الموجـودة فـي المـسألة، أي أنـه عنـدما kولإیجـاد الثابـت 
  :  نجد أنTبالتعویض في و

60 =  50 e-5k   + 100 

 50 e-5k =  40 

5
45 ke  
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045.0
5
4ln

5
1k

5
4lneln K5 













  

   :tإذن المسألة التي تمثل درجة حرارة الجسم عند أي لحظة 
100e50T  t0.045   

  3(مثال(  
، أوجــد المعادلــة 30Fیوضــع جــسم مــا مجهــول درجــة الحــرارة فــي غرفــة درجــة حرارتهــا 

ً، علمـا بـأن درجـة حـرارة هـذا الجـسم بعـد عـشر tالتي تمثل درجة حـرارة الجـسم عنـد أي لحظـة 
  .  بعد عشرین دقیقة15F وتصبح 0F دقائق تسجل

  :الحل
ًوبناء علـى ذلـك تـصبح المعادلـة ) Tm = 30(بالجسم تبقى ثابتة المحیط درجة حرارة الوسط 

  :  تساويt بالنسبة للزمن Tّالتفاضلیة التي تمثل المعدل الزمني لدرجة حرارة الجسم 

k30kT
dt
dT

  

 : أو

 T30k
dt
dT

  

  : تغیرات نحصل علىوبفصل الم

kdtdT
T30

1



 

 


kdtdT
T30

1  

cktT  30ln  

cktT30ln   

)(,30 11
ckt ececT   
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، وكذلك عند t = 10 ،T = 0ستخدم المعطیات في السؤال وهي عند ن k, c1لإیجاد الثابتین 
t = 20 ،T = 15لنحصل على المعادلتین  :  

30ec0 k10
1  ..................................................................(1) 

30ec15 k20
1  ................................................................(2) 

  :  وبالصورة التالیةk, c1ًوبحل المعادلتین نجد كلا من 

  0.0692ln
10
1k   

  )1( بالتعویض في إحدى المعادلتین ولتكن المعادلة c1ثم نجد 

30ec0
2n1

10
110

1 


 

30
2
1c0 1   

60c1   

  : tة حرارة الجسم عند أي لحظة إذن المعادلة التي تمثل درج

30e60T
2n1

10
1



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  ) 2(التدریب 

 أوجــد مــا 150F فــي فــرن حرارتــه ثابتــة وتــساوي 50Fوضـع جــسم درجــة حرارتــه ) 1(
  : یلي
ّالمعادلة التفاضلیة التي تمثل المعـدل الزمنـي لتغیـر درجـة حـرارة الجـسم بالنـسبة . ا     

t للزمن 





  ??

dt
dT .  

ً علما بأنه تزداد درجة الحـرارة حتـى tأوجد درجة حرارة الجسم عند أي لحظة  . ب     
  .  بعد مرور عشر دقائق75F تصل

  .100Fأوجد الزمن اللازم للجسم كي یصل درجة حرارة . جـ    

ـــائق 20F، وضـــع فـــي محــیـط درجـــة حرارتـــه 72Fجـــسم درجـــة حرارتـــه ) 2( ــس دق ، بعـــد خمـ
  ؟32F، بعد كم دقیقة تصبح درجة حرارة الجسم 55Fسم أصبحت درجة حرارة الج

  )2(أسئلة التقویم الذاتي 

، أوجــد 68F فــي غرفــة درجــة حرارتهـا ثابتــة وتــساوي Tوضـع جــسم درجــة حرارتـه . 1
دقــائق أصــبحت حــرارة الجــسم ) 10(ًدرجــة حــرارة الجــسم الأصــلیة، علمــا بأنــه بعــد 

50F 55دقیقة أصبحت ) 15( وبعدF.  

 كــي یبــرد فــي محــیط مــن الهــواء درجــة 100C جــسم درجــة حرارتــه الابتدائیــة یتـرك. 2
ً، علمـا tللـزمن ، أوجد المعادلة التـي تعطـي درجـة حـرارة الجـسم كدالـة 20Cحرارته 

  .40Cبأن درجة حرارة الجسم تنخفض بعد مرور عشر دقائق إلى 

مـع الفـارق بـین درجـة  یتناسـب معـدل تبریـد جـسم فـي الهـواء :حسب قانون نیوتن للتبرید. 3
  30oC  حرارة الجـسم ودرجـة حـرارة الهـواء، وعلـى فـرض أن درجـة حـرارة الهـواء تـساوي

 15 فـي غـضون 70 C إلـى درجـة حـرارة C   100 وأن الجسم یبـرد مـن درجـة حـرارة
  ؟40 Cأوجد الزمن اللازم كي یبلغ الجسم درجة حرارة . دقیقة
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   الأجسام الساقطة والمقذوفاتتطبيقات المعادلات التفاضلية على .3
  عزیزي الدارس،، 

كما ذكرنا في البندین السابقین، توجد العدیـد مـن المـسائل العلمیـة التـي تخـضع لمعادلـة 
ــلیة مــــا، مثــــل المــــسارات المتعامــــدة فــــي المــــسائل الهندســــیة وقــــوانین نیــــوتن فــــي التبریــــد  تفاضــ

ضـیة علـى شـكل معادلـة تفاضـلیة ن المـسائل یمكـن أن تـؤول إلـى صـیغة ریاإوالتسخین، وقلنـا 
خطیة من الرتبة الأولى وفـي البنـد التـالي سـوف نـستعرض بعـض التطبیقـات لیست بالضرورة 

ـــك  ـــسائل المیكانیـــ ـــي مـــ ـــة فـــ ـــال وخاصـــ ــــي هــــــذا المجـــ ـــساقطة (الفیزیائیــــــة فــ ـــسام الـــ ــــسائل الأجـــ مــ
  ). والمقذوفات

  
   )3(الشكل 

  تطبیقات الأجسام الساقطة والمقذوفات كثیرة ومتعددة
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  المعادلة التفاضلية التي تحكم حركة جسم ما 1.3
ــة التفاضــلیة مــن الرتبــة الأولــى والتــي تحكــم حركــة جــسم كتلتــه   یــسقط فــي mلإیجــاد المعادل

 وبمقاومــة الهــواء التــي تتناســب مــع ســرعة الجــسم، نفــرض أن الــوزن wمنحنـى رأســي ویتــأثر بوزنــه 
، وحــسب قـانون نیــوتن )الاتجــاه الموجـب(سـفل والكتلـة تبقیـان ثــابتین ونختـار اتجــاه الحركـة نحــو الأ

  .ّالثاني للحركة، إن القوة المؤثرة في الجسم تساوي معدل تغیر كمیة حركة الجسم
  : أي أن

dt
dvmF   

 وt  ســرعة الجــسم عنــد لحظــة v القــوة المــؤثرة فــي الجــسم، Fحیــث 
dt
dv)  المــشتقة الأولــى

  . tلجسم عند اللحظة اعبارة عن تسارع وهي ) نللسرعة بالنسبة للزم
  : في هذه المسألة، توجد قوتان تؤثران على الجسم هما

  . یمثل تسارع الجاذبیة الأرضیةg حیث . w = mg والذي یساوي w) الوزن(قوة الثقل . 1
مقاومة  ثابت التناسب، والإشارة السالبة هنا تعني أن قوة k 0، حیث kv - قوة مقاومة الهواء . 2

  : القوة المؤثرة في الجسم تساويمحصلة ، وبذلك تكون  الجسمسرعةاتجاه تعاكس الهواء 
F = mg - kv 

لكن 
dt
dvmF وبذلك نحصل على ، :  

dt
dvmkvmg   

  : أو

gv
m
k

dt
dv

  

wkv
dt
dvm   

  . ركة الجسم حتمثلوهي معادلة تفاضلیة خطیة من الرتبة الأولى 
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 1( ملاحظة(  
  : نحصل على المعادلة) k = 0(مع إهمال مقاومة الهواء 

w
dt
dvm   

 2( ملاحظة(   
كمـا فـي مـسائل المقـذوفات، حیـث قـوة الجاذبیـة الأرضـیة ) w = wo( ثابتـة wإذا كانت 

  : ثابتة، فإن

ow
dt
dvm   

  . ًقاوتحل هذه المعادلة حسب ما مر معنا ساب

  . والأمثلة التالیة توضح كیفیة بناء المعادلة التفاضلیة

 مثال  
، أوجـد المعادلـة ا قـدم بـسرعة ابتدائیـة تـساوي صـفر100 كغـم مـن ارتفـاع 5ألقي جـسم كتلتـه 

  التفاضلیة التي تمثل حركة الجسم مع إهمال مقاومة الهواء؟ 

  :الحل
  ): 1(بكل سهولة ویسر ومن الملاحظة 

w
dt
dvm   

g
m
w

dt
dv

  
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gv حل المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى  2.3
m
k

dt
dv

  
ًهـــذه المعادلـــة هـــي معادلـــة خطیـــة مـــن الرتبـــة الأولـــى، ویكـــون حلهـــا كمـــا مـــر ســـابقا بفـــصل 

  . ٕالمتغیرات واجراء التكامل للطرفین

  . الرتبة الأولىوالأمثلة التالیة توضح كیفیة حل المعادلة التفاضلیة من 

  1(مثال(  
أوجـد . ث/  قـدم بـسرعة ابتدائیـة تـساوي صـفر قـدم100 كغـم مـن ارتفـاع 5ألقي جـسم كتلتـه 

  : ما یلي
  . t المعادلة التفاضلیة التي تمثل حركة الجسم عند أي لحظة -1
  ). 1( حل المعادلة التفاضلیة في -2
  . t أوجد موقع الجسم عند أي لحظة -3
  . سطح الأرضزم لكي یصل الجسم وجد الزمن اللا أ-4

  . أهمل مقاومة الهواء :ملاحظة                   

   :الحل
  :  بما أن مقاومة الهواء مهملة فإن المعادلة التفاضلیة التي تمثل حركة الجسم هي-1

g
dt
dv

  

  : حل المعادلة التفاضلیة هو
2-    dv = gdt  

  dv = gdt 
  :إذا). الجاذبیة الأرضیة (g = 32 ft/ s2لكن 

v = gt + c 
v = 32 t + c  
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  : ، بالتعویض في المعادلةt = 0 ،v = 0لكن من السؤال عند 

0 = 0 +         c     
               c = 0  

v = 32t 

  :  بما أن السرعة عبارة عن المشتقة الأولى للمسافة بالنسبة للزمن أي-3

dt
dxv   

  :اإذ. tعند أي لحظة ) الموقع( تمثل المسافة  :xحیث 

t32
dt
dx

  

  :بفصل المتغیرات                                     
dx = 32t dt 

dx = 32t dt 
x = 16t2 + c  

  .  بالتعویض في المعادلةt = 0 عند x = 0لكن 

0 = 0 +         c     
               c = 0  

 x = 16t2:                          هوtن موقع الجسم في أي لحظة إذ          

  : ، بالتعویض في المعادلةx = 100 حتى یبلغ الجسم مسطح الأرض تكون -4
x = 16t2 

16 =100 t2  t2 = 
16

100  

2
5

4
10t  )ثانیة(       
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  2(مثال(  
ت تـأثیر قـوة الجاذبیـة، وكـان هنـاك مقاومـة  متر تحـ500سقط جسم من السكون من ارتفاع 

علــى فــرض أن قــوة الجاذبیــة . ت/  كغــمk = 3للهـواء والتــي تتناســب مــع الــسرعة بثابــت التناســب 
، أوجـد الـزمن الـلازم حتـى ةیـ الجاذبتـسارع g = 9.81) 2ث/متـر ( وكانm = 3 )كغم (ثابتة وكتلته

  ؟ یلامس الجسم سطح الأرض

  : :الحل
  . tة التي تمثل حركة الجسم عند أي لحظة المعادلة التفاضلی

mgwkv
dt
dvm   

mgkv
dt
dvm   

  . بفصل المتغیرات، نجد حل المعادلة التفاضلیة

  : ًكما مر معنا سابقا في الوحدة الأولى، بإیجاد العامل المكامل

  t
m
kdt

m
k

eetvw ,  

  : بضرب المعادلة بالعامل المكامل، نحصل على
t

m
kt

m
kt

m
k

egev
m
k

dt
dve   

  : وهذا یكافئ الشكل التفاضلي
t

m
kt

m
k

geve
dt
d

)(  

  : بتكامل الطرفین

 













ce

k
mgdtve

dt
d t

m
kt

m
k
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`ce
k
gmve

t
m
kt

m
k

  

k
gmecv

t
m
k




 

  k = 3  ،  mg = (3) (9.81)  لكن                  
v = c e-t + 9.81 

سرعة تــساوى صـــفرا عنــد بدایـــة حركـــة  الـــً، وبمــا أن الـــسقوط كــان حـــرا فــإنcلإیجــاد الثابـــت 
  . بالتعویض في المعادلة الأخیرةو، v = 0 ،t = 0 : الجسم، أي أن

v = c e-t + 9.81 

 = 0  (1) c + 9.81  c = -9.81 

  : إذن
v = -9.81 e-t + 9.81 

لكن 
dt
dxv ) وبالتالي)المشتقة الأولى للمسافة بالنسبة للزمن ،:   

81.9e81.9
dt
dx t    

dx = (-9.81 e-t + 9.81) dt 

dx =  (-9.81 e-t + 9.81) dt 

x = 9.81 e-t + 9.81t + c1 

  : ، وبالتعویض في المعادلة الأخیرة نحصل علىx = 0 ،t = 0 فإن ٌوبما أن السقوط حر
0 = 9.81 + c1  c1 = -9.81 

  :إذن معادلة حركة الجسم
x = 9.81 t + 9.81 (e-t - 1) 
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، t، نجــد x = 500الــزمن الــلازم لكــي یلامــس الجــسم مــسطح الأرض، أي عنــد الآن نجــد 
  :  الأخیرة نحصل علىxبالتعویض في معادلة 

500 = 9.1 t + 9.81 (e-t - 1) 

  : ویحل المعادلة نجد أن

 t  52 ثانیة                 

  2(مثال(  
 أوجــد مـا یلــي ث،/ سـم 1960ًقـذف جــسم رأسـیا للأعلــى مـن ســطح الأرض بـسرعة ابتدائیــة 

  . )مع إهمال مقاومة الهواء(
  . t سرعة الجسم عند أي لحظة -1
  .  أوجد الزمن اللازم لكي یصل الجسم إلى أقصى ارتفاع-2
  .  أوجد أقصى ارتفاع وصل إلیه الجسم-3
  .  أوجد الزمن اللازم لكي یعود الجسم إلى سطح الأرض-4

  :الحل
  . لجسم المعادلة التفاضلیة التي تمثل حركة ا-1

g
m
kv

dt
dv




  

  ). k = 0(لكن مقاومة الهواء مهملة 

g
dt
dv

  

dv = -gdt 

dv = -gdt 

v = -gt + c 
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  :  بالتعویض في المعادلةt = 0 ،v = 1960، من السؤال عند cلإیجاد الثابت 
1960 =  g (0) + c 

c = 1960 
  : إذن معادلة حركة الجسم هي

v = -gt + 1960 
  : ، نحصل على2ث/ سم g = 980بتعویض ثابت الجاذبیة 

v = -980t + 1960 
  بـالتعویض فــي المعادلــة ) v = 0( الـزمن الــلازم لكـي یــصل الجــسم أقـصى ارتفــاع عنــدما - 2

v = 980t + 1960ل على، نحص:  

 980t + 1960  t - = 0) ثانیة                                        (

  . xبد من إیجاد معادلة حركة الجسم  قصى ارتفاع یصل إلیه الجسم، لا لإیجاد أ- 3

1960t980
dt
dxv   

dx = (-980t + 1960) dt 

x =  (-980t + 1960) dt 

x = -490t2 + 1960 t + c  
   :نحصل علىل، t = 0 ،x = 0ّ، نعوض cلإیجاد 

0 = c      c = 0  

x = -4 90 t2 + 1960 t 
  :  وبالتالي t = 2 عندما (x)إلیه الجسم أقصى ارتفاع یصل 

x = - 490 (2)2 + 1960 (2) = 1960 cm 
 الــزمن الــلازم لكــي یعــود الجــسم إلــى ســطح الأرض یــساوي ضــعف زمــن وصــول الجــسم إلـــى -4

  .أقصى ارتفاع
t =  2 (2) = 4  )ثانیة(  
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  4(مثال(  
.  نیــوتن3v2  نیــوتن مــن الــسكون عبــر وســط یفــرض مقاومــة مقــدارها192یــسقط جــسم وزنــه 

  . أوجد المعادلة التي تمثل حركة الجسم
   :الحل

2kvw                                     :حسب قانون نیوتن الثاني
dt
dvm  

23vmg
dt
dvm   

    
g
wm  ،m = 19223192192     : ، بالتعویض في المعادلة نجد أن v

dt
dv

g
 

)64(
64

)
64

1(
192
3 2

22

vgvggvg
dt
dv

  

:                                وبفصل المتغیرات نجد أن 


dtg
v

dv
6464 2 

 


ctg
v

dv
6464 2  

یلزم حل التكامل   2v64
dv) بالكسور الجزئیة(  

   
   v8v8

v8Bv8A
v8

B
v8

A
v64

1
2 











 

1 = A (8+v) + B (8-v) 

  :نجد أن لv = 8 ،v = -8  بتعویض B, Aمن هذه المعادلة نجد 

16
1B,

16
1A   

    dv
v816

1dv
v816

1dv
v64

1
2  







 

12 cv8ln
16
1v8ln

16
1dv

v64
1


  
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1c
v8
v8ln

16
1





  

ctgc                           : حل المعادلة التفاضلیة هو
v
v





648
8ln

16
1

1 

c - c1 = c2 

2648
8ln

16
1 ctg

v
v



  

  : ة نجد أنبالتعویض في المعادل) v = 0 ،t = 0عندما  (c2لإیجاد الثابت 

    20
64

1ln
10
1 cg

  

c2 = 0 

tg                     : إذن معادلة حركة الجسم تعطى بالعلاقة
v
v

48
8ln 

 

  )3(التدریب 

م عــن ســطح الأرض، 1000م مــن ارتفــاع جــك 5 ســقط جــسم مــن الــسكون كتلتــه ) 1(
  ناسبوكانت قوة مقاومة الهواء متناسبة مع سرعة الجسم، وكان ثابت الت

أوجد معادلة حركة الجسم عند أي لحظة، ثم أوجد الزمن اللازم . k= ث / مجك 50   
  . حتى یلامس الجسم سطح الأرض

إذا علمـــت أن كتلـــة . ث/ م 50 قــذف جـــسم إلـــى الأســـفل بـــسرعة ابتدائیـــة قـــدرها ) 2(
، أوجــد معادلــة حركــة )-10v(م، وكانــت قــوة مقاومــة الهــواء تــساوي جــك 5الجــسم 

  .  أي لحظةالجسم عند

ــــى بــــسرعة ابتدائیــــة قــــدرها ) 3( ـــسم رأســــیا للأعل ث، بإهمــــال الاحتكــــاك / م30ًقــــذف جـ
  ومقاومة الهواء، أوجد

  . tمعادلة سرعة الجسم عند أي لحظة ) أ   

  .tمعادلة موقع الجسم عند أي لحظة ) ب   
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  )3(أسئلة التقویم الذاتي 

ث، وعلــى فـــرض أن / م 52.8إذا كانــت ســرعة هبـــوط مظلــي لحظــة فـــتح المظلــة . 1
أوجـد ). وزن المظلة+ وزن المظلي ( هو w حیث wv2/256مقاومة الهواء تساوي 

  . سرعة المظلي كدالة للزمن بعد انفتاح المظلة

، أوجــد ســرعة الجــسم عنــد م 25م مــن ارتفــاع جــك 2ســقط جــسم مــن الــسكون كتلتــه . 2
ً علمــا بــأن القــوة الناتجــة عــن مقاومــة الهــواء tأي لحظــة 






 v

2
 g(، اعتبــر أن 1

=10 ms-2 .(  

م، أوجـد سـرعة الجـسم عنـد 200م من ارتفـاع جك 2ًقذف جسم رأسیا للأسفل كتلته . 3
ًنیـوتن؟ علمـا بــأن ) 50v-(ً، علمـا بـأن القـوة الناتجـة عـن مقاومـة الهـواء tأي لحظـة 

  . ث/ م3= سرعته الابتدائیة 

ـــد  mســـقط جـــسم مـــن الـــسكون كتلتـــه . 4 ــط یقـــاوم حركـــة الجـــسم، بحیـــث فـــي باون وسـ
 إذا علمـت أن الـسرعة النهائیـة ث/ قـدمتتناسب قوة المقاومة مـع مربـع سـرعة الجـسم

  . ث/ قدم  150 للجسم كانت 

  : أوجد

  سرعة الجسم بعد مرور ثانیتین؟ . 1   

  . ث/ قدم 100الزمن اللازم بحیث تكون السرعة . 2   
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  لعلى مسائل النمو والاضمحلاتطبيقات  .4
  عزیزي الدارس،، 

في البنود السابقة من تطبیقات المعادلات التفاضلیة من الرتبة الأولى عرفنا بعـض المـسائل 
ومـــسائل ) التبریــد والتـــسخین(قــانون نیـــوتن الثـــاني علـــى مـــسائل و، )المـــسارات المتعامــدة(الهندســیة 
مـسائل الخاصـة بنمـو في هـذا البنـد سـوف نـستعرض الو، )الأجسام الساقطة والمقذوفات(المیكانیك 

  . وتحلل المواد المشعة)  مثلاالبكتیریا(واضمحلال مجتمعات إحصائیة 

  المسائل الخاصة بنمو البكتيريا  1.4      
من المعلـوم أنـه إذا وضـعت بكتیریـا فـي محلـول مـا، فإنهـا تنمـو وتتكـاثر بمعـدل یتناسـب مـع 

 ولنفـرض زداد بمعدل یتناسـب مـع عـددها،، أي أن البكتیریا ت)المحلول(الكمیة الموجودة في الحیز 
ــا عنـــد أي لحظـــة N(t)أن  ـــاد t دالـــة فـــي الـــزمن تمثـــل عـــدد البكتیریـ ، وبالتـــالي یتناســـب معـــدل ازدی

البكتیریا 
dt
dN مع عددها Nفإن المعادلة التفاضلیة التي تحكم هذا النمو تعطى بالعلاقة ، :  

kN
dt
dN

  

  : بت التناسب، وتحل هذه المعادلة بفصل المتغیرات أي أنیمثل ثا: kحیث 

kdtdN
N
1

  

c = ec1 

1cktNln   

ktktcckt eceeeN 11    

N = c ekt 

، والأمثلـة التالیـة توضـح كیفیـة tهـذه المعادلـة تعطـي عـدد البكتیریـا الموجـودة فـي أي لحظـة 
  . استخدام هذه المعادلة

  )4(الشكل 
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  ات معقدة تجري لحساب نمو البكتیریااختبار

  
  2(مثال(  

) 7( فـي حیـز قابـل للنمـو فأصـبح العـدد بعـد ت ثـم وضـع250افرض أن عدد البكتیریا كان 
  ). 800(ساعات 

  . ّ أوجد المعادلة التفاضلیة التي تمثل معدل نمو البكتیریا في الحیز-1
  ). 1( أوجد حل المعادلة التفاضلیة في -2
  .  ساعة24التقریبي للبكتیریا الذي سیكون بعد مرور  أوجد العدد -3
  . 2500 أوجد الزمن اللازم كي یزداد عدد البكتیریا إلى -4

  :الحل
kN المعادلة التفاضلیة هي -1

dt
dN

  

  :  حل المعادلة التفاضلیة هو-2
N = c ekt 

  .  k, cیلزم إیجاد الثابتین، 
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، بتطبیق هذا الشرط )N =250(كان عدد البكتیریا ) t = 0(من معطیات السؤال في البدایة 
  : cعلى المعادلة نجد 

                                                    ce0 = 250  c = 250 
N = 250 ekt 

، بتطبیـق هـذا الـشرط علـى المعادلـة N = 800أصـبح العـدد ) t = 7(فـي النهایـة عنـد 
  . kنجد 

800 = 250 e7k 

e7k = 
250
800  

166.0
250
800ln

7
1k   

 المعادلة التي تعطي عدد البكتیریا في أي لحظة t هي ، :  
N = 250 e0.166t 

  :  بالتعویض في المعادلةNنجد عدد البكتیریا ) t = 24( عندما -3
N = 250 e0.166(24) = 13433 

  : ادلة بالتعویض في المعtنجد الزمن اللازم ) N = 2500( عندما -4
2500 = 250 e0.166t 

e0.166t = 10
250

2500
  

)10ln(
250
2500ln166.0 






 t  

14
166.0

0ln ltساعة    

  3(مثال(  
تناسب مع كمیة البكتیریا الموجودة، أوجد یإذا كان عدد البكتیریا في مزرعة ما یزداد بمعدل 

 وارتفـع العـدد 300 الأصـلي كـان ً علمـا بـأن العـددtالمعادلة التي تمثل عدد البكتیریا في أي لحظة 
   بعد مرور ساعتین؟ %20بنسبة 



  134

   :الحل
kNكما في المثال السابق، المعادلة التفاضلیة التي تمثل معدل الزیـادة هـي 

dt
dN

 وحلهـا 

  : ًأیضا هو
N = c ekt 

) N = 300(كانـت ) t = 0( تـستخدم المعطیـات فــي الـسؤال عنـدما c, kلإیجـاد الثـابتین 
  : التعویض في المعادلة نجد أنب

300 = ce0  c = 300 

  : تصبح المعادلة
N = 300 ekt 

، وبـــذلك یـــصبح عـــدد 60 والـــذي یــساوي %20ازداد العـــدد بنـــسبة ) t = 2(ًأیــضا عنـــدما 
  : ، بالتعویض في المعادلة نجد أن360 = 60 + 300البكتیریا 

360 = 300 e2k 

e2k = 
30
36

300
360

  

k =   09116.0
30
36ln

2
1

  

  :  هيtإذن المعادلة التي تعطي عدد البكتیریا في أي لحظة 
N = 300 e0.09116 t 

  3(مثال(  
على فرض أن العـدد الأصـلي یتـضاعف ف ،یتناسب معدل تكاثر خلایا الخمیرة مع العدد الموجود

  لي؟في ساعتین، أوجد الزمن اللازم كي یصبح العدد المتوفر ثلاثة أضعاف العدد الأص

  :الحل
فـإن المعادلـة التـي ) 1(ً وفقـا لمثـال N(t) هو tنفرض أن عدد خلایا الخمیرة في أي لحظة  

  :  هيtتمثل عدد البكتیریا في أي لحظة 
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N = No ekt 

   .ناسب ثابت التk هو العدد الأصلي، Noحیث 

  ). ضعف العدد الأصلي= العدد  (N =2Noفإن ) t = 2(لكن من السؤال عندما 
N = No ekt 

2N = No ekt 

e2k = 2  k = 
2
1 ln2 = 0.3466 

  :  هيtإذن المعادلة التي تمثل عدد الخلایا في أي لحظة 
N = No e0.3466t 

  : ، نعوض في المعادلة السابقة فنحصل علىN = 3No عندما tولحساب 
3No = No e0.3466t 

3 = e0.3466t 
  17.3

3466.0
3lnt    ساعة 
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   )التحلل( المسائل الخاصة بالاضمحلال 2.4    

 وهذا یعنـي أنّمن المعلوم أن المواد المشعة تتحلل بمعدل یتناسب مع الكمیة المتوفرة منها، 
 دالــة N(t)فر فیهــا، ولنفــرض أن االمتــوالإشــعاع كمیــة ّلمــشعة تتنــاقص بمعــدل یتناســب مــع المــادة ا

ـــاقص المـــواد tد أي لحظـــة فـــي الـــزمن تمثـــل كمیـــة المـــادة المـــشعة المتبقیـــة عنـــ ، یتناســـب معـــدل تن
المشعة 

dt
dN مع الكمیة N ،هيالتفاضلیة التي تمثل هذا المعدلالمعادلة و  :  

kN
dt
dN

  

  :  ثابت التناسب، وتحل هذه المعادلة بفصل المتغیرات، أي أنkحیث 

kdtdN
N
1

  

  : ً مر سابقا، نحصل علىوبحل المعادلة التفاضلیة كما
kte c  N   

  . والأمثلة التالیة توضح ذلكtهذه الكمیة تمثل الكمیة المشعة المتبقیة عند أي لحظة 

  1(مثال(  
تتحلل إحدى المواد المشعة بمعدل یتناسب مـع الكمیـة المتـوفرة منهـا، وعلـى فـرض أن كمیـة 

  الأصلیة تتحلل في سنتین، أوجدمن كتلتها % 5 وأن 100mgالمادة الأصلیة كانت 
  ؟  t المعادلة التي تمثل كمیة المادة المتبقیة عند أي لحظة -1
  .  من المادة الأصلیة%10 أوجد الزمن اللازم لتحلل -2

  :الحل
، فإن المعادلة التفاضلیة التي تمثل هذه الكمیـة t كمیة المادة في أي لحظة N(t)نفرض أن 

  : هي

kN
dt
dN

  
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  ًحلها كما مر سابقاو
-kte c  N   

بـالتعویض ) t = 0(فـإن ) N = 100( تـستخدم معطیـات الـسؤال عنـدما c, kلإیجـاد الثـابتین 
  : في المعادلة، نحصل على

  100100 0   cec k  

 إذن كمیـة المـادة المتبقیـة 5mgمـن المـادة الأصـلیة أي % 5تتحلـل نـسبة ) t=2(ًأیضا عند 
  :  بالتعویض في المعادلة نحصل علىN= 100-5= 95اوي تس) t=2(عند 

k2e10095   

  أي أن                     

0256.0
100
95ln

2
1k 






  

   N= 100 e-0.0256t    هيtإذن المعادلة التي تمثل المادة المتبقیة عند أي لحظة 

، یلـزم أن تحـسب الـزمن  تمثـل كمیـة المـادة المتبقیـة N= 100e -0.0256tبمـا أن المعادلـة ) 2
بـالتعویض ) 90mg( والـذي یـساوي mg100 مـن المـادة الأصـلیة %90 إلى N لانخفاض tاللازم 

  . (??? =N= 90, t)في المعادلة 
90 = 100 e0.0256t 

90.0
10
9e t0256.0   

 9.0lnt0256.0   

12.4t   

  2(مثال(  
ب مع ما یتوفر منها، وعلـى فـرض أن كمیـة المـادة تتحلل إحدى المواد المشعة بمعدل یتناس

  : من هذه المادة قد تحللت خلال ساعتین، أوجد%10 حیث أن mg 50الأصلیة تساوي 

   ؟ tمعادلة المادة المتبقیة عند أي لحظة ) 1
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  كمیة المادة بعد مرور أربع ساعات؟) 2

  الزمن اللازم لتحلل المادة إلى النصف؟) 3

  :الحل
، فإن المعادلة التفاضلیة التـي تعطـي هـذه t كمیة المادة المتبقیة في أي لحظة N(t)نفرض أن ) 1

kN                                                                                         : الكمیة
dt
dN

 

   N = 50 ، t = 0 عندما ، N = C e-ktوحلها  

50cec50                               :حصل علىبالتعویض في المعادلة ن 0  
kte50N   

 تساوي )50( من المادة الأصلیة %10بنسبة ) t = 2(لكن المادة تتحلل بعد مرور ساعتین 
5 mg.إذن كمیة المادة المتبقیة عند هذه اللحظة تساوي : N= 50 - 5 = 45    

  :بالتعویض في المعادلةو
N= 50  e-kt 
45 = 50 e-2k  

50
45e k2   

053.0k

053.0
50
45ln

2
1k




 

  :  هيtإذن معادلة المادة المتبقیة عند أي لحظة 
N= 50  e0.053t 

  :وبالتعویض في المعادلة) t=4( عندما Nالمطلوب حساب ) 2
N= 50  e0.053t  

N= 50  e 0.053(4)   =  40.5 mg 
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25دما تكون  عنtالمطلوب إیجاد الزمن ) 3
2

50N بالتعویض في المعادلة :  

N = 50  e0.053t  
t053.0e5025                                          : نحصل على                     
















2
1ln

50
25lnt053.0  

          t = 13     ساعة 

  3(مثال(  
غـم، وبعـد خمـسة أیـام یبقـى مـن نفـس المـادة  10یبقى من مادة مشعة بعد یومین مـا یـساوي 

  .غم، أوجد الكمیة الأصلیة للمادة الكیمیائیة 5
  :الحل

kN          :  إذنt هي كمیة المادة المشعة عند أي لحظة Nنفرض أن 
dt
dN

   

    N= c  e-kt              :  ثابت التناسب، وحل المعادلة التفاضلیة هوkحیث 
  :بالتعویض في المعادلة.t = 2 عند N= 10لكن 

k2ec10  ................................................................................... (1) 

  : بالتعویض في المعادلةN = 5 ( ،t = 5(ًأیضا عندما 
k5ec5  ..................................................................................... (2) 

  :نحصل على) 2(و ) 1(بحل المعادلتین 

231.0
3
2lnk

e2 k3





 

  :نجد أن) 2(وبالتعویض في إحدى المعادلتین 
 

87.15c

ec5 231.05



 

 

t231.0e87.15N                  : هيtمعادلة المادة المتبقیة في أي لحظة إذن   
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   ) t= 0  عند  Nنجد (لإیجاد كمیة المادة الأصلیة 
 

 87.15غرام

e87.15N 0231.0



 

 

  ) 4(التدریب 

مـن المعلـوم أن البكتیریـا تنمـو بمعـدل یتناسـب مـع كمیـة البكتیریـا الموجـودة، لـوحظ ) 1(
 بعـد 3000العـدد إلـى ثـم ارتفـع  ،كتیریا بعد مرور سـاعة واحـدة من الب1000وجود 

  :أربع ساعات أوجد

  ؟t المعادلة التي تبین عدد البكتیریا الموجودة في أي لحظة ) أ

  ًعدد البكتیریا الأصلي الذي كان موجودا؟) ب

سـنة أوجـد بعــد كـم سـنة یـزداد هـذا العــدد ) 50(یتـضاعف عـدد الـسكان فـي بلــد مـا كـل ) 2(
  .لاثة أضعافه وذلك على فرض أن معدل الازدیاد یتناسب مع عدد السكانإلى ث

 عمـر أوجد ؟تحلل بعد ساعةیهذه المادة من كم  ،%10تتحلل مادة مشعة بمعدل ) 3(
عمــر النـصف هــو الــزمن الــذي تـستغرقة المــادة لتفقــد نــصف [ للمـادة المــشعةالنــصف

  .]كتلتها

ا یتـــوفر منـــه، وعلـــى فـــرض أن نـــصف تناســـب مـــع مـــیصر الرادیـــوم بمعـــدل یتحلـــل عنـــ) 4(
  .سنة 100  سنة، أوجد النسبة المفقودة في1600الكمیة الأصلیة تختفي في 

تنمـــو خمیـــرة فعالـــة فـــي مكـــان مناســـب لهـــا بمعـــدل یتناســـب مـــع الكمیـــة الموجـــودة، ) 5(
وعلــى فــرض أن الكمیـــة تتــضاعف كـــل ســاعة، أوجـــد الكمیــة التـــي یمكــن الحـــصول 

علیها بعد مضي 
4

  . ساعة بدلالة الكمیة الأصلیة11
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  )4(أسئلة التقویم الذاتي 

ـــة . 1 ــا وعلـــى فـــرض أن الكمی ـــوفر منهـ ــدل یتناســـب مـــع مـــا یت ادة مـــشعة بمعـ ــ تتحلـــل مـ
الأصلیة للمادة كانت 

2
من تلك الكتلة قد تحللت بعد مرور %  0.1 وأن نسبة غم1

  . المادة في أي لحظةساعة، أوجد المعادلة التي تحدد كمیة
تتحلل مادة مشعة بمعدل یتناسب مع ما یتوفر منهـا، وعلـى فـرض أن كمیـة المـادة . 2

مــن هــذه المــادة قــد تحلــل خــلال ثــلاث % 20 وان نــسبة mg 500الأصــلیة كانــت 
  .سنوات، أوجد المعادلة التي تحدد كمیة المادة في أي لحظة

ع مــا یتــوفر منهــا، وعلــى فــرض أن تتحلــل إحــدى المــواد المــشعة بمعــدل یتناســب مــ. 3
mg 50 من هذه المادة تتحلـل خـلال سـاعتین % 10 هي كمیة المادة الأصلیة وأن

  أوجد المعادلة التي تحدد كمیة المادة؟
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  الخلاصة
  عزیزي الدارس،، 

إذا . عند بلغونا هذه النقطة من الوحدة نأمل أن تكون قد حققت الأهـداف الـواردة فـي بـدایتها
لا تقلـق، مـا علیـك سـوى إعـادة دراسـته مـرة أخـرى، وحـل .. ر غیـر واضـح فیمـا سـبقكـان هنـاك أمـ

الأمثلة والأسـئلة والتـدریبات، والاطـلاع علـى الحلـول النموذجیـة نهایـة هـذه الوحـدة، فـإن لـم تـستطع 
تجـاوز المــشكلة فعلیــك بالاسـتعانة بمــشرفك الأكــادیمي؛ ســواء بالاتـصال الفــوري معــه، أو الانتظــار 

  .لقاء یجمعك معه عبر اللقاءات الأكادیمیة المتواصلةإلى أقرب 

،  أهم ما ورد فیها من مفاهیم بإیجازنستعرضأن في نهایة هذه الوحدة على أیة حال علینا 
  :وذلك من خلال الفقرات التالیة، الموجزة كل الإیجاز

 مـن ) عائلـة(مـن المنحنیـات تحـددها مجموعـة ) عائلـة(عبارة عن مجموعـة / المسار
ادلات المع  0c,y,xF . 

 المعــدل الزمنــي لتغیـــر درجــة حــرارة جـــسم معــین تتناســب مـــع : قــانون نیــوتن للتبریـــد
 .الفرق بین درجة حرارة الجسم ودرجة حرارة الوسط المحیط بهذا الجسم

 إن القــوة المــؤثرة فـي الجــسم تــساوي معـدل تغیــر حركــة : قـانون نیــوتن الثــاني للحركـة
: الجسم أي أن

dt
dvmF . 

 تنمو البكتیریـا وتتكـاثر بمعـدل یتناسـب مـع الكمیـة الموجـودة منهـا فـي : نمو البكتیریا

) المحلول(الحیز 





 kN

dt
dN.   

 واضـحة وســهلة، وأن تكــون قــد نرجــو أن تكــونهـذه أبــرز النقــاط التـي تناولناهــا فــي الوحـدة، 
  .، مع أمنیاتنا لك بالتوفیقحدةة الو الأهداف الواردة في بدایتمكنت من تحقیق
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  لمحة مسبقة عن الوحدة الدراسية التالية
  عزیزي الدارس،،

نتنــاول فـــي الوحـــدة الثالثـــة المعـــادلات التفاضـــلیة مـــن الرتبـــة الثانیـــة، المتجانـــسة منهـــا وغیـــر 
  .ض المعادلات التفاضلیةاالمتجانسة، وبالتالي ننتقل بك إلى مرحلة متقدمة من استعر

  ة بتعریف المعادلات التفاضلیة من الرتبة الثانیة، ونستعرض أنواعها المختلفةنبدأ الوحد
ًبعد ذلك، وكما عودناك في الوحدتین الأولى والثانیة سنورد لك عددا كبیرا من الأمثلة ً  

  .لتوضیح الأفكار الواردة في الوحدة
  .نرجو أن تكون وحدة مفیدة لك، ونتمنى لك التوفیق

  
  

  إجابات التدريبات
  ) 1(دریب ت

xec:  نحصل علىxًباشتقاق المعادلة ضمنیا بالنسبة لـ ) 1
dx
dy

  

xeلكن من المعادلة الأصلیة 
yc  بالتعویض في 

dx
dy   

 :            نحصل على                                   y,xfy
dx
dy

   

  : التي تمثل عائلة المسارات المتعامدة هيالمعادلة التفاضلیة

  y
1

y,xf
1

dx
dy

  

0dx1ydy              :بترتیب المعادلة نحصل على                      
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  : تكامل الطرفین نحصل علىبهذه معادلة قابلة للفصل، و

   0dx1ydy  

cxy
2
1 2   

  : نحصل علىxًیا بالنسبة لـ باشتقاق المعادلة ضمن) 2

c4
dx
dyy2   

y
c2

dx
dy

  

:لكن من المعادلة الأصلیة نجد أن                 

 
x4

yc
2

  

  :وبالتعویض في المعادلة المشتقة نجد أن  

  y,xf
x2
y

yx4
y2

dx
dy 2

  

: المعادلة التفاضلیة التي تمثل عائلة المسارات المتعامدة هي  y
x

yxfdx
dy 2

,
1

                        

0xdx2ydy:                                       بترتیب المعادلة نحصل على     

  :بتكامل الطرفین نحصل على

   0dxx2ydy   

cxy
2
1 22   

2x نحصل على xًباشتقاق المعادلة ضمنیا بالنسبة لـ ) 3
c

dx
dy 

   

 بالتعویض في c = xyلكن من المعادلة الأصلیة     
dx
dy    
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 yxf
x
y

dx
dy ,  

  :المعادلة التفاضلیة التي تمثل عائلة المسارات المتعامدة هي

  y
x

yxfdx
dy


,

1  

0dyyxdx:  بترتیب المعادلة نحصل على    

   :صل، وبتكامل الطرفین نحصل علىهذه المعادلة قابلة للف

   0dyydxx  

cy
2
1x

2
1 22   

   

  ) 2(تدریب 
إذن  Tm= 150oFدرجة حـرارة الوسـط المحـیط هـي درجـة حـرارة الفـرن والتـي تبقـى ثابتـة وهـي ) ا ) 1( 

  المعادلة التفاضلیة هي 

 150Tk
dt
dT

k150kT
dt
dT





 

  بفصل المتغیرات نحصل على ) ب

  


dtkdT
150T
1  

  ctk150Tln   

)(,150 1ccecT kt    
ktec150T   

   : نحصل علىc  لإیجاد T = 50  فإن t = 0عند 
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100cc15050   
kte100150T   

   t= 10 ، T = 75 من معطیات المسألة عند kولإیجاد 
 10ke10015075   

02877.0
4
310  ke k  

teT 02877.0100150   

   : بالتعویض في المعادلةT = 100  عندما ???= tالمطلوب إیجاد ) جـ
teT 02877.0100150   
te 02677.0100150100   

min1.245.002877.0  te t  

F20Tmدرجــة حــرارة الوســط المحــیط هــي درجــة حــرارة العــراء  ) 2(  إذن المعادلــة التفاضــلیة 
  :هي

 20Tk
dt

dT

k20kT
dt
dT





 

dtkdT
20T

1



 

  ckt20Tln   
ktec20T   

72T فإن t = 0عند    بالتعویض نحصل على    
52cc2072   
kteT  5220  
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  : بالتعویض نحصل علىt = 5 عند T= 55 نستخدم المعطیات في السؤال kلإیجاد 
k5e522055   

  منها نجد أنو

                                                             







52
35ln

5
1k  

t
eT









 52
35ln

5
1

5220  

  T = 32  عندما ??? = tوالمطلوب إیجاد 

t :                                 بالتعویض نجد أن
e









 52
35ln

5
1

522032   

                                                          :ومنها نجد أن















52
35ln/

52
12ln5t   

5.18t    

  ) 3(تدریب 
  : حسب قانون نیوتن الثاني) 1

kvw
dt
dvm   

، بـالتعویض فـي   w = (5) (10) = 50 ،k = 50، ومنهـا w = mgمـن معطیـات الـسؤال، 
  : المعادلة نحصل على

m
kv

m
w

dt
dv

  

5
v5010

dt
dv

  

)v1(10v1010
dt
dv

  

dt10dv
v1

1



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1n (v-1) = 10 + c 

v -1 = c e-10t  v = c e-10t + 1 
  :  لنحصل علىv = 0 ،t = 0 نعوض cلإیجاد 

0 = c + 1  c = -1 
v = 1- e-10t 

بــد مــن  صــفر لا= الأرض والمطلــوب إیجــاد الــزمن الــلازم بحیــث یكــون ارتفــاع الجــسم عــن 
، ولكن xإیجاد معادلة المسافة 

dt
dxv . 

t10e1
dt
dx   

    dte1dx t10  

c
10

etx
t10




 

  : نحصل علىt = 0 ، x = 0لكن عند  

10
1cc

10
100   

10
1

10
etx

t10




 

 1e
10
1tx t10    

  t = 1019ثانیة  نجد x =1000بالتعویض  
kvw :حسب قانون نیوتن الثاني) 2

dt
dvm     

    k = -10v ،  m = 5:         لكن               

m
kv

m
w

dt
dv

  

2
22

v210
5
v1010

5
v10g

dt
dv

  
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  :بفصل المتغیرات نحصل على

  dtdv
5v2

1
2 


 

 


dtdv
5v

1
2
1

2
 

ct5vln
52

15vln
52

1
2
1 








  

  :ون نیوتن الثانيحسب قان) أ) 3

w
dt
dvm   

10 g
dt
dv  

ctv

dtdv



 

10

10

 

   t = 0 ، فإن v = 30 ms-1لكن عندما 

30030  cc  
v = -10 t + 30 

x ، vلإیجاد موقع الجسم ) ب
dt
dx

   

3010  t
dt
dx  

 
1

2 305
3010
cttx
dttdx




 

   c1 = 0  لنحصل على t = 0  ، x = 0ض  نعوc1لإیجاد 

  tttx 965 2   
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  ) 4(تدریب 
kNالمعادلة التفاضلیة التي تحكم هذه الحركـة ) أ  ) 1(

dt
dN

 حیـث أن )t(N هـو عـدد البكتیریـا 

  :ل المتغیرات نجد حل هذه المعادلة ثابت التناسب، بفصkالموجودة و 

  dtkdN
N
1    

1CktNn1   

)(, 1ckt ececN   

 N بـالتعویض فـي .t = 4 ، N = 3000  و t = 1 ، N = 1000 عنـدما k ،cلإیجـاد 
  : نحصل على

1000 = cek 
3000 = ce4k 

366.03lnبحل المعادلتین 
3
1k  ،  694e1000c 366.0     

   N  = 694 e0.366t :ي  هtإذن المعادلة التي تبین عدد البكتیریا في أي لحظة 
  . N = 694: وبالتالي) t = 0(لإیجاد عدد البكتیریا الأصلي نعوض ) ب
، فـإن المعادلـة التفاضــلیة التـي تـنظم هـذا النمــو )بالـسنوات( عـدد الـسكان فـي وقــت مـا xلـیكن ) 2(

kx
dt
dx

بفصل المتغیرات نجد الحل :  

dtkdx
x
1

  

1nx = kt + c1 

)(, 1ckt ececx   

  t = 0 عند x = c  وذلك لأن x = 2c فإن t = 50لكن عند 

kkt :وبالتالي                                             eccecx 502    
2e k50   
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 إذن ekt = 3 نحصل على x= 3 c القیمة xًأیضا لدى بلوغ العدد   ttk50 2e    
79t232eسنة t50tkt50   

 إذن المعادلــة التفاضــلیة التــي تحكـــم t كمیــة المــادة الموجــودة فـــي أي لحظــة N(t)نفــرض أن ) 3(
ktهذه المادة 

dt
dN

 بحل المعادلة نجد أن الحل هو ktecN    

   : وبالتالي فإنN0 هي  (t=0)لنفرض أن المادة الأصلیة عند 
  ceeN 0kkt

0    
kt

0 eNN   

 Nوهذا یعني أن % 90ویبقى منها ) t = 1( عند N0من المادة الأصلیة % 10تتحلل 

= 0.9 N0 ولإیجاد kبالشكل :   
k

00
eNN9.0   

t105.0
0

k

eNN

105.0k9.0e








 

إن عمر النصف هو الزمن المرتبط بالكمیة 





  0N

2
1N  وبالتعویض في N   

t105.0
00 eNN

2
1   

tساعة 601.6  

، المعادلـــة التفاضـــلیة التـــي تحكـــم t كمیـــة الرادیـــوم الموجـــودة عنـــد أي لحظـــة N(t)نفـــرض أن ) 4(
  كمیة المادة الموجودة 

kN
dt
dN

  

kteCN    وحلها    
kt

0 eNN   

  .كمیة المادة الأصلیة: N0حیث   
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0Nیكـــون لـــدینا ، ف1600وم یـــساوي ن عمـــر النـــصف للرادیـــلكـــ
2
1N  عنـــد t = 1600 

   : Nبالتعویض في 
k1600

00 eNN
2
1   

0004332.0
1600

)2
1ln(




k  

t0004332.0
0 eNN   

  :سنة) 100(ن المادة المتبقیة بعد وهكذا تكو
  1000004332.0

0 eNN    =  0.958 N0 

2.4% :        یةذن نسبة النقص في المادة الأصلإ        
958.0

100
0

00 



N

NN   

kN   إذن t كمیة الخمیرة الموجودة عند أي لحظة N(t)نفرض أن ) 5(
dt
dN

   

  ktecN                                                    :وحلها        

   :فإن) t = 0( عند N= N0ولو فرضنا أن المادة الأصلیة 
N = N0 ekt    

  : N بالتعویض في N= 2N0فإن ) t = 2(عند 
693.0)2(ln2 00  keNN k  

t693.0
0 eNN  

  .  من المادة الأصلیة6.72وهذا یمثل   N = N0 e 0.693 (2.75)تكون ) t = 2.75(عند 
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1(أسئلة التقویم الذاتي 

1 .cxseelnxtanxseeln
2

y2
  

2 .c
x3
1e y    

  )2(أسئلة التقویم الذاتي 

k68kTحل المعادلة التفاضلیة  . 1
dt
dT

هو :   

ktec68T  حیث 






13
18ln

2
1k ، 

13
18c

3
  ،









 13
18ln

5
13

e
13

1868T.  

 :           لنحصل علىt = 0لإیجاد درجة الحرارة الأصلیة نعوض 
13

1868T
3

   

k20kTالمعادلة التفاضلیة هي . 2
dt
dT

وحلها هو :  

ktec20T  ونظرا لأن ، ًT = 100 عند ،t = 0 یعطى c= 80 ، T = 40 عند t=10 
t1386.0e8020T :    إذن المعادلة التي تمثل حرارة الجسم هيk = 0.1386نجد    

min52 :                                 نبنفس الأسلوب السابق نجد أ. 3
56.0

7ln15t    

  )3(أسئلة التقویم الذاتي 

ــي . 1 ـــلیة هــــ ــــة التفاضـــ المعادلــ
256

vww
dt
dv

g
w 2

 ومنهــــــا نجــــــد dt
8
1dv

256v
1

2



ــــري   نجــ

  :فنحصل على  t = t ،  v = v ، و t = 0 ، v = 176التكامل بین الحدین 

0

tt

176v

vv

8
t

16v
16vln

32
1 














  
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t4
6
5ln

16v
16vln 
















  

  :الة للزمن بعید انفتاح المظلة هيومنها نجد أن سرعة المظلي كد

t4

t4

e56
e5616v







  

10المعادلة التفاضلیة . 2
4
1

 v
dt
dv 440  وبحل هذه المعادلة نحصل على

t
ecv    

44040 هي t، سرعة الجسم عند أي لحظة - = c 40   نجدv= 0 ، t =0عند 
t

ev .  

8.9v25المعادلة التفاضلیة هي . 3
dt
dv

وبحل هذه المعادلة نحصل على  :  

 t25ec392.0v    
   إذن سرعة الجسم عند أي لحظة c = 2.608 ومنها نجد t=0 ، v=3عند 

t25e608.2392.0v   

2المعادلة التفاضلیة . 4
1vkmg

dt
dvm  حیث k1 = 2m k2    

dt2:                          وبالتالي نحصل على معادلة الحركة
16vk

dv
22 


 

   : بإجراء التكامل نحصل على

ckt16
4kv
4kvln 








  

    c = -1  نجد أن t = 0 ، v = 0عند 

عندما  t150v  إذن 
7
2k وبذلك یصبح الحل :  

te
v
v 43.0

150
150 


  
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   .v = 16ث / ومنها نجد قدمt = 2 عندما v لإیجاد )1
  . t = 3.7  ومنها نجد ثانیة v = 100  عندما tلإیجاد ) 2

  )4(أسئلة التقویم الذاتي 
kt كمیة المادة، N(t)نفرض أن . 1

dt
dN

 وبالتالي فإن ktecN  لأن ،
2
1N  عند t 

 نجــد 0=
2
1c مــن المــادة الأصــلیة قــد تحلــل عنــد % 0.1ً أیــضا نــسبة)t=1 ( بینمــا تبقــى

 عنــد N= 0.4995 نعــوض kولإیجــاد . N= 0.4995أي أن غــم ) t= 1(عنــد % 99.9
)t=1.(  

  001.0ke
2
14995.0 1k    

t001.0e
2
1N   

   N = c e-ktالمعادلة  . 2
   c = 500 نجد أن Nدلة   في المعاN= 500 ، t =0، نعوض cلإیجاد 

kte500N   

  ).t = 3( من المادة الأصلیة یتحلل خلال %20ًأیضا 
عنــد هــذه اللحظــة % 80وتبقــى   4005008.0N  إذن  400N عنــد )t = 3 (

  . N بالتعویض في kنجد منها 
07438.0ke500400 k3    

t07438.0e500N   

3 .ktecN  50 عندN  ، t = 0وبالتالي نجد أن :                cec50 0k  
kte50N   

   k  نجد N  بالتعویض في t = 2( ،N = 50 - 5 = 45(ًأیضا عند 
053.0ke5045 k2    

t053.0e50N   
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  مسرد المصطلحات
 هــذا المقـرر، ولعــدم الرغبـة فــي إظهـار معــادلات ریاضـیة فــي عزیـزي الـدارس، نظــرا لطبیعـة

ــه مـــن المـــصطلح  ــي ومـــا یقابلـ ـــذا نقتـــصر هنـــا علـــى ذكـــر المـــصطلح العربـ مـــسرد المـــصطلحات، ل
  .الانجلیزي، وذلك لمساعدة الدارس في الرجوع إلى المراجع الأجنبیة، أو مواقع الإنترنت
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  Orthogonal Trajectories  المسارات المتعامدة 

  Second Newton's law of Cooling  قانون نیوتن للتبرید 

  Decay  اضمحلال 

  Half - life  عمر النصف 

  Mechanics  میكانیك

  Coefficient of Resistance  عامل المقاومة 

  Velocity  سرعة 

  Gravitational field  مجال الجاذبیة 

  Physical system  النظام الفیزیائي 

  Arbibrary Constant  تباطي ثابت اع

  Force  قوة 

  Growth  نمو 

ـــعاعي  ــ ـــمحلال إشـ ـــادة (إضـــ ــمحلال المـــ ـــ اضـ
  Radioactive Decay   )المشعة

  Application  تطبیق 

  Slope  میل 
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  المقدمة 
  تمهيد

  عزیزي الدارس،، 

ـــــة ال ــ ــل المعادل ــــ ــــة حـ ـــا كیفیـــ ـــى عرفنــــ ــــدة الأولــــ ـــــي الوحـــ ـــــى  فــ ــ ـــــة الأول ــ ـــن الرتب ـــة مــــ ــلیة الخطیــــ ــــ تفاضـ
   xqyxP

dx
dy

 وفــي الوحــدة الثانیــة عرفنــا بعــض التطبیقــات الهندســیة والفیزیائیــة والكیمیائیــة علــى 

 المعادلات، أمـا فـي هـذه الوحـدة فـسوف نحـاول تقـدیم المعـادلات التفاضـلیة الخطیـة مـن الرتبـة الثانیـة تلك
 لأن هــذا النــوع مــن المعــادلات یمثــل عقبــة فــي طریــق العدیــد مــن ومیــسرة، وذلــكبــصورة مختــصرة وســهلة 

ـــة  ـــي عملی ــصوصا ف ــین، وخـ ــل هـــذه المعـــادلاتالدارسـ ، ولعـــل ذلـــك ناشـــىء عـــن أســـلوب عـــرض تلــــك حـ
المعـادلات وتقـدیمها للـدارس، ونحـن مـن جانبینـا لا نجـد فـي هـذه المعـادلات سـوى تطـویر للمفـاهیم الـواردة 

ــة الأولــى ســنتطرق إلــى معــادلات الرتبــة الثانیــة؛ فــي الوحــدتین الأولــى والثانیــة، ف بــدلا مــن معــادلات الرتب
ن والمتجانسة وغیر المتجانسة، وستجد أن التعامل معها وحلها سهل ومیسر، بعكس ما یـشكو منـه الدارسـ

  .أحیانا

ــة الثانیــة، وكــذلك فــي البدایــة ســنتناول  یــر المتجانــسة، وســنزودك غالمعــادلات المتجانــسة مــن الرتب
ن من التدریبات اة وافیة على كل فكرة من الأفكار الواردة، وسیتبع كل قسم رئیس في الوحدة مجموعتبأمثل

وأســئلة التقــویم الــذاتي كمــا عودنــاك فــي الوحــدتین الــسابقتین، وذلــك بهــدف تطبیــق مــا تعلمتــه بــشكل فــوري 
  .ه في نهایة الوحدة ما علیك سوى حل تلك الأسئلة والتدریبات، والتأكد من الإجابات المثبت.ومباشر

، لذا من )الأخیرة(تكمن أهمیة هذه الوحدة في أنها مقدمة لفهم التطبیقات الواردة في الوحدة الرابعة 
  .الضروري أن لا تتجاوزها إلا وقد استوعبت جمیع ما ورد فیها من مفاهیم

التواصـل مـع وأن تساهم معنا في تطویرها عبـر وأن تجدها ممتعة، نأمل أن تكون وحدة مفیدة لك، 
  .، ونتمنى لك التوفیق دائمادراسي ومشرفك الأكادیمي باستمرارمركزك ال
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  الوحدة أهداف
  عزیزي الدارس،، 

  : ًیتوقع منك بعد الانتهاء من دراسة هذه الوحدة أن تكون قادرا على أن

  .  المعادلات التفاضلیة الخطیة من الرتبة الثانیةّتعرف) 1

  .تفاضلیة الخطیة المتجانسة وغیر المتجانسة من الرتبة الثانیة المعادلات ال بینتمیز) 2

ــه بتــــشرح) 3 ــلیة الخطیــــة المتجانــــسة مــــن الرتبــــة الثانیــــة ذات  مــــن نعنیــ المعـــادلات التفاضــ
  .المعاملات الثابتة

  . المعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة من الرتبة الثانیة ذات المعاملات الثابتةتحل) 4

ــین المعــــاتمیــــز) 5 ـــة ذات  بــ ـــر المتجانــــسة مــــن الرتبــــة الثانیــ ــلیة الخطیـــــة غیـ دلات التفاضــ
  .المعاملات الثابتة وذات المعاملات غیر المعینة

ــاملات الثابتـــة تحـــل) 6 ــة ذات المعـ ــن الرتبـــة الثانیـ ــسة مـ ــر المتجانـ ــلیة غیـ ـــة التفاضـ  المعادل
  .والمعاملات غیر المعینة
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  ثانيةتعريف المعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة ال .1
  عزیزي الدارس، 

ما الذي نعنیـه بالمعادلـة التفاضـلیة : َأعتقد أن السؤال الملح علیك منذ قرأت عنوان هذه الوحدة هو
ٕالخطیة من الرتبة الثانیة؟ ولا أرید هنا أن أبدأ بمقدمات وشروحات قد تؤدي بـك إلـى الملـل، وانمـا سـأنتقل 

  .مباشرة إلى تعریف تلك المعادلات حتى یطمئن قلبك
لیة التـي تكتـب علـى الـصیغة :المعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبـة الثانیـة  هـي المعادلـة التفاضـ

  :                                الریاضیة التالیة

     ..xryxq
dx
dyxP

dx
yd
2

2
 ............................................ (1) 

  . عبارة عن دوال متصلة في مجالهاP (x) ، q (x) ، r (x)حیث 
  :تصبح) 1(عادلة فإن الم  r(x) = 0وٕاذا كانت الدالة 

     .0yxq
dx
dyxP

dx
yd
2

2
 ........................................................ (2) 

ٕ، واذا كانت الدالة معادلة تفاضلیة خطیة متجانسة من الرتبة الثانیةوتسمى   0 xr  ) كما فـي
  .معادلة تفاضلیة خطیة غیر متجانسة من الرتبة الثانیة فتسمى ))1(المعادلة 

ــة  ــین المعــــادوالأمثلــــة التالیــ ــك الفروقــــات بــ ــ ــشرح ل لات التفاضــــلیة المتجانــــسة مــــن الرتبــــة الثانیــــة تــ
  .والمعادلات غیر المتجانسة

  1(مثال(  
x2المعادلـــة التفاضـــلیة 

2

2
exy

dx
dyx

dx
yd

 ــن الرتبــــة ــسة مـ ـــر متجانـ ـــة تفاضـــلیة غی  معادل

  : الثانیة حیث

      x2 exr,xxq,xxP  . 

  2(مثال(  
ــة التفاضــلیة  0y2المعادل

dx
dy

dx
dy

2

2
ــة تفاضــلیة خط یــة متجانــسة مــن الرتبــة الثانیــة  معادل

                                               حیث      0xr,2xq,1xP   
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  .وسوف نناقش في هذه الوحدة نوعين من المعادلات التفاضلية
    المعادلات التفاضلیة المتجانسة من الرتبة الثانیة ذات المعاملات الثابتة) 1

(Homogenous Differential Equations with Constant Coefficients) 

المعاملات غیـر : ت الثابتةالمعادلات التفاضلیة غیر المتجانسة من الرتبة الثانیة ذات المعاملا) 2
  .ةینالمع

(Non - homogenous Differential Equations with Constant Coefficient: Undetermined 
Coefficients)  

  

  ذات المعاملات الثابتةة المتجانسة المعادلات التفاضلي .2
  عزیزي الدارس، 

 P(x) ،q(x) إذا كانــت الــدوال الخطیــة المتجانــسةنناقش حــل المعادلــة التفاضــلیة فــي هــذا البنــد ســ

ــة هـــي ـــة أي أن المعادلـ 0qy: ثابت
dx
dyP

xd
yd

2

2
ــستقلین لهـــذه المعادلــــة والهـــدف إ ، یجـــاد حلـــین مـ

  :والنظریة التالیة توضح ذلك

  )1(نظریة 
ٌإذا كان كل من  xyy

11
 و  xyy

22
حلین مستقلین للمعادلة التفاضلیة المتجانسة .  

    0yxq
dx
dyxP

dx
yd
2

2
  

: فإن الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو     xycxycxy 2211    
  

  .ذه المعادلة لنحصل على الحل الخاص لهc 2, c1وتحت شروط معینة نستطیع إیجاد الثابتین 

   ؟y 2, y1 كیف یمكن إیجاد الحلین : هناوالسؤال الذي یطرح نفسه
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mxeyوللإجابة على هذا السؤال، أفـرض أن  هـو الحـل المقتـرح والممكـن للمعادلـة التفاضـلیة  
  : وعلیه

mx2
2

2
mx em

dx
yd,em

dx
dy

  

  : نحصل علىلفي المعادلة التفاضلیة ثم نعوض 

0eqemPem mxmxmx2   

  0qPmme 2mx   

.02  qPmm ......................................................................... (3) 

ــة ) 3(والمعادلــة  ــة المــساعدة(هــي معادلــة تربیعی ــانون العــام لحــل ) المعادل نجــد حلهــا باســتخدام الق
  .المعادلة التربیعیة

2
q4PP

m
2 




 

أو                                
2

q4PP
m

2

2


 ، 
2

q4PP
m

2

1


   

 نـستطیع تحدیـد الحـل العـام P2 - 4q) المعادلـة المـساعدة(ّبالاعتماد على ممیز المعادلة التربیعیـة 
  . وهنا سیظهر لنا عدة حالات اعتمادا على الممیز، ونفصلها فیما یلي.للمعادلة التفاضلیة

0q4p2 إذا كان: الحالة الأولى  1.2   

0q4p2إذا كان في هذه الحالة   فإن المعادلة التربیعیـة لهـا جـذران مختلفـان m2, m1 وبالتـالي 
xm                               : فإن المعادلة التفاضلیة لها حلان

2
xm

1
21 ey,ey   

xm                                              :  ویكون الحل العام هو
2

xm
1

21 ececy   

 والأمثلة التالیـة توضـح كیفیـة ، تحت شروط معینة للحصول على الحل الخاصc1, c2د ویمكن أن نج
  : حل المعادلة التفاضلیة في هذه الحالة
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  1(مثال(  
   y - y - 6y = 0أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة 

  :الحل
  .هذه معادلة تفاضلیة خطیة متجانسة من الرتبة الثانیة ذات معاملات ثابتة

    m2 - m - 6 = 0 المعادلة التربیعیة نجد حل
  :بالتحلیل إلى العوامل

   03m2m   

3m,2m 21   

  : فإن المعادلة التفاضلیة لها حلان
x3

2
x2

1 ey,ey    

  :ویكون الحل العام هو
 x3

2
x2

1 ececy     
  2(مثال(  

  : أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة

0y5
dx
dy6

dx
yd
2

2
  

  :الحل
  .هذه معادلة تفاضلیة خطیة متجانسة من الرتبة الثانیة ذات معاملات ثابتة

05m6m2:                           )المساعدة(نجد حل المعادلة التربیعیة     
   

5m,1m
05m1m

21 


 

  : فإن المعادلة التفاضلیة لها حلان
x5

2
x

1 ey,ey    

x5                                            :حل العام هوویكون ال
2

x
1 ececy             
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  3(مثال(  
  : أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة

0y3y2y    

تحت الشروط     10y,50'y .   

  :الحل
  : ثابتةهذه معادلة تفاضلیة خطیة متجانسة من الرتبة الثانیة ذات معاملات 

  )المساعدة( نجد حل المعادلة التربیعیة 

  

1m,3m

01m3m

03m2m

21

2







 

  ومباشرة یكون الحل العام هو
 x

2
x3

1 ececy     

 اي: في السؤالین المعطیینلإیجاد الحل الخاص، نستخدم الشرط  10y    

  إذن
1= c1+c2 ....................................................................................... (1) 

ًأیضا   50'y   ة الحل العام نحصل علىباشتقاق معادلحیث :  
x

2
x3

1 ecec3y    

  5cc30y 21
1  ................................................................... (2) 

                                                              :بحل المعادلتین

5cc3 21   
1cc 21   

   y = - e-3x + 2 ex إذن الحل الخاص هو c1=-1 ، c2= 2نجد أن 
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  4(مثال(  
وجــد المعادلــة التفاضــلیة الخطیــة مــن الرتبــة الثانیــة المتجانــسة ذات المعــاملات الثابتــة التــي حلهــا أ

x2العام 
2

x5
1 ececy   

  :الحل
xecy                                          من الحل العام 5

11  ، x5
22 ecy    

  ).دلة التربیعیةجذور المعا (m1 = 5  ، m2 = -2إذن 

  : لإیجاد المعادلة التربیعیة نستخدم القانون التالي

   -m2) مجموع الجذرین (m+ حاصل ضرب الجذرین  = 0

    

010m3m

052m52m

2

2




 

02بالمقارنة مع المعادلة   qPmmنجد أن :  

                3,10  Pq بالتعویض في المعادلة التفاضلیة  ، و :  

0yq
dx
dyP

dx
yd
2

2
  

  نحصل على 

0y10
dx
dy3

dx
yd
2

2
  

  أو                                                        

  0y10y3y    
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   P2 - 4q = 0  إذا كان: الحالة الثانية  2.2

   m1 = m2 = mفإن المعادلة التربیعیة لها جذران متساویان   P2 - 4q = 0إذا كان 
  : هماالمعادلة التفاضلیة لها حلانفهذه وبالتالي 

 y1 = e mx,      y2 = x  e mx    
mx                      :والحل العام هو                       

2
mx

1 excecy    

 تحـت شـروط معینـة للحـصول علـى الحـل الخـاص، والأمثلـة التالیـة توضـح c1, c2ویمكـن أن نجـد 
  .ادلة التفاضلیة في هذه الحالةكیفیة حل المع

  1(مثال(  
0y'y2''yأوجد حل المعادلة التفاضلیة    

  :الحل
  .هذه معادلة تفاضلیة خطیة متجانسة من الرتبة الثانیة ذات معاملات ثابتة

  ) المساعدة(نجد حل المعادلة التربیعیة 

  

1mmm

01m1m

01m2m

21

2







 

  y1 = e-x  ، y2 = x e -x :  هماإذن المعادلة لها حلان

  :الحل العام للمعادلة هو
 x

2
x

1 excecy     

  2(مثال(  
  : أوجد الحل العام للمعادلة

025y10y   
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  :الحل
  .المعادلة تفاضلیة خطیة من الرتبة الثانیة، متجانسة وذات معاملات ثابتة

  ) المساعدة(نجد حل المعادلة التربیعیة 

  

5mmm

05m5m

025m10m

21

2







 

  y1 = e-5x  ، y2 = x e-5x :                          هماذن المعادلة التفاضلیة لها حلانإ

x5                                                 : والحل العام هو
2

x5
1 excecy   

  3(مثال(  
  : أوجد المعادلة التفاضلیة التي حلها العام

x
2

x
1 excecy   

  :الحل
  هما ) المساعدة( وجذرا المعادلة التربیعیة  y1 = ex  ، y2 = x exؤال من الس

m1 = m2 = m =1 ومنها نجد المعادلة التربیعیة   

   m2 -) مجموع الجذرین (m) + حاصل ضرب الجذرین = (0

01m2m2   

02     بالمقارنة مع المعادلة  qPmm   

  : لتعویض في المعادلة التفاضلیة نجد أن ، باP ،q = 1 2- = ,نجد أن

02
0




yyy
qyPyy

 

  4(مثال(  
  أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة 
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0y9y6y    

    y'(0) =1 ، y (0) =2إذا علمت أن 

  :الحل
  . المعادلة تفاضلیة خطیة متجانسة من الرتبة الثانیة ذات معاملات ثابتة

  : هي) ساعدةالم(المعادلة التربیعیة 

  

3mmm

03m3m

09m6m

21

2







 

  :إذن الحلان الأساسیان للمعادلة التفاضلیة هما
x3

2
x3

1 exy,ey   

  :وبالتالي فإن الحل العام
x3

2
x3

1 xececy   

  : وبالشكلc2, c1بالاشتقاق من معطیات السؤال نجد 
  2c20c0y 11   

 xxx eexcecy 33
2

3
1

' 33   

  1cc30'y 21   

  5c1c23 22   

  : إذن الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة هو
x3x3 xe5e2y   
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   P2 - 4q  > 0   إذا كان: الحالة الثالثة  3.2

فــي حقـل الأعــداد ) نیمـركب(ن یة التربیعیــة لهـا جــذران غیـر حقیقیــ  فــإن المعادلـP2 - 4q >  0إذا كـان 
  : ون العام لحل المعادلة التربیعیةالمركبة، ونجد الجذرین باستخدام القان

2
42 qPP

m



  

iβαm1وعلى فرض أن    ،  iβαm2     

1iحیث  ن للمعادلة التفاضلیة هماین الأساسیی فإن الحل:  
xcosey,xsiney x

1
x

2    

 Euler   صیغة أویلر حسب 

  : ویكون الحل العام هو

xsinecxcosecy x
2

x
1    

لنحـصل علـى مـا یـسمى   c2, c1وتحـت شـروط معینـة تعطـى فـي الـسؤال، تـستطیع إیجـاد الثـابتین 
  .وٕالیك الأمثلة التالیة التي توضح هذه الحالة  .بالحل الخاص للمعادلة التفاضلیة

  

  1(مثال(  
0y5y2yأوجد حل المعادلة التفاضلیة     

  :الحل
  .  ة خطیة من الرتبة الثانیة ذات معاملات ثابتةهذه معادلة تفاضلی

  ) المساعدة( نجد الجذر للمعادلة التربیعیة 

05m2m2   

  :باستخدام القانون العام لحل المعادلة التربیعیة نجد الجذور
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 
2

5442
m





 

2
1162

2
162

m








 

     i21
2

i42






  

     2,1   

  :وبناء على ذلك فإن الحلین الأساسیین للمعادلة هما
2xsiney2x,cosey x

2
x

1
   

  : وعلیه فإن الحل العام هو

x2sinecx2cosecy x
2

x
1

   

  2(مثال(  
  : أوجد حل المعادلة التفاضلیة

0y9
dx

yd
2

2
  

  :الحل
  m2+ 9 = 0           )المساعدة( المعادلة التربیعیة ينجد جذر

i30m         :ب القانون العام للمعادلة هماوجذراها حس    

  : فیكون الحلان الأساسیان هما0 ، 3أي أن 
 

  x3sinx3siney

x3cosx3cosey

x0
2

x0
1




 

x3coscx3sincy                      : وبناء على ذلك فإن الحل العام هو 21    
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  3(مثال(  

0y8عادلة التفاضلیة أوجد حل الم
dx
dy4

dx
yd
2

2
   

  :الحل
  :هي) المساعدة(المعادلة التربیعیة 

m2 + 4m +8 = 0 
  :  المعادلةيباستخدام القانون العام، نجد جذر

   
im 22

2
164

2
8444 2










  

imim 22,22 21   
  : إذن الحلان الأساسیان هما

xeyxey xx 2sin,2cos 2
2

2
1

   
  : والحل العام هو

xecxecy xx 2sin2cos 4
2

2
1

   
  4(مثال(  

ًأوجـد المعادلـة التفاضـلیة الخطیـة المتجانـسة مـن الرتبـة الثانیـة ذات معـاملات ثابتـة علمـا بـأن أحـد 
  . e -x  cos 5xحلولها هو 

  :الحل
y1= e -x  cos 5x 5 + 1-( یقابـل الجـذرi  ( وبمـا أن الجـذور مركبـة مترافقـة، إذن الجـذر

  : هي) 5i ( ،)-1  5i + 1-(دلة التربیعیة التي جذراها وبذلك تكون المعا)  5i 1-(الثاني هو 

     0i51i51i51i51m2   

026m2m2   
   m2 + Pm + q = 0 :              بالمقارنة مع المعادلة

    P= 2 ، q = 26 :    نجد أن             
  :إذن المعادلة التفاضلیة هي
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0y26
dx
dy2

dx
yd
2

2
   

  5(مثال(  
ًل العـام لمعادلـة تفاضـلیة متجانـسة مـن الرتبـة الثانیـة ذات معـاملات ثابتـة علمـا بـأن أحـد أوجـد الحـ

  ). 7i + 3(هو ) المساعدة(جذري المعادلة التربیعیة 
  :الحل

  )7i + 3= (الجذر الأول    
  :هي) المساعدة(المعادلة التربیعیة ، وبالتالي ف) 7i - 3= (الجذر الثاني إذا 

    

0586
04996

073737373

2

2

2







mm
mm

iimiim
 

02بالمقارنة مع المعادلة التربیعیة   qPmm  
   P= - 6 ، q = 58نجد أن 

0586:  إذن المعادلة التفاضلیة هي  yyy   
لیة الخطیـة ذات الرتبـة الثانیـة  والجدول التالي یلخـص الحـالات الـثلاث فـي حـل المعـادلات التفاضـ

  . وذات المعاملات الثابتة
  

   الحالات الثلاثملخص  4.2
'''0: المعادلة التفاضلیة   qyPyy 02: المعادلة التربیعیة الممیزة المرافقة، و  qPmm   

  الحل العام  الحالة

ــذران ) 1 ـــا جــــ ـــة المرافقــــــة لهـــ إذا كانــــــت المعادلــــــة التربیعیـــ
  m2 , m1:                   هماحقیقیان مختلفان

xm
2

xm
1

21 ececy   

ـــة المر) 2 ــذران إذا كانــــــت المعادلــــــة التربیعیـــ ـــا جــــ افقــــــة لهـــ
   m1 = m2 = m:           هماحقیقیان متساویان

mx
2

mx
1 xececy   
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 إذا كانت المعادلة التربیعیة المرافقة لها جذران مركبان) 3
m1 = a+ bi,  m2 = a-bi   :         هما bxsincbxcoscey 21

ax   

  )1(التدریب 

  : لحل العام للمعادلات التفاضلیة التالیةأوجد ا) 1(

0y5y6y    -أ                               

0   -ب      
dx
dy3

dx
yd
2

2
  

0y5y4y -جـ        

  : أوجد الحل الخاص للمعادلات التفاضلیة التالیة) 2(

0y7y6y    -أ      حیث        50y,30'y    

0y9y6y  -ب         حیث     20y,10'y   

0y5y4y -جـ       حیث      30y,00'y    

أوجد المعادلة التفاضلیة الخطیة من الرتبة الثانیة وذات المعاملات الثابتة إذا كان الحـل ) 3(
  :  العام لها هو

xx   -أ      ececy 2
2

5
1

                     
xx   -ب     excecy 4

2
4

1   
x4sinecx4cosecy -جـ     x

2
x

1
   
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  )1(أسئلة التقویم الذاتي 

أوجد الحل العام لمعادلة تفاضلیة خطیة متجانـسة مـن الرتبـة الثانیـة ذات معـاملات ثابتـة . 1
   المعادلة؟لتلك  حل خاص e2x cos 5x بأن إذا علمت

0kyل العام للمعادلة التفاضلیة إذا كان الح. 2
dx
dy

dx
yd
2

2
   

x3         هو                          
2

x2
1 ececy    

  .kأوجد قیمة الثابت    

0y9        أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة .  3
dx

yd
2

2
   

 الثانیـة ذات المعـاملات الثابتـة أوجد حل المعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة من الرتبة. 4

ًجذرا مكررا هو ) المساعدة(ًعلما بان لمعادلتها الممیزة  ً
2
1m  .   

0y13y6yأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة . 5  ثم أوجد الحل الخاص بحیث 
أن     10'y,10y .   

0التربیعیة للمعادلة التفاضلیة ) المساعدة(افرض أن المعادلة الممیزة . 6 qyPyy  

 أثبـت أن الدالـة m1, m2لها جذران حقیقیان مختلفـان 
21

xmxm

mm
ee 21


 حـلاتمثـل ً أیـضا 

  .للمعادلة التفاضلیة
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المعـــادلات التفاضـــلية غيـــر المتجانـــسة مـــن الرتبـــة الثانيـــة ذات . 3
  ملات غير المعينةإستخدام طريقة المعا: المعاملات الثابتة

  عزیزي الدارس،،  

فــي البنــد الــسابق عرفنــا كیفیــة حــل المعادلــة التفاضــلیة الخطیــة المتجانــسة مــن الرتبــة الثانیــة 
، )المــساعدة(یــزة مّذات المعـاملات الثابتــة، وبینــا أن الحــل یعتمــد علــى جــذور المعادلــة التربیعیــة الم

غیر المتجانـسة مـن الرتبـة الثانیـة ذات معـاملات في هذا البند سوف نعالج حل المعادلة التفاضلیة 
  . ثابتة على الصیغة

 xrqyPyy  ....................................................................... (1) 

دام مـــا یــسمى المعـــاملات غیـــر  باســـتخ. عبـــارة عــن دالـــة متــصلةr(x) ثوابـــت، P, qحیــث 
  .ةینالمع

  )1(نظریة 

الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة  xrqyPyy ''   
    هو                         xyxycxycxy p2211     

    
حیث     xycxyc 2211   : 0هو الحل العام للمعادلة التفاضلیة المتجانسة  qyPyy   

  .أي حل للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسةهو :   x(yp(             و

ملاحظة    
ـــة المتجانــــسة  ــسمي المعادلـ 0نــ qyPyy ــة ـــة المتممــــة للمعادلــ ــــسمي ) 1( بالمعادلـ ون

yp(x) رقـم الحـل العـام للمعادلـة التفاضـلیة، والنظریة الـسابقة تحـدد أن )1( بالحل الخاص للمعادلة 
 بإضــافة الحــل العــام للمعادلــة التفاضــلیة المتجانــسة إلــى الحــل الخــاصیمكــن الحــصول علیــه ) 1(

  . وتشرحهاوضح هذه النظریةوالأمثلة التالیة ت. )1(للمعادلة 
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  1(مثال(  
xeyyy: أوجد الحل الخاص والحل العام للمعادلة التفاضلیة 382    

  :الحل
توقـــع أن یكـــون الحـــل نلاحــظ أن الطـــرف الأیمـــن للمعادلـــة التفاضــلیة عبـــارة عـــن دالـــة أســیة، إذن 

الخاص على شكل   x3
p eAxy    

 :         لیةبالتعویض في المعادلة التفاض    x3px3
p eA9xy,eA3xy      

          :نحصل على                       x3x3x3x3 eeA8eA32eA9    

7
1AeeA7 x3x3   

   :إذن كما قلنا في النظریة فإن الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة هو

  x3
p e

7
1xy   

    :لبند السابقوبإیجاد الحل العام للمعادلة المتجانسة كما مر معنا في ا

0y8y2y   

08m2m2                :المعادلة الممیزة                                    

 
3191

4
361

2
8442




m  

431,231 21  mm  

  xx
c ececxy 4

2
2

1
  

  : إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة هو

    xxx
cp ececexyxyy 4

2
2

1
3

7
1   
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  2(مثال(  
24   أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة  xyy    

  :الحل
0y''y) المتممة(ًنجد أولا الحل العام للمعادلة التفاضلیة المتجانسة    

  : والمعادلة التربیعیة الممیزة هي

0mm2   

  1m,0m01mm 21   

  : هو) المتممة(حل العام للمعادلة المتجانسة إذن ال

  x
21

x
2

x0
1c eccececxy    

  : ًنجد ثانیا الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة
2x4yy   

لاحــظ أن الطــرف الأیمــن عبـــارة عــن دالــة كثیـــرة حــدود مــن الدرجــة الثانیـــة، نتوقــع أن یكــون حـــل 
  : ن الدرجة الثانیة على الصیغةالمعادلة عبارة عن دالة تربیعیة م

  2
210p xAxAAxy   

 حـــل للمعادلـــة التفاضـــلیة المتممـــة أي أن A0لكـــن  01 Ac  ــ  لـــذلك فـــإن الحـــل الثـــاني الممكـــن لــ
 xyp هو  :  

   2
210p xAxAAxxy   

3
2

2
10 xAxAxA   

  2
210 32' xAxAAxy p   

  xA6A2xy 21p   

2x4yyبالتعویض في المعادلة  نجد أن :  

    22
21021 x4xA3xA2AxA6A2   

    22
22110 x4xA3xA6A2A2A   

  : بالتناظر بین معاملات الطرفین نجد أن
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0A2A 10   

0A6A2 21   

43 2 A  

8A,4A,
3
4A 012   

                :إذن                                       32
p x

3
4x4x8xy    

  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة هو

      32x
21pc x

3
4x4x8eccxyxyxy    

  3(مثال(  
x2sinyy2''yأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة      

  :الحل
0yy2y) المتممة( نجد حل المعادلة التفاضلیة المتجانسة :ًأولا   

  : لمعادلة التربیعیة الممیزة هيا

01m2m2   

   01m1m   

1mmm 21   

  هو) المتممة(الحل العام للمعادلة المتجانسة 
   x

2
x

1c excecxy    
لإیجـــاد الحـــل الخـــاص : ًثانیـــا xyp للمعادلـــة غیـــر المتجانـــسة لاحـــظ أن الطـــرف الأیمـــن لهـــذه 

bxsinabxcosa وهو على الصیغة sin 2xالمعادلة  21  حیث  2    b 1,   a 0, a 21    
  : إذن الحل المقترح الخاص للمعادلة غیر المتجانسة هو

  x2sinAx2cosApy 21   

  x2cosA2x2sinA2xy 21p   

  x2sinA4x2cosA4xy 21p   



  183

x2sinyy2yبالتعویض في المعادلة   نحصل على   
    xAxAxAxA 2cos22sin222sin42cos4 2121  

  .2sin2sin2cos 21 xxAxA    
    x2sinx2sinA3A4x2cosA4A3 2121   

  : بالتناظر بین طرفي المعادلة نجد أن

1A3A4

0A4A3

21

21




 

  : ًبحل المعادلتین آنیا نحصل على

25
3A,

25
4A 21


  

 :               إذن                             x2sin
25
3x2cos

25
4xyp    

  : لتفاضلیة غیر المتجانسة هوإذن الحل العام للمعادلة ا

      x2sin
25
3x2cos

25
4excecxyxyxy x

2
x

1pc   

  ،،عزیزي الدارس  
  :  نلاحظ أن الطرف الأیمن للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة هو إماة السابقةمن خلال الأمثلة الثلاث

   k eaxدالة أسیة على الصیغة ) 1
nدالة كثیرات حدود على الصیغة ) 2

n10 xa..............xaa   
bxsinabxcosaلثیة على الصیغة دالة مث) 3 21    

  ولإیجــاد الحــل الخــاصyp(x) للمعادلــة التفاضــلیة غیــر المتجانــسة ســوف یكــون الحــل المقتــرح وعلــى 
  ):3(، ) 2(، )1(الترتیب حسب 
1 (axs

p eAxy    
2 (  sn

n10p xxA..............xAAy    
3 (  s

21p xbxsinAxcosAy     
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 ملاحظة  :  
، فنلجــأ إلــى ضــرب yc) المتممــة(ً حــلا للمعادلــة المتجانــسة yp مــن حــدود إذا وجــد فــي أي حــد

  .ypً بحیث یعطي مصححا xs بالمقدار ypالحل المقترح 

   .yp ،yc وٕالیك الأمثلة التي تؤكد كیفیة إیجاد الحل
  4(مثال(  

  : أوجد الحل العام والحل الخاص للمعادلة التفاضلیة
3xy3y2y 2   

  :الحل
  : د الحل العام للمعادلة المتجانسةًأولا نج

0y3y2y   

  :المعادلة الممیزة هي
03m2m2   

   03m1m   

3m,1m 21   

   :هو  y (x) )المتمم(الحل العام 
  x3

2
x

1c ececxy    

 دود مـن الدرجـةنلاحظ أن الطرف الأیمـن هـو دالـة كثیـرات حـ yp(x) وللإیجاد الحل الخاص
  .على الصیغة yp الثانیة، فیكون الحل المقترح

   2
210

n
p xAxAAxxy   

 ونحـصل علـى n=0 إذن نختار yp لا یوجد حدود مشتركة مع) المتمم(بالمقارنة مع الحل العام    
yp.  

2
2l0p xAxAAy   

xA2Ay 21p   

2p A2y   
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3xy3y2y بالتعویض في المعادلة 2  نجد أن:   

    3xxAxAA3xA2A2A2 22
210212   

    3xxA3xA4A3A3A2A2 22
221012   

  : بالتناظر مع المعادلات نحصل على
3A3A2A2 012   

0A4A3 21   

1A3 2   

  نجد أن 

3
1A2   

9
25A,

9
4A 01


  

  إذن 

2
p x

3
1x

9
4

9
25y 


  

  :الحل العام هو
cp yyy   

  5(مثال(  
xe3yy للمعادلة التفاضلیة ypأوجد     

  :الحل
0yyللمعادلة ) المتمم(ًنجد أولا الحل العام     

0mm2                                       المعادلة الممیزة                            
  01mm   

1m,0m 21   
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   هو ycإذن الحل 
  x

11c eccxy   

  :  نفترض أن الحل المقترح هوypلإیجاد 
xaxs

p eAxAexy   

   : نحصل على y + y = 3 e-x وتعویضها في المعادلة yp , ypبإیجاد 
    xxxxx e3exeAexe2A    

3Ae3eA xx    

   :نإذ                 
x

p ex3y   

  )2(التدریب 
ام ) أ( x2cos10yy للمعادلـــة yp، والحـــل الخـــاص yc) المـــتمم(أوجـــد الحـــل العـــ  ثـــم 

  أوجد الحل العام لها؟ 

2x4y2yy      :  أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة  )ب(    

x2ey4y4y     :لتفاضلیة غیر المتجانسةأوجد الحل العام للمعادلة ا) جـ(   

xexy4y3y  :  أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة   )د(   

xxyy:  أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة)ـه( 22 sincos4   
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  )1(أسئلة التقویم الذاتي 

لات التفاضــلیة غیــر المتجانــسة إذا كــان الحــل الخــاص كمــا هــو أوجــد الحــل العــام للمعــاد.1
  :معطى إزاء المعادلة

xy,x'yy  -أ p   

1xy,x21y2yy -ب p    

x2siny,0x2cos4y4y2y -جـ p   

xcosyإذا كــان . 2
1

p  حــلا للمعادلــة ًxsinyyy  وكــان 
3

ey
x2

p
2

 حــلا ً
x2eyyyللمعادلة  أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلیة :  

xsin5yyy                -أ           

x2e3xsinyyy        -ب         

x2e18xsin4yyy   -جـ       

  : أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة التالیة. 3
x3e7y2'yy   
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  الخلاصة
  ي الدارس،، عزیز

  :في نهایة هذه الوحدة، دعنا نستعرض أهم ما ورد فیها من مفاهیم

  : هي المعادلة التي تكتب على الصورة الریاضیةمن الرتبة الثانیة  المعادلة التفاضلیة الخطیة -

     xryxq
dx
dyxP

dx
yd
2

2
   

ــة التفاضــــلیة الخطیــــة المتجانــــسة مــــن الرتبــــة الثانیــــة ذات المعــــاملات الثا - بتــــة هــــي المعادلــ
  :المعادلة التي تكتب على الشكل الریاضي

 0yq
dx
dyP

dx
yd
2

2
   

  .تان ثابتتان دال q ، P حیث       

المعادلـة التفاضـلیة الخطیــة غیـر المتجانــسة مـن الرتبــة الثانیـة ذات المعــاملات الثابتـة هــي  -
  :المعادلة التي تكتب على الشكل الریاضي

  xryq
dx
dyP

dx
yd
2

2
    

  . دالة متصلةr(x)، ان ثابتq ، Pحیث 

والــذي یــتلخص ) راجـع مقدمــة الوحــدة(مقــدمتها فـي ختــام هــذه الوحــدة أذكـرك بمــا أوردتــه فــي 
وأرجــو أن یكــون الأمــر (الأولــى أن المفــاهیم الــواردة فــي هــذه الوحــدة كانــت سلــسة میــسرة : بنقطنــین

، حیث )الأخیرة(ة للوحدة التالیة والمسألة الثانیة تتعلق بأهمیة هذه الوحدة بالنسب) كذلك بالنسبة لك
  .تعتمد الوحدة التالیة اعتمادا كبیرا على هذه الوحدة

عــد مــرة أخــرى إلــى الأهــداف، وكــن واثقــا قبــل البــدء بالوحــدة التالیــة أنــك قــد حققــت الأهــداف 
  .متمنیا لك التوفیق والسداد. جمیعها التي وردت في بدایة هذه الوحدة
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  سية التالية لمحة مسبقة عن الوحدة الدرا
  عزیزي الدارس،، 

الوحــدة التالیــة هــي الوحــدة الأخیــرة فــي هــذا المقــرر، وتبحــث فــي تطبیقــات علــى المعــادلات 
وحركــة "التفاضـلیة التـي لا حــصر لهـا، إلا أننــا آثرنـا التركیـز علــى مـسائل الاهتــزازات المیكانیكیـة، 

  " .الزنبرك

    .نأمل أن تكون وحدة مفیدة لك  

  
  ت إجابات التدريبا

  ) 1(تدریب 
05m6m2) المساعدة(نجد الجذور التربیعیة للمعادلة الممیزة ) أ( ) 1(    

    01m5m   

1m,5m 21   

x: إذن الحلان الأساسیان هما
2

x5
1 ey,ey     

  :الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
x

2
x5

1 ececy    

  : الممیزة هي المعادلة ) ب(    

 

3m,0m

03mm

0m3m

21

2






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    :إذن الحلان الأساسیان هما
x3

2
x0

1 ey,1ey    

  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
x3

21 eccy   

05m4m2نجد المعادلة التربیعیة الممیزة ) جـ(           

  
 12

514164
m





 

i2
2

44
m 





  

i2m,i2m 21   

  :الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

 xsincxcoscey 21
x2    

07m6m2 نجد المعادلة الممیزة -أ)  2(    
   01m7m   

1m,7m 21   

  :الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
x

2
x7

1 ececy   
x

2
x7

1 ecec7'y   

  3cc70'y 21  ...................................................................... (1) 

  .5cc0y 21  ........................................................................ (2) 

 ومنهـــا c2 بـــالتعویض فـــي إحـــدى المعـــادلتین نجـــد c1=1ومنهـــا  c1=88بحـــل المعـــادلتین نجـــد أن 
c2=4  

xx7: الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة هو e4ey    

09m6m2 نجد المعادلة الممیزة -ب          
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   03m3m   
3mmm 21   

 :الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
x3

2
x3

1 excecy   

  2c20c0y 11   

2
33

2
3

1 33' ceexcecy xxx   

  1c0c30y 21   

6cc6 22   

  الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة هو 
x3x3 ex6e2y   

  :  نجد الجذور للمعادلة الممیزة-جـ

05m4m2   

i2
2

44m 





  

  الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو 

 xsincxcoscey 21
x2    

    30sinc0cosce0y 21
0    

                   3c30c1 11   

   )sincos2(cossin 21
2

21
2 xcxcexcxcey xx    

      00ce2c0e0y 1
0

2
0    

         6c2c0c2c 1212   

  : الحل الخاص للمعادلة التفاضلیة هو

 xsin6xcos3ey x2    
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  : من الحل العام للمعادلة التفاضلیة نجد أن-أ ) 3(
2m,5m 21   

المعادلة الممیزة      025m25m2    

010m3m2   

  : إذن المعادلة التفاضلیة المطلوبة هي
0y10y3y   

4mmm                :                                   من الحل العام نجد أن-ب 21    

  :المعادلة التربیعیة الممیزة هي

     044m44m2      
016m8m2   

  : إذن المعادلة التفاضلیة هي
0y16y8y   

  : من الحل العام للمعادلة التفاضلیة-جـ
i41m,i41m 21   

                  :المعادلة الممیزة هي     0i41i41mi41i41m2    

017m2m2   

  : إذن المعادلة التفاضلیة المطلوبة هي
0y17y2y   
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  ) 2(تدریب 
0yy بحل المعادلة التفاضلیة المتجانسة  yc) المتمم(نجد الحل العام ) أ(     

01m2: المعادلة التربیعیة الممیزة هي 1        نجد الجذورm1m2    
1m,1m 21   

x
2

x
1c ececy    

لإیجـــاد الحـــل الخـــاص  xyp ــرف الأیمـــن لهـــذه  للمعادلـــة غیـــر المتجانـــسة لاحـــظ أن الطـ
bxsinabxcosa وهو على الصیغة x2cos10المعادلة  21    

:  نجد أنx2cos10بالمقارنة مع  0a,2b,10a 21    

  :إذن الحل المقترح للمعادلة غیر المتجانسة هو
  x2sinAx2cosAxy 21p   

  xAxAxy p 2cos22sin2 21   

  xAxAxy p 2sin42cos4 21   
x2cos10yyبالتعویض في المعادلة   نحصل على   

    x2cos10x2sinAx2cosAx2sinA4x2cosA4 2121   

x2cos10x2sinA5x2cosA5 21   

0A0A5,2A10A5 2211   

  x2cos2xyp  إذن                                                              
      

  : العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة هوالحل
xececy xx 2cos221    

0y2yy بحل المعادلة التفاضلیة المتجانسة yc) المتمم(نجد الحل العام ) ب(    

  : المعادلة الممیزة للمعادلة التفاضلیة هي



  194

  

1m,2m

01m2m

02mm

21

2







 

x
2

x2
1c ececy   

لإیجاد الحل الخاص  xyp للمعادلة غیر المتجانسة، لاحظ أن الطرف الأیمن لهذه 
  .  وهو على الصیغة2x4المعادلة 

 2
210

s
p xAxAAxy   

0sنختار   أي أن  2
210p xAxAAy  لأنه لا یوجد أي حد من حدود yp  

yc.                                   حل للمعادلة المتممة   xA2Axy 21p  

  2p A2xy   

بتعویض كل من  x'y p ،  xy p ،  xyp في المعادلة التفاضلیة   
22

210212 x4xA2xA2A2xA2AA2   

    22
212012 x4xA2xA2A2A2AA2   

2A4A2x4xA2 22
22

2   

20240122 112  AAAA  

3A0A2240A2AA2 00012   

  : الحل الخاص هو
  2

p x2x23xy   
  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة المتجانسة هو

3x2x2ececyyy 2x
2

x2
1pc    

0y4y4y بحل المعادلة التفاضلیة المتجانسة  yc) المتمم(نجد الحل العام ) ج(   

04m4m2نجد المعادلة التربیعیة الممیزة   بحل المعادلة    02m2m    
2mmm 21     
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x2
2

2x
1c excecy    

لإیجاد الحل الخاص  xyp ـالطرف الأیمن لب للمعادلة غیر المتجانسة، لاحظ أن yc  حد
xe على الشكل 2 وهو على الصیغة  

ax
p eAy   

2a نجد أن x2e بالمقارنة مع    
  : إذن الحل المقترح للمعادلة غیر المتجانسة هو 

x2s
p eAxy   

2sنختــــار   أي أن x22
p eAxy  ـــدود ــد مــــن حـ ــــه لا یوجــــد أي حــ ــل py  لأن  هــــو حــ

  .cyللمعادلة المتممة 
    x2x2eAex2e2xAy 2x2x2x22

p    

     x2x2eA2x42eAy 2x2x2
p    

 2x2 x4x82eA    

ٍبتعویض كل من  xy p ،  xy p ، xyp  في المعادلة التفاضلیة   

    x2x222x22x2 eeAx2x2x2eA4x4x82eA    

  x2222x2 ex2x2x2x4x82eA    

  1Aex62eA x2x2    

  الحل الخاص هو  
  x22

p exxy   
  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

x22x2
2

x2
1pc exexcecyyy    

  :نجد حل المعادلتین) د(
.xy4y3y  .......................................................................... (1) 
xey4y3y  ........................................................................ (2) 
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   بحل المعادلة التفاضلیة المتجانسة cy) المتمم(نجد الحل العام 
0y4y3y   

04m3m2: لة الممیزة هيالمعاد  نجد حل هذه المعادلة   
   

1m,4m

01m4m

21 


 

x
2

x4
1c ececy    

لإیجاد الحل الخاص  xy
1p لاحظ أن الطرف الأیمن لهذه ) 1( للمعادلة غیر المتجانسة

  : وهو على الصیغةxالمعادلة هو 
xAA 10   

  :هو) 1(رح للمعادلة المتجانسة إذن الحل المقت
   xAAxxy 10

s
1p   

0sنختار   أي أن   xAAxy 101p  لأنه لا یوجد أي حد من حـدود 
1

py هـو حـل 
   cyللمعادلة المتممة 

    0xy,Axy
1p11p   

بتعویض كل من  xy p ،  xy p 1( في المعادلة التفاضلیة (  
  xxAA4A30 101   

  xxA4A4A3 101   

4
1A1A4,0A4A3 111   

16
3A

4
3A40A4

4
13 000 





  

  x
4
1

16
3xy

1p   

  هو  ) 1(إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة 
x

2
x4

1c1p1 ececx
4
1

16
3yyy    
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ًأیضا ونجد الحل الخاص  xy
2p ولاحظ أن الطرف الأیمن ) 2( للمعادلة غیر المتجانسة

   xeA وهو على الصیغة  xeلهذه المعادلة هو 
  :هو) 2(إذن الحل المقترح للمعادلة غیر المتجانسة 

  xs
2p Aexxy   

1sنختــار   أي أن   x
2p exAxy  لأنــه یوجــد حــد مــن حــدود 

2
py هــو حــل للمعادلــة 

   cyالمتممة 
   xx

2p eexAxy   

   xx
2p e2exAxy   

وبتعویض كل من  xy p ،  xy p ، xyp 2( بالمعادلة:(  

    xxxxxx eexA4eexA3e2exA   

4
1AeeA4eeA3eA2 xxxxx   

  x
2p ex

4
1xy   

  :هو ) 2(الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة 

  x
2

x4
1

x
c2p2 ececex

4
1yxyy    

xexy4y3yالحل العام للمعادلة    21 هو yyy    
x2cosxsinxcos بما أن )ـه( 22 إذن المعادلة التفاضلیة تصبح   

  x2cosy4y    
0y4y بحل المعادلة التفاضلیة المتجانسة yc) المتمم(نجد الحل العام     

04m2: المعادلة الممیزة هي  نجد الجذور i2m4m2    
i 20mi, 20m 21   

x2sincx2coscy                             الحل المتمم             21c    
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لإیجاد الحل الخاص  xyp للمعادلة غیر المتجانسة لاحظ أن الطرف الأیمن لهذه 
bxsinabxcosa :                             وهو على الصیغةx2cosالمعادلة  21    

                          : نجد أنx2cosبالمقارنة مع  0a,2b,1a 21     
  :إذن الحل المقترح للمعادلة غیر المتجانسة هو

   x2sinAx2cosAxxy 21
s

p   

1sنختار   لأنه یوجد حد من حدود y p(x)هو حل أي أن :  
   x2sinAx2cosAxxy 21p   

     x2sinAx2cosAx2cosA2x2sinA2xx'y 2121p   

     x2cosA2x2sinA2x2cosA4x2cosA4xxy 2121p   

 x2cosA2x2sinA2 21    
  : في المعادلة التفاضلیةyp ، yp ،ypن  مبتعویض كل

 

  x2cosx2sinAx2cosAx4x2cosA2x2sinA2

x2cosA2x2sinA2x2cosA4x2cosA4x

2121

2121




 

x2cosx2cosA4x2sinA4 21   

0A0A4,
4
1A1A4 1122   

  x2sinx
4
1xyp   

  إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة 

x2sincx2coscx2sinx
4
1y 21   
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1(أسئلة التقویم الذاتي 

1 .x5cosey x2
1 إذن   x5sinecy x2

22   
   :الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو

x5sineccosecy x2
2

x5x2
1   

0kmm2المعادلة التربیعیة الممیزة هي . 2    

3m,2mًأیضا من الحل العام نجد أن جذور المعادلة التربیعیة الممیزة هي  21    

   kي المعادلة الممیزة نجد  فm2 ، أو m1بتعویض 
  6k0k22 2   

ـــي . 3 ـــزة هـــ ــــة الممیـــ 092mالمعادلــ  i3m  ، i30m1  ، i30m2  الحــــــل ،
x3sincx3coscyالعام للمعادلة هو  21   

4  .
2
1mm 21  2 الحل العام هو

x

2
2
x

1 excecy  .  

013m6m2المعادلة الممیزة . 5    

  
2

1314366
m





 

i23
2

i46
2

166
m 





 

i23m,i23m 21   

  :الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
 x2sincx2coscey 21

x3   

    1c101c0y 11   

   x2sincx2osce3x2cosc2x2sinc2ey 11
x3

21
x3   
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    1c11c21cc2e0'y 2212
0   

  لتفاضلیة هو الحل الخاص للمعادلة ا
 x2sinx2cosey x3   

   نجد . 6
21

xm
2

xm
1

mm
emem

'y
21




   

21

xm2
2

xm2
1

mm
emem

y
21




  

  بالتعویض في المعادلة التفاضلیة 
0qypy''y   

21

xmxm

21

xm
2

xm
1

21

xm2
2

xm2
1

mm
eqeq

mm
epmepm

mm
emem 212121













 

   
21

2
2
2

xm
1

2
1

xm

mm
qpmmeqpmme 21




.................................. (1) 

   : أي أنm1 , m2 لها جذران هما  m2 - pm + q = 0لكن المعادلة الممیزة هي 
0qpmm 1

2
1   

0qpmm 2
2
2   

  :تصبح) 1(إذن المعادلة رقم 

     0
mm

0e0e

21

mm
21



  

  )2(أسئلة التقویم الذاتي 
1 .  
0yy الحل العام للمعادلة التفاضلیة المتجانسة -أ   

1m1m2 وبحل المعادلة نحصل على m2 - 1 = 0نجد المعادلة التربیعیة الممیزة    
1m,1m 21    
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   : هوy - y = 0الحل العام للمعادلة 
x

2
x

1c ececy    

xyyالحل العام للمعادلة   هو xececyyy x
2

x
1pc    

  : بنفس الأسلوب السابق نجد المعادلة التربیعیة الممیزة وهي-ل
02mm2   

   01m2m   

1m,2m 21   
x

2
x2

1c ececy   

x21ececyyy x
2

x2
1pc    

04m2m2 نجد المعادلة التربیعیة الممیزة -جـ وبحل المعادلة :   
 

2
i32

1
2

4442
m 





  

i31m,i31m 31   

04y2yالحل العام للمعادلة  هو :  
 x3sincx3coscey 21

x
c    

x2cos44y2yم للمعادلة غیر المتجانسة الحل العا    
  x2sins3sincx3cosceyyy 21

x
pc    

0yyyنجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة . 2 وهو :   









 x

2
3sincx

2
3cosceyc 21

2
x

 

  : هوy'' - y' + y = 5 sin x الحل العام للمعادلة -أ

xcos5x
2
3sincx

2
3coscey5yy 21

2
x

1pc 







  
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  :هو                        y - y + y =  sin x-3e2x                 الحل العام للمعادلة-ب

2p1pc y3yyy   

    x2
21

2
x

excosx
2
3sincx

2
3cosce 








  

x2e18xsin4yyy الحل العام للمعادلة -جـ  هو   

x2
21

2
x

e64x
2
3sincx

2
3coscey 








  

0y2yyنجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة .3     
02mm2المعادلة الممیزة     

    01m2m   

1m,2m 21   
x

2
x2

1c ececy   

7y2yyنجد الحل الخاص للمعادلة غیر المتجانسة  وهو :  

2
7y

1p


  

x3ey2yy    ونجد الحل الخاص للمعادلة غیر المتجانسة     وهو :  
x3

2p e
4
1y   

x3e7y2yy   إذن الحل الخاص للمعادلة غیر المتجانسة     هو:   

x3
ppp e

4
1

2
7yyy

21

  

   :الحل العام للمعادلة غیر المتجانسة هو
x3x

2
x2

1pc e
4
1

2
7ececyyy    
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  مسرد المصطلحات
  عزیزي الدارس،

ــــسرد  ـــــي مــ ـــیة ف ـــار معـــــادلات ریاضــ ـــــي إظهــ ــة ف ـــدم الرغبــــ ـــرر، ولعــ ــــذا المقــ ـــة هـ ــــرا لطبیعــ نظـ
طلحات، لـذا نقتـصر هنـا علـى ذكـر المـصطلح العربـي ومـا یقابلـه مـن المـصطلح الانجلیــزي، المـص

  .وذلك لمساعدة الدارس في الرجوع إلى المراجع الأجنبیة، أو مواقع الإنترنت

  

ـــسة ذات  ــ ـــ ــــلیة المتجانــ ـــ ــادلات التفاضـــ ـــ ــ المعـــ
  المعاملات الثابتة

Homogeneous differential equations 
with Constant Coefficients 

  Characteristic equation  المعادلة الممیزة

  Non- homogenous equation   المتجانسة غیرالمعادلة

  Undetermined Coefficients  المعاملات غیر المعینة

  Complementary solution  الحل المتمم 

  General Solution  الحل العام 

  Complex roots  الجذور المركبة 

  Particular Solution   الخاصالحل

  Parameters  معالم 

  Differentiation  تفاضل 

  Order  رتبة 
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  المقدمة 
  تمهيد

  عزیزي الدارس،، 
ًأهـلا بــك فـي الوحــدة الرابعــة مـن مقــرر المعـادلات التفاضــلیة، وهــذه الوحـدة تتنــاول تطبیقــات 

ــلیة  ــة علـــى المعــــادلات التفاضـ ــة الخطیــ ــة الثانیــ ــر المتجانـــسة مــــن الرتبـ فـــي مــــسائل المتجانـــسة وغیــ
وبما أنها الوحـدة الأخیـرة فـي هـذا المقـرر فإنهـا تلخـص كافـة المفـاهیم التـي ، الاهتزازات المیكانیكیة

  .تعتمد اعتمادا أساسیا على ما قبلها، وخصوصا الوحدة الثالثةمرت بك في الوحدات السابقة، و
یوجد كثیر من التطبیقات على المعادلات التفاضلیة الخطیة من الرتبة الثانیة، لكن في هـذه 

) حركــة زنبــرك(مــسائل الاهتــزازات المیكانیكیــة ب وهــو المتعلــق التطبیقــات د أهــمأحــالوحــدة ســنتناول 
حیـث سـنتعرف علـى كیفیــة تكـوین المعادلـة التفاضــلیة التـي تمثـل الحركـة الاهتزازیــة ومـن ثـم إیجــاد 

  .لزنبركاحركة عادلة والتي تمثل الحل العام والحل الخاص لهذه الم
لوحــدة وتدرســها بالتسلــسل الــذي وضــعت بــه، فــلا فیجــدر بــك عزیــزي الــدارس أن تهــتم بهــذه ا

ًتنتقل إلى جزء إلا بعد أن تفهم الجزء السابق فهما جیدا ً.  
  .ًأهلا بك مرة أخرى في هذه الوحدة

  أهداف الوحدة
  

  عزیزي الدارس،،، 
  : ًیتوقع منك بعد الانتهاء من دراسة هذه الوحدة أن تكون قادرا على أن

  . لغ وضع التوازن حركة زنبرك حتى یبّتتعرف) 1

  .بركن المعادلة التفاضلیة التي تمثل حركة زتكتب) 2

 الحــل الخــاص لهــا تحــت وتجــدبــرك ن المعادلــة التفاضــلیة التــي تمثــل حركــة زتحــل) 3
  .الشرطین الأساسیین
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  مسائل الاهتزازات الميكانيكية .1
  عزیزي الدارس،، 

لات التفاضـلیة ذات الرتبـة الأولـى، ذكرنا في الوحدة الثانیة عدة تطبیقات عملیة علـى المعـاد
ــة الثانیــــة ذات الثالثـــةكمـــا قـــدمنا فـــي الوحــــدة  ــن الرتبـ  طـــرق حــــل المعـــادلات التفاضـــلیة الخطیــــة مـ

المعاملات الثابتة، وفي هذه الوحدة سنقدم بعض التطبیقات العملیة على المعادلات التفاضـلیة مـن 
  .الرتبة الثانیة في مسائل الاهتزازات المیكانیكیة

  
  .عنا نبدأ بالأشكال التالیة حول موضوع هذه الوحدةد
  

  )1(الشكل 
  برك معلق، وقیاس مقدار الاستطالة عبر وضع مسطرة مدرجة، نتعلیق كتلة في أسفل ز

  من أشهر التجارب في المختبرات
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  )2(الشكل 

  xبرك لتحریكه مسافة ن على زF (t)تأثیر القوة 
  

  
  

  قانون هوك
  رس،عزیزي الدا

من أشهر العلماء الذین درسوا موضوع الاهتزازات، العالم هوك، وله قانون مشهور یدعى قانون 
 قانون هوك فإذا استخدمنا ، رجعة للزنبرك تتناسب مع استطالتهالقوة المینص على أن هوك، وهو  

حركة  صف المعادلة التفاضلیة التي تنستطیع أن نجد، قانون نیوتن الثاني للحركةبالإضافة إلى 
   .بركنالز

وللتعرف على حقیقة قانون هوك، ومن خلال رجوعك إلى الرسومات التي أوردناها بدایة الوحدة، 
  :یمكننا تزویدك بالمفاتیح التالیة

  .kویرمز له بالرمز برك نبرك ثابت یدعى ثابت الزنلكل ز - 
برك قد نأن الزبرك، سنلاحظ نبرك، وسحبناها بعكس اتجاه قوة شد الزنإذا ربطنا كتلة مع ز - 

 والتي نسمیها الاستطالة، وهي الفرق بین موضع الكتلة بعد (x)استطال مسافة معینة 
 .السحب عن موضعها قبل السحب

 .قبل تأثیر القوة، أي أن سرعتها الابتدائیة تساوي صفرافي وضع سكون تكون الكتلة  - 
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ن جهته العلیا في نقطة برك معلق من إلى الجهة السفلى لزmإذا ربطنا كتلة قدرها : والآن

 تحت وضع x 0برك یتحرك كي یبلغ وضع التوازن، تشد الكتلة إلى مسافة ولتكن نُثابتة، یترك الز
 F(t) وتؤثر علیها في نفس الوقت قوة خارجیة قدرها v0 التوازن وتحرر بسرعة ابتدائیة قدرها

عتبر أن نوجب، وسوف الأسفل هو الاتجاه الماتجاهها نحو الأسفل ولنفرض أن الاتجاه نحو 
  ) ).3(انظر الشكل (المبدأ ینطبق على مركز ثقل الكتلة في وضع التوازن 

  )3(الشكل 
  

  

  

  

  

  

  

  
ولنفــرض وجــود مقاومــة للهــواء متناســبة مــع ســرعة الكتلــة، وفــي هــذه الحالــة تــؤثر فــي الكتلــة 

  : ثلاث قوىtعند أي لحظة 
1- F(t) إلى الأسفل( في الاتجاه الموجب.(  
   Fs = - kxمرجعة تعطى وفق قانون هوك بالمعادلة  قوة -2

  ).ثابت الزنبرك(ثابت التناسب ) k < 0( حیث  
 قوة مقاومة الهواء -3

dt
dxaFa  ) 0 > a (  حیثaثابت التناسب .  

  .ً تؤثر دوما في اتجاه یعید الزنبرك إلى وضع التوازنFsأن القوة المرجعة إلى نشیر هنا     

F(t)  

x = 0  m  

m  
x0  

  t = 0الوضع الابتدائي عند 

 xالاتجاه الموجب لمحور 
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موجبــة،  )kx(  ســالبة وبالتـالي القــوة x الكتلــة فـوق وضــع توازنهـا تكــون الإزاحـة إذا كانـت
 0( ولأن الثابت . سالبة) kx( موجبة والقوة xوٕاذا كانت الكتلة تحت وضع توازنها تكون الإزاحة 

 >a ( فإن مقاومة الهواء تعاكس السرعة وهي بذلك تتجه إلى إخمـاد حركـة الكتلـة، ولتطبیـق قـانون
  : الثاني على المعادلةنیوتن

 tF
dt
dxkx

dt
xdm 2

2

............................................................. (1) 

  أو

 
m

tFx
m
k

dt
dx

m
a

dt
xd
2

2
 ......................................................... (1) 

 مــن الموقـــع v0 وبــسرعة ابتدائیــة قـــدرها t = 0بــدأ مــن اللحظـــة توحیــث أن حركــة الكتلـــة 
   : یكون لدینا شرطان ابتدائیانx0الابتدائي 

  00x0 v
dt
dx,x0x    

 ملاحظة  :  
 لـو عوضـنا ،لكنهـا موجـودة) 1(صـریح فـي المعادلـة بـشكل ) g(لا تظهـر قـوة الجاذبیـة 

عــن هــذه المعادلــة بقیــاس المــسافة مــن وضــع التــوازن، وعلــى افتــراض أن المــسافة تقــاس مــن 
الجهــة الــسفلى للطــول الطبیعــي للزنبــرك، أي أن معادلــة حركــة زنبــرك مهتــز تعطــى بالمعادلــة 

  : التالیة

                    2...........................
m

tFgx
m
k

dt
dx

m
a

dt
xd
2

2
  

  
نحــصل علــى المعادلــة لحركــة زنبــرك ) 2( فــي المعادلــة  F(t) = 0 ، a = 0ض وبتعــوی

  : تصبح) 2(یفترض فیها أن الاهتزازات حرة أي أن المعادلة 

0x
m
k

dt
xd
2

2
  

  . والأمثلة التالیة توضح مفهوم هذه الحركة
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  1(مثال(  
بالمقارنة مع طوله   متر0.5   من زنبرك یتمدد بمقدارnewton 20تتدلى كرة فولاذیة وزنها 
  الطبیعي، أوجد ثابت الزنبرك؟

  :الحل
 وحــسب - F=20 Nإذن  نیــوتن 20 إن القــوة المــسؤولة عــن تمــدد الزنبــرك هــي وزن الكــرة 

   .k = 40متر/    نیوتن ومنها نجد أن   F=kx 20-=    -kx0.5) (قانون هوك
  2(مثال(  

 متــر 0.5لزنبــرك إثــر ذلــك بمقــدار بزنبــرك، فتمــدد ا نیــوتن   20 كــرة فولاذیــة وزنهــا علقــت 
 الكــرة فــي حالــة الحركــة بــدون ســرعة ابتدائیــة وذلــك بإزاحتهــا ت، وضــعيمقارنــة مــع طولــه الطبیعــ

أوجــد المعادلــة التفاضــلیة التــي تــنظم اهتــزازات الزنبــرك . فــوق موضــع التــوازن متــر  0.15 مــسافة 
  .وذلك بإهمال مقاومة الهواء

  :الحل
نیوتن  mg = 20وزن الكرة  و متر/ نیوتن   =k 40ثابت الزنبرك من المثال السابق أوجدنا 

 kg 2ومنـه ) 2ث/ متـر10=  هو تسارع الجاذبیة الأرضیةgحیث (
10
20m  وحیـث أن حركـة   

  :  فإن المعادلة التفاضلیة التي تحكم هذه الحركة هي)بدون مقاومة (الزنبرك حركة حرة

0
2

2

 x
m
k

dt
xd  

  :  نحصل علىk ، mبتعویض قیم 

0
2
40

2

2

 x
dt
xd  

0202

2

 x
dt
xd  
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  )1(أسئلة التقویم الذاتي 

  .بركناذكر نص قانون هوك، واشرح معنى الاستطالة في الز. 1

وعین علیه الكتلة، وافترض استطالة معینة، وارسمها بشكل ) 1(عد إلى الشكل . 2
  .تقریبي

  .بك الخاص ماذا یمثل لك، واشرح باسلو)3(عد إلى الشكل . 3

التالیة حسب الخطوات والفرضیات الریاضیة التي تم ) 2(أعد اشتقاق المعادلة . 4
  .اعتمادها اثناء الشرح

   2...........................
m

tFgx
m
k

dt
dx

m
a

dt
xd
2

2
 

برك، فتمدد مسافة متر واحد، احسب ثابت ن نیوتن على ز200أثرت قوة مقدارها . 5
 .بركنالز

  
  زنبركحل المعادلة التفاضلية لحركة ال .2

  عزیزي الدارس، 
  : في البند السابق بینا أن المعادلة التفاضلیة لحركة زنبرك مهتز تعطى بالعلاقة

 
m
tFx

m
k

dt
dx

m
a

dt
xd


2

2

 

  : أوجدنا أن المعادلة التفاضلیة هيa = 0 ,  F(t) = 0وعلى فرض أن الاهتزازات حرة 

0x
m
k

dt
xd
2

2
  

  .لمعادلة الممیزةونجد حل هذه المعادلة التفاضلیة بإیجاد ا

02 
m
ks  
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i
m
ks

m
ks 


2  

i
m
ksi

m
ks  0,0 21  

  : ًالحل العام لحل المعادلة التفاضلیة كما مر سابقا في الوحدة الثالثة هو

t
m
ksinct

m
kcoscx 21   

 مــن v0وبــسرعة ابتدائیــة قــدرها ) t = 0(تبــدأ حركتهــا عنــد اللحظــة ) m(وحیــث أن الكتلــة 
 :     ، یكون لدینا الشرطان الابتدائیانx0 الابتدائي الموقع  000t x0x,v

dt
dx

  

  ).أي أننا نجد الحل لخاص للمعادلة التي تمثل حركة زنبرك ( c1 ، c2ا منجد منه
  .والأمثلة التالیة توضح كیفیة حل المعادلة التفاضلیة التي تنظم حركة زنبرك

  1(مثال(  
 متـر 0.5مـن زنبـرك فتمـدد الزنبـرك بـسبب ذلـك مقـدار یوتن   ن20  كرة فولاذیة وزنها تعلق

   متــر0.15   الكــرة إلــى الحركـة بــدون ســرعة ابتدائیـة بإزاحتهــا مــسافة تدفعـ. مـن وضــعه الأصــلي
فــوق موضــعها التــوازني، أوجــد موقــع الكــرة عنــد  

12
t 
   ثانیــة علــى فــرض عــدم وجــود مقاومــة

  .للهواء
  :الحل

  :الزنبرك حركة حرة، فإن المعادلة التفاضلیة التي تحكم هذه الحركة هي حركة بما أن 

0x
m
k

dt
xd
2

2
  

وحــسب   F= -20 Nإذن  نیــوتن 20إن القــوة المــسؤولة عــن تمــدد الزنبــرك هــي وزن الكــرة 
  :  تحسب من خلال المعادلةkقانون هوك نجد أن 

k = 40 N  / متر  5.020 k   
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  : ة التفاضلیة هيإذن المعادل

0
2
40

2

2

 x
dt
xd  

2 :                   حیث                                    
10
20


g
Fm   

  :نجد الجذور للمعادلة الممیزة

imim 200,200 21   

  :الحل العام هو

tctcx 20sin20cos 21   

  : هماینا في المسألة شرطان ابتدائیان یوجد لد

                                                           00 v متر  15.00 x   
  15.015.000 11  ccx  

tctcv
dt
dx 20cos2020sin20 21   

  00200 220  ccv
dt
dx

t  

  إذن                                             

  tx 20cos15.0   

موقع  الكرة عند 
12


tیساوي :














12
20cos15.0

12
x  

  2(مثال(  
، بوصـة 6 من نهایة زنبرك رأسي فیتسبب بتمدد الزنبرك بمقدار Lb 20یعلق وزن قدرة 

أوجد موضع الوزن عند أي لحظة، على فرض عدم وجود قوى خارجیة وبإهمال مقاومة الهواء 
ًتماما، علما بأن الوزن یشد في البدء من موضع توازنه   .نحو الأسفل ثم یتركبوصة  2 مسافة ً
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  :الحل
  : المعادلة التفاضلیة التي تحكم هذه الحركة هيوحركة الزنبرك حركة حرة، 

0x
m
k

dt
xd
2

2
  

 وحـسب  F= -20 Lbإذن  Lb   20إن القـوة المـسؤولة عـن تمـدد الزنبـرك هـي وزن الكـرة
  :  تحسب من خلال المعادلةkقانون هوك نجد أن 

Lbقدمkkk /40
2
120   

 :                                 من خلال المعادلةmونحسب 
8
5

32
20

g
Fm    

  : إذن المعادلة التفاضلیة التي تحكم هذه الحركة هي

0x64
dt

xd0x

8
5

40
dt

xd
2

2

2

2
  

  : نجد الجذور للمعادلة الممیزة
iss 80642   

isis 80,80 21   

  : الحل العام هو
t8sinct8coscx 21   

 :                                       لكن ومن المسألة 
6
10x  ، 0

dt
dx

0t     

، xبالتعویض في 
dt
dx نجد c1 ، c2 .   

 
6
1c

6
10c0x 11   

t8cosc8t8sinc8
dt
dx

21   

0c0c8
dt
dx

220t   
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  إذن 

         t8cos
6
1x    

  3(مثال(  
 مربوطــة إلــى زنبــرك معلــق مــن نقطــة ثابتــة، mأوجــد معادلــة الحركــة الخاصــة بكتلــة قــدرها 

  . ٕ وان مقاومة الهواء معدومةعلى فرض أن الاهتزازات حرة
  :الحل

  : المعادلة التفاضلیة التي تحكم هذه الاهتزازات هي

0x
m
k

dt
xd
2

2
  

  . ابت الزنبرك هو ثk حیث 
02المعادلة الممیزة  

m
ks   

i :                              بإیجاد الجذور نجد أن
m
ks

m
ks 2   

  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة هي

t
m
ksinct

m
kcoscx 21   

لكن عند  0t  ،  0x0x  ،   0v0v  01 بالتعویض نجد أن xc  ،   

 k
mvc 02 إذن معادلة الحركة الخاصة هي  :  

t
m
ksin

k
mvt

m
kcosxx 00   

  4(مثال(  
ـــدارها 0.7 یتمـــدد زنبـــرك مـــسافة  ــادة علـــى طولـــه الطبیعـــي بـــسبب كتلـــة مق م جـــك) 10( م زیـ

ابتدائیـة متجهـة نحـو الأعلـى قـدرها مربوطة إلیه، تدفع الكتلة إلى الحركة من موقـع التـوازن بـسرعة 
 تساوي تهًعلما بأن مقاومث أوجد معادلة الحركة الناتجة /م1

dt
dx90نیوتن .  
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  :الحل
15mلدینا في هـذه المـسألة   ، 90a ، 140k  ،   0tF  بتعـویض هـذه القـیم فـي 

  : وهي) 1(عادلة التفاضلیة الم

 
m

tFx
m
k

dt
dx

m
a

dt
xd
2

2
  

  نحصل على 

014
10
90

2

2

 x
dt
dx

dt
xd  

  :لحل هذه المعادلة نجد المعادلة الممیزة

   
7,2
072

014
10
90

21

2






ss
ss

ss

 

  : الحل العام للمعادلة التفاضلیة هو
t7

2
t2

1 ececx    

  :  وهماc1, c2لكن لدینا شرطان لإیجاد 

    10v
dt
dx,00x 0t    

  :عویض في المعادلة نجد أنبالت
  .0cc0x 21  .......................................................................... (1) 

t7
2

t2
1 ec7ec2

dt
dx    

.1c7c2
dt
dx

210t  ........................................................... (2) 



  220

 :                 بحل المعادلتین نجد أن                    
5
1c2  ،  

5
1c1    

  :معادلة الحركة                    

  t7t2 e
5
1e

5
1tx    

 ملاحظة  :  
یقـال في المثال السابق، وجدنا أن المعادلة الممیزة لها جذران حقیقیان، فـي هـذه الحالـة 

ــصفر  xحركــــة الزنبــــرك مفرطــــة فــــي التخامــــد لأنــــه عنــــدما أن  ــن الــ ــرب مــ  تقتــ 0x ــإن  فــ
 tفالحركة هنا تسمى حركة عابرة .  

  5(مثال(  

slugتربط كتلة قدرها 
4
 قدم عن طوله 1.28 إلى زنبرك، یتمدد الزنبرك بسبب ذلك مسافة 1

ث متجـه نحــو / قــدم4الطبیعـي، تــدفع الكتلـة إلــى الحركـة مــن موقـع التــوازن بـسرعة ابتدائیــة تـساوي 
  .الأسفل

Lbًأوجد معادلة الحركة للكتلة علما بأن مقاومة الهواء تساوي ) 1
dt
dx2.   

  .صنف الحركة في هذه المسألة) 2
  :الحل
لدینا في هذه المسألة  )1

4
1m  ، 2a  ونجد k وزن الكتلة   Lb832

4
1







  

 :                وحسب قانون هوك       Lb/25.6قدمk28.1k8    
  :وهي) 1(بتعویض هذه القیم في المعادلة التفاضلیة   

 
m
tFx

m
k

dt
dx

m
a

dt
xd


2

2
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0x
4

1
25.6

dt
dx

4
1
2

dt
xd
2

2
  

0x25
dt
dx8

dt
xd
2

2
  

   :المعادلة الممیزة

025m8m2   

  
2

1254648
m





 

i34
2

i68
2

368m 








  

i34m,i34m,i34m 21    
  :العام للمعادلة التفاضلیة هوالحل 

 t3sinct3coscex 21
t4    

 :                بتدائیانالشرطان الالدینا           00x  ،   400  v
dt
dx

t   

  0  c  0  0 c  0x 11   

   )3sin3cos4(3cos33sin3 21
4

21
4 tctcetctce

dt
dx tt    

434 210  cc
dt
dx

t  

34c2   

  :لكتلة هيلمعادلة الحركة 

t3sine3
4x t4  

اصـرة التخامـد، إذن الحركـة هنـا حركـة بما أن جذري المعادلة الممیـزة عقدیـة، فحركـة الزنبـرك ق) 2
  .عابرة
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  )1(التدریب 
تربط كتلة قدرها ) 1(

4
تدفع الكتلة إلى . متر/ نیوتن1. یساوي  ثابتهإلى زنبرككجم  1

نحو الأسفل وتمنحها سرعة ابتدائیة متجهة نحو  متر 0.5الحركة بإزاحتها لمسافة 
  :أوجدث   /  متر0.5الأعلى تساوي 

ً الحركة التالیة لكتلة علما بأن قوة مقاومة الهواء -    أ
dt
dx1نیوتن .  

  .  صنف الحركة في هذه المسألة-   ب
من نهایة زنبرك رأسي فیتمدد الزنبرك بسبب ذلك نیوتن  6.25 هیعلق وزن قدر) 2(

  .زیادة على طوله الطبیعي   متر 0.15 625 مسافة
  .avجیة الوحیدة هي قوة مخمدة تساوي نفرض أن القوة الخار

، أوجد المعادلة  ثابتa و لكل ثانیةمتار هي السرعة اللحظیة مقاسة بالأvحیث 
  وأن الكتلة تدفع إلى الحركة a = 12.5 kg /sًالتي تحكم هذه الاهتزازات علما بأن 

  أسفل موقع توازنها؟ متر 0.05 بإزاحتها 
 تدفع الكتلة إلى الحركة N/m 140 یساوي  ثابتهك بزنبرkg 10تعلق كتلة مقدارها ) 3(

 وبقوة خارجیة معطاة m/s 1نحو الأعلى من موقع التوازن بسرعة ابتدائیة تساوي 
بالعلاقة   tsin5tF  أوجد معادلة الحركة للكتلة، علما بأن مقاومة الهواء تساوي ً

N
dt
dx90.  

  
  

  )2(أسئلة التقویم الذاتي 

 6 من نهایة زنبرك رأسي فیتمدد الزنبرك بسبب ذلك مسافة Lb 20یعلق وزن قدرة . 1

in  زیادة على طوله الطبیعي، نفرض أن القوة الخارجیة الوحیدة تساوي av حیث  
vًث أوجد المعادلة التي تنظم الاهتزازات علما بأن / السرعة اللحظیة قدمa = 10 

slug /s.   
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 تدفع الكتلة إلى الحركة من Lb/ft 8 ه بزنبرك ثابتslug 1تعلق كتلة مقدارها . 2
  :موقع التوازن وبدون سرعة ابتدائیة بفعل قوة خارجیة تساوي

                                   F(t) = 16 cos  4t    

Lbًأوجد الحركة التالیة للكتلة علما بأن مقاومة الهواء تساوي 
dt
dx4.  

 وتوضع في حالة k= 50 Lb/ft ه إلى زنبرك یساوي ثابتLb 64نها تربط كتلة وز. 3
  . علیها4sin 2t إثر تطبیق القوة tالسكون، أوجد موضع الكتلة عند أي لحظة 

 من نهایة زنبرك رأسي فیتمدد الزنبرك بسبب ذلك مسافة 20gتعلق كتلة تساوي . 4
قوى خارجیة  بالمقارنة مع طوله الطبیعي، وعلى فرض عدم وجود 4cmقدرها 

 tأوجد المعادلة التي تمثل موضع الكتلة عند أي لحظة . وعدم وجود مقاومة للهواء
 تحت موضع توازنها وتدفع متجهة نحو cm 1ًعلما بأن الكتلة تزاح مسافة قدرها 

s/cmالأعلى بسرعة ابتدائیة تساوي 
2
1.   
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  الخلاصة
  عزیزي الدارس،، 

  : دعنا نستعرض أهم ما ورد من فیها من مفاهیمفي نهایة هذه الوحدة،

  . قانون هوك ینص على أن القوة المرجعة للزنبرك تتناسب مع استطالته-

  : المعادلة التفاضلیة التي تمثل حركة زنبرك مربوطة به كتلة یتحرك كي یبلغ وضع التوازن هي-
 
m

tFx
m
k

dt
dx

m
a

dt
xd
2

2
  

  . للمعادلة الممیزة حل المعادلة التفاضلیة یعتمد على الجذور-

بهذا عزیزي الدارس نكون قد أنهینا هذه الوحدة، وكذلك انتهى هذا المقرر، والـذي نرجـوه أن 
  . تكون قد حققت الأهداف التي رسمناها في بدایة المقرر، وكذلك أهداف كل وحدة على حدة

نة بمــشرفك الوحـدات الــسابقة، بأنـك تـستطیع الاسـتعافـي كـد فـي الختـام علـى مــا ابتـدأنا بـه ؤن
ٕهیم الواردة هنا، وایاك أن تتجاوز هذه الصفحة إلا فاالاكادیمي في أي وقت لاستیعاب الأفكار والم

  .وأنت مدرك تماما لما ورد في هذا المقرر بوحداته كافة من مفاهیم ونظریات

أوصــیك بــأن تــتعلم مــن أجــل الفهــم والاســتیعاب، لا مــن أجــل أن تحــصل علــى : وفــي الختــام
ــ ــة، فهــــذا المقــــرر یتنــــاول موضــــوعا مــــن أهــــم درجــــة مرتفعــ ة فــــي الاختبــــارات التــــي تعقــــدها الجامعــ

موضـوعات الریاضـیات، وســتجده یطـرق بابـك فــي مقـررات أخــرى كثیـرة، ولـدیك فرصــة الیـوم أكثــر 
من أي وقت آخر لاستیعاب المفاهیم الواردة فیه، والاستزادة مـن مراجـع أخـرى إن كـان لـدیك وقـت 

  .كاف لذلك

  .ًلك بالتوفیق دائماوأمنیاتنا 
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   التدريبباتجاإ
  ) 1(تدریب 

)1 (  
 من المسألة لدینا -أ

4
1m  ،1a  ، 1k  ،   0tF    

  : وهي) 1(بتعویض هذه القیم في المعادلة التفاضلیة 
 
m

tFx
m
k

dt
dx

m
a

dt
xd
2

2
  

0x4
dt
dx4

dt
xd
2

2
  

  :معادلة الممیزة للمعادلة التفاضلیةال
04m4m2   

    2mmm02m2m 21   

  :الحل العام للمعادلة التفاضلیة
t2

2
t2

1 etcecx    

لدینا الشرطان الابتدائیان   5.00,5.00  x
dt
dx

t   

  5.0200 11  ccx  

  t2
2

t2
2

t2
1 ece2tcec2

dt
dx    

5.05.02 2210  ccc
dt
dx

t  

  :تالیة هيمعادلة الحركة ال

  t2t2 et2e2tx    

 لأن المعادلة الممیزة لها جذران حقیقیان ومتساویان فإن حركـة الزنبـرك حركـة متخامـدة بـشكل -ب
  .حرج
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625.0 ومنها 25.6mgالمسألة لدینا من ) 2(
10
25.6

m   
15625.025.6قانون هوك وحسب   k   
40k ، ومنها   0tF   

  :في المعادلة التفاضلیةبالتعویض 
 
m

tFx
m
k

dt
dx

m
a

dt
xd
2

2
  

0x
625.0
40

dt
dx

625.0
5.12

dt
xd
2

2
  

0x64
dt
dx20

dt
xd
2

2
  

  :الممیزة للمعادلة التفاضلیةالمعادلة 
064m20m2   

    04m16m   

4m,16m 21   

  :العام للمعادلة التفاضلیةالحل 
t16

2
t4

1 ececx    

 :                     من المسألة شرطان ابتدائیانلدینا   20
10,00  x

dt
dx

t   
  : ونحصل علىxفي ض نعو

 
20
10 21  ccx .......................................................................... (1)  

  ًأیضا                                                     
tt ecec

dt
dx 16

2
4

1 164    

0c16c4
dt
dx

210t  ........................................................... (2) 

   :نجد أن) 2(، ) 1(تین بحل المعادل
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60
1,15

1
21  cc  

  :إذن حركة الكتلة التالیة تعطى بالعلاقة
tt eex 164

60
1

15
1    

10mمن المسالة ) 3(  ، 140k  ، 90a  ،   tsin5tF  ،  
  :بالتعویض في المعادلة التفاضلیة

 
m

tFx
m
k

dt
dx

m
a

dt
xd
2

2
  

tsin
2
1x14

dt
dx9

dt
xd
2

2
  

  هذه المعادلة معادلة تفاضلیة خطیة ذات معاملات ثابتة غیر متجانسة لحل هذه المعادلة 
                                            :نجد الحل العام للمعادلة) أ(

0x14
dt
dx9

dt
xd
2

2
    

                                                       :المعادلة الممیزة

014m9m2   
   07m2m   

7m,2m 21   

t7
2

t2
1p ececx    

ًنجد حلا خاصا للمعادلة) ب( ً:                                        

tsin
2
1x14

dt
dx9

dt
xd
2

2
   

  : رض أن هذا الحل هوفن
tcosAtsinAx 21c   

tAtA
dt
xdtAtA

dr
dxc cossin,sincos 212

2

21   
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ttA

tAtAtAtAtA

sin
2
1cos14

sin14sin9cos9cossin

2

12121




 

    ttAAtAA sin
2
1cos913sin913 1221   

2
1A9A13 21   

0A9A13 12   

  :بحل المعادلتین نجد أن

500
9A,

500
13A 21   

  :إذن الحل الخاص هو

tcos
500

9tsin
500
13x p   

   :إذن الحل العام للمعادلة التفاضلیة غیر المتجانسة

tcos
500

9tsin
500
13ececx t7

2
t2

1    

                                        :دینا شرطان أساسیان وهمال

  00x,1
dt
dx

0t   

  : بالتعویض نجد أن

  0
500

9cc0x 21   

500
9cc 21  ............................................................................... (1) 

ttecec
dt
dx tt sin

500
9cos

500
1372 2

2
2

1    

1
500
1372 210  cc

dt
dx

t  
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500
51372 21  cc ....................................................................... (2) 

                                            :بحل المعادلتین نجد أن

500
64,

500
55

12  cc  

  tteetx tt cos
500
9sin

500
13

500
55

500
64 72    

  

  إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1(أسئلة التقویم الذاتي 

  .هذه الأسئة مباشرة وحسب ما ورد في الوحدة، ولا تحتاج إلى إجابات) 1-4(
    F= -200) نیوتن( : القوة المؤثرة هي.  5

   k(1) -  =-200وحسب قانون هوك      
  )انتبه للوحدات  ( . k = 200 )متر/نیوتن( :  ومنها نجد أن       

  )2(أسئلة التقویم الذاتي 

0x64نجد المعادلة التفاضلیة من خلال معطیات السؤال فتكون  . 1
dt
dx16

dt
xd
2

2
   

                                      :ثم نجد الجذور للمعادلة الممیزة

064m16m2    
8mm 21   

  :فیكون الحل العام هو

  t8
2

t8
1 etcctx    

     :لدینا من المسألة شرطان أساسیان وهما
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  6
10x,

dt
dx

0t   

  :فنحصل منهما على

6
1c,6

8c 12     

  t8t8 et
6
8e

6
1tx    

1mمن معطیات المسألة، ) 2(   ، 1k  ، 4a    t4cos16tF    
  : ثم نكون المعادلة التفاضلیة     

t4cos16x8
dt
dx4

dt
xd
2

2
  

   :هذه معادلة تفاضلیة ذات معاملات ثابتة غیر متجانسة حلها

  t4cos
5
2t4sin

5
4t2sinect2cosectx t2

2
t2

1    

 :من المسالة  00x,0
dt
dx

0t    

 : منها نجد أن
5
2c,

5
6c 12 


   

                    :لمعادلة التي تمثل الحركةإذن ا

  t54.0
5
2t4sin

5
4t2sine

5
6t2cose

5
2tx t2t2    

  من معطیات السؤال نجد أن معادلة الحركة ) 3( 

t2sin2x25
dt

xd
2

2
  

  : معاملات ثابتة غیر متجانسة حلهاهذه معادلة تفاضلیة خطیة ذات

t2sin
12
2t5sinct5coscx 21   

                              :بتطبیق الشرطین    00x,00v
dt
dx

0t   
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,0c :نجد أن
105

4c 12    

t2sin095.0t5sin038.6x        :ومنه نجد أن معادلة الحركة هي   

 
حـــسب قـــانون هـــوك ) 4(   4k98020  4900 ومنهـــا نجـــد أنk مـــن المـــسألة g20m  ،

  cm10x  ،  
2
10v ) بـالتعویض فـي )  السرعة الابتدائیة نحو الأعلى اتجاهلاحظ أن

  .المعادلة نجد أن المعادلة التفاضلیة التي تمثل معادلة الحركة

0x245
dt

xd
2

2
  

   : تعطى بالعلاقةxبحل المعادلة التفاضلیة نجد أن  

.t245sin03194.0t245cosx   
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  مسرد المصطلحات
ا المقـرر، ولعــدم الرغبـة فــي إظهـار معــادلات ریاضـیة فــي عزیـزي الـدارس، نظــرا لطبیعـة هــذ

ــه مـــن المـــصطلح  ــي ومـــا یقابلـ ـــذا نقتـــصر هنـــا علـــى ذكـــر المـــصطلح العربـ مـــسرد المـــصطلحات، ل
  .الانجلیزي، وذلك لمساعدة الدارس في الرجوع إلى المراجع الأجنبیة، أو مواقع الإنترنت

  

   Free vibrations  اهتزازات حرة 

   Damped Forced vibrations  خامدةاهتزازات حرة مت

  Newton's Second law of Motion  قانون نیوتن في الحركة 

  Weight  وزن 

  Hook's Law  قانون هوك 

  Spring Constant  ثابت الزنبرك 

 Spring vibration  اهتزاز الزنبرك 

  Mass  كتلة 

  Damping Force  قوة متخامدة 

  Frequency  تردد 

  Critically damped  كل حرج شامد بمتخ

  Acceleration due to gravity  تسارع الجاذبیة 

  Release  یتحرر 

  Spring Force  قوة الزنبرك 
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