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أ  

  مقدمة المقرر  
ـــق االله العـــالمین،بـــسم االله الـــرحمن الـــرحیم والحمـــد الله رب     والـــصلاة والـــسلام علـــى اشـــرف خل

  .أجمعینسیدنا محمد صلى االله علیه وسلم وعلى اله 
   )1(بعد دراستك لمقرر الحسبان ) 2(   نأتي بك عزیزي الدارس إلى مقرر الحسبان 

اع المــشتقات، وتطبیقــات علــى المــشتقة ، وتعرفــت علــى    وفیــه تعرفــت علــى المــشتقة الأولــى، وأنــو
أهمیة علم التفاضل والتكامل، وتطبیقاتـه الكثیـرة فـي مجـال الهندسة،والفیزیاء،والاقتـصاد وغیـره مـن 

ــدة ،وفـــى هـــذا المقـــرر ســـوف تتعـــرف علـــى علـــم . العلـــوم حیـــث یـــسر الكثیـــر مـــن الحـــسابات المعقـ
ي التكامــل تكــون مــشتقة الدالــة معروفــة ونقــوم بإیجــاد وهــو العملیــة العكــسیة للتفاضــل، ففــ: التكامــل

  الدالة نفسها 
 سـوف الوحـدة الأولـى  یحتوى هذا المقرر على أربعة وحدات، وتنقسم كـل وحـدة إلـى أقـسام، ففـي 

 تحـصرها دالـة التـينشرح لك الفتـرات والتجزئـة والمجـامیع، ومـن معرفـة هـذه یمكـن إیجـاد المـساحة 
ذلك بتجزئة هذه الفترة إلى فتـرات أصـغر، وبجمـع مـساحة هـذه الفتـرات و. في فترة محددة )منحنى(

 یحــصرها هــذا المنحنــى، وللجمــع عــدة طــرق أهمهــا التــينحــصل علــى المــساحة الكلیــة بالتقریــب، 
  .طریقة جمع ریمان، والذي نتطرق له في القسم الثاني من هذه الوحدة

ت المختلفــة، ومـن هــذه الطــرق كیفیــة سـوف یــتم شــرح طــرق إیجـاد التكــاملا.    فــي الوحــدة الثانیــة
إیجاد التكامل لدالة كثیرة الحدود ، دالة مثلثیة ،دالة آسیة ،دالة مـضروبة فـي دالـة أخـرى، التكامـل 

  .بالأجزاء والقیاسي والاختزالي
مـع أحـد المحـاور،  )دالـة(یـتم شـرح إیجـاد المـساحة التـى یحـصرها منحنـى .    وفى الوحدة الثالثة

  .ر، بتطبیق القانون مباشرةأو مع منحنى أخ
ٕعلـى تطبیقـات التكامـل فـي إیجـاد طـول قـوس مـن منحنـى، وایجـاد .   وفى الوحدة الرابعة والأخیرة

ـــراغ ــــ ــك الف ــــ ــم ذلـ ـــــذلك حجـــــ ـــاور، وكــ ــــد المحــــ ــول أحـــ ــــ ــــى حـ ـــصنعها دوران منحنـــ ـــــطح یــــ ـــساحة ســ          مــــ
  .الذي یحیط به هذا السطح) الجامد(

ــم فــي التطبیقــات،      یهــدف المقــرر إلــى تزویــد الــدارس بالجوانــب المهمــة، واســتخدامات هــذا العل
الهندســـیة، والفیزیائیـــة، والاقتـــصادیة ،وســـوف تجـــد الأمثلـــة المحلولـــة، وأســـئلة التقـــویم الـــذاتي، ولهـــا 
ــع  ــا مـ ـــول لهـــا، ومراجعتهـ ـــام بوضـــع حل ــدة، وتـــدریبات علیـــك القی ـــة فـــي نهایـــة الوحـ إجابـــات نموذجی



ب  

جابات الموجودة، داخل الوحدة وعرضـها علـى مـشرفك الأكـادیمي، علیـك أن تكثـر مـن التمـارین الإ
  .والتدریبات حتى تثبت القاعدة وتتأكد من استیعابك لها 

   هنیئا لك بهذا المقرر، وسوف تجد المتعـة والفائـدة منـه، أرجـو أن توفـق فـي دراسـتك وان تـساهم 
  .معنا في نقده وتقیمه وتطویره

  

  داف العامة للمقررالأه
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : تكون قادرا على أن ِبعد فراغك من دراسة هذا المقرر ینبغي لك أن        
   الفترات والمجامیعَ تشرح .  
    ـــة فـــي فتـــرة تـــستخدم ــة فـــي إیجـــاد المـــساحة التـــي تحـــصرها دال  الفتـــرات والتجزئـ

 .محددة

   طریقــة جمــع ریمــان فــي جمــع مــساحة الفتــرات للحــصول علــى المــساحة ُ تطبــق 
  . یحصرها المنحنى أو الدالة  الكلیة التي

    ت المختلفة طرق إیجاد التكاملاتُعرف.  
   التكامل للدالة كثیرة الحدود والدالة المثلثیة والآسیة واللوغریثمیةً توجد .  
    ه التكامل المحدود واستخداماتتوضح.  
    التكامل في إیجاد طول القوس في منحنىتطبق .  
    ــستخدم  التكامــل فــي أیجــاد مــساحة ســطح دوران منحنــى حــول أحــد المحــاور ت

 .ط بالسطحوحجم الفراغ الذي یحی
            



ج  

  محتويات المقرر
  

  الصفحة  الموضوع  رقم الوحدة
  1  الفترات والمجامیع   1
  27  التكامل  2
  103  التكامل المحدود  3
  133  تطبیقات على التكامل  4

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  الوحدة الأولى
  الفترات والمجامیع

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  2

  محتويات الوحدة 
  

  رقم الصفحة  الموضوع
  3  المقدمة

  3     تمهید

  3  أهداف الوحدة 

  4  الفترات والتجزئة . 1

  11  الجمع الریمانى . 2

  20  الخلاصة 

  20  لمحة مسبقة عن الوحدة التالیة 

  21  إجابات التدریبات 

  23  أسئلة التقویم الذاتي إجابات 

  24  مسرد المصطلحات 

  25  المراجع
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  المقدمة 
      تمھید 

  )2(مرحبا بك في الوحدة الأولى بعنوان الفترات والمجامیع، وتمثل مدخل لمقرر الحسبان  
  :قسمت الوحدة إلي قسمین رئیسیین  .وفیها یتم شرح أساسیات علم التكامل وأستخداماتة

یشرح الفترات والتجزئة، واستخدامها في إیجاد المساحة التى یحصرها منحنى أو : ولالقسم الأ
  .دالة والمساحة الكلیة بجمع الأجزاء

  .ومنها طریقة جمع ریمان لحصر المساحة الكلیة ،یشرح طرق الجمع: القسم الثاني
أسئلة التقویم والأمثلة المحلولة والتمارین، كذلك  ،سوف تجد داخل الوحدة الرسوم التوضیحیة

الذاتي، لكي تتأكد من استیعابك وتسترجع معلوماتك، وتجد لها إجابات نموذجیة في نهایة الوحدة 
حتى تتأكد من الحل الصحیح، وتأتى التدریبات لتساعدك على ترسیخ الوحدة، والتطبیق المباشر 

مي ومعاینتها مع علیك بالاهتمام بوضع حلول للتدریبات، وعرضها على مشرفك الأكادی ،للقانون
وعلیك الاهتمام بهذه الوحدة لأنها سوف تسهل علیك بقیة الوحدات، ،الإجابات في نهایة الوحدة

  .واكثر من التدریبات، نتمنى أن تستفید منها، وتقدم لتا نقدك وتقیمك الهادف لهذه الوحدة

   أهداف الوحدة 
  
  
  
  
  
  

عزیزي الدارس بعد دراستك لهذه الوحدة ینبغي منك أن تكون قادرا على        
 : أن

 الفترات وطول الفترة الجزئیة تعرف   

 التجزئة المنتظمة وغیر المنتظمة  تشرح  

 المساحة الكلیة المحصورة بین الدالة في فترة محددة  تحسب  

 صرها منحنى مع كل من  الجمع الریمانى لإیجاد المساحة التي یح تستخدم
 المحورین السیني والصادي 

 بین خصائص التكامل  تمیز   
      



  4

 القسم الأول في الوحدة الأولى، وسوف عزیزي الدارس، مرحبا بك مرة أخرى في بدایة      
  .نشرح لك تعریف الفترات والتجزئة، وطول الفترة الجزئیة، ونبدأ بتعریف التجزئة

  

  Intervals and Partition الفترات والتجزئة.1
ــة  ــــ ـــــرف التجزئـــ ـــــة Pتُعــــ ــــــرة المغلقــــ ],[ للفتـــ baI ــــة ــــ ــا مجموعـ ــــ ـــرات ال  بأنهـــ ــــ ـــةالفتــ ـــــ  مغلقـ

],[ 1 jjj xxI معرفة بترتیب الأعداد التالیة ّ  

  
0xa حیث  و nxb .  

ّ ونعرف الطول         . بـnI            لـلفترةُ

  
) iI(فترات ویوضح الرسم التالي ال. للفترات أطوال متساویة أو مختلفة ویمكن أن تكون

  :ixوأطوالها 

  
  حیث 

  
  iیوضح لك طول الفترة الجزئیة رقم  والرسم أعلاه

إذا ) Regular(بأنها منتظمة ) P(تُعرف التجزئة ،    ثم نأتي بك إلى تعریف التجزئة المنتظمة
  كانت

  
   بحیث أن

1 jj xxjx
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],[    فإذا أردت تجزئة الفترة المغلقة  ba إلى عدد n  من الجزئیات المتساویة في الطول، فإن 

  العرض المشترك لهذه الجزئیات سیكون 
 





 

n
abأيلفترات ا    

  
],[   ویوضح الرسم أدناه تجزئة الفترة  baإلى أجزاء متساویة .  

  
  

كما یوضح لك (   كذلك تجد الفترة الغیر منتظمة وتعرف بأنها الفترة الغیر متساویة في أطوالها 
  ).الرسم أدناه

  
],[    ویمكنك أن تختار في الفترة الجزئیة  1 ii xx  نقطة *

ixلمنتصف عند الأطراف أو عند ا .
],[ففي الفترة الأولى 10 xxتختار النقطة *

1xوللفترة الثانیة ],[ 21 xxتختار النقطة *
2xوهكذا ،....  

 إذا كانت النقطة*
ix علي یمین الفترة ],[ 1 ii xx  فإن ii xx *.  

 إذا كانت النقطة*
ix علي یسار الفترة ],[ 1 ii xx  1 فإن

*
 ii xx 

 إذا كانت النقطة*
ixعلي منتصف الفترة],[ 1 ii xx  فإن 

2
1* 

 ii
i

xxx 
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],[ل فترة     ولك أن تأخذ في ك 1 ii xx  مستطیل iR تكون قاعدته هي عرض الفترة وارتفاعه 
)( *

ixf ونرمز لمساحته بالرمز iA .تُعطي هذه المساحة بالقاعدة  
)()()()( ***

1 iiiiii xf
n

abxfxxfxxA 





 

   

)()( علي الصورة xF)(    والآن إذا كتبت مشتقة الدالة  xfxF  یمكنك أن نطبق نظریة 
],[ علي الفترة بین xF)(القیمة المتوسطة علي الدالة  1ii xx، والتي تنص علي انه هنالك نقطة 

],[ 1 ii xxcبحیث أن    

  
  أو

  
*ٕ واذا اخترت 

ixc  تحصل علي    

  
   ویصبح الجمع

  
   لتحصل علي

  
ax    حیث  0و bxn  والتي تمثل المساحة المحصورة بین الدالة ،)(xf في الفترة ],[ ba.  

 يإ)iA( مساحات المستطیلات الصغیرة     وتصبح المساحة المظللة تساوي بالتقریب مجموع
  كما هو موضح في الرسم أدناه
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  ) أ(

  
   جزئیات متساویة6الرسم یوضح تقسیم الفترة الي 

xxfً   وهنالك شرطا یجب تحققه لكي یكون للدالة  )( 0,[ تكامل في الفترة[ b هو أن یكون 
   لأي مقدار صغیر 

  
   حیث 
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kk   هو الجمع العلوي لـ  xxx 1 و )( kk xfM  هي اكبر قیمة یمكن للدالة أن تأخذها 
],[في الفترة 1 kk xx  . وتجد أن  

  
1حیث  kk xxx .ویكون  

  
P،)(PLوللجمع السفلي للتجزئة  f تجد أن   

  
11حیث  )(   kkk xxfM .ومن المعادلتین أعلاه تجد أن  

  
  ویكون الفرق بینهما هو 

  
]0,[ویصبح شرط وجود تكامل الدالة في الفترة  b علي قیمة nهو   

  
  ویمكنك كتابة هذا الشرط علي الصورة

  
  .في الفترة المعطاة) n( یكبر عدد التجزئات وتلاحظ انه كلما صغرت 

)(2والآن یمكنك إیجاد المساحة تحت المنحني  xxf الموضح بالرسم أدناه   .  
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*قطة فإذا اخترت الن

ix علي یمین النقطة ix 01 تحصل علي
*
1  xx12 و

*
2  xx و 

23
*
3  xx34 و

*
4  xx. وتكون المساحة المقربة هي  

  
  : مثال

   قسم لتكون التجزئة علي النحو التاليn إلى ]4,0[    یمكن أن نقسم الفترة 

}4,5.3,1,5.0,0{P.وتكون تجزئة الفترة)Subinterval(5.0,0,[]1,5.0,[]5.3,1,[]4,5.3[هي[. 
  .ففي هذه الحالة تلاحظ أن الفترة غیر منتظمة لان تجزئة الفترة غیر متساویة في أطوالها

  :  مثال
10  و أخذت 10b و1a إذا كان  xa 21 و x، 52 x، 93 x، 

104  bx 2,1,[]5,2,[]9,5,[]10,9{[},,,{فتكون التجزئة{[ 4321 IIIIP 1]2,1[  حیث I ،

]5,2[2 I،]9,5[3 I،]10,9[4 I .1121 ویكون x،3252 x ،
4593 x ،19104 x.  
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  )1(تدریب 
  
  
  
  :مثال 

   ..تساویة، ثم أوجد الفترات الجزئیة تجزئة م20 إلى ]5,1[جزئ الفترة 

ً  تجد أولا أن طول الجزء الواحـد هـو 
10
3

20
6

20
)1(5










 


n

abxوتكـون نقـاط الفتـرة ،  

  المجزأة هي

ixiaxi 10
31  

   ومنه تجد أن
 10  ax ,

10
7

10
311 x،

5
22

10
312 x،

10
13

10
313 x،.....،

520
10
3120  bx.  

},,,,,,{  وتكتـــب نقـــا ط التجزئـــة علـــي الـــصورة 2054321 xxxxxxP  . ـــرات وتكـــون الفت
,5[:هي الجزئیة

10
47[,],

5
2,

10
7[],

10
7,1[ I.   

  )2(  تدریب
  
  
  
 

  
  
  

  
  

  .  أقسام متساویة ومن ثم أوجد الفترات الجزئیة4 إلى ]4,0[جزئ الفترة -1 
 

  

lim)( ومن ثم أوجد nf)( أوجد قیمة -1 nfn  إذا كان ،  
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  )1( تقویم ذاتيأسئلة
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  Riemannian Sum الجمع الريماني .2 

ي إیجاد المساحة التي یحصرها منحني مع المحور السیني یستفاد من الجمع الریماني ف
وتعتمد هذه الطریقة الي تقسیم المساحة التي یحصرها المنحني الي مستطیلات . أو الصادي

صغیرة ومن ثم تكون المساحة الكلیة هي مجموع مساحة هذه المستطیلات بالتقریب، كما في 
  .الرسم أدناه

  

 

 تقـسیمات صـغیرة متـساویة فـي الطـول، 6 إلى ]4,1[ إذا أردنا تجزئة الفترة )1(
  .عدد نقاط التجزئة في هذه الحالةاحسب 

ً جزءا متساویا وحصل علي قاعدة لتجزئـة كـل 20إذا جزأ شخص فترة الي ) 2( ً
  جزء، وذلك علي النحو التالي

  
  . أوجد الفترة التي جزءها هذا الشخص

 تقـسیمات صـغیرة متـساویة فـي الطـول، 5 إلـى ]4,2[إذا أردنا تجزئة الفترة  )3(
احــسب عــدد نقــاط التجزئــة فــي هــذه الحالــة، ثــم عــرض كــل جــزء مــن هــذه الفتــرة 

  ).ixأوجد (
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ًللمتسلسلات، فمثلا تجد  ع الریماني تلزمك معرفة بعض الجموعوقبل أن تجري عملیة الجم      
  أن

  
 ُویرمـز. الجمع) index( هو دلیل i الحد الأعلى للجمع و m الحد الأدنى للجمع وn    حیث 

  للجمع بعلامة 

  :الخواص التالیة وللجمع 
  
  
  
  
  
  
  

  :   وتجد أن هنالك بعض المجامیع یمكنك معرفتها بسهولة وهي

   )أ(

  
  )ب(

  
  )ج(

  
  )د(

  
],[     یمكنــك إیجــاد مــساحة المــستطیل فــي الفتــرة  ba    بتقــسیمها إلــى فتــرات صــغیرة متــساویة فــي 

ــددها ــ. nطولهـــا عـ ــوویكـــون بالتـ الي طـــول كـــل منهـــا هـ





 


n

abx . ــم مـــستطیل ــم ترسـ ومـــن ثـ

  )أ(

  
  )ب(
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  

)( وارتفاعه یساوي قیمة الدالة عند تلك النقطةxعرضه ixf . ومن هذه المقادیر تقوم بجمـع كـل
ــي تـــساوي المـــساحات xxfالـــصغیرة التـ i )() الطـــولـــة  لتحـــصل علـــي)  العـــرض المـــساحة الكلی

   .بالتقریب

  
  

xfy)(    الرســم یوضــح المــساحة التــي یحــصرها المنحنــي  ین النقطتــین  مــع المحــور الــسیني بــ
aو b وهــي بالتقریــب تــساوي مجمــوع المــستطیلات المرســومة التــي عرضــها متــساوي وطــول كــل 

)(منها یساوي  ixf.  
  ومن هذا التقسیم تجد أن 

  
  

  وتجد أن 
  

  
  
  
  
 
  

  والذي یساوي المقدار
  
  
  

b  a  

  nL
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  وكذلك.  الید الیسرىُویعرف هذا بجمع

  
  
  
 

   تجد أن وذلك. ُوالذي یعرف بجمع الید الیمني
  
  

  
  
  
  
  

  .ُوالذي یعرف بجمع نقطة المنتصف
],[دالة في الفترة المغلقةxf)(   إذا كانت ba فإن التكامل المحدد من ،a الي b للدالة f هو  

  
xxf  حیث

n

i
i 

1

],[علي الفترةxf)( الریماني للدالة هو الجمع )( ba .  

  ُ ویعرف المجموع

  
ــبه المنحــــرف      ــدة شــ ــسون ). Trapozoidal Sum(بقاعــ ـــدة سمبـــ رف قاعـ ـــه نع ـــومنـ ّـ ُ

)Simpson (لي الصورةللجمع ع  

  
   حیث 

  
    و

ك
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  : مثال

ـــذ الدالــــة  xxf   خـ )( ـــرة ــي الفتـ ــ ـــة التكامــــل ،]3,1[ عل ــد قیمـ  أوجــ 
3

1

3

1

)( dxxdxxf ــــة  بطریق

  . الجمع الریماني

  
xy   یوضح الرسم أعلاه المساحة المحصورة بین المستقیم  والمحور السیني بین النقطتین  

ax  و bx   
ـــع  ــون 1a،3b  بوضـــــ ــــ یكــ

nn
abx 2







 

 وxiaxi  ،أي
n
ixi

21 . ـــــي ُویعطـــ
  بالعلاقة التالیة التكامل

  
   نجد أن

n
ixxf ii

21)( و 
n

x 2
 .ونجد أن 




n

i n
i

1

   ومنها یكون )21(

  
   

  وبالتالي یصبح التكامل في الصورة 
  

  
 : مثال

)21(22)1(
2

4242)42(2)21( 2
1

2
1

2
1 n

nn
nn

ni
nn

n
n

i
nnn

i n

i

n

i

n

i















 








 



422)21(22lim)(
3

1

3

1

  n
dxxdxxf n
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)(2 خذ الدالة xxf  أوجد قیمة التكامل ،]5,3[ علي الفترة  
5

3

2
5

3

)( dxxdxxf .  

  
  

2xyة بین المنحني    یوضح الرسم أعلاه المساحة المصور  0والمحور السیني بین النقطتین 
  .bو

 یكون3a،5bبوضع 
nn

abx 2







 

 ومنها یكـون xiaxi أي    ،
n
ixi

23 .

  ُویعطي التكامل بالعلاقة التالیة

  
2  تجد أن 

2

2
2 412923)( i

n
i

nn
ixxf ii 





 و 

n
x 2
 . و الآن تجد أن  










 






 

n

i

n

i

n

i
i i

n
i

nn
ix

1

2
2

1

2

1

2 412923  

   أو




n

i

n

i

n

i

n

i
i i

n
i

n
x

1

2
2

111

2 41219  

   ولكن

n
n

i


1

1 ، 
n

nni
n

i

)1(
1






، 
6

)12)(1(
1

2 




nnni
n

i

 ، 
2

1

3

2
)1(






 




nni
n

i
  

  وبالتعویض تحصل علي






 







 n
nnnn

n
nn

n
nx

n

i
i 3

28
3

49
6

)12)(1(4
2

)1(129 2
1

2  
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   ومنها یصبح التكامل 

nn
n

n
xxxdxx

n

i
in

n

i
in

2
3
28

3
492limlim

1

2

1

2
5

3

2 



 






 





  

   أو 

3
98

3
28

3
492lim2)132(

3
2)615(lim 2

2
5

3

2 





 



   nnn

nn
n

ndxx nn  

  )3(تدریب
  
  
  
 

  : مثال
    مــستخدما طریقــة جمــع نقطــة الیــد الیــسرى، أوجــد 

1

0

2dxx  . 2تلاحــظ أن)( xxf  . تقــسم أولا

00 قسم فیكـون nالفترة الي   xa 1 وbومنهـا تجـد أن 
n

x 1
و 

n
ixi . و الآن یـصبح 

  الجمع هو
  

)(2 و 1b و 0a وبالتعویض عن  ii xxf  تحصل علي  
  
  

  ومنها تجد أن
  

  
  ٕ واذا طبقت جمع الید الیمني ستحصل علي

  
  ُ الذي یعطي

)(1أوجد بالتقریب المساحة التي تحصرها الدالة ) 1( 2  xxf مع المحور 
  ). Riemann( بطریقة جمع ریمان ]2,0[السیني في الفترة 
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ــي أي طریقــة اســتخدمته ، نقطــة المنتــصف أم الیـــد ا   وتلاحــظ أن قیمــة التكامــل لا تعتمــد عل

  .  الیمني أو الیسرى
   

  )4( تدریب
  

  
  
  
   

  
  : وللتكامل الخواص التالیة

  ) أ (

  
  )ب (

  
],[ المتصلتین في الفترة xg)( وxf)(وللدالتین ) ج ( ba نجد أن   

  
  )د (

  
  متوسط الدالة  

],[ في الفترة xf)(ُ  یعطي متوسط قیمة الدالة  baبالعلاقة   




b

a

dxxf
ab

f )(1  

xxy إذا تم تقریب المساحة التي یصنعها المنحني -1   42 2  في الفترة 
   .7x و7x أجزاء منتظمة، أوجد10 بمجموع ریمان بعمل ]5,2[
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   )2( تقویم ذاتيأسئلة

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  أوجد ناتج قیمة الجمع التالیة) 1 (

  
)(232أوجد المساحة التي تحصرها الدالة ) 2 ( xxxf  مع المحور 

  .)Riemann( بطریقة جمع ریمان ]5,2[ الفترة السیني في
)()12(2أوجد المساحة التي تحصرها الدالة ) 3 (  xxf مع المحور 

  .)Riemann(  بطریقة جمع ریمان ]3,2[السیني في الفترة 
)(3أوجد المساحة التي تحصرها الدالة ) 4 ( xxf  مع المحور السیني في 

   .)Riemann(  بطریقة جمع ریمان ]5,3[الفترة 
)(1أوجد بالتقریب المساحة التي تحصرها الدالة ) 5 ( 2  xxf مع المحور 

  ). Riemann(  بطریقة جمع ریمان ]2,0[السیني في الفترة 
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  الخلاصة 
  . فیهاد    في نهایة هذه الوحدة دعنا نستعرض معك أهم ما ور

 للفترة المغلقp وعرفنا التجزئة ،   بدأت الوحدة بوضع تعریف للفترات والتجزئة baI , بأنها  
مجموعة الفترات المغلقة jjj xxI ,1 

nn  معرفة بترتیب الأعداد  xxxxx  1210 nxbxaحیث...     ثم بینا طول ،0,
1 الفترة وعرفناها بأنها jji xxx  ووجدنا أن الفترات لها أطوال متساویة أو مختلفة فالتجزئة

nxxx المتساویة في الطولةوهي التجزئ: المنتظمة  ...21  
 من الجزئیات المتساویة في الطول یكون العرض المشترك n   وعند تجزئة الفترة إلى عدد 

 ثم تناولنا في ، والفترات التى لها أطوال مختلفة تعرف بالفترة الغیر منتظمةb-a/nللجزئیات عبارة 
وهى ] a,b [(في الفترة   f (x)الشرح كیف یمكن أن نتحصل على المساحة المحصورة بین الدالة

عبارة عن         aFbFxFxFxxf ni

n

i
i 


0

1
 ومعرفة شرط x0=a ,xn=bیث ، ح

/2bnتكامل الدالة وهى  حیث    مقدار صغیر و  n عدد الجزئیات و  p التجزئة و   u    
 وفى القسم ،Eغر   الجمع السفلي ویكون عدد التجزئیات كبیرا عندما یصLالجمع العلوي و 

الثاني تم شرح الجمع الریمانى، واستخدامه في إیجاد المساحة التى یحصرها منحنى، مع المحور 
السیني، أو الصادي،  والتى تعتمد على تقسیم المساحة التى یحصرها المنحنى إلى مستطیلات 

 a[الفترة المغلقة دالة في f( x ) فإذا كانت .ومجموع هذه المستطیلات هي المساحة الكلیة،صغیرة

,b [ فان التكامل المحدد منa إلى b  للدالة f  هو 
b

a

على f(x )للدالة  وهو الجمع الریمانى 

  ]a, b[الفترة 

   لمحة مسبقة عن الوحدة التالية 
جالات     في الوحدة التالیة سنتناول موضوع التكامل، نبدأ بتعریفة، ثم أهمیته، وتطبیقاته في الم

ثم نأتي إلى أنواع التكاملات، للدوال كثیرة الحدود، والتكامل بالتعویض، وتكامل الدوال . المختلفة
المثلثیة، واللوغریثمیة، والتكامل بالأجزاء، وتكامل الدوال الآسیة، وبطریقة الكسور الجزئیة، 

 .والتكاملات القیاسیة، وقاعدة الاختزال
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   إجابات التدريبات 
  )1( تدریب 

ـــرة أن  ــــ ـــد مباشـ ــــ ــــي. 4n و4b و 0a     تجـ ـــــة هــــ ـــ ــــذه الحال ــي هــــ ــــ ــ ـــــة ف ـــ ــــون التجزئ : وتكــــ
},,,,{ 43210 xxxxxP  .لإیجاد قیمـةix 1 توجـد أولا عـرض التجزئـة

4
04



x ومنهـا تجـد ،

xixxiأن   ـــون .0 ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ 00 ویكــ  xa44 و  bx، 
11001  xxx،220202  xxx3130303  و  xxx .

  )أ (]1,0,[]2,1,[]3,2,[]4,3[ : والفترات الجزئیة هيP}3,2,2,1,0{ وتصبح الفترة هي

  )2( تدریب 
 

         

      

6
110

2
300

3
11

2
3

2
3

6
1

2
1

3
1lim

1
2
3

2
3

6
1

6
3

6
2lim

1
2

13
6

121limlim
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  )4(تدریب  

3.0
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25



x  

  التجزئة منتظمة إذن
 

3.0
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7
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


x
x
x

  

   لأن التجزئة منتظمة 
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1( التقویم الذاتي

  : وهي7  عدد نقاط التجزئة 
 1 - }4,5.3,3,5.2,2,5.1,1{p  
  }20,4{ :الفترة هي - 2 
   6عدد نقاط التجزئة  - 3 

   0.4=  عرض كل جزء 
  4.0

5
2
 ix عرض كل جزء من الفترة  

  :  نقاط التجزئة هي
}4,6.3,2.3,8.2,4.2,2{  

  )2( تقوم ذاتي 
 1 -  

4
10105 234 nnnn   

 2 - 138   
 3 - 

3
136  

 4 - 136   
 5 - 4.97  
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  مسرد المصطلحات 
  
     Partition  التجزئة 

    1j=[ x j-1, xj] بأنها مجموعة الفترات المغلقة a ,b= 1] [ للفترة المغلقةp    تعرف التجزئة 
 x0<x1<x2      <  x معرفة بترتیب الأعداد التالیة 

n-1
 <xn    

 b=xnو  a=x0  حیث 

    Regular partition  التجزئة المنتظمة
  p= {x0,x1,x2,  … ,xn } بأنها منتظمة إذا كانت  )(p     تعرف التجزئة 

x1=x2=x3=      =xn   
  

  Long partition Interval  طول الفترة الجزئیة

  -xi= xi-x i-1 هو 
 i   للفترة الجزئیة رقم 

  
   Irregular interval یر منتظمة الفترة الغ

 .    هي الفترة الغیر متساویة في أطوالها
 

     Riemannian sum  الجمع الریمانى
      هو تقسیم المساحة التى یحصرها المنحنى مع المحور السیني أو الصادي إلى مستطیلات 

  .صغیرة  ثم جمع هذه المستطیلات لنتحصل على المساحة الكلیة
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  المقدمة 
   تمهيد 

   عزیزي الدارس
   )2(   مرحبا بك مرة ثانیة وقد انتقلت إلى الوحدة الثانیة من المقرر الحسبان 

وهو العملیة العكسیة للتفاضل، وتمثل هذه الوحدة العمود الفقري لهذا : امل  هذه الوحدة بعنوان التك
المقرر، ولبقیة الوحدات التالیة ، تبدأ بتعریف التكامل وتبین استخداماته ،وتطبیقاته الكثیرة ففي 
الاقتصاد یستفاد منه في معرفة سعر الصرف إذا عرفت معدل التغیر، وفى الطب في معرفة ضغط 

  .رفت معدل التغیر في الضغط ، وفى الهندسة لإیجاد المساحات المختلفة مریض إذا ع
  .  قسمت هذه الوحدة إلى عشرة أقسام كل قسم یشرح نوع من التكاملات

  .یبدأ بشرح تكامل الدوال كثیرة الحدود:  القسم الأول
  .یوضح استخدام التكامل بالتعویض:  القسم الثاني
  .ل المتطابقات المثلثیةیشرح كیفیة تكام:  القسم الثالث
  .یبدأ بوضع حل لتكامل الدوال اللوغریثمیة:  القسم الرابع

  .عن التكامل بالأجزاء، ویشرح تكامل دالتین:  القسم الخامس
  .یشرح الدوال الآسیة:  القسم السادس
ها یوضح التكامل بطریقة الكسور الجزئیة، وهى تشرح الدوال الكسریه وكیفیه معاملت: القسم السابع

  .كمجموع لدوال كسریة بسیطة، بطریقتین إذا كان مقام الكسر مكرر، وعن طریق القسمة المطولة
  .عن التكاملات القیاسیة:  القسم الثامن

  .یشرح قاعدة الاختزال وهى طریقة تكامل للتخلص من القوى العالیة  : القسم التاسع 
  .التكامل بتعویض الدوال المثلثیة:  القسم العاشر

ل هذه الموضوعات تجدها داخل الوحدة مع الشرح المفصل، بالأمثلة والتمارین، وتوضیح     ك
للقوانین وتطبیقاتها، كذلك تجد أسئلة التقویم الذاتي، حتى یسهل علیك استرجاع معلوماتك، وتتأكد 

دریب من استیعابك الكامل للوحدة، وتربطها مع الوحدة السابقة، ثم تأتى التدریبات لتساعدك على الت
لحل الكثیر من العملیات الریاضیة في علم التكامل، علیك بالاهتمام بحلها، وعرضها على مشرفك 
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الأكادیمي، نتمنى أن تكون وحدة مفیدة، ولك أن تقدم لنا نقدك لها وتقیمك حتى تساعد في 
  .تطویرها

  أهداف الوحدة 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

المشتقة الاولى اوالمعامل التفاضلى  أن قلنا  عن التفاضل      عزیزى الدارس تذكر عندما تكلمنا
الاول للدالة  xfY یكتب dxdy ویُرمز .بأنھ العملیة العكسیة للتفاضل ّوالان یُعرف التكامل /

    عزیزي الدارس   
  :    یتوقع منك بعد دراستك لهذه الوحدة أن تكون قادرا على أن

    التكامل تعرف . 

     المختلفة تطبیقات التكاملتشرح . 

    تكامل الدوال كثیرة الحدود تحل . 

    خطوات التكامل بالتعویض تشرح . 

    كیفیة تكامل الدوال المثلثیة واللوغریثمیة توضح . 

    التكامل لدالتین عن طریق التكامل بالأجزاء توجد . 

     تكامل الدوال الآسیةتشرح . 

    مقام الكسر    طریقة تكامل الكسور الجزئیة، إذا كان  تعرف 

 .        مكرر، أو عن طریق القسمة المطولة

    التكاملات القیاسیة تستخدم . 

    قاعدة الاختزال لتخفیض القوى العالیةتطبق . 

   التكامل بتعویض الدوال المثلثیة تشرح . 
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 ونقصد بالتكامل.للتكامل بالرمز dxxf  والتي تكون xعة الدوال التي  تعتمد علىمجمو)(
وتأتي أهمیة التكامل عموما عندما نعلم المعدل . xf)( هيxبالنسبة لـ) تفاضلها(مشتقتها الأولى

  . الذي تتغیر به الدالة، ونود معرفة الدالة نفسها
  

)(3ل نجد أن مشتقة الدالة    فعلي سبیل المثا xxf  3)( هو 2 xgx
dx
df

 . فإذا علمت بمـشتقة
ُفإنـك تجـري بمـا یعـرف بالتكامـل وتكتـب ذلـك )  xf)((وترید أن تحصل علي الدالـة ) xg)((الدالة 

علـــي الـــصورة   )()( xfdxxg . 1كانـــت فـــإذا,)(  nxxg n فــــإن  





C
n
xdxx

n
n

1

1

 ،
  ،وذلك لأن)nx(َفإذا فاضلت ناتج التكامل تحصل علي الدالة المكاملة .  عدد ثابتCحیث 

  
فــإذا عرفــت .  الــخ...    وللتكامــل تطبیقــات كثیــرة فــي مجــال الفیزیــاء والهندســة والاقتــصاد والطــب و

أو إذا عرفـت . معدل التغیـر فـي سـعر صـرف عملـة مـا وتـود أن تحـصل علـي سـعر الـصرف للعملـة
أو عرفـت معـدل الزیـادة فـي نمـو . معدل الزیادة فـي ضـغط مـریض و أردت أن تعـرف الـضغط نفـسه

 فــي كــل ذلــك یلزمــك إجــراء التكامــل. ارتفــاع ســاق نبــات مــا و أردت أن تعــرف ارتفــاع ســاق النبــات
  . لمعدل التغیر لتحصل علي الكمیة الأصلیة

  :ونجد أن هنالك خصائص للتكامل منها

                        

                        

                      

                         
)()( دالة زوجیة، أي xf)(ٕ  واذا كانت  xfxf  فإن   

  
  ن الخطأ كتابة   وم
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  )قسمة دالتین( قانون محدد لإیجاد التكامل للدالة في الصورة دیوج  ولا 

  
ً      ولإیجاد مثل هذا التكامل غالبا ما تستعمل طریقة التكامل بالتجزئة وسیتم شرحه لك في 

  : الوحدة القادمة ،ولنبدأ بتكامل الدوال الریاضیة المعروفة وهي

   الحدودتكامل الدوال كثيرة1. 
  على الصورة العامة) مثلا(تُكتب الدالة كثیرة الحدود من الدرجة الرابعة 

FDxCxBxAxxf  234)(  
  : مثال

   أوجد التكامل التالي
      CxCxdxxdxx   3

33
2

3
3

3
  . ثابتC             حیث 33

  : مثال
   أوجد التكامل التالي

.CxCxdxxdx   3
1

333
1

0  
   هو a وعموما فإن تكامل أي ثابت 

   CxaCxadxaxdxa
1

1
0.   
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  :مثال 
     أوجد التكامل التالي

  
DCK    حیث .  
  : مثال

   أوجد التكاملات التالیة
CxxxxCxxxxdxxxx  737

4
12

3
3

2
2)71232(.1 432

432
32  

cxxxxCxxxxdxxxx  8
2
1

3
4

2
58

4
2

3
4

2
5)8245(.2 432

432
32  

 

CxxxxCxxxxdxxxx  7
7
2

4
3

2
97

7
2

4
3

2
9)7239(.3 742

742
63  

  )1(ب تدری 
  
  
  

                                                               
  )1(تقویم ذاتي أسئلة 

  
  
  
  

   أوجد التكاملات الآتیة 
 1 - dxx 2                2 - dxx 3  
 3 -   dxx )53(            4-   dxx 37  

 

  : أوجد التكاملات التالیة
 )                  1 (dxxx )4312( 23     

)                   2 (dxxx )74(3     
)                   3 (dxxx )1(   
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  Integration by Substitution التكامل بالتعويض2. 

dxbax لإیجاد مثل التكامل التالي  n    : ، أتبع الخطوات التالیة)(
baxyتضع : ً أولا وثانیا نأتي بـ dxady ثالثا یصبح التكامل في الصورة   

C
n

bax
a

C
n
y

a
dyy

aa
dyydxbax

nn
nnn 










  1
)(1

1
11)(

11

  

C
n

bax
a

dxbax
n

n 






 1
)(1)(

1

  
  . ثابت التكاملC حیث 
  : مثال

   أوجد التكامل التالي
  dxx 5)43(                

43ً    أولا تضع   xyومنها dxdy 3 أو ، 
3
dydx لیصبح التكامل في الصورة،  

CxCyCydyydyydxx   66
6

555 )43(
18
1

18
1

63
1

3
1

3
)43(  

  : مثال
   أوجد التكامل التالي  

  
19    تضع   xu ومنها dxxdu 8989، أوx

dudx لصورة ، لیصبح التكامل في ا  
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  ً  وأخیرا تجد أن 
Cxdxxx  3998 )1(

27
1)1(  

  )2(تدریب 
  
  
  
  
  

  )2(تقویم ذاتي أسئلة 
  
  
  
  
  

  Trigonometric function تكامل الدوال المثلثية3. 

قمت بإجراء بعض عملیات التفاضل للدوال المثلثیة ، الآن سنحاول ) (1    في كتاب الحسبان 
بعض ي تطبق النظریات الأساسیة في تكامل الدوال المثلثیة هنالك شرح التكامل بالتفصیل ، ولك

   :وهى القواعد
  تُعطى المتطابقات المثلثیة بـ

1cotcsc
1tansec
1cossin

22

22

22







xx
xx
xx

  

  

  : أوجد التكاملات الآتیة
 1 .  xdxx 21

42   
 2.  dxxx

32 12   
 3.  dxxx  53  

 

  : أوجد التكاملات التالیة
)                   1 (dxx  3)42(    
)                   2 (dxxx  32 )53(      
)                   3 (dxxx  43 )53(  
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  ُویعطي تكامل
  Cxdxx cossin  

   و
  Cxdxx sincos  

  : مثال
   أوجد التكامل التالي

 dxax)sin(  
axy    بوضع   فإن adxdy ویصبح التكامل في الصورة   

Cax
a

Cy
a

dyy
aa

dyy   )cos(1)cos(1sin1sin  
  :مثال 

   أوجد التكامل التالي
 dxax)cos(  

axy     بوضع   فإن adxdy یصبح التكامل في الصورة   
Cax

a
Cy

a
dyy

aa
dyy   )sin(1sin1cos1cos  

  : مثال
   أوجد التكامل التالي

  dxx )43sin(  
43ً تضع أولا   xy ومنها  تجد أن  dxdy 3وبالتعویض في التكامل أعلاه تحصل علي   

 وبالتالي فإن 
Cxdxx

Cydyydyydxx









)43cos(
3
1)43(sin

)cos(
3
1sin

3
1

3
sin)43sin(

  

  : مثال
    أوجد التكامل التالي 

  dxx )52(sin  
52ً   أولا تضع   xyومنها dxdy 2لیصبح التكامل في الصورة   
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CxCydxx

Cydyydyydxx


















)52cos(
2
1cos

2
1)52(sin

)cos(
2
1sin

2
1

2
sin)52(sin

  

  : مثال
    أوجد التكامل التالي

dxx 3sin  
  یمكنك وضع

xy cos  
  و یكون

dxxdy sin  
  ه في الصورة التالیة یمكنك كتابة التكامل أعلا

  

CxxCyydyydxx

dxxxdxxxdxx









3
coscos

3
)1(sin

sin)cos1(sinsinsin
33

23

223

  

  :مثال
   أوجد التكامل التالي  

  
xu   بوضع  cos تحصل علي dxxdu sinویصبح التكامل   
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  )3(تدریب 
  
  
  

  )3(تقویم ذاتيأسئلة 
  
  
  
  

  

  Logarithmic Function   الدوال اللوغريثمية.4

ت إیجاد التكامل    إذا أرد dx
x
(ً باستخدام القانون الذي كتبناه سابقا 1 






C
n
xdxx

n
n

1

1

 (
  ستحصل على 




 


 CCxdxxdx
x 0

1
11

1 11
1  
  ُ وتفشل بذلك هذه الطریقة ولكن التكامل الحقیقي یعطي بـ

  Cxdx
x

ln1  

   ویعني ذلك أن  
x

x
dx
d 1ln تى تحصل علي الدالة الأصلیة  ح)

x
1. (  

  : مثال
    أوجد التكامل التالي

 
dx

x 65
3  

65ً   تضع أولا   xy ومنه یكون  dxdy 5أو 
5
dydx لیصبح التكامل   

CxCydy
y

dy
y

dx
x


  )65(ln

5
3ln

5
31

5
3

5
3

65
3  

  :أوجد التكاملات الآتیة
 1 . xdxx cossin    2. xdx3cos     3. xdxx tansec3  

 

  : أوجد التكاملات التالیة
)   1 ( dxxx )(cos  ) 2 (dxxx )sin(2)       3 (dxex x32  
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  : مثال
  التكامل التاليأوجد 

dx
xx

x
 


3
32

2  

xxyًتضع أولا  32  ومنه یكون  dxxdy )32(  أو 
)32( 


x
dydxلیصبح التكامل    

CxxCydy
y

dx
xx

x





 )3(lnln1
3
32 2

2  

  : مثال
  أوجد التكامل التالي

 
 dx

x
x
22

2  

22ً    تضع أولا   xy 2(  أو(
2
1

 yx ومنه یكون dxdy 2أو 
2

dydx  لیصبح  
  التكامل

Cxxdx
x

x

Cyydydy
y

dy
y

dy
y

ydx
x

x

dy
y
ydy

y

y
dy

y

y
dx

x
x






























)]22()22ln(2[
4
1

22
2

)ln2(
4
1)2(

4
1)12(

4
12

4
1

22
2

)2(4
4
1

2
2

)2(4

2

)2(
2
12

22
2

  

  
   )4(تدریب 

  
  
  
  
  

  أوجد التكامل التالي
  dxxx ln-1  
    dxxx 5cos5sin-2  

 
dx

x
x

4161
-3 
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  :مثال
  أوجد التكامل التالي

  dx
x
xdxx

cos
sintan  

xy وبوضع  cos  فإن   dxxdy sin والآن یكون    

Cxdxx

Cy
y

dydx
x
xdxx







 
)(coslntan

ln
cos
sintan

  

  : مثال
   أوجد التكامل التالي

 xdxsec  
  ًأولا تعلم أن 

)sin1)(sin1(
cos

sin1
cos

cos
cos

cos
1sec 22 xxxxx

x





  

  أو
]

)sin1(
cos

))sin1(
cos[

2
1

)sin1)(sin1(
cossec

x
x

x
x

xx
xx








  

  ومنها فإن

]
)sin1(

cos
)sin1(

cos[
2
1sec

]
)sin1(

cos
))sin1(

cos[
2
1sec

















dx
x

xdx
x

xdxx

dx
x

x
x

xdxx
  

   والآن لإیجاد

 
dx

x
x

)sin1(
cos  

xyتضع  sin1 ومنها xdxdy cosوبالتالي فإن   
Cy

y
dydx

x
x


  ln

)sin1(
cos  

   وبنفس الطریقة لإیجاد التكامل

 
dx

x
x

)sin1(
cos  
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xy تضع  sin1  ومنها dxxdy cosوتحصل على    
.Cy

y
dydx

x
x


  ln

)sin1(
cos  

   ویصبح التكامل في الصورة

Cxxdxx
x
x

xx
xdxx

x
x

x
xdxx

x
x

x
x

x
xdxx

xxdxx

dx
x

xdx
x

xdxx
















































)tanln(secsec

)
cos
sin

cos
1ln(

cos
)sin1(lnsec

cos
)sin1(ln

2
1

sin1
)sin1(ln

2
1sec

sin1
sin1

sin1
sin1ln

2
1

)sin1(
)sin1(ln

2
1sec

)sin1ln(
2
1)sin1ln(

2
1sec

]
)sin1(

cos
)sin1(

cos[
2
1sec

2

2

2

2

  

  :مثال
  أوجد التكامل التالي  

  
1ًأولا تضع  xuومنها dxdu لیصبح التكامل في الصورة   

  
   ویصبح التكامل أعلاه dvv2du ومنها 2vuوالآن تضع 

  
  حیث استخدمت العلاقة التالیة
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   )5(ریب تد
  
  
  
  

  
  
  

   )4(تقویم ذاتي أسئلة 
  
  
  
  
  

  Integration by Parts التكامل بالأجزاء5. 
   أن  v وu لعلك تعلم أنه لأي دالتین 

duduud vv)v(   
  وبأخذ التكامل للطرفین تحصل على

)vv()v(   duduud  
  أو 

)vv(v   duduu  
    ومنها تجد أن 

  duudu vvv  
   تفاضل الأول  تكامل الثاني - تكامل الثانيالأول :     وللاستذكار

  
  

  أوجد التكامل التالي
     dxx )43tan( -1  

 
dx

xx 136
5

2
-2  

 

  : أوجد التكاملات التالیة
)  1 ( 

 dx
xx

x
5
52

2  )  2 ( dxx)2tan(  )  3 (dx
x
x

 


4
63  
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  :  مثال
   أوجد التكامل التالي

  xdxxsin  
xu     بوضع و dxsinxdv  نجد أن dxu dو xcosv وبالتعویض نحصل على :  

Cxxxdxxxxdxxx   sinsincoscossin  
  dxxln  

xu      بوضع  lnو dxdv  نجد أن dx
x

u 1d و xv وبالتعویض نحصل على :  

  dx
x

xxxdxx 1lnln  
  أو 

Cxxxdxxxdxx   lnlnln  
  dxxe x2 

xu    بوضع  و dxdv 2xe نجد أن dxu dو x2e
2
1v وبالتعویض نحصل على    

Cexedxeexdxxe xxxxx   22222

2
1

2
1)

2
1(  

  :  مثال
   أوجد التكامل الاتى 

 dxx 2)(ln  
xuبوضع  ln و  dx

x
du 1

 و  dxxd lnv  ومنها نجد أن   

xxx  lnv  
  )من المثال السابق(

 

  xxxxxxxxdxx

dxdxxxxxxdxx

dxxxxxxdxx

dx
x

xxxxxxxdxxxdxx










 




)ln()ln(ln)(ln

ln)ln(ln)(ln

)1(ln)ln(ln)(ln

1)ln()ln(ln)(ln)(ln)(ln

2

2

2

2
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  )6( تدریب
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   
  
  

  :مثال
   أوجد التكامل التالي

 dxxx )3ln(3  
xyبوضع   3 و  dxdy 3یصبح التكامل في الصورة    

   أوجد التكامل التالي) 1  

  
  أوجد التكاملات التالیة مستخدما القاعدة) 2 

  
) i(  

  
) ii(  

  
) iii(  

  
) iv(  

  
) v(  
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dyyydxxx

dyyydyyydxxx

ln
3
1)3ln(

ln
3
1

3
ln)

3
()3ln(

33

333








  

  ولإیجاد التكامل
dyyy ln3  

yuنضع    و  dydu  و  dylnyv d ومنها yy  lnyvوبالتعویض نحصل على   

)
16
1)3ln(

4
1)3ln(

))3(
16
1)3ln()3((

4
1)3ln(81

))3(
16
1)3ln()3((

4
1)3()3ln()3(

)
16
1ln(

4
1ln

4
3lnln4

4
3lnln3ln

3ln3)lnln

)ln(3)ln(ln

443

443

443

443

4
443

4
4433

33443

233

Cxxxdxxx

Cxxxdxxx

Cxxxxdxx

Cyyydyyy

Cyyyydyyy

Cyyyydyyydyyy

ydyyyyyydyyy

dyyyyyyyyydyyy
































  

  :مثال
  أوجد التكامل التالي

dxxI  3sec  
  ًنكتب التكامل أولا  في الصورة

dxxxI  2sec)sec(  
  لك بوضعویمكن أن نحصل علي هذا التكامل بالأجزاء، وذ

xu sec  
  ُالذي یعطي

       dxxxdu tansec ,     dxxd 2secv   
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  ُوالذي یعطي بالتكامل المعادلة
xtanv   

وبالتعویض في المعادلة العامة   duudu vvvنجد أن    
   
   






dxxxxxdxxI

dxxxxxxdxxI

sectantansecsec

tansectantansecsec
23

3

  

  والآن نكتب
1sectan 22  xx  

  لیكون التكامل أعلاه في الصورة
   

 
 
 
 
 

  ])tan(seclntansec[
2
1

)tan(seclntansec2

sectansec2

sectansec

secsectansec

)sec(sectansec

)1(secsectansecsec

3

3

23

xxxxI

xxxxI

dxxxxI

dxxIxxI

dxxdxxxxI

dxxxxxI

dxxxxxdxxI


















 




  

  
   )7(تدریب 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   أوجد التكاملات التالیة-1

                                                                   

                                         
                                            dxxx )(tan 1   

                                         dxxx )tan()(sec2  
 

  

1 

2 

3 

4 
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   )5(تقویم ذاتي أسئلة 
  
  
  
  
  تكامل الدوال الأسية والزائدية .6

Integration Of Exponential and Hyperbolic Functions  
   بـxcosh وxsinhیُعطي 

2
sinh

2
sinh

xx

xx

eex

eex











  

  وعلیه فإن 




  











Cxdxx

Ceedxx

dxedxedxeexdx

xx

xxxx

coshsinh

)(
2
1sinh

][
2
1])([

2
1sinh

  

  وبالمثل 


  



 

Cxdxx

Ceedxedxedxeedxx xxxxxx

sinhsinh

)(
2
1)(

2
1))((

2
1cosh  

  :مثال
  أوجد التكامل التالي

 dxax)sinh(  
axyوبوضع     ومنها dxady تكامل أعلاه یصبح ال  

  أوجد التكاملات التالیة
)1 ( dxxx )2sin(  )2 ( dxxx )2cos(2  )   3 ( dxx)ln(  
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Cax
a

dxax

Cy
a

dyy
aa

dyydxax









)cosh(1)sinh(

cosh1sinh1sinh)sinh(
  

  :مثال
  أوجد التكامل التالي

 xdxtanh  
  ًأولا تكتب التكامل أعلاه في الصورة 

  dx
x
xdxx

cosh
sinh)(tanh  

xy     وبوضع   cosh ومنه تحصل علي dxxdy sinh وبالتعویض في التكامل أعلاه تجد 
  : أن

  CxCy
y

dydx
x
xdxx   )(coshlnln

cosh
sinhtanh  

  
   )8(تدریب

  
  
  
  

  
  

  )6(تقویم ذاتيأسئلة 
  
  
  
  
  

  أوجد التكامل التالي
  dxxtanh 

  

  :أوجد التكاملات التالیة
)1 ( dxxx )(tanh  
)2 ( dxxx 3sin    
)3 ( dxx)6(coth 
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  التكامل بطريقة الكسور الجزئية 7.
Integration by Partial Fractions  

لأعظــم بــالعكس     وهــي طریقــة جبریــة یمكــن النظــر إلیهــا بأنهــا عملیــة أیجــاد المــضاعف المــشترك ا
)reverse .( وتسمح هـذه الطریقـة بمعاملـة الـدوال الكـسریة)rational function ( كمجمـوع لـدوال

  .كسریة أخري بسیطة
  : مثال

   بحیث أن B  وA أوجد الأعداد الحقیقیة 

  
 ومن ثم توجد  

 dx
xx

x
)7)(1(

1.   

  اعف المشترك الأعظم  للطرف الأیسر تحصل على  بأخذ المض

  
   والحد المطلق في البسط في الطرفین تحصل علىx معامل ة وبمساوا

  
  ًوبحلهما آنیا تحصل على

3
1

A  و   
3
4

B  
  ة الكسریة التالیةویكون المقدار أعلاه في الصور

              
  والذي یمكن إیجاد تكامله بسهولة

  
  وتجد أن 
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  :مثال
   بحیث أن B  وAأوجد الأعداد الحقیقیة 

  
  ومن ثم أوجد

    
  بأخذ المضاعف المشترك الأصغر للطرف الأیسر تحصل على 

  
  أو 

  
   والحد المطلق في البسط في الطرفین تحصل علىx  معاملة وبمساوا

  
  ًوبحلهما آنیا تحصل على

4
3

A  و   
4
1

B  
   ویصبح المقدار أعلاه في الصورة التالیة

  
  وعلیه فإن التكامل أعلاه 

  
  لیة یصبح في الصورة التا
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  )9(تدریب

  
  

  
  
  
  
  

  )7(تقویم ذاتيأسئلة 
  
  
  
  

  إذا كان مقام الكسر مكرر فإننا نكتب الكسر في الصورة7.1

 
   بأخذ المضاعف المشترك الأصغر للطرف الأیسر تحصل على

  أو

  
   والحد المطلق في البسط في الطرفین تحصل علىx معامل ة وبمساوا

  
  

  :    أوجد التكاملات الآتیة
)1 ( 

 dx
xx

x
)2)(1(

5  )2 ( 
 dx

xx
x

)3)(1(
15

2  
 

  : أ وجد التكاملات التالیة
)1 (dx

xx
x

 


)52)(2(
43) 2 (dx

xx
x

 


)5)(23(
23)  3 (dx

xx
x

 


)83(
1  
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   المقدار أعلاه في الصورة التالیة ویكون

  
  ًوبحلهما آنیا تحصل على

6A  5   وB  
  وعلیه فإن التكامل أعلاه یصبح في الصورة

  
حیث ( 

)2(
1)2()2(

)2(
12

2 





 x
xdxx

x
dx(   

  

  )10( تدریب 
  
  

  
  

  

  )8(تقویم ذاتيأسئلة 
  
  
  
  
  
  

  :    أوجد التكامل الآتي
)         1 ( 

 dx
x
x

2)1(
2  

 

   أوجد التكاملات التالیة

) 1 (dx
x

x
2)2(

12



)   2 (dx
x

x
2)12(

37



)   3( dx
x

x
  2)49(

5  
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  Long Divisionةالقسمة المطول7.2 
عملیـــة  حتـــى تجـــرى  فـــي بعـــض الأحیـــان نحتـــاج إلـــى إجـــراء القـــسمة المطولـــة،     عزیـــزي الـــدارس

   المثال سوف یشرح لك كیفیة الحل1التكامل بطریقة مبسطة وهذ
  :خذ المقدار التالي

  
  . ثم أكتب الناتج في صورة كسور جزئیة

  لة لتحصل علىًأستخدم أولا عملیة القسمة المطو

  
  ویعني هذا أن حاصل القسمة للمقدار

  
     ویمكنك التأكد من صحة ذلك باستخدامك القاعدة السابقة لتحویل المقدار 

  
   إلى الصورة

  
   ولإیجاد التكامل التالي
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   فإن 

  
   أو

  
  
  
  

  )11(تدریب
  
  
  
  
  
  
  

  :مثال 
  أوجد التكامل التالي

  
  ًأولا تكتب المقدار

  
  رة كسور جزئیة على النحوفي صو

  
BAx    حیث وضعت في بسط الحد الأول  2 لوجودx في مقامه، حیث تكون درجة البسط اقل 

  .من درجة المقام بدرجة واحدة
  ویصبح الآن المقدار أعلاه في الصورة

  

  :أوجد التكاملات التالیة
)1 (  dxxe x2359)     2 (


dx

x
x

2

2

9
     )3 ( dxxe x )2cos(6  

)4 ( dxxx )sin(3)5 ( dxxx )(sincos 32)    6( dxxx )(tan)(sec 22  
)7 ( dx

x
x

3

ln)       8(   dxxxx 222 )3()1(  
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  أو

  
   والحد المطلق في البسط في الطرفین تحصل علىx و2x معامل ةوبمساوا

  
  ومنها تحصل على 

2,1,2  CBA  
  والآن تحصل على

  
  ویصبح التكامل التالي

  
  )12(تدریب

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : أوجد التكاملات الآتیة-1

  

  

  
  : أثبت أن-2

Cxxxdx) أ (
x

x


 )1ln(
2
1)1ln(

2
1

12

2

  

Cxxdx) ب (
xx

x





 )6ln(
6

12 2
2

  
 

 -أ

 -ب

 -ج
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  :    ملحوظة
 إذا كان في الكسر)أ  (

)(
)(

xQ
xP r جذر حقیقي من الرتبةkلـ )(xQ فـإن نـاتج القـسمة یحتـوي علـي ،

  :الحدود التالیة

  
وٕاذا كان في الكسر) ب  (

)(
)(

xQ
xP یحتوي )(xQ علـي الحـدcbxax 2 فـإن نـاتج القـسمة یحتـوي ،

  : التالیةعلى الحدود

  
  حیث  ,,,,,, 321321 CCCBBBثوابت غیر معلومة  .  

  )13(تدریب
  
  
  
  
  
  

  )9(تقویم ذاتيأسئلة 
  
  
  
  
  

  :اثبت أن
) 1 (Cxxdx

xx
x





 )2ln()3ln(4

6
113

2  

) 2 (Cxxxdx
xxx

x





 )23ln(
6
5)2ln(

2
1)ln(

443
4

23

2

   
) 3 (Cx

x
xxxdx

xx
xxx





 )3ln(26)ln(22

2
1

3
1865 2

23

234
 

 

   أوجد التكاملات التالیة1
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  التكاملات القياسية 8.
ـــسبان  ــــ ـــــي الحــ ـــــسابقة فــــ ــــ ـــتك ال ــــ ـــي دراســ ــــ ــ ـــــت ف ـــــبق أن تعرفــــ ــــد ســــ ــــ ــــة )1(      لقـ ــــ ـــشتقة الدالـ ــــ ، أن مــ

a
x

a
xf 1tan1)( 22 هي

1)(
axdx

xdf


22لتالي یكون تكامل الدالة، وبا

1
ax 

 هو 
a
x

a
1tan1  .

  :وبالمثل لبقیة الدوال نجد أن 
C    )أ (

a
x

aax
dx




 1
22 tan1    .......................... 

C )ب (
a
x

aax
dx




 1
22 coth1          ،        C

ax
ax

aax
dx






 ||ln

2
1

22
  

C  )ج (
a
x

axa
dx




 1
22 tanh1          ،       C

xa
xa

axa
dx






 ||ln

2
1

22  
   و
C)   د(

a
x

ax
dx




 1

22
cosh        ،        Caxx

ax
dx




 ||ln 22

22
  

C) هـ(
a
x

ax
dx




 1

22
sinhعلي     أ      Caxx

ax
dx




 |||ln 22

22
  

C)     و(
a
x

xa
dx




 1

22
sin                     ،     C

a
x

xa
dx




 1

22
cos  

  :مثال
  أوجد التكامل التالي

dx
axx  22

1  

ً    أولا تضع 
x

u 1
 ومنه یكون  dxudx

x
du 2

2

1
 أو   dx

u
du

 2
 لیصبح التكامل 

  أعلاه 
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C
x
a

a
dx

xax

C
x
a

a
C

a

x
a

dx
xax

C

a

u
a

dx
xax

du
u

a
a

du
u

a
a

du
au

dx
xax

du
a

u
u

u
du

a
u

udx
axx













































1

22

11

22

1

22

2
2

2
2

2222

2
2

2
2

2

22

cos11

cos1

)1(

1

cos11

)1(
cos11

1
11

1
1

1

11

1
1)(

1
11

  

  ویمكنك كتابة التكامل أعلاه في الصورة 
C

a
x

a
dx

xax



 1

22
sec11 )اثبت ذلك(  

  : مثال
   أوجد التكامل التالي 


 42x

dx  

   تلاحظ أن هذا التكامل یمكن وضعه علي الصورة القیاسیة التالیة 
Cx

x
dx

x
dx







 2
sinh

24
1

222
  

  :مثال
   أوجد التكامل التالي 


 52x

dx  

  لي الصورة القیاسیة التالیة    تلاحظ أن هذا التكامل یمكن وضعه ع

 
Cx

x

dx
x
dx







 5
sinh

55 222
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  :مثال
  : أوجد التكامل التالي  


 229 x
dx  

     تلاحظ أن هذا التكامل یمكن وضعه علي الصورة القیاسیة التالیة 








 22

2
2 2

1

2
9229 xa

dx

x

dx
x

dx  

Cx

x

dx

x

dx
x

dx


















2
9

tanh

2
9

1
2

1

2
92

1

2
9229

1

2

2
2

2
  

 حیث نجد أن
2
9

a .   

  
  )14(تدریب

  
  
  
  

  
  
  

     
   
  
  

   أوجد التكامل التالي 


 232 xx

dx      -1  

  

  
  

 1xx
dx    -3 

  

-2 



 60

  :أمثلة متنوعة
  أوجد التكامل التالي) 1(

dx
e

e
x

x

  21
  

xeyبوضع   فإن  xey 22  ومنه نجد أن dxedy xویصبح التكامل   

Cedx
e

e

Cydy
y

dx
e

e

x
x

x

x

x



















1

2

1
22

tanh
1

tanh
1

1
1  

  
  أوجد التكامل التالي) 2(

dxex x  
xyبوضع     فإن dx

x
dy

2
1

و یصبح التكامل   

)22(2

)22(22)2( 22

Ceexxedxex

Ceyeeydyeydyyeydxex

xxxx

yyyyyx








  

  
  أوجد التكامل التالي) 3(

  
zuًأولا نضع  log  ) أوzu ln ( ومنه فإنuez  ومنه یكون dz

z
du 1

لیصبح التكامل   
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  أوجد التكامل التالي) 4(
dxxx )sin( 23  

2xyبوضع   فإن dxxdy 2ویصبح التكامل   

)sincos(
2
1sin

)sincos(
2
1sin

2
1sin

2
sin

2
sin

2
sinsin

22223

23

2323

Cxxxdxxx

Cyyydyyydxxx

dyyydyyx
x

dyyxdxxx












  

  

  أوجد التكامل التالي) 5(
dxxx tansec3  

xyبوضع  tanن  فإdxxdy 2secیصبح التكامل في الصورة   

Cxdxxx

Cydyy
x

dyyxdxxx









2
tantansec

2sec
sectansec

2
2

2

2
22
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  أوجد التكامل التالي) 6(
dxxx )4(sec)4sec(tan 2  

xyبوضع  4tan فإن dxxdy 4sec4 2یصبح التكامل في الصورة   

Cxxdxxx

Cyydxxx

dyydyydxxx













)]4tan(tan)4n[ln(sec(ta
4
1)4(sec)4sec(tan

)tan(ln(sec
4
1)4(sec)4sec(tan

sec
4
1

4
sec)4(sec)4sec(tan

2

2

2

  

  أوجد التكامل التالي) 7(
dxxx ))(tan(sec3  

xyبوضع  sec فإن dxxxdy ))(tan(secیصبح التكامل في الصورة   

Cxdxxx

Cydyydyydxxx

dxxxxdxxx













3
sec)(tansec

3
)(tansec

))(tan(secsec)(tansec

3
3

3
223

23

  

  أوجد التكامل التالي) 8(
dxxe x sin  

xu  بوضع  sin فإن dxxdu cos  و dxed xv  وxevیصبح التكامل في الصورة   
xdxexedxxe xxx cossinsin    

xdxe  والآن لإیجاد  x cos نضع xu cos فإن dxxdu sinو dxed xv و xev 
  یصبح التكامل في الصورة

xdxexexdxe xxx sincoscos    
  وبالتعویض في المعادلة أعلاه نحصل على

)cossin(
2
1sin

cossinsin2

sincossinsin

Cxexedxxe

Cxexedxxe

xdxexexedxxe

xxx

xxx

xxxx











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  )15(تدریب 
  
  
  
  
  

  

  
  )10(تقویم ذاتي أسئلة 

  
  
  
  
  
  
  

  Reduction Formula قاعدة الاختزال .9
     سوف نطرح لك سؤالا، علیك أن تحاول أجابتـه قبـل أن تقـرأ هـذا الـشرح ، والـسؤال هـو مـاذا إذا 

ً مــضروبا فــي دالــة آســیة، أو مثلثیــة معقــدا ؟ والإجابــة تكــون هــو xكامــل لــدرجات عالیــة مــنكــان الت ً
 ، كمـا یـشرح لـك المثـال xمـن قـوي) تخفیض(ُاستخدام قاعدة عامة تعرف بقاعدة الإختزال للتخلص 

  :التالي

  
  فعلى سبیل المثال لإیجاد التكامل

  

   التكاملات التالیةأوجد
)1( 

 29 x
dx     )2(  249 x

dx        )3(
 23 x
dx   

)4(
 28 xx

dx  )5(   532 2 xx
dx    )6( 123 2x

dx  

)7(
 205 2x

dx   )8( 
 xx

dx
228

 

  

  أوجد التكامل التالي) 1(

  
)2 (  
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  لة التكامل الأقل درجة علي الصورة التالیةبدلا

  
  ً  تستعمل أولا قاعدة التكامل بالأجزاء للتكامل

  
nxu وذلك بوضع   ومنه تجد أن dxnxdu n 1وبوضع  dxd xev  یكون  xev  لیصبح 

  التكامل في الصورة التالیة

  
  : مثال

  : أوجد التكامل التالي

  
   تستخدم القاعدة أعلاه فإن

  
CedxedxexI  فإن 0I ولإیجاد xxx   0

       وعلیه فإن التكامل یصبح0
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  : مثال
  : أوجد التكامل التالي

  
  ً أولا تستعمل قاعدة التكامل بالأجزاء للتكامل

  
nxu  وذلك بوضع   ومنه تجد أن dxnxdu n 1و dxxd cosv  ومنها xsinv  لیصبح 

  التكامل في الصورة

  
  حیث 
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  )16(تدریب 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  قواعد عامة عن الاختزال
  )أ(

  
  )ب(

  
  )ج(

  
  )د(

  
  )هـ(

  

  أوجد التكامل التالي)1( 

  
  أوجد القاعدة العامة للتكامل التالیة) 2(

        
  ومن ثم أوجد قیمة التكامل               

  
  أوجد التكامل التالي) 3(

 dxex x34  
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  )و(

  
  )ي(

  
  )ط(

  
  )11(تقویم ذاتيأسئلة 

  
 
  
  
  
 
 
 

  التكامل بتعويض الدوال المثلثية 10.
Substitution Trigonometric Integration by  

  : مثال
   لإیجاد التكامل علي الصورة 

dxxa  22  
tanax تضع   ومنها  dadx 2secویصبح التكامل في الصورة   

   dadaadaaa 3322222222 secsectan1sectan  
 ومن قاعدة الاختزال العامة یمكنك إیجاد  d3sec.  

  
  

  :وجد التكاملات الآتیة أ

  dxex

xdxx

dxex

x

n

x











6

3

373

sin2

1

 

  



 68

  : مثال
  أوجد التكامل التالي

dx
x

x


 21
  

 ومنها sinx  تضع ddx cos ویصبح التكامل  
Cddd

x
dx

x
x







 

 cossincos

cos
sincos

sin1
sin

1 22
  

22 ولكن  1sin1cos x .  
  التكاملً إذا یصبح 

CxCdx
x

x



 2

2
1cos

1
  

  : مثال
   أوجد التكامل التالي

dxx 5sin  
   یمكنك كتابة هذا التكامل علي الصورة التالیة

  
   وبالتعویض عن 

  
   یصبح التكامل في الصورة

  
xu والآن تعوض  cos لتحصل علي   
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  )17( تدریب
  
  
  

  
  : مثال

  امل التالي أوجد التك

  
   لعلك تعلم من دراستك في حساب المثلثات أن 

  
   في التكامل أعلاه تحصل عليx2cos وx2sin وبالتعویض عن

  
   أو یمكنك وضع التكامل في الصورة

  
)4cos(cos2)2(1 حیث  2  xxأو علي الصورة التالیة ،:  

   أوجد التكامل التالي- 1 
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 ولكن  )4cos(1

2
1)2(sin 2 xx وبالتالي تحصل علي   

  
  : مثال

   أوجد التكامل التالي

  
   كما في المثال السابق تجد من علم المثلثات أن 

  
4,15 وباستعمال العلاقة الأخیرة تضع    تجد أن ،  

  
Cxxdxxx ومنها یكون    






  )19sin(

19
1)11sin(

11
1

2
1)4cos()15cos(  

  : مثال
  أوجد التكامل التالي

  
  :التكامل علي الصورة التالیة ًتكتب أولا هذا 
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sec(xu( حیث وضعت   واستخدمت المتطابقة )(tan1)(sec 22 xx  .   

  

  )18(تدریب
  
  

  

  

  :مثال
  أوجد التكامل التالي

  
  تكتب هذا التكامل في الصورة التالیة

  
tan(xu(حیث وضعت   ومنها وجدت أن dxxdu )(sec2 .   

  ویصبح التكامل الآن هو 

  
 یمكنك إیجاده بسهولة بنفس الطریقة أعلاه، كما في المثال tan(x(وبالمثل لأي تكامل أس فردي لـ 

  :التالي

  
sec)(tan1)(وذلك باستخدام المتطابقة  22 xx  ثم تضع )tan(xu  و dxxdu )(sec2.   

   أوجد التكامل التالي- 1 

 



 72

  )8(مثال 
  : أوجد التكامل التالي

  
  ً تضع أولا

  
   ومن ثم تعوضها في التكامل أعلاه لتحصل علي

  
  ولإیجاد التكامل أعلاه تكتبه في الصورة التالیة

  
sec)(tan1)( حیث كتبت  22 xx في الحد الثاني في الطرف الأیسر .  

  وبتحویل الحد الثاني الي الطرف الأیمن تحصل علي

  
حیث تعلم مما سبق أن )tan()(sec(ln)sec( xxdxx .  

 ویكون الآن 
 

  
  

  )19(تدریب
  
  
  

   أوجد التكامل التالي- 1 
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  )12(تقویم ذاتي أسئلة 
  
  
  
  
  
  
  
  

  :أوجد التكاملات الآتیة

  
dx

dxxxx

dx
x

3sin3

cossin2
cos

11

3

223

2











  
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  الخلاصة
 شرحه م    لكي تتأكد من تحقیقك لأهداف هذه الوحدة ،نساعدك بوضع ملخص، لاهم ما ت

  لتفاضل، ویرمز له بالرمزبأنه العملیة العكسیة ل: بدأت الوحدة بتعریف التكامل.وتوضیحه ،
  x ، والتي تكون مشتقتها الأولى بالنسبة ل xمجموعة الدوال التي تعتمد على  ونقصد بالتكامل

   إذا كانت=(x)  g(x) dx نكتبها على صورةx)( ، وعند إجراء التكامل للدالة. f(x)هي 
                                          1,  nxxg n فإن    cn

xdxx
nn 


 1
1  

،وتعرفت على تطبیقات التكامل في المجالات المختلفة في الفیزیاء . عدد ثابت c    حیث 
  والهندسة والاقتصاد والطب، وشرحنا خصائص التكامل، في حالة جمع  دالتین

  
  وطرح دالتین

  
  وضرب دالتین

  
  

ن، ولكن تستخدم التكامل بالتجزئة، وهى تجزئة الدالة  قانود     ولكن في حالة قسمة دالتین لا یوج
إلى دالتین وتطبق القانون للتكامل بالأجزاء، وتم شرح تكامل الدوال كثیرة الحدود من الدرجة الرابعة 

  مثلا
   FDxCxBxAxdxxf    ، وتعرفت على كیفیة التكامل بالتعویض مثل الدالة 234

  أولا نضع              ومنها نوجد               ویصبح التكامل                   نتبع خطوات 
  

   ثابت التكامل، وتعرفت على كیفیة تكامل الدوال المثلثیة وهى cحیث
  
  
  
  

        dxxgdxxfdxxgxf   

        dxxgdxxfdxxgxf   

             cxgxfdxxgxfxgxf 

  dxbax nbaxy adxdy 

    cna
ydyydxbax

n
nn




 1
1








cxxdx

cxxdx

sincos

cossin

cxdx
x

 ln1
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  ثم الدوال اللوغریثمیة                   ، وطریقة التكامل بالأجزاء
  

  
  

  وكذلك تكامل الدوال الآسیة حیث علمنا أن 
  :امل الدوال الزائدیة ویعطيوكذلك درسنا تك








cxxdx

cxxdx

sinhcosh

coshsinh
  

 التكامل بالكسور الجزئیة وعرفت بأنها طریقة جبریة لإیجاد المضاعف ة     ثم أتینا إلى طریق
  . المشترك الأعظم وتستخدم للدوال الكسریة، والتكاملات القیاسیة
 مضروبا في دالة آسیة أو xلیة من وشرحنا قاعدة الاختزال وهى قاعدة تستخدم للتكامل لدرجات عا

  مثلثیة، وتعرفنا على القواعد العامة للاختزال، وأخیرا شرحنا التكامل بتعویض الدوال المثلثیة 
  

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية 
    الوحدة التي سوف تلي هذه الوحدة، تشرح التكامل المحدود أصله، وخصائصه وتطبیقاته، في 

 الفیزیاء، وكذلك استخداماته في إیجاد المساحة التي تنحصر بین منحنیین، أو كثیر من العلوم، في
  .أو محور منحنى، ومستقیم ،

  
  
  
  
  
  
  

     vduudvuvd

cedxe xx 



 76

  إجابات التدريبات 
  )1( تدریب

 1.   cxcxcxdxxdxx 





 2
32

1
2
1

2
1

2
3
2

2
32

1
2
1222

1

  

 2. CxCxCxdxxdxx 





 3
43

41
3
1

3
1

3

4
3

3
41

3
1

  

 3 .  cxxdxx  5
2
353 2  

y=7x-3  dxdyضع . 4  7  
7
dydx   

  cxcy

cydyydyydxx



 

2
3

2
3

2
3

2
12

1

37
21
2

21
2

3
217

1
7

37

  

  )2( تدریب
xdxduxuنضع . 1  212    

   إذن 
    cxcuduuxdxx  

525442 1
5
1

5
121  

 2 .  
 

   

    cxcuduudxxx

duu
duu

xdxxdxxx

xdxdu
xu

dxxx

















424332

3

3

32
32

2

32

12
16
1

16
1

4
1

12

4
1

4
1
1212

4
12

12
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 3 .  
 

     
   

    cxx

cuuduuudxxx

duuuduuudxxx

dxdu
xu

dxxx
















67

67565

5655

5

3
2
13

7
1

2
1

7
133

333

3

3

  

  )3( تدریب
1.  

cxcuudu

xdxdu
xu

xdxx










22 sin
2
1

2
1

cos
sin

cossin

  

 2.  

cxcuudu

dxdu
xu

xdx










3sin
3
1sin

3
1cos

3
3

3cos

  

 3.  
  

  
cxcuduuxdu

xx
duxx

xx
duxxxdxx

xdxxduxuxu

xdxx













3322

3

33

22

3

sec
3
1

3
1sec

tansec
tansec

tansec
tansectansec

tansecsecsec

tansec
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  )4(تدریب 
1-   dxxx ln  

xuبوضع     ،dxdu   و   dxxd lnv  ،  xxx  lnvلیصبح التكامل   
  

  
  

  
  
  أو

  
  
  
  
2-     dxxx 5cos5sin  

                  أفرض أن   xy 5sin    xdy 5cos5  
       

   cxcyydy

dxxxdxxx









10
5sin

105
1

5cos55sin
5
15cos5sin

22
  

 3 -  
dx

x
x

4161
  

24xu           ضع    xdxdu 8  
  

  

Cxdxxxxxxdxxx

dxxxxxxxxdxxx









2
lnlnln

)ln()ln(ln
2

22

cxxxCxxxxdxxx

Cxxxxdxxx

















2
ln

2
1)

2
ln(

2
1ln

2
lnln2

2
2

2
22

2
22

  cxcu
u

dudx
x

xdx
x

x









  211

244 4tan
8
1tan

8
1

18
1

161
8

8
1

161
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  )(5تدریب 
 1 -   dxx )43tan(  

  لاً التكامل في الصورةنكتب أو
dx

x
xdxx  



)43cos(
)43sin()43tan(  

)43cos(     ثم تضع   xy  ومنها  dxxdy )43sin(3 وبالتالي فإن    

Cxdxx

Cy
y

dy
y

dy

dx
x
xdxx













)43cos(ln
3
1)43tan(

ln
3
1

3
13

)43cos(
)43sin()43tan(  

 2 - dx
xx  136

5
2  

 المقدار           43136 22  xxx  بإكمال المربع  
    y=x+3    dy=dx   ضع         

  cx

cy
y

dydx
xx


















2
3tan

2
5

2
tan

2
5

4
5

136
5

1

1
22

  

  
  

  )6(تدریب 
1-   

  
xuبوضع  tan تحصل علي dxxdu 2secویصبح التكامل أعلاه في الصورة   
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2-  
    -i  

  
  
  
  
  
  
  

 ii .  dxex x637        
xedvxuبوضع          6,37 نحصل على     

    ceexdxeexI xxxx   6666

12
137

6
1

6
337

6
1  

  
 iii.  
  
  
  
  
  
  
  
   

iv    . dxxx 4cos2     
22 أفرض أن  xuxdxdu    

   

 

            cxxxcxxx

dxxxxdxxx

xvxdxdv

dxduxu

dxxx


















4cos
16
54sin53

4
14cos

16
54sin53

4
1

)4sin(
4
5)4sin()53(

4
1)4cos(53

4
4sin4cos

553

4cos53

   

 

cxxxxx

dxxxxx
x

dxxxxxxI

xxvxdv

xu
x

dxdu

dxxx


























































5
16

ln5
4

5
4

ln5
4

5
4

ln5
4

5
4

5

ln

ln5

44

3444

4
3

3



 81

   xvdxxdv 4sin
4
14cos   

    dxxxxxI 4sin
4
24sin

4
1 2  

   بالتجزئة مرة أخرى
  
  
  
  

  
 v    .xdxe x cos2  تكامل بالتجزئة مرتین:  
  
  
  
  

 

  cxxeI

xxeI

x

x





sincos2
5
1

sincos2
4
1

4
5

2

2

  

  
  
  
  
  
  
  

       

      cxxxxx

dxxxxxx



 

4sin
32
14cos

8
14sin

4
1

4cos
4
14cos

4
1

2
14sin

4
1

2

2

Ixexexdxexexe

xdxexe

xxxxx

xx

4
1sin

4
1cos

2
1cos

2
1sin

2
1

2
1cos

2
1

sin
2
1cos

2
1

22222

22







 







   

50
1

50
49

49
1

49
1

49
50

49
1

0
49
1

49
1

10
49
1

00
7
1

sin
7
1cos

7
1

7
1sin

7
1

0

7

0

7

0

7















 










I

I

IIII

xdxexexeI xxx
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  )7(تدریب 
1.  

  
  بوضع

xu 1sin   
  ومنها نجد أن 

dx
x

du
21

1


  

  ونضع كذلك
dxdv   

  ومنها نجد أن 
xv   

  وبالتعویض في المعادلة العامة للتكامل بالأجزاء نحصل علي

  
2 .  

   dxeI x sin
0

7


 ضع      

  
  
  

   بالتجزئة مرة أخرى
  

dxedvev xx 77

7
1  




xudxdu sincos 

xdxexeI xx cos
7
1sin

7
1

0

7

0

7 





 
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yxyxydydx أفرض أن. 3   12 tantansec  
  dyyyydxxxI    ))(sec)tan()(tan 21  
  

  : نكامل بالتجزئة
   أفرض أن  

  
  
  
  
  
  
  
  

y = tanx    xdxdyضع .  4 2sec  
    cxcyydydxxx   2

tan
2

tansec
22

2  

  
  )8(تدریب 

  dxxtanh  
  ًتكتب أولا هذا التكامل علي الصورة

    dx
x
xdxx

cosh
sinhtanh  

xyوبوضع  cosh  ومنها dxxdy sinh ویصبح التكامل أعلاه   
CxCy

y
dydx

x
xdxx   )(coshlnln

cosh
sinhtanh  

)tan)(tan(
2
1

2
tan

2
1tan

2

)1(sec
2
1tan

2

tan
2
1tan

2
)(tan

2
tantansec

112

2

22

221

2
2

xxxx

yyyy

dyyyy

ydyyydxxx

yvydyydv



















yudydu 
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  )9(تدریب
  بالكسور الجزئیة. 1
  

  نجد أنوبمساواة المعاملات      
   
  

1,52
21

12
2121

5
















BABA
xx

xBxA
x

B
x

A
xx

x
  

   A=-6   ،  B=7وبحل المعادلتین 

      
    cxx

dx
x

dx
xxx

x












 

2ln71ln6
2

7
1

6
21

5
  

2 .  

    
    

  31
31

1331
15

2

2

22 













 xx

xcBxxA
x

cBx
x

Adx
xx

x  

  : وبمساواة المعاملات نجد أن

13
53

0






cA
cB

BA
  

  :وبحل هذه المعادلات نجد أن

      
    cxxx

dx
x

x
x

dx
xx

x

ABc






























 
12

22

tan
5
11ln

5
43ln

5
8

15
18

35
8

31
15

5
8,

5
8,

5
1

  

  )10(تدریب
: بالكسور الجزئیة  - 1 

   
 
 222 1

1
111

2














x
BxA

x
B

x
A

x
x  

   B=-3 A+B=-2    , A=1 ,    وبمساواة المعاملات
  :ویكون التكامل كالآتي

     
    c

x
xdx

xx
dx

x
x























 1
31ln

1
3

1
1

1
2

22  
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  )11(تدریب
  ضع) 1 (

  ceydydxxedxxe

eyxedy

xxx

xx






















222

22

555

55

2
9

2
9

2
92

2
99

2
  

yxydydx   أفرض أن) 2 ( sin
3

cos3   

 

 

  cxxxcxxxcyyy

cyydyyydydy
y

yy

dyy
y

ydx
x

ydx
x

x







 









 








 

















 



21
2

1

2
2

2

2

2

2

2

2

9
93

sin
2
9

3
9

33
sin

2
9cossin

2
9

2sin
2
1

2
92cos1

2
9sin9

cos
cossin9

cos3
sin1

sin3

3
13

sin9
9

  

xuxdxdu أفرض أن) 3(  2cos2sin2    ,   dxedvev xx 66

6
1

  

xdxexexdxeI xxx 2sin
6
22cos

6
12cos 666    

  وبالتجزئة مرة أخرى  

 

 xexeI

xexeI

IxexeI

xdxexexe

xx

xx

xx

xxx

2sin2cos3
20
1

2sin2cos3
18
1

9
10

9
12sin

18
12cos

6
1

2cos
6
22sin

6
1

3
12cos

6
1

66

66

66

666













  

  

sincos,323   أفرض أن) 4 ( xudxxduxdvxv   
    تكامل بالتجزئة

     xdxxxxxxI cos3cossin 233    
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   نكامل هذا التكامل مرة أخرى بالتجزئة
 

 
cxxxxxxxI

conxdxxxxxxxI

xdxxxxxxI










sin6cos6sin3cos

cos6sin3cos

sin2sin3cos

23

23

23

  

 )5 (  

  xdxxxI

xdxxxxdxxI

sincos1cos

sinsincossincos
22

2232






  

xyxdxdy          أفرض أن cossin   

 
    

cxx

cyydyyydyyyI



















 

5
cos

3
cos

53
1

53

53
4222

  

xuxdxdu   أفرض أن) 6 ( tansec2   
cxcuduuxdxx   3

tan
3

tansec
33

222  

22 ضع) 7 (

2 1
2

1,
2

,ln
x

dv
x

vxv
x

dxduxu 





  

c
xx

xdxx
x

xdx
xx

xdx
x

x












  

22
3

2223 4
1

2
ln

2
1

2
ln

2
1

2
1

2
lnln  

) 8 (  
        

cxxxx

dxxxxdxxxxxdxxxx



 
34

5

2342342222

3
10

2
3

5

110696131
  

  )12(تدریب
  . أ-1

         
        

   321
213132
321321

1

















xxx
xxCxxBxxA
x

C
x

B
x

Adx
xxx 
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   وبمساواة المعاملات
 

 
 

 
0345

150555
31236

20345
10









CBA
CBA
CBA

CBA
CBA

 

  B+2C= 0 (4))  2(وبجمع المعادلة

    -6×) 1( المعادلة

1236
0666




CBA
CBA  

  )3(وبجمع المعادلة
 5143  CB 

  :ینتج أن) 5(و)4(بحل المعادلتین 
1,

2
1

 BC 

 نجد أن) 1(بالتعویض في 
2
1

A  
 .  أ

         

      cxxx

dx
xxx

dx
xxx




















 

3ln
2
1

2ln1ln
2
1

32
1

2
1

12
1

321
1

  

  . ب

  
      

  212
122212

212

212
12

232
12 2

23

2





















xxx
xCxxBxxxA

x
C

x
B

x
A

xxx
xxdx

xxx
xx
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  بمساواة المعاملات

   

cxxx

dx
xxx

dx
xxx

xx

CBAA

CBA
CBA




























ln
10
122ln

10
1ln

2
1

210
1

125
1

2
1

232
12

10
1,

5
1,

2
1,12

223
122

23

2

  

  . ج

  
     

  41
14

4141
1

22

22

2222














xx
xDCxXBAx

x
DCx

x
BAxdx

xx  

  وبمساواة المعاملات
A+C=0 , B+D=0  , 4A+c=0 ,4B+D=1 

  : بحل هذه المعادلات ینتج أن

         cxxdx
xx

dx
xx

DCBA





























  2
tan

6
1

tan
3
1

43
1

13
1

41
1

3
1,0,

3
1,0

11
2222

  

dx.  أ-2
x

x
 12

2

  
   بالقسمة المطولة نجد أن 

1
11

1 22

2







xx
x  

  وبالكسور الجزئیة ضع

      
   

1
11

1111
1

1
1

22 












 x

xBxA
x

B
x

A
xxx

  

   A+B=0   ,   A-B=1  وبمساواة المعاملات نجد أن        
       ومنه ینتج أن

2
1,

2
1

 AB  
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        cxxxdx
xx

dx
x

x















  1ln

2
11ln

2
1

12
1

12
11

12

2

  

      أفرض أن. ب  612 2  xxydxxdy  
  cxxcy

y
dydx

xx
x





  6lnln

6
12 2

2  

  )13(تدریب
 1 -          

   
  23

32
2323

113
6

113
2 

















xx

xBxA
x

B
x

A
xx

x
xx

x  

 A+B=3                المعاملات     ة وبمساوا
          2A-3B=11 

   B=-1    ,     A=4       وبحل المعادلات نجد أن 
    cxxdx

xx
dx

xx
x


















  2ln3ln4
2

1
3

4
6

113
2  

2-  

      
     

  223
232443

223223
4

443
4

222

2

23

2




















xxx
xxCxxBxxA

x
C

x
B

x
A

xxx
x

xxx
x

  

  بمساواة المعاملات

1,
2
5,

2
1

44
0224

133








ABC

A
CBA

CBA

  

   

    cxxx

dx
xxx

dx
xxx

x























 

23ln
6
52ln

2
1ln

22
1

232
51

443
4

23

2
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) 3 (23

234

3
1865

xx
xxx


  

   بالقسمة المطولة
2

18
62

1862
3

18653

23

23

34

23423









x

xx
xx
xx

xxxxx

  

  بالكسور الجزئیة

   
   

 3
33

33
18

2

2

22 









xx

CxxBxAx
x

C
x
B

x
A

xx
  

  وبمساواة المعاملات  
A+C=0 

-3A+B=0 
-3B=-18 

   B=6   ,    A=2       ,      C=-2    ت  بحل المعادلا

  cx
x

xxx

dx
xxx

x
xx
xxx

















 

3ln26ln22
2

3
2622

3
1865

2

223

234

  

  
  )14(تدریب 

   1 -   
 242 xx

dx    

342 ًنكتب أولا المقدار  xx في صورة مربع كامل علي النحو   
7)2(34 22  xxx  

2ثم نضع  xy ومنه نجد أن dxdy  734 لیصبح المقدار في الصورة 22  yxx 
  والتكامل في الصورة 
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 
Cy

ay
dy

y

dy
y
dy










 7
cosh

77
1

22222
  

  أو
Cx

xx
dx







 7
)2(cosh

34
1

2
  

 2 - dx
x



  25
1

2  

     یمكن وضع هذا التكامل في الصورة القیاسیة

55
1

225
1

5
tan

5
1

5
1 1

22




















 














xdx
x  

 3 -  1xx
dx  

12 أفرض أن     2  xudxudu  

     











11
2

1
2

1
2

1 22 uu
du

u
du

uu
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xx
dx  

  وبالكسور الجزئیة 
   

1
11

111
1

22 









 u

uBuA
u

B
u

A
u

  
  وبمساواة المعاملات نجد أن 

0,1  BABA  
     وبحل المعادلتین نجد أن

2
1,

2
1

 AB  

        

2
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11

ln
1

1
1ln

2
11ln1ln
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1
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1
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x
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c
u
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



















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
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
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













  



 92

  )15(تدریب
  كامل التاليأوجد الت) 1(

  
xuوبوضع  cos فإن dxxdu sinیصبح التكامل في الصورة   

  
  أوجد التكامل التالي) 2(

  
xu وبوضع  sec فإن dxxxdu tansecیصبح التكامل في الصورة    

  
  

  )16(تدریب 

  
من القاعدة أعلاه نجد أن 
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2-  xdxxI n
n sin  

nnضع   xudxnxduxvxdxdv  1,cossin  

   

























xxdxI

IxxxxI
IxxxxI

IxxxxxdxxI

Innxnxxxxdxxnxxnxx

xdxxnxxI

n
nnnnn

nn
n

cossin

2sin2cos
12sin4cos

30sin6cossin

1sincossin1sincos

coscos

0

0
2

2

2
34

4

4
566

6

2
121

1

  

  وبالتالي یكون
xxxxxI cos2sin2cos2

2   
   ویكون 

xxxxxxxxxxxxxI
xxxxxxxxxI

cos720sin720cos360sin120cos30sin6cos
cos24sin24cos12sin4cos

23456
6

234
4





3- dxexI x34  
dxedvevxudxxdu   ضع  xx 3343

3
1,4   

  

cexeexexex

dxexeexexex

dxxeexexex

dxexexexdxexexI

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx









 







 







 







33323334

33323334

3323334

3233343334

81
8

27
8

9
4

9
4

3
1

3
1

3
1

9
8

9
4

9
4

3
1

3
2

3
1

3
4

9
4

3
1

3
3

3
1

3
4

3
1

3
4

3
1
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  )17(تدریب 

  
  ًنكتب أولا هذا التكامل علي الصورة 

  
xuحیث عوضنا عن  sin .   

  
  )18(تدریب 

  
  نكتب هذا التكامل في الصورة التالیة

  
tan(xu(حیث وضعنا   ومنها وجدنا أن dxxdu )(sec2.   



 95

  )19(تدریب 

  
  ذا التكامل في الصورةًنكتب أولا ه

  
cos(xu(ثم تضع  لتحصل علي   
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   إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1( تقویم ذاتي

 1 - cxxx  43 34  

 2 -cxxx  72
4
3 23

4

  

 3 - cxxx 
23

2 2
2
3

  

  
  )2(تقویم ذاتي 
 1 -   cx





8

42 4

  

 2 -       cxxx



 45

6

53
108
2553

27
2

162
53  

 3 -  cxcu








100
53

100

545

  

  
  )3( تقویم ذاتي

 1 .cxxx  cossin  
 2.cx  2cos

2
1  

 3.xxx exeex 3332

27
2

9
2

3
1

  

  
  )4(تقویم ذاتي 
 1 -   cxx  5ln 2  
 2 -cxcy

y
dy

  2cosln
2
1ln

2
1

2
1  

 3 -      cxxcyy  46ln436ln3  
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  )5( تقویم ذاتي
 1 .cxxx

 2sin
4
12cos

2
  

 2.cxxxxx  2sin
4
12cos

2
2sin

2
1 2  

 3.  cxxxdxxx lnln  
  )6( تقویم ذاتي

 1 - cxxxxcyyyy







22
tanh

2
tanh

2
tanh

22
tanh 1212

  

 2 -cxxx
 3sin

9
13cos

3
  

 3 -cx  6sinhln
6
1  

  )7(تقویم ذاتي
 1.    cxx  52ln

18
72ln

9
10  

 2.    cxx  5ln
17
1323ln

51
12  

 3.  cxx  83ln
24
11ln

8
1  

  )8(تقویم ذاتي
 1 .    c

x
x 




2
52ln2  

 2 .    c
x

x 



124

112ln
4
7  

 3.    c
x

x 



4981

2049ln
81
5  

  )9( تقویم ذاتي
 1.    cxx  2ln71ln6  

 2.c
x

x 



1

31ln  

 3.    cxxx   3ln
5
8tan

5
11ln

5
4 12  
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  )10( تقویم ذاتي
 1.cx

x
dx

x
dx







   3
sin

39
1

222
  

 2.cx
 

3
2tan

4
1 1  

 3.cx
 

3
sin 1   

 4.c
xx





8
111ln

22
1

2  

 5 .cx








 
 

31
34tan

31
2 1  

 6.cx
 

2
coth

6
1 1  

 7.cxx  4ln
5

1 2  

 8.cx








 
 

65
14sin

2
1 1  

  )11( تقویم ذاتي
 1 .cexeexex xxxx  663 23  
 2.  2

1 1sin 
  n

n Innxx  

 3.  ceex xx  66

12
137

6
1  

  )12( تقویم ذاتي
  
1.cx  tan  
2.cx  24sin

8
1  

3.cxx  6sin
12
1

2
1  
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  مسرد المصطلحات 
  

     Integrationالتكامل 

 مجموعة  (x) dx ویقصد بالتكامل هو العملیة العكسیة للتفاضل ویرمز للتكامل بالرمز     
 (x ) هي  x وتكون مستقتها الأولى بالنسبة لxتى تعتمد على الدوال ال

  
   Polynomial Functionالدالة كثیرة الحدود 

  a nxn+an-1xn-1+           a0  = (x)هي الدالة التى تكون في صورة   
 an0 أعداد صحیحة موجبة وxوتكون أسس 

  
   Integration by Substitutionالتكامل بالتعویض 

  dy=a dx ومنها  y=ax الذي توضع فیه n dx  (ax)تكاملهو    

   (ax )n dx = 1لیصبح التكامل في صورة 
 

 Trigonometric function     Integration Ofتكامل الدوال المثلثیة 

  sin x dx =-cos x+cهو تكامل الدوال التى تدرس الجیب وجیب التمام ویعطى تكامل   
Cos x dx=sin   

 
    Logarithmic Functionل اللوغرثمیة  الدوا

   وتستخدم فیها اللوغریتمات  y=logex=Inxال الآسیة وتكتب وال العكسیة للدوهي الد   
    logex =Inx+cویكون تكاملها 

  
    Integration by Partsالتكامل بالأجزاء 

  d(u v)= (u dv +v du ) ویكون ناتج التكامل  vوu هو تكامل دالتین    

  
  

   Of Exponential and Hyperbolic Function   Integrationتكامل الدوال الآسیة والزائدیة 
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   الحقیقیة x لكل قیم xye  هو تكامل الدوال التي تكون في صورة 
    Integration by Partial Fractionsالتكامل بطریقة الكسور الجزئیة 

د المضاعف المشترك الأعظم ویستخدم لمعاملة الدوال الكسریة كمجموع هي عملیة جبریة لإیجا   
  لدوال كسریة بسیطة 

   Reduction Formulaقاعدة الاختزال 
 مضروبا في دالة آسیة أو مثلثیة وبها یمكن xهي قاعدة تستخدم للتكامل لدرجات عالیة من    

   xتخفیض أو التخلص من قوى 
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  المقدمة 
     تمهيد 

  عزیزي الدارس 
 وتوضح لك طرق استخدام ،   ندخل بك إلى الوحدة الثالثة، وهى ذات أهمیة في علم الحسبان

المحور السیني، أو الصادي، أو مع مستقیم التكامل في إیجاد المساحة التي یحصرها منحنى مع 
 ومنها تتعرف على أهمیة علم الحسبان وفوائده، التي تساعد وتختصر كثیر من ،أو منحنیین

  .المسائل المعقدة وتحاول تبسیطها
 بتعریف عن التكامل المحدود، وأصله ثم تحدید القسم الأولبدأ : قسمت الوحدة إلى قسمین

في إیجاد المساحة التي تنحصر  ، نشرح تطبیقات التكامل المحدودالقسم الثاني، في صهخصائ
  .بین منحنیین، أو منحنى و مستقیم أو محور

تجد داخل الوحدة الأمثلة التي وضعت لها حلول، ثم أسئلة التقویم الذاتي، والتي تساعدك على 
 كذلك التدریبات ،ةتركیز القوانین والتأكد من الاستیعاب، وسوف تجد لها إجابات في نهایة الوحد

التي تفیدك في تطبیق القوانین، والتدریب على حلول كثیر من المسائل التي تواجهك، علیك أن 
 علیك بتقدیم ، نأمل أن تكون وحدة مفیدة،تكثر من التمارین، وترجع إلى المراجع حتى تستفید

  .اقتراحاتك ونقدك البناء نتمنى لك الفائدة

  أهداف الوحدة 
  
  
  
  
  
  
  
  

    عزیزي الدارس بعد فراغك من دراسة هذه الوحدة یجب أن تكون قادرا على 
  :أن

  التكامل المحدودتعرف . 
   خصائص التكامل المحدودتشرح . 

   التكامل المحدود في إیجاد المساحة التي تنحصر بین منحنیین، تستخدم 
 . أو منحنى ومستقیم أو محور

  قوانین التكامل المحدود في الفیزیاء، وفى العلوم الأخرىتطبق .  
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  أصل التكامل المحدود 1.
 في الفترة xf)(    لقد شرحنا لك في الوحدة الأولى كیفیة إیجاد المساحة التي یحصرها منحني 

],[ ba عن طریقة جمع ریمان، حیث وجدت أن المساحة التي یحصرها المنحني )(xf في الفترة 

],[ ba مع المحور السیني هي  



b

a

n

i
i xxfdxxf

1
والآن یمكنك أن تحصل علي هذه . )()(

فإذا كانت . المساحة مباشرة باستخدام التكامل المحدود dxxfxF فإن التكامل المحدود  )()(
ّیعرف على النحو التالي ُ  

  
  أو

  
  أو    

  
ناحیــة الهندســیة، المـساحة التــي یحـصرها المنحنــي بــین       وتمثـل قیمــة هـذا التكامــل، مـن ال

axالنقطتین  و bx  . ولمجموع تكاملین)()( xGxF  نجد أن   

  
  :وللتكامل المحدود الخصائص التالیة

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 وهـي الدالـة التـي  والدالـة الزوجیـةf(x)  f(-x)-=وهنا نذكرك بالدالة الفردیة وهي الدالـة التـي فیهـا
  )1( والتى شرحناها لك في الحسبان f(-x)=f(x)تكون فیها 

   
b

d

d

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()(1. 

                          
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(2. 

)(0 دالة فردیة فإن xf)(إذا كانت 



a

a

dxxf3. 

 دالة زوجیة  فإن xf)(إذا كانت 



aa

a

dxxfdxxf
2

0

)(2)(4.  
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. ًوتجد أن تطبیقات التكامل المحدود كثیرة جدا، ویكاد لا یخلـو علـم مـن العلـوم مـن اسـتخداماته    
 تحـت تـأثیر b إلـى النقطـة aمـن النقطـة لتحریك جسم ) W(ففي الفیزیاء تجد أن الشغل المبذول 

ُ، یعطي بالمعادلة Fقوة 
b

a

dxFW.  

  : مثال

  أوجـــد التكامـــل المحـــدود التـــالي  
3

1

2 )2( dxxxتجـــد أن .  بالقـــانون مباشـــرة
3
32

2
)(

2 xxxF  

ـــد أن  ــــا تجــ ومنهـ
2

4518
2
9

3
32

2
3)3(

32

F و 
6
7

3
12

2
1)3(

32

F ــالي ـــــصبح بالتــــ  وت

قیمــــة التكامــــل 
3

64
6

128
6

7135
6
7

2
45)1()3()2(

3

1

2 


 FFdxxx . ًناقــــصا قیمــــة

  . ناتج التكامل بالقیمة السفلي
  :مثال

أوجد التكامل المحدود التالي 



1

2

32 )43( dxxxبالقانون مباشرة   .  

 الصورة تكتب هذا التكامل على
    18)2()2()1()1(

4
4

3
3)43( 4242

1

2

421

2

32 












xxdxxx  

  )1(تدریب
  
  
  
  
  
  
  
  

ــة 0xأوجـــد الـــشغل الـــلازم بذلـــه لتحریـــك جـــسم مـــن النقطـــة ) 1 ( ـــى النقطـ  إل
3x تحت تأثیر القوة )

3
cos()sin( xxF 

  .  

د التكامل أوج) 2(


0

)sin( dxx    
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  :مثال
  أوجد التكامل المحدود التالي  

2

1

3)43( dxxبالقانون مباشرة   .  

xyبوضع  43 ومنها dxdy 4 أو 
4
dydx ،تكتب هذا التكامل على الصورة التالیة   






















  4
)43(

4
1

44
1

4
1

4

44
33 xydyydyy  

   وبالتالي یصبح التكامل علي الصورة
     

16
624

16
)1(

16
)5(

44
)1(43

44
)2(43

)4(4
43)43(

44442

1

42

1

3 






















xdxx  

  :مثال
232  أوجد الشغل اللازم بذلة لتحریك جسم تحت تأثیر القوة  xxF  2 من النقطةx إلى 

  . 4xالنقطة 
ُأولا یعطي الشغل  ًW بالمعادلة 

b

a

dxFW وبالتالي یكون   

      682244)32( 32324

2

32
4

2

2   xxdxxxW  

  :مثال
  أوجد التكامل المحدود التالي

  
  یُعطي هذا التكامل بـ
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  )2( تدریب
  
  
  
  
  
  
  

  )1(تقویم ذاتيأسئلة 
  
  
  
  
  
  

  المحصورة بين منحنيين المساحة 2.

 تطبیقات التكامل قلنا أن أهم تطبیقات التكامل المحدود هو إیجاد تذكر عندما تكلمنا عن     
ونحصل علي هذه . المساحة التي تنحصر بین منحنیین، أو منحني ومستقیم، أو محور

 :ًالمساحات بناءا علي الشكل الهندسي للمنحني و الخط المستقیم، و ذلك علي النحو التالي

  إذا كانت)(xfو )(xg دالتان مستمرتان في الفتـرة bxa  فـإن المـساحة المحـصورة 
)A (ُبینهما تعطي بالتكامل المحدود على النحو التالي  

 
b

a

dxxgxfA )]()([  

xfy)( من هذا الرسم تستطیع أن توضح المساحة المحصورة بین المنحني   والمحور السیني 
axبین  و bx .   

 إذا ،sec3tو sec1tأوجد المسافة التي یقطعها جسم بین اللحظتین ) 1(
342v)(كانت سرعته  sec

2 mtt  علما بان ،ً
dt
dxv  أو ،dt v .  

)(2استخدم جمع ریمان لإیجاد التكامل المحـدود للمنحنـي)2( xxf  فـي الفتـرة 
 مل مباشرة للمنحني، أيثم قارن ذلك بالتكا ]3,2[

b

a

dxxf )( .  
أوجد التكامل   ) 3( 

1

0

2 )( dxxx      
 

  أوجد التكاملات التالیة بالقانون مباشرة) 1(

)1( dxx 
2

0

3)32(  )2( dxx 
3

2

54   )3(   dx
xx

x
 

4

1
2 )29(

)92(  

)4(      dxe x


0

3   )5(          dx
x 

4

0
2 )4(
1


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   والمحور السیني  xf)(ُوتعطي للمساحة المحصورة  بین المنحنى 


b

a

dxxfA )(  

)(0لأن معادلة المحور السیني (  yxg(  
   : التى لها أهمیة في هذا الجزء منهانذكرك ببعض النقاط

   دالة غیر سالبة فإن المقدارxf)(إذا كانت . 1

  
  .xf)(یمثل المساحة المحصورة فوق الحور السیني مع المنحني 

)( إذا كانت 2. yfو )(yg الفترة  دالتان مستمرتان فيdyc  فإن المساحة 
 ُبینهما تعطي بـالتكامل المحدود على النحو التالي) A(المحصورة 

 
d

c

dyygyfA )]()([  

  
  ُ وتعطي للمساحة المحصورة بین المنحنى والمحور الصادي3.


d

c

dyyfA )()( yf  

)(0ن معادلة المحور الصاديلأ (  xyg (  
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  یمكنك أن تلاحظ أن المساحة تحت المنحني أدناه تأخذ الشكل

  
  حیث

CBAdxxf
b

a
 )(  

ولإیجــاد المـــساحة المحـــصورة بـــین منحنـــي ومحـــور لابـــد مـــن معرفـــة النقـــاط التـــي یقطـــع عنـــدها  4.
عة اسفل المنحنـي و أخـرى اعلـي المنحنـي، كمـا فـي فإذا كانت هنالك مساحة واق. المنحني المحور

  الرسم أدناه 

  
  علي النحو التالي ) المظللة(تكون المساحة الكلیة  

 
5

3

3

1

1

0

5

0

)()()()( dxxfdxxfdxxfdxxf  

  أنظر إلى الرسم لتتعرف على مساحة الأشكال المظللة والتى تمثل المساحة الكلیة  

321

5

0

)( AAAdxxf   
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  : مثال 
3xyالمحصورة بین المنحني أوجد المساحة     1  والمحور السیني بینx2 وx   

  

4
15)12(

4
1|)(

4
1|

4
)( 442

1
42

1

42

1

3   xxdxxdxxfA
b

a

  

  :مثال 
أوجد المساحة المحصورة بین المنحني    

x
y 1
1  والمحور السیني بینx4 وx   

  
386.14ln1ln4ln|ln1)( 4

1

4

1

  xdx
x

dxxfA
b

a

  

  
  )3(تدریب

  
  
  
  
  
  

)1)(2(أوجد المساحة المحصورة بین المنحني) 1(   xxxy والمحور 
  .السیني

 :أوجد التكامل التالي ) 2( 
5

1

)53( dxx     
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  :مثال
xyأوجد المساحة المحصورة بین المنحني    sin0  والمحور السیني بینxو x.  

  بـ) المنطقة المظللة(تعطي المساحة 

2)0cos(cos|cossinsin 0
0

  


xdxxdxxA
b

a

  
  :مثال 
xyأوجد المساحة المحصورة بین المنحني    sinالمنحني xy cos0  بینxو 

4


x   

ًأولا تجد أن المنحنیین یتقاطعان عند   
4


x. بـ) المنطقة المظللة(ُ تعطي المساحة  

414.0

1
2
2)0cos0(sin)

4
cos

4
(sin|cossin]sin[cos)]()([ 4

04
0

4

0



 
A

xxdxxxdxxgxfA
b

a




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  )4(تدریب
  
  
  
  
  

  :مثال
12أوجد المساحة المحصورة بین المنحني     xy1 المنحني والمحور السیني، بینx 
  .2xو

  .0yتُعطي معادلة المحور السیني بـ 
1,1حنیـین یتقاطعـان عنـد ًأولا تجد أن المن x كمـا موضـحة ( وعلیـه تكـون المـساحة المحـصورة

  هي) بالرسم

  

3
4)1

3
1()2

3
2(|)

3
()1(

33
2
1

32

1

2   xxdxxA  

  .وتعنى الإشارة السالبة أن المساحة تقع أسفل المحور السیني
  :مثال

xyأوجد المساحة المحصورة بین المستقیم   1 بین  والمحور السینيx 2 وx.  
 وبالتــالي لابــد مــن كتابــة المــساحة 0xتلاحــظ أن المــستقیم یقطــع المحــور الــسیني عنــد النقطــة 

  المحصورة علي النحو التالي

22أوجد المساحة المحصورة بین المنحني  )1( xy والمحور السیني بین   
0x2 وx. 

dx: أوجد التكامل التالي) 2(
xe

e x

 

3

0
2

2

97
5  

 
  



  115

21

2

0

0

1

2

1

AAdxxdxxdxx  


  

   هما المساحتان المظللتان في الرسم أدناه 2A و1Aحیث 
  

  
  )5(تدریب

  
  
  
  

  :مثال
xxxyأوجد المساحة المحصورة بین المنحني   45 23  0 والمحور السیني بینx و 

3x.  
30  وفـي الفتـرة 1,0xًأولا تجد أن المنحنیین یتقاطعـان عنـد   x تكـون المـساحة المحـصورة 

  :هي) كما موضحة بالرسم(هي مجموعة المساحتین 

xeyأوجد المساحة المحصورة بین المنحني ) 1(  والمحور الصادي  و  
 .2xالمستقیم 
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 ومن خصائص التكامل المحدود نجد أن 
3

1

1

0

3

0

)()()( dxxfdxxfdxxf  

  وعلیه فإن

  
  و

  
  وتصبح المساحة الكلیة 

12
95

3
22

12
7

)  الموجبة) مطلقةال(حیث كتبت المساحة بالقیمة.(  

  :مثال
32أوجد المساحة المحصورة بین المنحنیین   xy24  وxy .  

1,1ًأولا تجد أن المنحنیین یتقاطعان عند  x كمـا موضـحة (  وعلیـه تكـون المـساحة المحـصورة
  :هي) بالرسم
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  4)
3

)1(43
3

)1(()
3
143

3
1(|)

3
43

3
(4)3(

333
1

1

331

1

22 





 



xxxdxxxA

  )6(تدریب
  
  
  
  :مثال 

3xyأوجد المساحة المحصورة بین المنحني       والمستقیم  xy .  
1,1,0ًأولا تجــد أن المــستقیم یتقــاطع مــع المنحنــي عنــد  x وعلیــه تكــون المــساحة المحــصورة  

  هي) كما موضحة بالرسم(
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
1   

1 

3xy  

  
0 

  
xy  

2yxور الـــصادي والمنحنـــي أوجـــد المـــساحة المحـــصورة بـــین المحـــ) 1(  بـــین 
1y1 وy.  
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 

2
1

4
1

4
1

|
24

|
42

)()()()(

1
0

24
0

1

42

1

0

3
0

1

3





























A

xxxxA

dxxxdxxxdxxgxfA
b

a

  

  :مثال 
xy     أوجد المساحة المحصورة بین المستقیمین   و  xy    .1x و0x  بین 1

ـــد  ــان عن ــد أن المـــستقیمین یتقاطعـ ًأولا تجـ
2
1

x، ــون المـــساحة المحـــصورة ـــه تكـ كمـــا موضـــحة ( وعلی

  هي) بالرسم أدناه

  

  
  وبالتعویض مباشرة ستحصل علي القیمة

  
  ولكن في الحقیقة تجد أن المساحة الفعلیة المحصورة هي

  
xxg حیث   xxf و )(1 )( .  
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  :مثال 
2xyأوجد المساحة المحصورة بین المنحني   والمستقیم  xy 23.  

3,1ًأولا تجد أن المستقیم یتقاطع مع المنحني عند  x كما (  وعلیه تكون المساحة المحصورة
  هي) موضحة بالرسم أدناه

  

  
xxgحیث  23)(  2 و)( xxf وتعطي بـ ُ  

  

  
  )7( تدریب

  
  
  

  

  : مثال
xxyالمحصورة بین المنحنیین أوجد المساحة   32  و xxxy 52 23 .  

2,2,0ًأولا تجد أن المنحنیین یتقاطعان عند  x كما (  وعلیه تكون المساحة المحصورة
  :هي) موضحة بالرسم أدناه

2xyأوجد المساحة المحصورة بین المنحني ) 1(  والمستقیم  xy . 

42أوجد المساحة المحصورة بین المنحني ) 2(  xy والمحور السیني بین  
0x 3 وx. 
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   ومن الرسم أعلاه تلاحظ أن المساحة بین المنحنیین هي

 


2

0

0

2

)]()([)]()([ xgxfxfxg  

xxxxgحیث   52)( 23  و xxxf 3)( 2   

  

  
  :مثال 
yyxأوجد المساحة المحصورة بین المنحني    42  4 والمستقیم yx.  

1,4ًأولا تجد أن المنحني والخط المستقیم یتقاطعان عند  y تكون المساحة المحصورة   وعلیه
)(4:بوضع( هي   yyf و yyyg 4)( 2 (   

 
6

225)43()4()4()()(
4

1

2
4

1

4

1

2
4

1

  
 

dyyydyyydyydyygyf  
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  )8(تدریب
  
  
  
  
  

  )2(تقویم ذاتيأسئلة 
  
  
  
  
  
   
 

21أوجد المساحة المحصورة بین المنحنیین ) 1( xy  و  xy  1. 

062أوجد المساحة المحصورة بین المنحني ) 2(  xyy والمستقیم  
072  yx. 

  

  أوجد التكاملات التالیة) 1(

)  أ (


  252x
dx        ) ب (





 dxex x25     

) ج (


  3
4

)5(x

dx       )  د (


0
5 dxe x    

12أوجد المساحة المحصورة بین المنحني ) 2(  xy 2 والمستقیمy. 

2xy المنحني أوجد المساحة المحصورة بین) 3(  2 والمنحنيyx . 

2yxأوجد المساحة المحصورة بین المنحني ) 4(  32 والمستقیم  yx. 

3xy أوجــــد المــــساحة المحــــصورة بــــین المحــــور الــــسیني والمنحنــــي )5(  ــین  بــ
1x1 وx.  
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  الخلاصة 
 إذا كانت ،بعد دراستك لهذه الوحدة لابد أن تكون قد حققت الأهداف من دراستك للوحدة     
ٕ واذا كانت بلا فیجب علیك الرجوع لها مرة ثانیة، وسوف نساعدك ،ة بنعم فلك التهنئةالإجاب

  .  شرحهمبوضع خلاصة لاهم ما ت
  x    F   =  Fa   b F  dx   x   وعرفناه ب: شرحنا لك اصل التكامل

ثم عرفنا ( b)   (a ) ووجدنا أن هذا التكامل یوضح المساحة المحصورة بین المنحنى ونقطتین 
  .خصائص التكامل وهى

     dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a
   

إذا كانت  xf دالة فردیة فإن   0 dxxf
b

a

  

 إذا كانت xf دالة زوجیة فإن    dxxfdxxf
b

a

b

a
  2   

 Wء،وجدنا أن الشغل المبذول بعد ذلك تعرفت على تطبیقات التكامل المحدود في الفیزیا   
  یعطى بالمعادلة F  تحت تأثیر قوة bإلى  a لتحریك جسم من النقطة 

 dxxFW   
أو ،وشرحنا تطبیق التكامل في إیجاد المساحة التى تنحصر بین منحنیین، أو منحنى ومستقیم   

 فان المساحة  a x  bتان مستمرتان في الفترة  دال g (x )و f (x ) محور فإذا كانت 
  تكون ) ( A المحصورة 

      xgxfA 

   مع المحور السیني فان المساحة تكون   xوٕاذا كان المنحنى  
 dxxfA   

  g (x)= Y =0لان معادلة المحور السیني  
  ر الصادي تكون معادلة المساحة   والمحوy والمساحة المحصورة بین المنحنى   

 dyyfA   
  g (y) = x =0 =لان معادلة المحور الصادي
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ثم شرحنا لك كیفیة إیجاد المساحة المحصورة بین منحنى ومحور، ولابد أن نعرف نقاط تقاطع    
اسفل  فإذا كانت ،أو أعلى المنحنى،المنحنى مع المحور، إذا كانت المساحة اسفل المنحنى

  المنحنى تكون الإشارة سالبة 

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية 
الوحدة التى تلي هذه الوحدة، سوف تشرح لك تطبیقات التكامل، في إیجاد أطوال ومساحات 
وحجم الأشكال الهندسیة المختلفة، مثل  طول القوس وتشرح المعادلات الوسیطیة، ومساحة 

  .السطح الدوراني والحجوم الدورانیة
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   إجابات التدريبات
  )1(تدریب

1-  

   












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

211011011

0sin30cos1sin33cos1
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sin
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cos
1
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cossin
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




 






 







 






 























xx

dxxxw

  

  

2-                  2)11(1cossin
0

0


 
xxdx  

  )2(تدریب
1-   

 
    m

tttdtttx

4655112227186

22342
3

1

32
3

1

2



   

   نجزئ الفترة بحیث -2
                               

nn
x 123




  
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي 
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  مسرد المصطلحات 
  

  The Definite Integralمل المحدود التكا

هو تكامل                                    وتمثل قیمة التكامل من الناحیة الهندسیة المساحة 
   x=bو x=a التى یحصرها المنحنى بین النقطتین 

  
   Continuous Functionالدالة المستمرة 

  النهایة الیسرى للدالة عند =یة الیمنى  قیمة منتهیة وتكون النهاf(a)هي الدالة التى تكون 
X=a  وان تساوى كل من النهایتین f (a)  

  
  
  
  
  
  
  

 
b

a

b

a

xFaFbFdxx )()()()( 
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  المقدمة 
  تمھید     

  عزیزي الدارس  
 بعد أن تعرفت على ،لقد وصلت إلى نهایة المقرر، وهى الوحدة الرابعة عن تطبیقات التكامل   

 د مثلا في علم الفیزیاء لإیجا،وتطبیقاته في العلوم المختلفة،دكیفیة استخدام التكامل المحدو
 نأتي بك ،وبین منحنیین، المساحة المحصورة بین منحنى، ومحوردالشغل، وفى الهندسة لإیجا

إلى تطبیقات التكامل لنتعرف على كیفیة الاستفادة منها، في إیجاد أطوال ومساحات وحجوم 
  .الأشكال الهندسیة المختلفة

   عن كیفیة إیجاد طول القوس لمنحنى بین نقطتین القسم الأولأ الوحدة بشرح تبد  
 یشرح المعادلات الوسیطیة واستخدامها في معادلة الدائرة ومعادلة القطع القسم الثانيوفى 

  . الناقص
   لیشرح مساحة السطح الدوراني لدائرة ومنحنى ومستقیم القسم الثالثثم یأتي 

  ن الحجوم الدورانیة للمخروط والكرة ودوران منحنى  والأخیر عالقسم الرابع
 كذلك ،تجد داخل الوحدة أمثلة كثیرة لتدعم لك الشرح وأشكال ورسومات هندسیة لتوضیح الشرح

تجد في نهایة كل قسم أسئلة تقویم ذاتي علیك بوضع حلول لها ومطابقتها مع الإجابات في نهایة 
ستیعابك للوحدة فعلیك بالاهتمام بها ووضع حلول لها  تأتى التدریبات لكي تتأكد من ا،الوحدة

 ولك أن تتأكد من إجاباتك مع إجابات التدریبات في نهایة ،وعرضها على مشرفك الأكادیمي
 التى تقدمها لك جامعتك ت علیك أن تزید من التمارین من المراجع وتستفید من التعیینا،الوحدة

  المفتوحة 
نأمل أن تقدم لنا نقدك   ) 2( دراستك لمادة الحسبان أتمني أن تكون سعید ومستفید من

  ومقترحاتك حتى نستفید منها 
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   أهداف الوحدة 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

عزیزي الدارس ینبغي منك بعد أن تكمل دراسة هذه الوحدة أن تكون قادرا   
  : على أن 
   تطبیقات التكامل تعرف  

   طول القوس لمعادلة منحنى توجد  

   المعادلات الوسیطیة لكتابة معادلة الدائرة وطول القوس تخدمتس  

   مساحة السطح الدوراني د معادلة المنحنى لا یجاتحل  

   كیفیة إیجاد الحجوم الدورانیة للأشكال الهندسیة المختلفة تشرح  
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كیفیة  لك الآن عزیزي الدارس، لقد وصلت إلى نهایة المقرر، وهى الوحدة الرابعة، وتشرح
ــي إیجــــاد أطــــوال، ــتفادة منــــه فــ ــوم الأشــــك اســــتخدام التكامــــل، للاســ ال الهندســــیة ومــــساحات، و حجــ

  :المختلفة، والیك الأمثلة التالیة

  Arc Length طول القوس 1.
xfy)(إذا كانــــت   ــي مــــشتقته الأولــــى موجــــودة ومعرفــــة، فــــإن طــــول القــــوس ّ هــــي معادلــــة منحنــ

bxaللمنحني بین النقطتین  یعطي بـالمعادلة ُ  

  
)(وٕاذا كانـــت  yfx  ـــة، فـــإن طـــول القـــوس ــودة ومعرف ّ هـــي معادلـــة منحنـــي مـــشتقته الأولـــى موجـ

)(للمنحني  yf بین النقطتین dxc یعطي بـالمعادلة ُ  

dy
dy
dxL

d

c
 










2

1  

  ولإیجاد طول القوس نحتاج في بعض الأحیان معرفة التكاملین التالیین 

C
b
baxbbaxdx

x
bax






  1tan22  

  
 ||ln

2
1 2222222 xaxaxaxdxxa   

  : مثال
   أوجد طول المنحني 

  
   .1x و0x بین 
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    یمكنك أن ترسم هذا المنحني على النحو التالي

  
dxًولإیجاد طول المنحنى  توجد أولا 

dy على النحو   

  
  ومنه یكون

  
  Lمنحني لیصبح طول ال

  
  :مثال 

xyأوجد طول القوس من المنحني      .4x و 0xبین  1
  یُعطي طول القوس من المنحني بالمعادلة

  
2تجد أن 

1

2
1 

 x
dx
dyومنها یكون طول القوس   

dx
x
xdxx 


 
4

0

4

0

1

4
14

4
11  
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  : مثال
29 أوجد طول القوس من المنحني  xy    22في المدى  x.   

  یُعطي طول القوس من المنحني بالمعادلة

  
 وتجد أن 

29 x
x

dx
dy




 وبالتالي یكون 

15.0
3

sin3
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2
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2
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2
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
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
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xdx
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  )1( تدریب
  
  
  

  )1( تقویم ذاتي أسئلة
  
  
  
  
  

 
  
  

  
  
  

2أوجد طول القوس من المنحني 
3

yx    80في المدى  y. 

  

29أوجد طول القوس من المنحني) 1( xy  31 في الفترة  x.  
ln(sin(أوجد طول القوس من المنحني ) 2(  xy  1 بینx3 وx. 

  أوجد طول القوس من المنحني ) 3(
1 xy  

  .3x و1x   بین 
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  Parametric Equation المعادلات الوسيطية. 2
عن المتغیر الوسیط وهـو المتغیـر الثالـث فـإذا كانـت ) 1(     كما سبق وذكرنا في مقرر الحسبان 

یمكنـك اسـتخدامه فـي تحدیـد المنحنـى  فهـو الوسـیط، t معطاة بدلالة متغیر ثابت مثلا x,yكل من 
حه فــي الأمثلــة ویكــون تحدیــد المنحنــى فــي بعــض بدلالــة المتغیــر الوســیط كمــا یــتم توضــیحه وشــر

مـن جهـة أخـري، وذلـك y مـن جهـة و بینـه وبـینxیـربط بینـه وبـین ) وسیط(الأحیان بدلالة متغیر 
ـــدلا عـــن كتابـــة  xfy)(ًب ــدائر. مباشـــرة ـــة معادلـــة الـ ـــي ســـبیل المثـــال، یمكـــن كتاب ة بالمعادلـــة  فعل

  الوسیطیة

  
  بالمعادلة الوسیطیة) ellipse(ُوتكتب معادلة القطع الناقص 

  
 فإنك تكتب tإذا كان الوسیط هو 

dx
dt

dt
dy

dx
dy

ویكون بالتالي طول القوس    
  

  
  أو 

                   
  إذاً    

  
  بـ ) tع بوض( ُویعطى طول القوس في هذه الحالة  
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  :مثال 
  .rالتي نصف قطرها ) المحیط( أوجد طول القوس للدائرة 

  .یمكنك استخدام التعریف أعلاه لإیجاد طول القوس وذلك باستخدام المعادلة الوسیطیة 
ًتوجد أولا 

d
dxو 

d
dy   من المعادلة الوسیطیة cos,sin rxry   

  وتعوض الناتج في معادلة طول القوس أعلاه 






cos,sin r

d
dyr

d
dx

  
  حیث

trytrx sin,cos   
  والآن تجد أن  محیط الدائرة هو

                     

  
1cossinحیث استخدمت المتطابقة  22  .  

  

  )2(تدریب 
  
  
  
  
  )2(تقویم ذاتي ئلة أس
  
  
  
  
  

  ُأوجد طول القوس للمنحني الذي یعطي بالمعادلة الوسیطیة
12  tx  وtty 32  .  
 

  ُمنحني الذي یعطي بالمعادلتین الوسیطتین التالیتینأوجد طول القوس من ال
)   1 (32  tx233 و tty  1 بینt4 وt.  

)2 (sinx 2 وcos  y 0 بینو  . 
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  Surface of Revolution مساحة السطح الدوراني .3
  

xfy)( أنظر إلى الشكل آلاتي تجد انه إذا دار منحني معادلته   ،حول المحور السیني   

  
bxa  فإن مساحة السطح المتولدة في الفترة   التاليُبالدوران تعطي بالتكامل  

  
  

  :مثال
  .  أوجد مساحة السطح الدوراني عندما تدور دائرة حول المحور السیني

  تُعطي معادلة الدائرة بالمعادلة

  
ِو بدورانها حول المحول السیني تنتج الكرة    كما في الرسم المجاور،ُ
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  ً توجد  أولا

  
  ومنه فإن

  
  ویكون السطح الدوراني 

  
  : مثال

3الـــدوراني عنـــدما یـــدور المنحنـــي   أوجـــد مـــساحة الـــسطح 
1

)3( xy  حـــول المحـــور الـــصادي بـــین 
0xو 

3
1

x.  
  :   عند دوران المنحني حول المحور الصادي تحصل علي الشكل
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    عند 

3
1

x 1 فإنy 0 وعندx 0 فإنy 10 وعلیه تكون حدود التكامل  y .  

ًتوجد أولا  
dx
dy ومنها 

2








dx
dyعلى النحو   

  
  وتصبح مساحة السطح الدوراني

  

  
  لإیجاد التكامل  

  
4yuتضع    و منها dyydu 34 لیصبح التكامل   

2
3

42
3

2
3

2
3

)1(
6
1)1(

6
1)1(

4
11

4
1

4
1 yuuduuduu 


   

  والآن تجد
  
   

  

)122(
9

)1(
63

2 1

0

2
3

4 
















 yS
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  )3(تدریب
  
  
  

 

  
  )3(تقویم ذاتيأسئلة 

  
  
  
  
  
  

  
  

  
  Volume of Revolutionالحجوم الدوراني . 4

bxa  حول المحور السیني في الفترةxf)(إذا أدرت المنحني        ُستحصل علـى مـا یعـرف
وترید هنا أن تحصل علـى . كما موضح بالرسم أدناه) solid of revolution(الدوراني  بالسطح

  . ُالذي یحدد بهذا السطح) solid(قاعدة لإیجاد حجم هذا المجسم 
  

  

 حـــول المحـــور 2y  أوجـــد مـــساحة الـــسطح الـــدوراني عنـــدما یـــدور المـــستقیم 
  .2x و0xالسیني بین 

 

1أوجد مساحة السطح المتولد من دوران المنحني ) 1 ( xy حول 
   .3x و1xالمحور السیني بین 

2أوجد مساحة السطح المتولد من دوران المنحني ) 2( yx حول 
   .7y و2yالمحور الصادي بین 

3649أوجد مساحة السطح المتولد من دوران المنحني ) 3  ( 22  yx حول 
 .3x و2xالمحور الصادي بین 
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  تقوم بتقسیم هذا الحجم إلي شرائح دائریة صغیرة  :ًأولا  
ِتلاحــظ أن كــل شــریحة تمثــل . یرة مــن مجموعــة هــذه الــشرائح توجــد حجــم كــل شــریحة صــغ:ًثانیــا   ُ

   وعلیه فإن حجم هذه الاسطوانة یكونx وسمكها yأسطوانة نصف قطرها 
xyV  2  

   أي ، لإیجاد الحجم الكلى للمجسم فإنك تجمع كل هذه الحجوم:ًثالثا 
 
i

i
i

i xyVV  2  

( أن هذه الشرائح متراصة فإنك بدلاً عن الجمع :ًرابعا 
i

 dxتستعمل التكامل حیث تستعمل ) 

   لتحصل عليixبدلاً عن


b

a

dxyV 2  

dycإذا دار المنحني حول المحور الصادي في الفترة   ستحصل على الحجم   

d

c

dyxV 2  

bxa ُویعطي الحجم المحصور بین منحنیین عند دورانهما حول المحور السیني فـي الفتـرة    
  بالمعادلة

 
b

a

dxxgxfV ))()(( 22  

ـــص   ــا حـــــول المحــــور الــ ـــد دورانهمــ ـــین منحنیــــین عنــ ـــصور بــ ـــم المحـ ــي الحجــ ــــي الفتـــــرة ُویعطــ ادي ف
dyc        بالمعادلة 

d

c

dyygyfV ))()(( 22  

  :مثال
  .ًأوجد حجم المخروط مستخدما التكامل المحدود  

  
  

                                                         
   
  

                             y    



mxy   

x

y
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xmy ینتج المخروط من دوران الخط المستقیم :ًأولا      حیث ،tanm حول المحور،

  السیني كما في الرسم  أعلاه     

32

32
0

3
2

0

222

3
1

3
1|

3

)(

hmV

hmxmV

dxmxdxydxyV

h

hb

a

b

a











 

  

 فإن Rوٕاذا كان نصف قطر قاعدة المخروط هو   
h
Rm  tan  

  تالي یكون حجم المخروطوبال

hRV

hRh
h
RV

2

232

3
1

3
1)(

3
1








  

= حجم المخروط  : أي أن
3
   الارتفاع العموديمساحة القاعدة 1

  
  أو
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  :مثال
  . أوجد حجم الكرة مستخدما التكامل المحدود أعلاه

),(مدى ً أولا ینتج حجم الكرة من دوران نصف الدائرة في ال rr  حول محور السیني، كما في 
   بـالمعادلةrتُعطي معادلة الدائرة التي نصف قطرها . الرسم أدناه

222 ryx   
222ومنها تجد أن  xry وبالتالي یعطي حجم الكرة بـ ُ  

3

333
3

2
3

2

3
22222

3
4

3
4]

3
2

3
2[)]

3
)()(()

3
[(

|)
3

()(

rV

rrrrrrrrrV

xxrdxxrdxydxyV r
r

r

r

r

r

b

a














 



  

3(ت انك تحصلت على حجم الكرة المعروف هل لاحظ

3
4 rV .(  
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  :مثال
أوجد الحجم الناتج من دوران المنحني 

x
y 1
حول المحور السیني بین النقطتین ax 1   

برسم المنحني 
x

y 1
تحصل على الشكل   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  م الدوراني الناتج هوویكون الحج  







 














aa
V

xV

dxxdx
x

V

dx
x

dxyV

a

aa

ab

a

11)11(

|
1

)1(

)1(

1

1
1

2

1

2

1

22









  

   !V أي ،ّ یؤول إلى مقدار معرفV فإن الحجم aونلاحظ انه عندما تؤول   
  )4(تدریب

  
  
  
  

1x  

ax   

x  

y  

xy القطــع المكــافي أوجــد الحجــم النــاتج مــن دوران 42  حــول المحــور الــسیني 
40بین النقطتین  x.  
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  :مثال
1أوجد الحجم الناتج من دوران القطع الناقص 

22
















b
y

a
xحول محوره الرئیسي   

)major axis .(  
axaًأولا تحدد المحور الرئیسي بـ   و أرسم القطع الناقص أعلاه تحصل على الشكل ،

  :التالي
  
  
  

  ویكون الحجم الدوراني الناتج هو

abV

a
a
baba

a
babV

x
a
bxbV

dxx
a
bbdxyV

a

a

a

a

b

a

2

32
2

32
2

32
2

2
2

22

3
4

3
)()(

3

3




















 


































































  

abV، أي )ellipsoid( وهو حجم المجسم البیضاوي  2

3
4. وبإمكانك التأكد من صحة 

  القانون من القانون الریاضي 
  :مثال 

1622أوجد الحجم الناتج من دوران القطع الناقص   yxحول محوره الرئیسي   
)     major axis .(  

44ًأولا حدد المحور الرئیسي بـ   xویكون الحجم الدوراني الناتج هو   
abV 2

3
4  

4حیث  ba3ُ والذي یعطي المقدار
64

V.  
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  :مثال
xyأوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالمستقیمین 2 3 وx والمحور السیني 

)x- axis (حول المحور الصادي.  
xyأن دوران المستقیم تلاحظ  2 6 وحدات ونصف قطر قاعدته 3ً ینتج مخروطا ارتفاعه 

وحدات، وبالتالي فإن الحجم الدوراني الناتج هو  36)3()6(
3
1

3
1 22  hRV.   

  )5(تدریب
  
  
  

  :مثال
22قة المحدودة بالمنحنيأوجد الحجم الناتج من دوران المنط xy حول المحور السیني .  

2,2 فإن 0yتلاحظ أنه عند  x 22 أي  xوهي تمثل حدود التكامل .  
  ُویعطي الحجم الدوراني الناتج بالمعادلة








15
43

15
43)

53
44(

)44()2(

1
1

53

0

42
2

2

222












V

xxxV

dxxxdxxdxyV
b

a

  

  
  :مثال

xyحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالمستقیمأوجد ال  1 وx 2 وx والمحور 
  .السیني حول المحور الصادي

21 أو 2,1y فإن 1yتلاحظ أنه عند   yوهي تمثل حدود التكامل .  
  ُویعطي الحجم الدوراني الناتج بالمعادلة

xy أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالمنحني-1 sin و 
 x0 والمحور السیني )x- axis (حول المحور السیني. 
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





3
7

)12(
3

|
3

33

2
1

32

1

22





 

V

V

ydyydyxV
d

c

  

  : مثال
2xy   أوجد الحجم الناتج من دوران المنطقة المحصورة بالمنحني بین  2 و المستقیمینx 

  . ي حول المحور السین3xو 
32   في هذه الحالة فإن حدود التكامل هي  x .ُویعطي الحجم الدوراني الناتج بالمعادلة  








5
211

])3()2[(
5

|
5

)(

552
3

5

2

3

4
2

3

222



















V

xV

dxxdxxdxyV
b

a

  

  )6(تدریب
  
  
  
  
  

2xy  الحجم المتولد بالمنحني أوجد  عندما   
   .3x و 0xیدور حول المحور السیني بین ) 1(
  .2x و 0xیدور حول المحور الصادي بین ) 2(
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  : مثال
22  أوجد الحجم الناتج  مع المحور السیني للمنطقة بین بالمنحني   xy والمستقیم  

1 xy 0 منx 1 إلىx. یمكنك أن ترسم المنحني والمستقیم على النحو  

  
    ُویعطي الحجم الدوراني الناتج بالمعادلة 

b

a

dxxgxfV ))()((  

  والحجم الناتج یمكن تصوره على شكل غلاف، كما في الرسم أدناه 

  
   لدوراني الناتج بالمعادلةُ ویعطي الحجم ا

  
   والذي یساوي المقدار التالي

  

V  
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  )7( تدریب

  
  
  
  
  

  )4( ذاتي تقویم أسئلة
  
  
  
  
  
  
  

  
  

    

 2y و1xتقیمین المتعامدین أوجد حجم القطعة المتولد بین المس
922للدائرة   yx التي تدور حول قطرها المنطبق مع المحور السیني 

 .مرة ومع المحور الصادي مرة أخرى

  

ـــي 1. ــن دوران المنحنــ ـــد مـــ 3أوجـــــد حجـــــم الـــــسطح المتولــ xy  ــور ــول المحـــ  حـــ
21الصادي في الفترة   y.  

29أوجــد حجــم الــسطح المتولــد مــن دوران المنحنــي 2. xy  حــول المحــور 
22السیني في الفترة   x.  

ـــن دوران المنحنـــــي 3. ـــد مــ ــم الـــــسطح المتولــ ــد حجـــ 3694أوجـــ 22  xy ــول  حـــ
32ني في الفترة المحور السی  x.  
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  الخلاصة 
   فیها دفي نهایة هذه الوحدة نأتي بك لنستعرض أهم ما ور   

معادلة  بدأت بتطبیق التكامل لإیجاد طول القوس في ،شرحت الوحدة تطبیقات التكامل المختلفة
   ثم كیفیة استخدام المعادلات الوسیطیة في كتابة معادلة الدائرة لتصبح،منحنى

x=r cos t    
Y= r sin t       0 t 2   

  ومعادلة القطع الناقص تكتب 
X=a cos t  

Y= b sin t    0 t  2 
 مساحة بعد ذلك شرحنا لك استخدام التكامل في إیجاد مساحة السطح الدوراني لمنحنى وتكون

  السطح الدوراني لمنحنى معادلته 
Y= (x)                                               عندما یدور حول المحور السیني في الفترة   

a x  b  
  
 

  
 فإذا دار منحنیین حول المحور السیني في ،تحدثنا عن استخدام التكامل لإیجاد الحجوم الدورانیة

  a  x  bالفترة 

  دم المعادلة نستخ

dxxgxfV
b

a

22 ))(())((    

  والمعادلة 
  

  c y  dعندما یكون الدوران حول المحور الصادي في الفترة 

  
  
  

dx
dx
dyyS

b

a

2)(12   

dyygyfV
d

c

22 ))(())((  
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  إجابات التدريبات 
  )1(تدریب  

2طول القوس من المنحني 
3

yx    80في المدى  y.   
  ةیُعطي طول القوس من المنحني بالمعادل

dy
dy
dxL

d

c
 










2

1  

2وبالتعویض تجد أن 
1

2
3 y

dy
dx

ومنها یكون طول القوس   

)16859(
27
8

4
91

4
9

3

2
4
91

4
91

8

0

2
3

2
1

8

0

8

0







 









   ydyydyyL  

  )2(تدریب  
ttyو  ُطول القوس للمنحني الذي یعطي بالمعادلة الوسیطیة        2.   

 نقول أن X معطاة بدلالة U وU بدلالة  معطاةY وهنا نذكرك بقانون دالة الدالة وهو إذا كانت 
Y دالة في X. من قانون دالة الدالة تجد أن  

dx
dt

dt
dy

dx
dy

 . 12وتجد أن  t
dt
dy 

3و
dt
dx أو dtdx 2 ومنها تجد أن  طول القوس  

  
  

  
   

   

  dttdtttL

dtttdtttL

dtttdttL













 





2

0

2
2

0

2

2

0

2
2

0

2

2

0

2
2

0

22

4
3)

2
1(212

12444

1443123

  

13  tx
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وبوضع 
2
1

 tu یكون dtdu ویصبح التكامل في الصورة   

duuL 














2
3

2
1

2

2

4
3  

ـــحته ــن صـــ ــد مــــ ـــــه والتأكــــ ـــوع إلیـ ـــك الرجـــ ــه یمكنـــ ــــ ــــت ان ــــل لاحظــ ــــي  ، هــ ــــل القیاســ ــشبه التكامــ وهو یــــ

dxax   حیث 22
4
3

a.  

  )3(تدریب
  .2x و0x حول المحور السیني بین 2yر المستقیم مساحة السطح الدوراني عندما یدو

  . حول المحور السیني تحصل علي اسطوانة كما في الرسم أدناه2yإذا دار المستقیم
  
  
  
  
  
  
  
  

  ل المحور السیني بالمعادلةتُعطي مساحة السطح الدوراني بدوران المستقیم حو

  
0 تكون 2yوبالتعویض عن 

dx
dy ومنها تجد أن   

 8440122 2

0

2

0

2

0

  xdxdxS  

  
  )4(تدریب

2y  

x  

y  
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xyالحجم الناتج من دوران القطع المكافي  42 40 حول المحور السیني بین النقطتین  x.  
xyأرسم المنحني  42 تحصل على الشكل التالي   

                                                   y                   
                                                                                                     

xy 42   
  

                      x  
  
  

  ویكون الحجم الدوراني الناتج هو







32

)4(2)
2

4(

4

2
4

0

2

4

0

2





 

V

xV

dxxdxyV
b

a

  

  )5(تدریب 
xyالحجم الناتج من دوران المنطقة المحدودة بالمنحني sin و  x0ي  والمحور السین

)x- axis (حول المحور السیني.  
  یُعطي الحجم الدوراني الناتج بالمعادلة التالیة

 

2

2
0

00

22

2
1

2
1)00()2sin(

2
|)2sin

2
1(

2

))2cos1(
2
1(sin
















 

V

xxV

dxxdxxdxyV
b

a
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  )6(تدریب 
2xy الحجم المتولد بالمنحني   عندما   
   .3x و 0xیدور حول المحور السیني بین ) 1( 
  .2x و 0xیدور حول المحور الصادي بین ) 2( 
  ُ ویعطي الحجم الدوراني الناتج بالمعادلة-1  








5
243

]03[
5

|
5

)(

553
0

5

3

0

4
3

0

222





 

V

xV

dxxdxxdxyV
b

a

  

  .4y و 0y على النحو 2x و 0x في هذه الحالة تصبح حدود التكامل - 2 
  ُویعطي الحجم الدوراني الناتج بالمعادلة








8

816
2

]04[
2

|
2

22

4
0

24

0

2





 

V

V

yydydyxV
d

c

  

  )7(تدریب 
922 للـدائرة 2y و1xحجـم القطعـة المتولـد بـین المـستقیمین المتعامـدین   yx التـي تـدور 

  .المنطبق مع المحور السیني مرة ومع المحور الصادي مرة أخرىحول قطرها 
إذا دارت الدائرة حول المحور الصادي، فإن الحجم الـدوراني المتولـد یكـون  عبـارة عـن قـرص ) 1(

 وحـدة  ویكـون بالتـالي حجمـه هـو 1  وحدة ونصف قطره 2سمكه 2)2()1( 22  hRV 
  .وحدة مكعبة

ــدائرة حــول المحــور الــسیني فــإن الحجــم الــدوراني المتولــد هــو عبــارة عــن اســطوانة ) 2( إذا دارت ال
ــــره ــــ ــــ ـــــصف قطــــ ـــــ ــــ ــا 2نــ ــــ ــــ ــــ ــــدة و ارتفاعهــ ـــــ ــــ ـــو 1 وحـــ ــــ ــــ ــــ ــا هـ ــــ ــــ ــــ ــالي حجمهــ ــــ ــــ ــــــون بالتــــــ ــــ ــــ ـــدة ویكــ ـــــ ــــ  وحــــ

 4)1()2( 22  hRVوحدة مكعبة .  
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   التقويم الذاتيإجابات أسئلة 

  )1(تقویم ذاتي
 1  .   









  3

1sin
23

sin
9

13

1
1

3

1
2

x
x

dx  

 2 .      
   










3cot3cos
1cot1cosln

c
c  

 3.    







  |

4
1|ln

4
1

4
12

4
1241 2222 xxxxdxxdxx  

  )2(تقویم ذاتي

 1.    
4

22

20
9

400
9

20
9ln

20
9

400
9

20
910




















 






 






 






  ttttL  

  4، 1 عوض حدود التكامل وهي 

 2 .   
 

   0sincos
0 00

22 ddL  

  )3(تقویم ذاتي
 1  .   271717

6


  

 2 .     17173737
6

1
3
2

4

36

16

2
3

 
 u  

 3.   




















 

9
5sin518

3
5sin5

5
184 11 


  

  )4(تقویم ذاتي
 1  .    127

7


  

 2    . 
3

92
  

 3  .   
4

93
  
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  مسرد المصطلحات 
  

   Arc Lengthطول القوس 

حنى مشتقته الأولى موجودة ومعرفة ویكون طول القوس بین هو إیجاد طول القوس لمعادلة من
 یعطى بالمعادلة     a x bالنقطتین 

b

a

L 

  
   Parametric Equationالمعادلات الوسیطیة 

 من جهة وبینه xیربط بینه وبین ) وسیط (هي معادلات فیها یتم تحدید المنحنى بدلالة متغیر 
  ى  من جهة أخرyوبین 
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