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SENTADOS POR EL AUTOR.

INTRODUCCION

£ ortgen de esta ediciém previa han eido los apuntes de cla-
ses dictedas por el autor en 1975 en el Departamento de Ffsica de la
Pacultad de Ciencies Exactas y Neturales de la Universidad de Buenos
aires. Los apuntes, con aucesivas correccionss, fueron eapliados has-
4a cubrir la mayor parte de las clases tedricas de la asignatura
PISICA TII-A, destinade a alummos de las Licenciaturae enm Ciencias
Piaicas, Mabemticas y Meteorolégicas de dicha Facultad.

B1 curso de FISICA III, ubicado al finel del segundo aflo de la
Licenciatura en Pisica, comprende una introducciém a le teorfa elec-
tromagnética clésica y a la teorfa de circuitos con elementos linea~
1les, acompafiada por trabajos préeticos de laboretorio y por la reso-
lucién de uns sbundante cantidad de problemas.

Los objetivos explicitos de este curso soms

- 1e introduccién del alumno a la teorfa electromagnética, con
vistas al curso avanzado denominado Fisica Tedrica I (Blectrodind-
miea Clisica, al nivel del fexto de JoD.Jackson)s

- 1e introduccién & la teorfa y prdctica de circuitos eléciricos
aue, para los slumos de Pisica, continuard con curaos de Blectréni~
ca e Instrumentacién Digital.

Eatre los objetives mo declaredos pero igualmente importantes
podemos destacar:

- 1a utilizacién inteneiva del cdlculo vectorial, con la conse-
cuente simplificacién en las demostracicnes, acompafiada por una pre-
sentacién unificads del Elsctromagnetisso no relativiste a nivel
intermedios

- la preparacién del alummc para cursos como Mecdnica I (Racio-
nal) y II (Flwidos), que requieren familiarizaerse conm las herramien
tas analfticas citadas;

_ uns descripcién elemental de las propiedades electromagnéticas
e Lo materia, que prepara la base para tratamientos mds especificos
en futuras asignaturas (P{sice oderna, P{sica Nuclear, Hecdnica
RBetadfstica, ehc.). .

Varios de eatos objetivos som de @iffeil cumplimiento, ya que
o1 cardoter introductorio del curso impide utilizar herramientas co-

@0 1a delta de Dirmc, o Tesolver scmaciomes en dorivadas parciales
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por los métodos mfs ususlas. Por otra parte, las limitaciones de
tiempo no permiten estudiar la radiacién electromagndtics mi pro-
fundizar en otros temas roservados al curso avanzado.

Los slumnos de sucesivos cursos fueron proponisndo agregados
y simplificaciones de los apuntes imiciales, mejorendo argumentos
y criticando le presentacién de numerosos pArrafos y sun de temas
enteros.

Deseo expresar mi agradecimiento a quienes han curssde la
saigoatura, por el aliento expresado por algunos, por la curiosi-
dad sana y estimilente de la mayorfa, y por las eriticas comstruc-
tivas que me fueron transmitidas. He tratado de eprovechsr estas
experiencias en la presente edicifn, con la esperanza de completar
y mejorar el texto em el futuro.

Pélix Rodriguez Trelles

Buenos Alres, junio de 1984.

ANALISIS VECTORIAL

CAMPOS VECTORIALES

El andlisis vectorisl es una herramienta bésica para muestros
desarrollos subsiguientes. Ye estemos familiarizados con el concep-
3o de vector y con el dlgebra vectorial (para un repaso recomenda-
mos el clésico Vectores y_temsores con sus aplicaciones de L.A.San~
talé, BUDRBA, Buenos Aires, 1961; en especial sus capftulos Iy III).
A1 fimal de eata introduccidn ofrecemos un breve apéndice gue resume
las notaciones y definiciones més ususles.

Nos interesa repasar el concepto analitico de vector en um es-
pacio de tres dimensiomes. Los vectores que utilizaremos Tepresen-
tan campos cuyas propiedades intrinsecas (médulo, direccidn y sem~
$id0) no dependen de la posicidn mi de la orientacién del sistema de
coordenades que elijamos, es decir que dichas propiedades deben ser
las mismas pare dos sistemas de referencia (zeferenciales) distin-
tos. Bn geveral, un cambio de referencial implica uma rotacién y una
traslacién.

Representaremos la posicién de un punto P mediante un vector

Som ok, ye ) = xReyPrats DR = (0w
& :

en coordenadas cartesianas ortogomesles, siendo ix los versores
(|8l =1) de un referencisl (R correspondientes a los tres ejes
coordenados.

Una traslacidn que lleva ol origen O ds coordenadas o= (0,0,0)

al punto 0°de coordenadas ¥ =(x;

55 ¥5 s %5) implica la transformacién

F s ' F - 007

(1=1,2,3)

= x{ = % -%}
que se representa em la fig. 1, donde
F* representa la posicién del punto P
en el referencial trasladado.

Gomo vemos, una traslacién sélo
modifica los vectores de posicidn. La
mayor parte de las magnitudes fisicas
que nos interesan varian 2l pasar de
un punto al otro del espacio, pero el
cambio de referencial no afecta las
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posiciones de los puntos, sino sélo sus coordenadas.
5i a una propiedad que varfa con la posicién la podemos- repre—
sontar mediante una sola funcién
A=A (B i= A (x,7,2)
decimos que la fumcién A represents un campp escalar. 5i se re-
quieren, como en el case de las fuerzas o las velocidades, tres
funciones de la posicién que podemos agrupar simbélicemente como
=E(F) > Ay =aix,7,2) (i=1,2,3)

decimos que X represente un campo vectorial.

Las traslaciones no modifican el vector que representa la se-
paracién entre dos puntos. En efectc, al pasar el origen de O a
0’ los vectores posicién varfan segdn las relaciones:

Ty ¥y = F, - 000 5

5 F,—— T =

== (fB)g = § - F, —— (M), = Fy=F =7 -

Veremos que la mayor parte de las magnitudes de interés fisi-
co dependen de la separacién entre puntos ¥ no de la posicidn de
uno solo aislado, de menera que nos interess casi siempre el com-
portamiento de los vectores frente a rotsciomes de origen fijo.

Bn lo que signe, salvo indicacién en contrerio, loe Inmdices
tomardn los valores i= 1,2, 3‘ y los limites de las sumatorias
serdn 1 y 3, o sea

&
Como sabemos, las rDtaclones se re- 2
presenten mediante las relaciones:

R—R: ¥ in?i—,?'—zixiﬂ

[¢5)

= X

donde ’y‘i son los versores en el referen—
cizl ® . Bn notacién matricial la trang
formacidn se representa como T'= AT,

donde A = (a )3 es la matriz wnitaria
(det 4 = 1) qne carscteﬂ.za a la Totecién
(figs 2)o

La rotacién inversa (F'——T) estd deda por las relacicnes

; by 3]

x.

" aome B = (934)3
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es igual a la matriz trespuesta de &,

o mea que

x =2 b5 =Z‘adixiizxi3134 (2)

Llamendo Xg j s xi ;@ las componentss j~ésimas del versor
. ,

,

%, ea los reforenciales K ¥ ®’, respectivamente, s ¥ 4 s Vi g
o 4 ‘

a 1as componentes j-ésimas dol §; en R y R’ , y eplicando (1)

y (2) obtenemos las siguientes relacioness

‘i;Eé ="11’Zajk‘1k=za;}k asy o

7= 511 =75, % Zk'ax:l Tix ;B\q Saxc = 235
donde emplesmos la delta de Kronscker élj que vale 1 si i=3j
y 0 st 1.
Las relaciones (3) expresan que las componentes em un referen-
cizl K de los versores do otro rveferencial X’ son los clementos

Qe 1a matriz A de la rotacién R —>® . La expresién de cada
versor en el otro referencial, segin (3), serd

A A
* = ; 4,395 % ? 251 85

- .
Zovsf-Teah

Bn genoral, un vector G se expresard como:

(4

=(c1,c2,c3)=Zieifi en R
a=(c]'_,cé,c3)=zici'§l en R .

Reemplazando & ?i por su expresién (4) y redefiniendo los Indices
(i< j) tememos:

E=Z=1% z Z‘aji?j = {?%Z%j?‘x‘ %‘%”‘1:‘ SIA

que debe sexr idéntica, te & , & la sxpresién de
. Luego,

T en el referencial ® : T = Z ol ¥}

(1=1,2,3) , (9

Bstas relaciones expresen la definicién analftica de un campn

vectorial: las tree funciomes cy(¥) Son las componentes de un
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vector si y s61o si en un cambio de coordenadas de origen fijo se
trensformen mediante las mismas relaciones (1) que transforman
las coordenadas de wn punto.

Los campos escalares, por su parte, no varfan por un cambio

de coordenadas, o sea que '
R—R's AMTF) = X (F")

estd representado por la misma funcién en ambos referemciales.

Les operaciones elementales entre vectores en coordenadas care
tesianes ortogonales, que demos por comocidas, se representardn co-
mo sigues
8) Suma: T+ 5), =

) Suma B+ By = A+ B
donde el subfndice i indica la componente i-fsima de la expre-
sién entre paréntesis.

b} Multipli

4n por un escelar A : (B = aay
¢) Producto escalar: -
E=7 4y

En particular: B8z =182

¢ Bl

donde A =% =
2y * =
=(ZaD) es el médulo del vector & .

Todo vector se puede expresar como K= AR > [&]=1
donde el yversor (o vector uniteric) 4 represente la direceidn ¥

el sentidg de X .

El 4neulo entre dos vectores estd dedo por la relacidn

A.B= AaBcos(4,B) === cos(a,B) = *;EB

4) Producto vectorial:

x5 = (AzBy-a48

278381 =413 5 ABy- By} 5 0 sea

25 %
Ex8= A Ay Ay = -Exk

B B, 3y
que verifica la relacidn
[ZxB[= aBsen(a,B).

La direccién de T = KxB es normal

8l plano formade por X y F. Su sentido sa
tal que la terna I,E,€ oo girecta (fiz. 3).

-7
e) producto mixto: N oa Ay
F.Bx0=Z.@xD = |3 3, By

€1 % &

que verifice las relacionss:

.5xC=B8.0x&=C.AxB=~K.Bx8=-0.8x8=-F.82C (a.1)*

Observemos que el producto ABC y sus permutaciones efclicas
BCA—- CAB tiemen el mismo signo, mientras que las anticfclicas
ACB — CBA —= BAC tienen signo contrario al primerc.

f) Doble producto vectorimi:
Be fdcil verificar, por la igusldad de las respectivas componen-
tes, que se cumple la siguiente identidad muy dtil:
Ex(3x6) 5. 8 -3(E. B (a.2)
Notemos gque el producto vectorisl mo es gsocistive, ya que
Ex(Bx8) £ (AxB)xC.
g) Identided de Lagrenge:
Da una expresién del productc escalar de dos productos vectoria=
les:
(ExB) . (CxD) = (R.O)(B.5) - (3. (A.D)
Otra identidad til es:
(BxB) x (€xD) = [B.XxB )¢~ [¢.(ExHD] B
Qtras notaciones usuales:

- Producto escalar o intermo:

- Producto vectorial o extermo:

OPBRADORES VECTORIALES
En los cursos de Anflisis Matemitico hemos coneiderade les pro-
piedades de los operadores vectoriales més usuales y sus expresiones

(+) La numeracidn (4.n) se refiere al Apéndice de identidades vec—
ales gue se incluye 2l final de este capftulo.
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en distintos sistemas de coordenadas ortogonales. Aqui nos interesa
analizar sus significados fisicos y geométricos intrinsecos, que son
independientes del sistema de coordenadas elegido.
Partiremos de la expresién analitica de cada operador em coor-
denadas cartesianas, utilizando el sfmbolo operacional

za,

V= 2,423,432,
llamado nabla, donde d,f = 31/dx; «

En todo lo que sigue supondreios que Los campos poseen deriva~
das parciales continuas de cada componenmte haste el orden requerido
en las distintas expresiones. Beta condicién suele cumplirse para
los campos electromagnébicos que estudiaremos mds adelante.

GRADIENTE

Dado un cempo escalar A(F
de A al vector
GRS VX =3 x+ 3y + 31,

cuyas componentes son (VA); = 3% -

= A(x,y,2) llamamos gradiente

La interpretacién geométrice del gradiente es immediata:
1) ba variacién en el escalar A a1 desplazarncs de T a ©+dF
estd dada por: .
= Z 3hax = VA aF (6)
T
Esta variacién es mfxima cuande el desplezemiento 4&F y el vector
VA son paralelos, ye que
ax =[VA]| Jar | cos (ar ,¥2) (T)

Luego, la direccidn y sentido del gradients de un agcg.lir A smon
los oue definen la méxima variscién de A .

ii) Bl médule del gradiente se puede celcular si conocemos la di—

receibn de mdxima variacidn de um escalar, Supongamos que la
méxine veriacién se produce en la
direceién de un eje & (fig. 4).
Entonces,

0= fo - oo

— Tl AN

lag] "= A8
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Bs obvio que el gradiente de un escaler es un vector, ya que
vimos cémo definirlo en mddulo, direccifn y sentido, con indepen~
gencia de cualguier sistema de coordenadas.
iii) Derivada direccional:
Dedo un versor $(¥), la derivada direccional segmin ese versor
de un escalar A en ol punto T es
In= D gsp AMErAs®) - AF) o AMELB) - X (F)
v av  ss—o As s

con d3 = @s¥. Luego,

(1) == ax =V a8 sVA. § ds === | 3 A=F.VA| (8)

Andlogamente definimos en el punto ¥ las derivadas direcciona-
les de un campo vectorial
3.0 = lia B(Frbed -A(F), K(F+ad) - K
Y asso As = s

(Q.V)Kuévk’akx (9)

== 3,
que s un veetor cuyas componentes son:

(3,8 ka A= Ve Oghy + vy Ok 4 Ty 3,84 -
Notemos que el opersdor nabla se comporte efectivamente como un vec
tor. Asf, en (9) podemos definir un operador de la forme

3, = FoV=v o+ vyéy¢ stz o
También podemos esoribir la expresién
(F.V)5 = |a] (R.V)F = |43, eto.
iv) Derivades total y localt
Dade un cempo esoalar T (p.ej. la temperature en un punto)
que puede variar em el espacio ¥ en el tiempo, o sea
T=T(F, )= (=,¥,2)

podemos analizar su variacién desde distintos puntos de viata.
#, al cabo de un inmtervalo

_ 51 nos detememos en un punto Z2i.

de tiempo at el campo 1 habré variado en

donde 3t1- = (M/at)l, exprese lz deriveda con respecto al tiempo
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en un punto ¥ fijo. EL operador Bts (a/at)17 define la derivada
loeal de un campo.
- 5i nos movemos con una velocidad

¥V, durante un intervalo dt
nos habremos desplazado en dF= vdt, de mcdo que la variscién en el
campo T serd

a7 = M{FedF ~D(F =
T {TedT, t+dt) ~D(F, %) o, Tdx+ eyz'dy+ 2,7 dz+ 3T at
= 8 _ 3 pdx 5,87, 5gdz, 5,

dt = ay Yia o % a0 P

donds las Bi‘r = (VNi son las componentes del gradients de T,

y las dxy/dt
que

v; son las compomentes de la velocidad ¥, de modo
an -
= 3T+ V.VI (10)

Esta es la derivads totml que describe la variacién de un came
PO Vvista desde un referencial que se mueve con velocidad . Como
vemos, se compone de la derivada local mds un téTmino que llamare—
mos gonvectivo:
B)== p2=7.Vr=vanr (11)
En los comienzos de la Pisica Cldsica cada tipo de expresisn
caracteriz§ una formulecidn diferente: el puntc de vista local fue
el preferido por Ruler, mientrdas que el empleo excluyente de deri-
vadas totales fue el camino elegido por Newton y Lagrange. Por sllo
hablamos de formulaciones guleriapa y lagrangiana, respectivamente.
Lo enterior también vale para campos vectoriales. Dado I(F,t)
tenemos las relaciones:
A K(F+dF , tedt) - A(F,4) i+Y.Vi
e " = 2, K+¥.Vi (12)
es declr que el opsrador d/dt, correspondiente a un referencial
de velocidad- ¥= 4F/dt, equivale a
4 _2 5
== 2 F.V=2 v 2
. V=247, a3
La interpretacién de las (10) y (12) es immediata: la variacidn
total de un campo enm un intervalo dt es la sume de la variacién de-
bida al trenscurse del tiempo 4% (derivada local) mds la debida al
desplazemiento ¥4t (término convectivo),

-1l -
v) Supgrficies de nivel:
Llamemos superficies de nivel de un cempo escalar A(F) a las
formadas por puntos T que satisfacen las condiciones X(TF)= const.
Cuando el escalar es una funcidn potencisl (como lo es el potencial
gravitatorio que conocemos) las superficies de nivel se denominan
2quipotenciales.
Sea un desplazamiento &5 so-
‘bre una superficie de nivel §
(fig. 5). La variacién del campo
X al pasar de ¥ a T+dd serd
tal que, segin (6):

X = const.=>ar =V A.d8= 0 (14)

s decir que el gradiente de un es—
calar es normal a todo desplazamien~
to d realizado sobre una superfi-
cle de nivel y, en comsecuencia, es
normal a la superficie de mivel gue pase por el punto ¥: /ALl §.
vi) Otras propiedsdes:

si A¥F) vy ,‘(?) son dos campos escalares, se verifican:

Vix X s ppy=aVx+gVpu  (a,p consiantes)
VO =23V a3 (4.5)

DIVBR

CIA

Dade un campo vectorial A(F) llememos divergencia de K al es—

calar
atvi= VoK = 3.+ YAy B 8,= ; X
Al afirmar que V.X es un sscalar estamos diciendo que la diver-
gencia es una cantidad invariamte freamte a rotaciones de origen fijo.
Le interpretacién fisica de la divergencis es inmediata para un
campo de velocidades. Supongamos un liquido en movimiento cuya velo-
cidad en el punto F es ¥(F) y consideremos le superficie § de un
elemento de volumen con vértice P como sl de la fig. 6.
La cantidad de lfquide que en un intervalo de tisapo dt atra-
viesa la cara S, Dormal al eje X serd igual a
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vy = (dy dz) (v, a%)
jonde el primer factor es el drea de di-
cha cave, y el segundo la altura de le
regién ocupada por todas las partfculas
del 1fquido que llegan a cruzar S, em
el intervelo dt o antea. Aquf v, es la
componente X de la velocidad en (X,¥,z).
La centidad de 1fquido que cruza la
cara opuesta S; en dat es

v} = (ay az) (v at)
con L= v, (x+8x,¥,2) % v (x,5,2) + 3v, dx.

Luego, la diferencia de voldmenes atravesando ambas caras serd
V- Ve= (ay az) (vx_vx) at = vaxdxdydzd‘t .

Anflogamente, las diferencias netas en los volfmenes de ligui-
do que atraviesan las caras normales a los ejes 7,z serdn
eV = v,
vy v By y & at

¥ V-V, = Bzvz dt 4t , domnde dT

Gxdydz .

Lo suma de estas cantidades representa el volumen meto de 11—
quido greads en el interior de la superficie S del elemento. Si &i-
che suma es positiva decimos que en P hay una fuemte de fluidoe (o
see que hay creacidn meta), y oi es negativa habrd allf wn desaglle o
sumidero.

E1 volumen neto creado por unidad de tiempo y por unidad de vo-

lumen del fluido serd ignal a

Zg-vy

=

o = Z v =V.% (15)

es decir igual a la divergencia del campo de velocidades ¥(¥) .

En particular, el gradiente de un cempo escalar A €S un vec-
tor al oque podemos aplicar el operador divergemeis, definiendo asi
el operador

div gred A = V.7 =T (16)

llemado laplaciano, que a veces se simboliza como AX .

e 13-
En coordensdas cartesianas

VA= Z2,(30= 2%
222

domte AT A= e

(en general usaremos la motacifn
ST SR
Ty T =g 0 St T amay » o)
Bs £dcil verificer la lineslidad dsl operador divergencias
Ve (ks pB) =T+ pV. 5 (e , 8 constantes)
¥, on consecuencia, deducir pars dos campos escalares AF), (D)
i) Vied s pp) = PAVED NN fbvzra (¢, f constamtes)
i) Ve()\r) =AV3% . FV"’)u, 2VA.Vp .

ROTOR

Dado un ca.mga vectorial A(F) llemamos rotor (o rotacional) de
K(F) a1 vector'®

2§ 7
b B= Vxl=log 3, 3,
Ay Ay Ay

= (ayAz‘ asz] £ (.- 3,807+ (BxAy- ayAx)z .

Aplicando directamente la definicién del rotor se verifica de
inmediato que pars todo campo escalar A ¥ vectorial ¥ valen las
identidadss

V.Vzk=0 (8.3)
TxV2= 0 (h.4)

Para lnserpretar f{sicamente al rotor consideraremos una cir-
cunferencia wbicada en un campo de fuerzas ¥ como el Tepresentado

(+) Estrictamente hablando el Totor de un vector es un pseudovector,
concepto que no usaremos en ests curso y que puede comsuliavse
en el exto citado de L.h.Santald.
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en la fige 7, donde cada vector imdica
la fuerza que se aplicarfa sobre un
cuerpo muy pequeiio (puntual) si se lo
colocara en un punto dado.

B1 trabajo de estas fuerzas el Te
correr ls circunferencia { serd

w=f(di.§=/wrﬁ.?
3 ¢

aonde {= -seny R+cosg § s el ver-
sor tangente a & en el punto P de
coordenadas X=Tcesy ,Y=Tsen¢ .

Si el radio r de § es muy pe-
quefio podemos expresar cada componente de F(T) en un punto F de
la circunferencia mediante un desarrollo de Taylor hasta el primer
orden (i=1,2):

PUE) = (00 v (3,8 ) g+ (38;)y=F o4 (2,F;) T cosq+ (QF;) v seng
TLuego (.F= zxpv (y?y >
m
W e - ”J“T(Fxo senq+ 7 9,P seny cosyp + xR, aen’p) &
Y w
- r] ag (Fyqcomyp + v 37 cos’p +r 3P seny cosq )

donde [d»‘ senq = (ag cosy 3

a¢ seng coag = 05 fmrssn%r- ag oos¥ =70
b g g

=== et (-oF e ar) =Wt (V)

2 2

= (VzF), = 1im —% Ell"Lfﬁ.f; a7
reo Mr? T elo et )y

Vemos que si con centro en O se traze una cireunferencia ds
radic r muy pequeilo, la compomente del rotor en O normel al plano
de € 2std dada por la expresién (17), donde el numersaerj &

se denomina

reulacidn del cempo Foalo largo de la curva cerrada
, ¥ el denominmdor es el drea encerrada por b .

Dos ¢jemplos cldsicos pueden sarvir pare aclarar los conceptos.
Imaginemos una rueditz como la de la fig. 8, provista de paletas
cue pueden meverse libremente bajo la accidn de las fusrzas del
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campo ¥ . La Tuedita girard si sobre
ella actfa una gupls nets de las
fuerzas del campos

~ Ba le fig. 8-a, donde actia
un campo F = P (y) & de modo que

(Wxi), == 37> 0,

la rueda girard en sentido antihora~
rio (rotor positivo).

- En la fig. 8-b, donde
F=PF(r) T, siendo £ el versor ra-
aizl, es obvio que V x F =0 , as
modo que la rueda mo girerd.

Un campo como éste, de rotor
nulo, se llame irrotacionsl

LAPLACTANG
Como ejemplo de la utilidad del operador nabla celewlemos la
exprosién
ot rork = Vz(Vxi) con I = &(F),

observando que tieme la forma del doble producto vectorial. Luego,
(4.2) => ¥ x(VxR) =V (V.B) -V.VE=YV (V. D) -VE (4.10)
donde hemos empleado la notacién usada en (16) para el laplaciemo
de un escaler.

En teai la
miembro de (A.10) toma la forma

. P 2
V(w3 -VE] = 2, 2 3ya; - ZoGs

1-éaima del segundo

La misma expresi6h se puede obbener calculando el primer miembro ex-
plicitemente (verificario).
Como vemos, el término que identificamos como

Vis V.Vi=Z %

es un vector cuyas componentes cariesisnss son iguales &
(VD) =V - 18)

es decir a los lapigcianos de las componentes de A(F) . X1 vector
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asf definido es el laplaciano del campo X .

Aclaremos gue en coordenadas curvilfmeas la relacién (18) nc
vale en gemeral, pero comserva su validez la (A.10) que nos permite
definir ol laplaciano en curvilineas como

V= V (V.0 -V x(VxD) (19)

LDENTIDADES UTILKS

Utilizaudo correctamente el operador nabla -obtenemos pumerosas

identidades que emplearemos después. Como ejemplo del método (y de
los riesgos de usarlo, incorrectamente) analicemos dos casos:
a) V. (KxB)

Llamemes V/, al operador que sélo actda sobre X, tomaado
a2l cempo B comc constante. Entonces tenemos

Vo(ExB) = V, . (KxH) + Vy. (KxH) .
Ambos términos tienmen la forma del producte mixto, de modo que
V- (ExB) =F.(V,x %) = §.Vxk,

Vo (ExB) = -K.(VyxB) = -F. Vz§

=  V.(ExB)=§.Vxi-E.Vx§ (a.8)

b) (Vai)x B ‘

Si aplicamos la idemtidad (4.2) al doble producto vectoriel
obtenemos

(VxE)xB = B(V.3)-V(X.D),
expresifn que carece de sentido, puee en (b) nabla opers sélo sobre

A y hemos obtenido una expresién donde aparece V. B .

s La manera
correcta de operar resulta de observar que

(7xE) xF = (Y, xD) xF= - Fx (v, xk

=V (A B B.V)E =
= (F. VK-V, (i.5).
Anflogamente se obtieme V (VxB) = (X.V)E- YV (X.8) .

Luego, despejando los tdrminos
nemos:

VA,B(K‘i) ¥ sumando, obte—

17 -
T(R.B) = VE.B) + Uk B) =
= (B.VE+ (. V)B+ Tx(VxB) + Fx(VzH) (a.11)

Operando andlogamente se obtionen 1as identidades:
V. (AE) =XVeE+ K.V (A.6)
(. E- (V) F+ L(V.B) -B(V. D) (A7)

Tx(AX) =2V xE- ExTA (4.9}

FOR¥ULAS THTEGRALES

[FORMULAS INTRGRALES

Consideremos una superficie
5 abierts ubicada en un campo de
velocidades. Por ejemplo, en la
fig. 9 S es una saperficie obli-
cua en un canal donde el ifguido
se mueve con velocidad variable.
Sea B ¢l versor mormel e § en
un punto ¥ de la superficie don-
de 1a velocidad mide V(F) . En
general, peva una superficie ar—
bitraria A = 8(F) .

E1 volumen dVg del lfguido
que atraviesa la superficie S en
un intervelo dt serd la suma de
los voldmenes de prismas de base §S, cos oty (fig. 9) y sltura

v 4, con cos ey = A o ¥« Luego

5, - ¥,

= 8 .6 v, =as 2§
ﬁVS=%SSchsuﬁ(vkﬂt_dth§Sknk TV 2L

53, em au i rientad 0T
Gonde 85,8, = 45, es el elemento de rficie orientado,

mal a § (§5 e el elemento de 4ree) ¥, suponiendo una variscién

continua de la velocidad, tenemos
at /s
=

expresién que define el flujo del campo vectorial ¥V a través de la
superficie S, es decir ol volumen de lfquido que straviesa 5 por
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unidad de tiempo. .
Bn general, el flujo de um campo A(T) cuslquiera a través de

5 serd
¢E//a§.:=//asa.x ; (20
s 5

Para una superficie cerrada indicaremos el flujo como oK.

El teorema de Gauss-Ostrogadski expresa en forma genmeral el ra-
zonamiento que hemos seguido para definir la Givergencia de un vec-
tor (fig. 6). Botablece que el flujo de un campo X a través de una
superficie § cerrade es igual a la integral de la divergencin de

& sobre el volumen 'V (S) encerrsdo por §:

(s.12)

(a 1o que sigue abreviaremos Jat = M &, deriniendo 1 tipo de
integral por el diferencial aue acompafia al sigmo [ ).

Bste teorems fundsmental permite deducir mumerosos resultados
que wtilizaremos:

i) Sea A=EX(F), siendo ¥ um vector constante arbitrario; lue-

g0, segin (A.6)

v 812) — fli5 g :a’,]gd's‘x =faza.Vx =§,4ez VA
s

)
Esta relacifn vale para todo I, lo que s6lo es posible si

{4.13)

ii) Sea = Kx3, con & = veotor const. arbitrario; luego, sezfn
(A.8) y (4.1) tenemos

V.B=V.(Exd) 2. Vxk y dS.Exi-8.8xK.
sodtcanto (4.12) rasitte ff 5.5« f &5 . Txi-7.ff Bak-
g s
=/dr\7.§:/dZE.VxK§i. v x4,
Yis) T Visy
relacifn que vale para todo & ei y solamente si

-19 -

(a.14)

aﬁxi:/dzﬁ'xi

yis
1) %rl’é:/ﬂtv(lliﬂ.

s Vi)

Bsta integral representa la superficie orienteds neta, que para uza
superficie abierta mo se anule, mientras que para S cerrada a cade
contribucién de un sentido le corresponde otra contribucién de sen~
tido opuesto (antfpoda), de modo que embas se cancelan.
iv) Pérmulas de Greenm:

Sean  A{F) y p(F) dos campos escalares, S una superficie
cerrada que contiene uma regién V=V (S) . Valen las siguientes
relaciones:

1 F &0 - a0 [ vaTp (22)
s v
28) ﬁ/a‘s.(k\m_ AV _/dz (,.v‘x-w‘,l) (23)
s v
3%) Sean los vectores de posicién F'= (x5 y% z’) fijo ¥
= (x,y,2) variable, ambos interiores a una superficie §
con los cuales definimos el escalar R como
2 V2
we = (F-xp?]

Este escalar, iguzl a la distancia entre ¥ y ¥, tiene la impor-
tante propiedad siguiente

2L
Avas

. 2
(Verificarla para x{ fijas, siendo V' =2 2/ Bxi)

Entonces se cumple la relacién

Fs 3. [ 1
41 A (F) s]f ds.[T-xV(T)} -fd't
s v

Sea una superficie abierta

8 cuyo coniorne es la curva ce-
rrada { (fig. 10). Dedo un cem
po vectorial E(F) vale el




sigulents feorema de Stokes:

(a.17)

donde el primer miembro es le girculacidp de £ a lo largo de la cur—
va 4, y el segundo os el flujo del rotor de & a través de la su-
perficie encerrada. La interpretacién dada en (17) y en la fig. 7 es
un ceso particular de este importante teorema.

Del mismo deduciremos ficilmente lom siguientes resultados wti-
les:
i) Sea B = Ax&, con

(2

= K(F) y T = const. arbitraric. Luego

(A1) == dt.B =4l .Tz5=75.4& x&
(1) = &.Vxb- &.VxEzd) - &.[(EVNT-2(7.D ] =
S EVUS.D- T B8WE - 1LUUE D -8 WD)

donde con N/, operamos sélo sobre A(F) y mo sobre d5 . Sobre-
entendiendo esic, la expresién (A.17) para B= A xE toma la forma

s.fﬁ xK = a.[/vm».x)-//asv.:]
@ s

s
que vale para todo & si y sélo si

fd‘f xZ=//V(d"
a3 sto

tonte V(BT = V(B.H .

(a:15)

i
=
S

d

=

ii) Sea B= XAE con A=A (3) y &= const. arbitrario. Luego
(4.9) =—> U xH=Vx AE= -ExVA\
(81) ===> . B .ExVUr=+.d85xVX.
Entonces, la (A.17) para B = A ¥ toma la forma
f@.on=e.fa - 3. ff &=
4 st
vélida para todo & si y sélo si

(4.16)
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DEFINICIONES INTRINSECAS

Los primeros mismbros de las sxpresiones (4.12), (A.13) y (A.14)
son independientes del sistema de coordensdas o del referencial ele-
gido, por serlo sus integrandos. En efecto, el producto dS.X es un
inveriante frente a cambios de refereacial, y otro tanto ocurre con
ol escalar A y con el producto dSx A, que se transformard segin
el criterio dado en (5) .

Esta invariancia permite definir los operadoree diferenciales
en forma intrinseca, es decir independiente del referencial.

Sea un elemento de volumen AT encerrado por una superficie

S . Luego -
(A.lz)ﬁﬁﬂs K= fd’L VAT eV Avig
a5 st

(25)

o sea que la divk en un punto ¥ es un invariante igual al cociente
entre el flujo del campo A a través de la superficie gue encierra
al elsmento y el volumen encerrado (flujo por unidad de volummen).
Un campe vectorial s6lo tendrd divergencie neta en wn punto si
811{ hay una fuente (o sumiderc) gque genere el flujo a travée de AS
Anflogamente, las definiciomes intrinsecas del gradiente y del
rotor se obtienen, para el mismo elemento AT, de:

(213) => | VA (26)

{(A014) == = 2 &Exx
V=% = Lim A’cﬁ B xi (21)

La justificacidn de las expresiones (26) y (27) es completamente si-
milar a la dada pars (25) y-se basa en tomar el imtegrando como una
cantidad constante ¢ igual a su valor em el cemtro del elememto de
volumen, lo que es licito para AT suficiemtemente pequefio.
Podemos emplear estas definiciomes pera caleular fécilmente los
diatintos operadores en casos extremos como los siguilntes:

i)  Grediente:

para A{F) = a = const. tomemos una superficie AS cdbica
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como en la fig, ll-az

é/m_ fF =0, como yavac

mos en (21). Luego (26)=s VA= 0.
Andlogamente, dado

pEB =vr = v (x2ey2y 2%

elegimosuna porcién AS de cdee

cara esférica de radio r (fig.

11-b} y tenemos:

f/ass =//ds‘£= 0

PO S R 4

jasr == r2sene aodr

Tma?

(verificarlo) con

NN

S—

2
AT = (r®sene a6 d(f) dr . Luego, aplicando (26) obtenemos

Vp=01t,
ii) Divergencia:
Sea ol caso de une fuente de
fluido (fig. 12-2), tal que
2

WF) = cr 29,

Tomando una /NS esférica de

radio T, cuya normal o = 7
BoV=(a8(cr D= erlys

—_— jfdg.7=f/asv=4nc
as

o cunt,

com AT= (4/3) 7 13, Luego (25)

7o _4Te
v“"a 3
I

como es &e esperar, ya qus la di-
vergencia mide la densidad de
fuentes, que es infinita si ocu-
pan un volumen AT = 0,

- 23 -

31, en cambio, sapomemos que la fmente de fluido ss finita (me
puatual) y tiens una demsidad p > e=paT,

Para un campo rotacional X = ar@ (£ig. 12-b) es obvio gue
TLR ==>d.0=0 y F sobro una esfora com centro en el orin
gen, de modo que

V.L=0.
141) Botor:
Aplicando la (27) = los casos recisn snalizados es obvio que
pars una superficie esfdrica A S se verifica:

ExV= (8N x (-5 H =0 =Vx¥=0 (fig. 12-a)
I

asxk= (5B x (A§) =-a54 8.

Gonsiderando anillos sobre e eafera de radio © (como el indicade
en la fig. 12-b) cuye drea es dS = (2N raen®) (rad), las comtrie
buciones & la integral de d5xX normales sl ejo z se cancelan,

stendo 0,= 8.2 = -sene. Luego fT-arf —

-
jg(asxh fazm rBIﬂem
e A

ya que la integral sobre © vale /2 ., Luego (27) ===>

=av?rie; ava 4TS

vz§=3i45 2

© s¢a qus el rotor es mormal 2l plane de circulaciém de 1L .

ANGULO SOLIDO

Sea una curva £ en el plamo
(fige 13). Un elemento de longitud
@0 op un punto P subtiende el
dngale de visto desde el origen O.
Bl versor tangente a la curva { em
el pumto P es £, y la mormal = 1a
curva estd defimida por sl versor f.
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Mientras que § tiene el mismo sentido que £ , % se olige de modo
que spunte bacia la dsrechs. de la curva (ésta es la convencidén de
sentidos m4s usual).

Bl fngulo oriemtado d« se dsfine como L longitud del erce
sroyectado sobre la circunfersncia de radio unidad correspondiente
2l elemento d¢, com sigme (~) si 0P = T apunta hacia la izouierda
@e la curva £, y con signo (+) si F spunta hacia la derecha. En
la fig. 13 vemos que valen las relaciones
ae _ ae’ _ dt cose _ 4L (R.F}

r

1 T r

donde: 40 = & cosé= proyeccidn de d¢ sobre uma circunferen-
eia de centro 0 y radio
r = [#|= |3F|= distancia de P al origen 03
6 = dngulo emtre § y F= F/Irl.

Los versores f y © permiten definir los elementos de longi-
tud orientados:

df = a¢ £ = elemento temegneial (++)
dl_= at & = elemento pormal .

Con esta notacién el dngulo orientado se expresa como

(29)

A partir de (29) podemos obtener por integracién el dngulo to-
tel proyectado por una curva gerrada ( . Desde un punto interior a
la curva, como el O (fig. 14):

puss las contribuciones de todos los
elementos ticmen el mismo signo, ¥y2

que 8.%>0 y dl. Bn cembio, desde
el punto 0’exterior a € a ceda ele-

mento come 4y (tal que B .F>0)

{+) Un tercer versor, necesario para completar la desgrlicxén d)fe-
encial de 1a curva & em P, 88 el bimormal B= Txn.Los tre
Formen ol 1lamado sriedre principel (de Fremet).
(++) Cuando hablamos de"”elemenio de longitud” (sm sgregados) nos
referinos siempre al elememto tangencial.

<25 -
le corresponds otro elemento df, (%al que 2, « F,<0), ambos con

igual proyeccién . En comsecuencia, ¢l dngulo totel
proyectado por § desde 0° vale

J m:fﬂm:O.
/
(3

Bl fngulo s6lido dn. de un
elemento de superficie 4S5 se de-

fine andlogemente como la proyec~
cifn del elemento sobre la esfera
de radio unidad (fig. 15), de mo-
do que valen las relacioness

40 _ 35" _dScosd _ dsB.P
2

1 T kS

donde F=rf; i= g = normal

exterior a la superficie § en el
punto P . Luego

{30)

Con el mismo razonamiento que desarrollamos en la fig. 14 com—
probemos de immedieto que el 4ngulo subtendido por una superficie
S gerrada vale (fig. 16):
47 para O interior
n=fan={ 25
0 para 0° exterior
as

(31)
¥ya que las proyecciones sobrs la
esfera unitaria & de cenmtro 0
son de igual signo, y sl drea to-
tal de & mide

Am i 4m oxl =T
Para 0’ exterior a S las
proyecciones orientadas de ele-

mentos homdlogos (como é§
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a‘éz en la fig. 16) tienen signo comtrario e igual médule, de modo
que sus contribuciones se cancelan.

Le superficie S puede tener concavidades, enm Cuyo caso uma se-
mirrecta desde O cortard a S en un némero de puntos que puede ser
mayor cue 2 (verificarlo). Si el punto O desde el cual medimoas el
4ngulo ss exterior a S ese némero serd par ¥, por lo tanto, 1= 0.
Si O es jinterior, toda semirrecta desde ese punto debe cortar a §

en up ndmero imper de puntos, de manera que £2 % 0.
Bl vértice del dngulo pueds ser cualquier punto el espacio,
en lugar del origen de coordenadas. Si 1la posicidén del vértice estd
dada por el vector F’, es fécil ver que las expresiomes (29) y (30)
toman las respectivas formas:
T 4
a3

(32)
72

donde hemos reemplazado T por K = ¥ - ¥, como corresponde a
una freslacifn del origen 2 la posicibn ¥°.

CAMPOS TRROTACIONALES Y SOLENOTIDALE:

Un campo vectorial cuyo rotor es mulo se llama irrotacional.
Bl gradiente de un campo escalar, como ya vimos en (A.4); es ob-
viamente irrotacional. Recfprocamente, dado un cempo irrotacionsl
X, existe un campo escalar, definido a menos de una del.
cual X es el gradiente, es decir que

Vak=0 == 2 (¥ > T=TxA (33)

Bs evidente que todo escalar de la forma A (F) = X(F) + k, con
K = const., verifica la condicién (33), pues Vi = 0.

Un campo vectorial cuya divergencia es nula se llsma golemoi-
dal. Bl rotor de un cempo vectorial es claramente solemoidal, segdn
vimos en (A.3). Recfprocamente, dado un campo solenoidel B existe

un campo vectorial &, definido s menos del gradiente Qe un campo
escalar, del cual B es el rotor:
7.5=0 = H K(¥ » B=-Vzk (34)

51 (%) es un campo cecalar, es obvio que TUF) = K(F) + TR
verifica la condicidn (34), pues TxVp=0 segin (4.4).

i

~o7 -
Helmholtz eruncid un teorems fundamental pare la teorfa elec-
tromagnética: si se conocen la divergencia y_sl rotor de un campo

vectorial, $ste aueds unfvocamente determinado. Es decir que si co-
nocemos

T.E=piH y  Vxl=FH

en una regién acotada Y , entonces X = _vgs +TxF (3%

donte g = Lfav 2EL y mm. L [eIE)
al, B any, F-57]

Veremos que varias propicdaies importantes de los campos elec~
‘tromagnéticos son simples casos pars:

ulaves de ssts teorema.

COORDENADAS CURVILINEAS

A continuacibn damos algupas expresicucs Utiles em los sistemas
de coordenadas ortogomales uds usiales, Fn general indicaremoss
40, = elemento de longitud pazalele =

versor i-gsino;

48, = elemento de superficie mormel sl verser i-@simo.

a) Cartesianas (fig. 17)

Coordenadas: ©=x%+yf+z2
== r = (x2ey%s 1211/2
s oa p
Versores: %, ¥, % o
Elementos de longitud: dxz, &y, 4z
Elementos de superficie:
s,

ay dz 3 ﬂSy dz &x 5 dSZ-dxdy .
Blemento de volumen: 47T = dx dy dz.
Gradientes

SZCPIERE L SE PLRE R
Divergencia:

V.A:?QiAi =9+ BpALe O A,
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Rotor:

Tzh = (ayzz— asz) R+ (3,8, - BXAl)y + (ax"y‘ ay:\z) z

Lepieciame: k= V.TA =T 2% x =a%a v 35 R 200 o
b) Cilfpdricas (fig. 18)

Coordepades: F=R cos ¢ F+Rseng§+2 z
==>R = (xz¢y2)1/2 s r= (R%4 12)1/2

- A - ¥
¢ = arccos = are sen-= are tg %

Versorss: R = cosq X+ seng 7

§ = -song T4 cong §

£ = % (£4. cartesianas)
Blementos de longitud:
4ty = an ; 4aly=Rag ; at, = az .
Elementos de superficie (se obtienen
comoz @5y = dl? at, =Rdgdz, etc.)s

sp=Rdgdz; d5p= ARAz; 45 =RApaR .

Elemento de volumen: dT =RARdypdz .

Gradientes R ~ N
Th- 2 g LG, 2
R R 3¢ ' 3z
Divergencia: - 1
VK= =
R
Rotors:
- 24 ETN A
TxEs (& 2. TR, (2
R 2¢ oz EL
Laplaciano:

T L2 (g2 1 EN, 9N
X on on alogt a7

¢) Esféricas (fig. 19)

Coordenadas: T = r(sen®cosq %+ sen®seny F+cos02)

— r = P52+ Y2 eoarccosl ; ¢ =arctg L .

- 29 - i
Versores:
# = sen 8 coay %+ sen @ seng §+ cos 0%
6 = cos 8 cosg T+ cos Bseny F-sen8?
§=-cenpR+ocongp 7.
Elementos de longitud:
al =dr; dlp=rd8; d¢?=rsened'f
Blementos de superficiz (se obtiamen
como dSg= ¢, 4= rsen 8 dr &y, e¥e )
as, = 22 gen 948 g
485 = rsenddrdg

4a Slf = rdrds. —_—
Blemento de volumen: &T= T sen® dr 46 d¢

Gradiente

T =22 g, LA
ar T

Divergencias o
1> 1 2y
— 2 (se204,) s ———
rsen€ 30 .rsen® Iy

Laplacianos
Tre [ (22, L2 (e 2
r°lar El

ar sen8 36 e
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APENDICE: IDENTIDADES VBCTORIALES

Bn lae identidades que contiemen integrales 'V indica que se
integra sobre le regidn del espacio encerrads) por la superficie S.
£ indics la curva que rodea a una superficle 3 ablerta.

(A1) E.Bx0 = 8,82 = T.RxB = - K. Gxf = - C.Bk = - B.Ex0 (efelica)
(8.2) Ex(5x8) = B(L.E) -

(A.3) divrot X =V.VxZ=

3) (BACa menos CABallo, sic)

(4.4) rotgradd =V xTVi= 0

(8.5) V() = 2XUp+ 1T A

(8e8) V. (XE) = AV.K+X /X

(4.7) Uz (£xB) = (B.9) E= (T7) B+ K (V.B) - B(T.K)
(4.8) V. (Ex3) =B .VxA-L Tx¥§

(£.9) Vx (AK) = AVxZ-KxVx

(8.10) Vx(VxK) =V (V. D) -V*F

(4.11) V(£.5) = (F.V)E+ (E. V)8 + Ex (V) + Kx (VxB)

(4.12)
)é(a‘s K= /dz V.X (teorema de Gauss de la dlve{‘gj&)ﬂcu{)
s

(definicién intrinseca de di
(4.13) é{a‘s o= /dZV/\ (definicién intrinseca del gradX)
S v

(4.14) giu = faz VxK (definicién intrinseca del Fo%A)
s

{a.15) ;é //V(dbu\)-//dav i

(4.16) f = ffds EAVAN

(8.17) ;ﬂ K= j 4§ .7 xK (teorema de Stokes del rotor)
€

(a.18) f/(ﬁi)ﬂx/n (V.A)a-»]az (K. F
s

CAPITULO I
ELBCTROSTATICA
INTRODUCCION

Los fonémenos eléctricos y magnéticos se conocen desde la Anti-
glledad. Hacia el aflo - 600 %ales deseribfa cfmo un pedazo de Ambar,
después de frotado, atrafe pequefios trozos de lana. Bste propiedad
del dmbar, que le permite mover cuerpos pesados a dlstancia (propie-
dad ponderomotriz) se demominé electricidad, por poseerla el dmbar
(glektron, en griego).

Gilbert {1600) public una lista de materiales que muestran la
@isma propledad. DuFay (1733) descubrié que el frotamiento de tales
sustancias puede dar lugar tanto a la atraccién como a la repulsién.
Dividié a estos materisles en dos clases: yfireos (vidrio, ismma) y
Tesinosos (4mbar, seda). Postulé que los cuerpos de la misma clase
se_repelen, y los de clases opuestas se atraem.

Prapklin (1747) supuso que, en la elsctrizacién por frotamiento
de dos materiales de clases opuestss, la sustamcia vitrea recibfs
electricidad o “eargs elfctrica® (la llemé “fuego” eléctrico), mien-
tras que la resinose cedfs dicha carga. Como resaltzdo, la primera
quedaba cargsda positiva y la segunds, negmtivamente. Implicitamente
Pranklin eceptaba la existencia de una cantidad q ouge variacién
era Aq, = Aq, para el cuerpo vitreo y Aqp = Aq_ para el cuer-

po resinoso, tales que
g, + Ba_ =0

que expresa la gonservacién de la carge em la electrizacién.

La asignacidn de todos estos nombres y signos fue completamente
arbitraria, pero subsiste hasta la actualidad. Canton (1750) definid
una extenss serie triboeléctrica que parte de la sustencia mds posi-
tive y llega a la mis negativa, de monera que frotando un cuerpo de
esta seric con otro que estd ubicado después, el primero se carga po-
sitivemente y el ssgundo, negativamente:

(+) piel de conejo / vidrio / lama / piel de gato / sede /
/ algedén / Ambar / azufre (-) -

La acunulacidn de resultados sxperimentales y la importancia
de los mismos fue creciendo entre 1750 y 1800, con la medicidn de
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las fuerzas entre cuerpos cargados; emtre 1800 y 1860, con la obser—
vacién de numerosos efectos eléctrices y megnéticos, 23{ como de 1n

conexién intrinseca entre ambos tipos de fendmenos (
Maxwell). A partir de entonces, los descubrimientos sobre la estruc-
‘ture del dtomo (J.J. Thomson, Bohr, Millikan) llevaron hacia 1920 a
la formulacién de una teorfa que describe con buenz sproximacidn lon
propiedades eléctrices de la mayorfa de los materiales de uso coti-
4iano. En la préxime seccidn daremos una versifn muy simplificada de
diche teorfa.

russ, Faraday,

La inclusién de los efsctos relativistas y cudnticos, conocidos
en sste siglo, tiene gran importancia para explicar los fenbmenos aue
1lemaremos microscévicos (que tienen luger en ragiones del tamafio del
Stomos r~10-20m) o para analizar los campos em referenciales méviles,

pero no es indispensable para estudiar los aspectos macroscépicos
(en regiones que contienen muchos &tomes), ni para distancias entre
particulas mucho mayores que los didmeiros de las mismas.

En la actuslidad reconocemos ea la hatureleza cuatro fuerzas fun-
asmentales: gravitatoria, electromagnética, nuclear débil y nuclear
fuerte. Estas dos dltimas clases de fuerza son despreciables s distan-
cias del orden que nos interesa, aunque no 16 son sus efectos: la nu-
clear débil actéa on el neutrén (es comparativamente la més pequefia
de todas), y la nuclear fuerte actia entre protones y neutrones, man—
teniendo la cohesién del micleo atémico (es la mds intensa de todas
las fuerzas conmocidas). El ndcleo tiene dimensiones menores que 10724
@, y en lo que sigue nos ocuparsmos de regiones con dimemsiones mucho
mayores que 107T
nucleares.

m, de modo que no temdremos en cuenta las fuerzas

CUERPOS CARGADOS

Para las interacciones a distancias mucho mayores que el alcance
o rango de las fuerzas nucleares podemos resumir los resultados expe-
rimentales diciendo oue un guerpo careade es aquél que puede ser some-
tido @ fuerzas glsctromesmétices, es decir a fuersas atractivas o re-
pulsivas po gravitatorias.

Para medir la fuerza fotal que actia sobre un cuerpo podemos ana-
Lizar las interacciones del mismo en vacfo con otros cuerpos (el esti-
‘ramiento del resorte de un dinamémetro, el contrapeso que lo equilibra
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en una balanza, etc.) si estd en reposo,o bien conociendo su masa
podenos medir su aceleracién cuando estd en movimiento. Asf habremos
medido una fuerza neta Fy de la oue podemos descontar la fuerza
gravitatoria Fy; la diferencia obtenids sers la contribucidn F,,
de las fuerzas electromagnéticas, que sélo actdan sobre cuerpos car-
gados: Vo .
Fy=Fpe Ty o

Existen solamente dos clases de carga, convencionalmente defi-
nidas como positiva y negativa. Los cuerpos con igual tipo de carga
se repelen y los de tipo contraric se atraen.

Imaginemos un cuerpe cargado muy pequefio, cuya Gimensidn mAxi-
ma 4 es mucho menor ‘"’ que las distancias ry a ofres cuerpos
(d<<ry ¥1i), cuerpo al oue denomineremos carga de prusba. Ubicando
un cuerpo cargade (1) a una distancia r de 1a carga ds prueva medi-
remos una fuerza Fy sobre dicha carge. Si luego reemplazancs al
cuerpo (1) por otre (2} & la misma distancia del de pruebs y le fuer-~
za que medimos sobre éste resulte ser igual 2 la anterior (F =7y,
decimos oue los cuerpos (1) y (2) tienen le misma carga eldctrica.
En estas experiencias, ¥ en el resto de este Gepftulo, supondremos
oue todos los cuerpos estdn en reposo y en eouilibrio estdtico (sumes

de fuerzas y de momentos sobre cada uno iguales o cero).

La carga elfctrica satisface el principio de conservacién, de
modo que la carga total de un cuerpo o sistems es la suma algebraice
de las cargas de ous componentes. Asignemos el signo (+) 6 (=) o una
carga segin sea repelida o atrafda por una sustancia vitres cargndn,
respectivamente. A partir del principic de conservacién y de la defi-
nicién dada de igualdad de cargas, definimos miltiplos (y submilti-
plos) de une cargs dada. En particular, la unidad de carga se define
arbitrariamente por sus efectos sobre otra carga igual, ambas puntua-
les, ubicada a una cierta distancia.

Le inexistencia de un tercer tipo de carga se puede comprender
& partir de que

"Nunca se ha observado la atracéisn putua de tres
cuerpos cargados”.

(+) Por "mucho menor” entendemos oue 4/r<<&,= error relativo en la
mejor determinacién de la distancia que podemos logrer, es decir

que el concepto de £<< 1 dependede la calidad de nuestros ins-
Trumentos de medicién.
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4n efecto, si A, B y C son tres cuerpos y suponemos gue la fuer-—
e ¥, entre 1os dos primeros es atractiva, y oue también lo es la

B
AC Y -
la de C.Pero la fuerza de interaccién restante, Fpg, Tesulta ser re-

ello implica cue A tiene carga distinta de la de B y distinta de

pulsiva en todas las experiencias realizadas. Es decir que B y C vie-
nen el fnico tipo de carga distinto del que tiehe A.

Por otra parte, si bien la asignacién del signo (+) a la carga
de tipo vitreo es arbitraria, de ninguna manera lo es el asignar sig-
nos opuestos a las dos clases existentes. Esta convencién refleja el
hecho de aue si un cuerpo puntual A, colocado a una cierta distancia
r de una carga de prusba, ejerce sobre &sta una fuerza ¥, y otro cuer—
po puntual B, colocado en la misma posicidn, ejerce una fuerza con
traria, cuando colocamos smbos cuerpos en esa posicidn, la fuerza me-
ta sobre la carga de prueba es nuls. Este hecho experimental es una
evidencia de la validez Ge los primcipios de couservacisn de la carga
y de superposicién de las fuerzas.

t4s especificamente, la carsa total de un sisteme zislado mo va-
ria nunca, de manera que representa una de las constantes del sistema.
Estos principios de conservecién son la base de las experiencias que
condujeron a formular las diversas leyes que iremos emunciando.

Para las distancias caracteristicas de los procescs zacrosedpi-
cos (r>»>10720m) la carga minima detectada en un cuerpo es la del
electrén, cuya magnitud indicaremos con la letra ¢ ¥ cuyo signo es
negative (g = -¢<0). .

Las sustancias que encontramos en la naturalese son generalmente
neutras, lo que resulta de la existencia en la mayor parte de los
cuerpos de ndmeros iguales de cargas negativas (en los electrones) y
positives. Estas Wltimas estdn localizadas en los micleos atémicos,
en particulss llemadas protones (~1836 veces mis pesados que un elec-
trén). La configuracién natural mis sencilla es el &tomo de hidrégeno
que consta de un solo protén y un electrén.

in algunas sustancias las cargas se manifiestsn por electrizacién
(p.ej. por frotamiento). Bstas cargas queden locslizadas en ciertas
regiones del materiel, es decir gue no se desplazan por el cuerpo. Ta-
les sustancias se llaman aisledores o dieléctricos. Bn los cuerpos me~
t4licos, por el combrario, las cargas se mueven por el cuerpo y alean-
zan un equilibrio cuando se ubican exclusivamente sobre la guperficie.
Estos materisles se denominen gonductorss.
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Se compruebe experimentalments que las cergas méviles en los
metales son las de los glectrones {portadorss). Los £tomos despro-
vistos de uno o varios electrones constituyen lo que llamamos iomes
positives; en un metal los iones forman una configuracién con una ai-
metris especifica pare cada material, llamada red cristalina. Hay
otros tipos de conductores, como las solucicmes acuosas de las sales,
donde las cargas méviles suelen ser iomes de los dos signos (p.ej.
los iones €17 y N¥a' para la solucién de sal comin).

Hay un tercer tipo de materiales llamados semiconductores, enm
los cuales las cargas pueden moverse, sunque de una menera mucho més
limitada que em los conductores. Cuando analicemoe la conductividad
en los distintos medios (Gap. IT) veremos que las propiedades de los
semiconductores som, en cisrto sentido, intermedias enmtre las de con-
Quctores y zisladores. La justificacién fundada de esas propiedades
requiere conocimientos de Teordia de S6lidos, fuera del aleance de
nuestro curso. )

LEY DE COULOKB

Como dijimos, supondremos gque todas las carges en todos los
cuerpos gque consideremos estdn en reposo y em equilibrio estdtico.
Toda vez gue se aplique una fuerza adicional (gxterna), las cargas se
redistribuirdn en cada cuerpo hasta alcanzar un nuevo estado de equi-
librio. Solamente estudiaremos el comportamiento de sistemas en tal
estado, en condiciones que llamamos glectrostdticas.

Comenzaremos por analizar carges puntuales separadas por el
vacfo o por un medio muy tenue, como el aire seco. Por puntuales em-
tendemos que sus dimensiones son mucho menores gue las distanclas en—
tre ellas, en el sentido ya precisado.

Priestley (1767) y Cavendish (1772) fueron los primeros en in-~
vestigar las fuerzas enire estas carsas. Cavendish supuso que la fuer-
za Ty, = Flay, a,) entre dos cargas puntuales q; y g, era similar
a la fuerza gravitatoria entre masas puntuales; es decir inversamente
proporeional al ouadrado de la distancia entre ambas. De cumplirse
osta hipétesis, es fécil demostrar que la fuerza em el imterior de
o eonducter esférice husce debe ser mula. Si la hipdtesis sobre la
variascidn de la fmerza eléctrica com la distamcia mo se cumple, ob-
servando dos ssforas metdlicas 28, & las que one
tre of por un cable, el acerear mma earge el sistena sc dobe modir
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slgdn flujo neto de carga Aq hacia la esfera imterior.

En ninguna de las experiencias realizadas s¢ ba medido flujo ne-
40 de carga. La precisién fue creciendo en gucesives experimentos, de
modo que si expresamos la dependencia con la distancia do la fuerza

cntre carges como Pyp~T2TY , los resultados sucesivos prusben gue

0,02 {Cavendish, 1772)

5x1077 (Maxwell, 1870}

2x10°% (Plimpton y Lawbon, 1936)
3210726 (Wiliiams, Paller, Hill, 1971).

lsl<

Resuniendo, podemos afirmar con gran precisién que Frp~ 2.

Coulomb {1785) empleé une balenze de torsién para medir en forma
sirecta la fuerza emtre las cargas puntuales 91 ¥ 427 confirmando
los resultados de Cavendish

-7 -2
&) Fp= [Fol~ T
y ademds estableciendo que (fig. 1)¢
®) Fpviyd
(1a fusrza es proporoional a cads una
de las cargas 7, por lo temto, al pre
ancto de ambas);

2 - =
o Fem-n
(la fuerze actda segdn la recle que
une las posicioneq de las cargss).

4) ba fuerza depende del medio ma-
terisl donde las cargas se en-
cueniran inmereas, y siempre es menor gue la fuerza que se nide en

vacfo.

Los resultados (a,b,c) se pueden resunir en una sole expresién
para 1a fusrze sobre la carga oy cuendo éste interactda con la
carga ap (fig. 1):

{1.1)

(+) Recordar que dos vectores parvalelos son proporcionales.

donde

Podemos expresar de immediato la fuerza sobre g, debida a
4y (vasta con intercambier los {ndices l<=2 en la ec. l.1):

- (F,~-13) (T, ~T5) —
’n’quqll—é‘__j‘ll’ "‘kh‘z‘\_;i__;‘}‘”lz
2

==l Fp Py = 0 (1.2)

Be decir que las fuerzas electrostdticas (llsmedas coulombianas)

satisfecen el principlo de aceién y resccifn.

E1 principio de superposicién mos permite caleular la fusrza
neta sobre una carge puntual q ubicada en T en presencie de N
carges puatuales q; ubicadss en los puntos ;{ . Dicha fuerza serd
1a oums de las fuerzas que sobre g ejerce cada una de las cargas
q; Por ssparads, es decir en susencia de las deméa cargas (fig. 2):

Bste expresién de la
ley de Coulomb permite dee-
ortbir la fuerza meta sobre

una carga debida a cualquier
configuracién de cargas pum~
tusleg. Desde el punto de vig

Ya de q , la fuerza se origina en las demds cargas, que son las
suentes de P . En general, asigmaremos coordenades primadas ;i
a (x{,y{»2]) & las cargas "fuentes" y reservarenos sl vector

"

¥= (x,y,2) para el punto donde ubicamos una carge de prueba, que
denominaremos "punto campo”.

_ Cuando o) medio que contiens las cargas es un sislador tenue
(p.ej. la mayoria de loe gases = presién normal), la fuerza entre
dos cmrgas puntuales varfa segin la ley (1.1), donde debemos
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rossplazar la constante de proporcionalided Kk po¥ %, cuya razén
x/k* = K (1.4)

s un valor especifico de cada material llemado coeficients dielde~
trico. Si el medio es uniforme u homogéneo (es decir gue =us propie~
dades son idénticas en todo punto), K = const. recibe el nombre de

congtante dieléctrica. Segin vimos en () siempre se mide E=1.

SISTEAS DE UNTDADES

SISYEAS DE UNIDADES

Sabiendo que sxiste una carga minima, la menera patural de defi-
nir 1a wiidad de carga serfa tomar dicha unidad igusl & la cares ni-
niga, de modo que la cantidad de cargs eléctrica g de um cuerpo 39
simplemente el mimero neto de cargas clementales del ouerpo ol bipli-
cado por el valor de dicha carga elemental, o sea

q=%qi=n*u—ﬂ_e=(ﬂ*-ﬂ_]e (1.5)

donde N, = pmero de cargas elementales positivas (cada uns = +e)

§_'= mimero de cargas elementales negativas (cads una = —-e)
¢ = Jag] = méaulo de la carga del electrén (qe = —¢) +
En el sietesa de unidsdes que emplearemos, Llamado Sistems Inter-
sacional (§.1.) se clige como unidsd un wiltiple arvitraric de ¢,
llamado coulombio = C , tal que
e =1,60209 x 30727 ¢ (1.6)

2= 1,008 X 4~

La definicién precisa de esta wiidad, que daremos em el Cap. I,
e basa en las propiedades magnéticas de las corriemtes eléctricas.
Para dofinir mejor su sigaificado podemos medir la fuerza emire
tos cargas puntuales iguales o 1C, separadac por 1 metwo 4o disten-
cia. Segin (1.1), la fuerza 7 entre ellas, expresads em Newtons,
soré muméricemente igusl a la constante k: -
p=IFl= x (0.

A1 medirla encomtremos el valor

k= 8,0875 x 30° ¥ 9 x 109 §a?c? (1.7)
cuyas unidedes se derivan directamente de (1.1)¢

) = B) G W2 =nn?c?.

-39 -

Zn el §.I. expressmos la comstante k en funcién de otra comstante
£, 1lssade pemmitivided del vaolo, tal que

1

k= grg,

== 6,2 8,8542 x 1072 c?w (1.8)

Casndo todavie mo se conocia la relacién imtrinseca entre los fe-
némenos eléctricos y magnéticos, la unidad de carga fue definida fijan—
4o arbitrariamente la constante k = 1 y utilizando el sistems c.g.s.
con el cm (longitud), el g (masa) y el s (tiempo) como unidades pri-
mitivas. Todas las demés cantidades de dicho sistems son derivedas;
en particular lo es 1la wpidad electrostétics do carsat
ues (g) = stC= £

también 1lapads stat-Coulomb (s%C) o Ersnkiin (£).

La fuerza electrostdtica entre dos cargas iguales a 1f, separa-
das por 1ecm, el haberse elegido k = 1, debe ser igual a 1dina (a).
Luego
£
e

ia

= 1f=d"co-= (j_;‘“_)Vlm = g5t
s

La conversién de un sistema al otro es inmediata, pues comocemos
el valor de k en el S.I. La fuersa entre dos cargas de 1C separa—
das por 1m segin (1.7) es aproximadaments igual a 9 X 10 We La
expresién de ¢sa misma fuersa em el sistema c.g.s.s. (donde X = 1),
°s 2 -2

F=q = a=1NF

con q =(1¢ expresado en Franklins)
o x10® =9 x10% x20% = 9 x 10" ainas
r=1m=10%ca.

Luego

(1 0)g.q, =107 ox10M =3 % 10° ¢ (1.9)

donde hemos escrito 3 en lugar del valor més exacto 2,99793.

En particular, la cerga del electrén en el sistema C.g.sS.e. vale

s = 1,60219 x107+7 x 2,99793 x10% = 4,80325 21070 £ .

Las unidades electrostdticas (ues 6 CogeS.80) S€ definieron de
manera independiente de las que amider los fendmenocs megnéiicos (elecw
tromagnéticas: uem § c.g.s.m.). Veremos en el Cap. 1II que existe una
relecién esencial entre ambas clases de unidades, como consecuencia
de la cual el valor ds la constante k en el S.I. estd relacionado
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cen la velocidad de la luz en el vacfo ¢. Fuméricamente, resulta la

expresifn exacta Ik = 16T 2 (con las dimensiones correspondientes).
En lo gue sigue enplearemoe casi exclusivameqte el 8.I. Sélo nos

referiremos al otro sistema cuando aparezca alguna unidad de uso fre-

cuente, como el Gauss, el om, etc.

CANPO_ELECIRICO

Supongemos N cargas puntuales ubicadas en los puntos ?5 (i =
1, 2, «.. N) y unme carga de prueba §q en el punto T (fig. 3). La
carga de prueba, como la heamos defi-
nido, tieme dimensiones desprecia-
bles en comparacidn con las distan-
cias emtre los cuerpos, y su propia
carga es tan pequefia aue la modifi-
cacién que produce en las fuerzas
entre los cuerpos no es apreciable.

Segfin vimos en (1.3} la fuerza
sobre &g es .

N
§F =k SQZQ

3=t

dopnde la sumatoria eés una cantidad gue no depende del valor de la
§q, awnque sf depende de la posicién de eata carge. Bn otras
punto ' ¥ en presencia de

nes de equilibrio. Bl campo

carga
pelabras, esta sums mide una propiedad del
las carges fuentes ubicadas en sus posicio

vectorial
(1.10)

¥, noe permite obfener la fuer-

colocada en T %

1lamado campo_sldctrico en el punto
za sobre cuslguier carga puntual g

= == "
Yq_qB(r) {1.11)

La relacién (1.10) suele expresarse como el limite para §q —0
el cociente §B3/8q . Bste "limite” es una manera de expreser un
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proceso ideal: disminuimos la carga §g y obeervamos gue la relacién
$F/5q se acerca e un valor constante que solamente depends del pun-
to ¥ y de las cargas (fuentes) y sus posiciones relativas con res—
pecto a ese punto.

Para distribuciones comtinuas de carga, como cables, chapas o Vo-
ltmenes cargados, definimos densidades de ocargs mediante las expre-
siomes:

$a(F7) = A(F) 8 (aistribucién Lineal)

$a (') = 0 (¥) §5” (daistribucién superficial)

falF) = p () 4T’ (aistribucién en volumen)
donde $2, §5°, §T son los elementos de longitud, de drea y de volu-
men de las respectivas distribuciones. Las longitudes

e, (s (4T

deben smer despreciables en comparacién con las dimensiones de los
cuerpos y las distancias entre éstos.

Bl campo eléctrico gemerado por una distribucién continua se ob-
tiene haciendo qj —> Jql ()= &q ('fj) en (1.10)z

FE -k 2 Sep i e 2B Gan
H 3 lr~rnfl3 fr-r3

donde la integral tendrd la forma {curvilinea, de superficie o de'vo-

lumen) que corresponda a la distribucién de fuentes. En gemeral, el

campo E serd una suma de varios términos e la forma (1.12), corres-

pondientes a cuerpos extensos, mds otros del tipo (1.10), provenien-

tes de cuerpos muy pequedios o muy alejados (cargas puntuales).

Al calcular una fuerze mediante la expresién (1.11) debemos obrar
cuidadosamente, Tecordendo la propiedad esencial de los conductores:
en ellos las cargas se desolagzan bajo la accién de las fuerzas elée-
tricas. Si introducimos uaa carga q puntual pero de magnitud gore-
ciable, el campo gue ¢lla genera provocard una redistribucién de las
cargas sobre todo conductor préximo. Ba ua tiempo muy breve se alcsn-
za una nueva configurecién de equilibrio, generalmente distinse de
la que tenfamos antes de scercar la carga q.

Para comprendér mejor la importancia de este efecte consideremos
un conductor inicislmente peutro. Si introducimos uma carge puntual
>0 (fig. 4) los electrones libres del conductor serdn atrafdes por
4, dejando "huecos” de carga positiva en las zomas del conductor mds
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alejadas de 12 carga a, como se ve

en la figurn. 3st» separacién de car-
gas producids en un conductor neutro
es un ejemplo de redistribucién pro-

vocada por un campo ex

so conocido como inducgidn electros-

shbics
Es evidente cue el campo oue ac-

ta sobre una corga 4 apreciable no |

es el mismo oue genera una $q de L

magnitud mucho memor y, en consecuencia, lms distriduciones de cargs

erior, proce-

en equilibrio serdn muy distintas en ambos casos. Ue allf la necesi-
dad de precisar cue las densidades en (1.12) son las que existen en
el equilibric electrostdtico, oue se 2lcanza cuando todos los despla—
zamientos han cesado. .

Unidedes: Las densidndes de carga tienent
[AJ=co? ¢ [g]=cu?  [p]=ca.
21 campo eléctrico, segin (1.11), tiene (E) = [F)/[a}= Ko™t

pero, en la préctics, se utiliza otra relacién derivadn de la defini-
cidn del potencial eléctrostdtico.

TEOREMA DE GAUSS: BXPRESION INTEGRAL

Gouss (1831) analizé el flujo a través de una superficie cerrmdn
del cempe eléctrico creado por una carga puntusl. Supongamos la carga

4 v lss superficies esféricas 5y — —
(1=1,2,...) con centro en la . 5 |
carge (iig. 5). E1 flujo §; de B
a través de la superficie 5; es

kg i

s, 5, Y
donde Fzasfopy BT o5
PR

con r =z = radio de §; .
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Luego P P
é g a5 = —?r“ (4rf) = aTkaq .
1 i

s
m particular, en el 5.1, k= (4TWE)TT == 0/, Yi.

os decir aue’ el flujo _del ecampo 2léctirico es el mismo a través
¥ ade-

de todns las superficies esféricss con centro en la cnre

nés es proporcional a la carga.
Zste resultado vale pera cusleuier configuracidén electrostdsica
y para cualeuier superficie cerrada, Supongamos unz distribucién de

cargas puntuales q; (i=1,2, ... N) ubicadas en posiciones B
e imaginemos una superficie

cerrada § (fiz. 6} ous con-

tiene a un nimero J de esas IS
cargas. Ordenemos los fndices
de las q; de modo oue las j

m

primeras sean las interiores,
¥ las restantes exteriores a
1s superficie S.

Bl campo eléctrico genera-
do por estas cargns en un pun-

laas o qbes

serd

.
$ T.7 -k e PE.
e

By S

Como vimos sl definir Angulo edlido (ses. 30 y 31) ¥  cada una de las
inteprales en este cumatorin representa el dngwlo sélido subtendido

5l

sor todn Le superficie S desde el vértice Ff (-7
B oo

das .
17-7;3

aQ,
i

Luego, semtn (31)¢ & AF-FD _ 4% si F{ interiora §
BE0y : E ;,‘3‘ 0+ si ¥ exteriora S.
i

s

{+) Cusndo ciiamos expresiones sin indicar Capftulo, como zcuf, nos
referimes a la Introduccién (Andlisie Vectorisl).
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Por lo tanto: 4}

RYCANEES IRORES PP

et

donde hemos llemado aq (8) = Z a; 2 la carga ‘total ence
ey e

la superficie §.
En resumen, el teorema de Gauss expresa que

Este tecrema describe una propiedad global o integral del campo
eléctrico. Asi formulado no permite hallar directamente el campo ¥
en un punto. Sin embargo, es muy Wtil cuando la configuracién de car-
gas presenta cierto grado de simetrfa.

Si la distribucidn es tan simétrica que mos permite conocer la
direccién y el sentido @el campo ¥ (p.ej. en la fig. %), nos
conviene elegir una superficie S normel a ¥ donde, ademds, el médu—
1o ® del campo sea comstante. Para una superficie tal valen las re—

laciones:
jé(ds. . J s,
E,
donde A es el drea total de S. Luego = EA) ===
T ﬁ-ﬁ ! (1.10)

donde R es el versor mormal e S en el punto campo {cuye orientaciér
deducimcs directamente a partir de la simetria de las cargas) y q(5)
es nuevamente la carga encerrada por . Una superficie que satisface
ambas condiciones (Ef®; E = const. sobre 5) se denomina frecuente-
mente graussiana.

Como veremos, también podemos obtener informacidn sobre el campo
en un punto utilizando superficies cilindricas cuyas laterales sean
tengentes al campo E, en cuyo caso el flujo meto & sélo incluye
las contribuciones de las beses, pues 45.% = 0 sobre la superficie
lateral.
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PORMA LOCAL DEL TEORRMA DE GAUSS
Pare una distribucién de cargas en volumen de densidad Ia(?), la
cargs encerrada en una superficie § es
q(8) =faz ‘o(?)

5
donde Y (S) indica la regién interior a S. e
El teorema de la divergencia (A.12) nos permite expresar el flujo

de E a través de S como
%,, &8 ,fu v.E
s n(s)

el cual, por el téorema de Gauss, es igual a q(S)/g, . Lusgo:

4T V.E = d'c%:a az(v,ﬁ.% -0

(s) T v s
pasa tods superficie . Esto s6le es posible si en cade punto inte-

rior & S se anula el integrando, es decir que
v.E = £ (1.15)

que es la expresién logal del teorema de Gauss, donde lp(F) Tepre-
senta la densidad total de' carga en el migmg punte ¥ donde medimes
1a divergencia del campo ¥ .

En general, la carga eléctrica puede encontrarse Libre {es decir
que reside en un cuerpo gue puede moverse libremente, como un elec-
trén en un conductor) y también puede hallerse ligada. Ejemplos de
esta dltima condicifn son: la carga de un ion enm la red cristalina
de un metal, la carga meta de polarizacién en la superficie de un
mislador, ete. La densidad f:(?) en {1.15) es la densidad total, o
sea la suma de las Qensidades locales de cargas libres y ligadas.

E) concepto de divergencia, expresado em la ecuacién {25) nos
permite interpretar la (1.15) de inmediato: las cargas puatuales po—
sitivas son las fuentes del campo eléctrico (divE > 0), mientras que
las negativas som Los sumideros del mismo (divE <0).

Es obvic que el teoreme de Gauss en la forma global (1.13} se de-
Guce inmedistamente a partir de la (1.15), por integracién directa de
ambos miembros, con lo cual se establece una completa equivalencia
entre ambas expresiones. Sin embargo, xperimentalmente se comprueba
que 1a (1.15) sigue siendo vdlida fuera del equilibrio, aun para
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condiciones que varfan en el tiempo. En cambio, la ley de Coulomb, de
la cual hemos deducido el teorema ﬂ.E Gauss, deja de valer para cargas
en movimiento como expresibn de la fuerza electromagnética total entre
cargas. Por esta razén, en todo tratamiento sistemftico de la teorfa
electromagnética cldsica se parte de la forma local (1.15), como expre—
sién general de los resultados experimentales, y de esa ecuacidn se de-
auce 1a ley de Coulomb para el caso particular de condiciones electros—
t4ticas. Maxwell eligié la (1.15) como una de las scuaciones fundamen-
tales de la Electrodinémica.

FURRZAS SOBRE CUERPOS CARGADOS

Caloularemos 1a fuerza sobre todo un cuerpe oue tieme corgas eléa~
tricas distribuidas en elementos dq = dq (¥) y que se encuentra en

eouilibrio en una regién de campo eléctrico inhomogéneo B (T) . La

fuerza total sobre el cuerpo serd
¥ =/a‘p =qu(f) (P (1.16)

donde, en equilibrio electrostdtico, E(T) es el campo en T debido 2
todas las fuentes exteriocres al cuerpo. Es obvic que, si bien sobre un

elemento de carga dq en T actdan fuerzas de intevaccién T (dg, dq’)

con las cargas dq° del WO cuerpo, la suma de todas estas fuerzas

sobre todos los elementos dq es de la forma <= F{dg, dg’), oue
debe ser mula pues contiene simultdneamente a Flag, da”) y a
F(dq’, dq) , tales cue F(dq,da’) + F(de’, dg) = 0, segin vimos en
(1.2). &n realidad, la suposicidn de cue las fuerzas totales de fuen—
tes propias, de la forma Fy; , son siempre pulas, estd implfcita en
todo andlisis de interacciones.

En general, la distribucidn de cargas en el equilibrio puede ser
@iffeil de calcular, y su conocimiento implica la resolucién completa
del problema electrostdtico.

Sin embargo, hay muchos casos donde la simetrfa permite la exis—
tenciz de distribuciones sencillas de carges. P.ej. dos cables conduc—
tores paralelos indefinidos pueden tener densidades de carga constan-
tes (X .},), perc si cstén alabeados (es decir oue forman un dngulo
sin cortarse) habré un punto P en el cable 1 donde la distancia al
cable 2 es minime. Si las densidades de carga tienen igual signo
(A%, >0), los cargas cerconns a P serdn repelidas por las cargas del

s SR
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cable 2, con miy fuerza que las méo alejadas de éste. Como conse-
cuencia, en el eguilibrio resultard A, =X(F) # const., y lo mismo
geurrird con A= X (¥), de modo gue ambas serdn inhomogfness. Se
puede demostrar, como Lo haremos para densidades superficiales de
carga, que comocer A{F) en todo punto de embos cables es equiva-
Iemte a conocer el campo sléctrico en todo el espacio.

5i los cuerpos que interactian son dieléctricos (aisladores) las
cargas inducidas por polarizacién introducen upa complicacién adicio-
nsl, como veremos al discubir este efecto. La simple presencia de re-

giones dieléctricas modiTica el campo que se mide en el vacfo, ¥y 1o
hace de un modo tanto més apreciable cuanto mayor sea el coeficiente
aieléctrico X .

Bn casos muy sencillos, de fuerte simetrfa, podemos tratar la in-
teraccién emtre dos cuerpos 1 y 2 calculando primero, p.ej., el
campo generado por todo el cuerpo 2 en un punto cualiuiera T

E,(0= x [ag, @) AI=E
2 J taz o
Fetm
¥ luego,integrando las fuerzas sobre todas las cargas dqy (¥) del
cuerpo 1, como exw (1.16), obteremos:
Flp = Jaayd) B ~ Fpp ”J""u E;

Tew), A

que expresa la fuerza totel sobre el cuerpo 1 gemerada por ¢l cuer—
po 2. :
Bs obvio awe la fuerza Ty sobre el cuerpo 2, gemerada par el

1, satisface el principic de accién y reaccidn: Fjp+¥py = 0 (veri-

ficarlo escribiendo explicitamente ambas expresiones).

Ejerciclo: Verificar que la fuerza por unidad de longitud entre dos
cablss parelelos indefinidos cargados con densidades

A =01¢m y X=-0,03C/m, separados par una distancia d=2cm

e atractiva, mormal a ambos cables y de magnitud 2,7 x10°W/a.

Calcular el campo Ey (F,) aplicando el teorema de Gauss.

PCTRNCIAL ELECTROSTATICO

Veremos que sl campo eléctrico generado por una distribucidn es—
tdtica de cargas puede calcularse irnmediatamente a partir de una Fun—
cién llamada potencial electrostdtics, cuyo gradiente es-E (F) .
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Primero comprobaremos este afirmecién para el campo generado en
el punto ¥ por una 30la carga q ubicada en el punte F’:

E(H=ka(F-Fy/|F-FB .
Veremos que existe una funcifn de ¥ y de ¥~
V(F,F) = kql F-7 + conat. 1 (1.17)

tal que E(P=-VV.
Para demostrarlo calcularemos el gradiente con respecto 2 las
coordenadas del punto campo (no primadas) de

V(P =kqlF-717F = xq[%(xl_ngJZJ-’/x=kq/(x_x,)zq,(y_y,)z’(z_z,)z

== (V)= 2V = kq (-3 [%(xj»x,:)z] o Z (x5
J

donde dyx; = § 15 Byxi - 0= 3 Z (yy-xp)?=2Zixg-xp) § -

=2(x-x)) s [%(xj_xj'ﬁ]-% 73

. Iy |2 gd=2 . . =

27 =k P72 20k %)) = —kg li_L.;:,l)j -B; ()

que #s la componente i-ésima del campo eléctrico en el punto ¥.
Luego, la funcién V (¥, 2‘) dada por (1.17) satisface la condi~

Se ve de inmediato que el campo genersdo por un ndmero cualquiera
de cargas q; ubicades en posiciones T se obtiene anflogemente:

(F-1)
Z‘li‘r =P =-vvy 3

cién

B(D) =

(1.19)

donde hemos llamado ¢ a la constante que puede mgregarse al potencial
sin efectar el valor del campo eléctrico.
Aplicando la identidad (4.3) al gradiente de V resulta la comdi-

cibn: o
V xE

(1.20)
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Segdén vimos en las ecs. (35) y (36), a2l conccer simultdncrucnte
la divergencia y el rotor del campo eléctrico:
V.E=pre, 5 VxE-o
el teoreme de Helmholtz nos da l» expresidn mfs general de este crm-
Po en funcién de un potencial escalar:

= {(F7)
E=-VV  tel owe  V(F)= e fac ‘F — /
e

Es decir que los resultados discutidos en esta seccidn son sélo un
caso particular del teorema de Helmholtz.
Pare distribuciones continuas de carga vale la extensién natural

de (1.19):
e —s kf‘-%g_L;—:%+ c (1.21)
2

donde la forma de dq, que contiene a lao densidad correspondiente,

§as

-1

V(¥ = kZ

Gepende del tipo de distribucién (lineel, superficial, etc.) y la
regién de integracidn debe ser finita.

Ejercicio: Pera probar {1.18) hemos demostrado la utilisima identidad
V (IF

donde sl gradiente se calcula con respecto a las coordenadas de cam-

1y _(F-F) .
)= EEp (r-22)

po (no primadas). Verificer, aprevechando la simetria, oue el gra-
diente con respecto a las coordenadas de fuentes (primadas) vale

V- =

(1.23)

CAMPOS CONSRRVATIVOS, CONDICION ELECTROSTATICA

Un campo vectorizl A indevendiente del tiempo es conservebivo

cusndo se deriva de un campo escalar @ (¥) denominado potenciel

de T, es decir que existe una funcibn' ¢ (F) tal que

i=-V 95 - {1.24)
Cuando se cumple esta condicidn resulta que

a¢(?) - -Zx 3195axl -V E= T & (1.25)
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En particuler,

F=-VU representa un campo de fuerzas,
1 trabajo mecdnico necesario pare trasladar una jpartfcula puntual
entre las posiciones & ¥y B serd igual en magnitud pero conbrario
al trabajo realizado por el campo ¥. Es decir que el trabajo de
partfeula (o del agente que la impulsa) vale

(s

Wyp = - J&F.F

+ {0 = U(B) - U(a)
F(AY . ViA)

Fas (1.26)

donde, segin (1.25), F.dF = —dU. En este caso U (¥) es la energia
potencial de la particula en el campo de fuerzas F(F) . Naturalmen
e, el trabajo del campo serd -A\U. $i el camino entre A y B es

cerrado (A = B) resulta

WAA=j§GF‘1?xO. (1.27)

Las condiciones (1.24} y (1.27) pueden emplearse indistintamente
para definir el cardcter conservativo de un campo, pero a menudo Te
sulta muy §til la condicién alternativa

VxE=o (1.20)
aue resulta de aplicar la identidad (A.3) a un campo cualouiers cue
deriva de un potencial. Por el teorema de Stokes, las (1.20) y (1.27)
expresadas para un mismo campo son equivalentes, ya que para un cami-
no cerrado 4 se verifica:

dF L. E = /d‘é.v;&': 0 Y8 &= VxE=o0.
£3 ste) -

£l significado ffsico de estas condiciones equivalentes se com-
prende fdeilmente considerando una masa puntual m sometida a wn
campo de fuerzas F = -V U donde sdmitiremos por ahora que el po-
tencizl pueda variar en el tiempo, ¢ sea que U = U(¥F, ).

Hultiplicando escalarmente por la velocided ¥ = dF/dt de la
part{cula ambos miembros de la ecuacién de Newton,tenemos:

Foall — v 7. av. T & (Fah= 22

donde 7 es la emerafs cinética de la masa m, cuya variacidn tem—
poral representa la potemeia P entregads a_m por el campo ¥ :

actda wne fuerza

51—
P = ar/at = V. F (1.28)
Luego, glt - Avu,g—; . (1.29)

Como ya vimos al comparar las derivadas total, local y conveo-
tiva (ec. 10): N
x -
it} i _ 4r
:atu:.galudt = 9, u+Vu.§t

o

|

ar 4y,
== VU = V- (1.30)
Igualando (1.29) y (1.30) resulta:

L. - Lo 20 (1.31)
donde (T+U) es ln gnersfa total de la masa m. (Notemos que la
energfa total resulta ser la sums de T més U porque definimes
campo escalar U de modo que ¥ = -5/U en lugar de F=+V0).

La derivads de la energfa total sélo se amula si 3,0 = O, es
decir que la energfs total se conserva cuando F_es independiente

del tiempo, ademfs de cumplir la condicién (1.24) & sus eouivalen~

tes. Como vimos al definit la derivada total de un escalar, la con-
servacién de 1a energfa significa aue esta cantidad es la misma
en todos los puntos de la trayectoria de la partfcula, o sea oue es
una constante del movimiento.

2stas condiciones de conservacidn se cumplen para las fuerzas

coulombianas, ya cue sobre una carga q ubicada en un campo E(F)

F=qE(f) =-qVVvs-Vu,
de modo gue la gnergla potencizl electrostética de la carga q en
el campo E = -~V V as

av (1.32)

definida, como ocurre con el potencial V,a menos de una conmstante.
En genersl nos interess colcular diferenciss de energfa potencial

entre dos estados de un sistema, o bien se fija la epergfa de_refe-
rencia U= 0 mediants condiciones apropiadas (p.ej. U=0 en el in-

finito: U =aV, en una superficie conductora §,3etc.).

Ya vimos cue el campo eléctrico satisface la condicién
VxE=0 (1.20)



- 52 -

¥ sus equivalentes E = -GV ; §a}’.§= 0. (1.33)

Bstas ecuaciones son tan caracter:

icas del campo coulombianc que,

@ menudo, llasamos condicifn electrostdtica a 14 (1.20) a pesar de
Londicifn electrostdtica

que existen sistemas con cargas en movimiento donde se cumple esta

miema condicifn, como p.ej. un conductor pasive por el cusl eircusa

una corriente eléctrica continua (Cap. 1I).
Unidades: De (1.32) Tesulta la unidad de potencial electrostdtico:
[v1=(w/(a) =7 = v 2 vorsio,

¥ de (1.18) se obtiene la unidad mds wsusl del campo eléctrico:

[8]=[-9V]= [v]/ ] = wa .

DIFERENCIA DR POTENGIAL
DLFERENCIA DE POTENCIAL

=1 potencial V de un punto T es arbitrario y no podemos defij-
nirlo unlvocanente. Lo que sf podemos medir es la diferepcis de poten~
cial AV entre dos puntos. Bsta cantidad ests completamente definida
¥ eo independiente de la eleccidn que hagamos de la constante
la expresién (1.19).

En efecto, llamando 4>(F) 2 la sumatoria (o a la integral equi-
valente) en (1.21), resulta la siguiente expresién para la diferencia
de potencial entre los puntos A y B:

AT =V 1) =[G e ] -[$imae] - Beg- de,
gque es independ:; te de 1z constente <.

Fara una distribucifn de cargas de extensién finita (limitada en
©l espacio) podemos caleular el potencial ¥ para puntos indefinida-
mente alejados mediante

e en

V(00) = 1im V() =lim k 2, ek, , o ¢
Ho e .
pues lim [F-F7| 20 yi. g decir que la constante o que Figu-
‘re en 1a definicidn del potencial expresa "el potencial en el infini~
fo” & una configursaidn finita de cargas. En gemeval elegimos ¢=0
Para este tipo de aistribucidn, pero ef 1s

configuracién se extiende
basta sl infinito esta eleccidn particular

no es posible.
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Para verlo consideremos p.ej. un cable rectilineo indefinido cor-
gado con densidad linsal X=const. E1 potencial en un punto ¥ no
se puede obtener por integracién directa, ya que la expresidn (1.21),
aue sélo es vélida para une Tegién fimita, diverge en mustro caso.
Aplicando el feorema de Gauss a un cilindro de radio R se obtiene
directamente N ) U
E- grgm R, osiendo F=rR+sf
{expresamos las centidades en coordeneadas cilindrices con eje en el
cable). Luego, la diferencia de potencial entre dos puntos A y B,
ubicados a discanuoswx:specnvas a y b del cable, serd:

v, = [av= -
Vs

(1.34)

Si tomamos a--+< ¥y elegimos arbitrariamente VA = 0, como en
; A oo
una distribucién finita, resu: .
= lim, AV = gag LnE) = e

para todo punto B ubicado a distancia finita del cable. ?st? ‘inccn-

gruencia aparente se debe a le presenciz de cargas en el infinito

z = £60), La dificultad se supera fécilmente eli-
ita. P.ej.

(en 1os "puntos" K
giendo como referencia el potencial o una distanc
podemos fijar como V = O el potencial en A, y expresar el poten—

cizl en un punto T cualguiera como

- by A
(1.38) V)= V(F V(R = gz na - g 1ok,

¥ X do T
que es de la forma V(F) = Fpp laR +c , siendo et
La constante © resulta ser igual a (»/27e)lna , ¥ es obvi

aRe 2%,

i ndicién V(¥ )= 0.
verl;;ciut;zccue eleglmes“arh).trariamente pare el cero del potencicl
se denomina tierra. Zn un eguipo eléctrico se suele elegir como rﬂle;
rencia (V=0) el chesis metdlico. Que un punto del sautpo estd ;_:i
significa gue la diferencia de potencial entre ese punto y el o wis
(que por ser conductor es un gguipotencial, segin Treremos) es v,
83 hubiéramos elegido como tierra » ese punto particular, el chasis
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estarfa 2 un potencial de - 3V . Cuando hablamos del "potencial de un
punto” siempre nos referimos a la diferencia de potencial entre dicho
punto y otro de referencia o fierra. N

Pare analizar el significado f{sico de la diferencia de potencial
enire dos puntos A ¥ B consideremos una carga de prueba §g que
se mueve entre esos puntos. Si la velocidad de la carga es apreciable
la fuerza sobre ella debida a otros cuerpos cargados no es, en gene-
ral, coulombiana (se deben agregar términos magnéticos), y la emergfa
cinética debe tenerse en cuente en el célculo que sigue. Para simpli-
ficar supondremos gue el movimiento de §q es infinitamente lento.

En estas condiciones el trabajo de la carga, como en (1.25), re-
sulta ser

$¥yg = SU(B) - Su(a) = §q[v(m) - vin] = S Av,

© sea que la Qiferencia de potencial
Av

( Awm) _ _('“‘AB _ Uy

éaq (N 89 /7 T8a
&s el %rabajo por unidad de_carga reslizad por $g para pasar de
A @ B, opuesto al gue debe realizar el campo eléctrico, e igual a
laverizcin de la enersfa potencial por unidad de cargs entre esos
puntos. Con el mismo criterio ya comentado, solemos referirmos a la
"energla potencial de un punto”, emtendiendo por ¢sta a la diferencia
de energfn potencial entre ese punto y sl que elegimos como referen.
cia, tal que 0.

Urer = dVper

HOMSNTOS DE UNA DISTRIBUGION FINITA DE CARGAS

Consideremos N cargas —_—
puntuales g distribui-
das en posiciones F];J
(fig. 7). Blegiremos un
origen de coordenades 0
cerca del centro geométri—
co de la distribucién.

Nos proponemos caleu-
lar el potencial V{TF)} en
un punto muy alejade de
las cargas, tal que

-55 =

[F-fl= ey =
La expresidn exacta e este potencial estd dada por (1.19), don-
de elegimos c=0 porque la distribucién de cargas es finitas

-1

N
VIR =k Zag |F-F

o @ g2
F.E x
= P N . | m T N\-Vy
donde !r-rm = (P- 2R E e D) IS (L-z-——é—r «—rz)

(1.35)

. 2 e
I m m

con P G Bkl
T B T

Si despreciamos este §ltimo término (infinitésimo de segundo or-
den) y retenmemos el segundo en (1.35), podemos desarrcllar esa ex-
presin en serie de Taylor hasta el primer ordsn; pare ello emplea~
mos la sproximzcidn F.oE
(1-8)™x1+ ke con £=2 S

Luego }x"— Tt art o —)

a
—_ Bk 2,
=

— VAT

En estz expresidn aparecen Gos factores que describen importan-
tes propiedades de la distribucién de cargas:

Q@ es 1z corga %ofal de le configuracién;

T es su momento dipolar eléctrico.

Para interpretor fisicamente el significado del momento dipolar

T consideremos por separado las cargas positivas y negativas de 1a

distribucidn. Sean

¢ o Bt o, L Zwh | Zhln
TE W E% | -

dos vectores que definen las posiciones de los gentros de carga posi-

tiva y negativa, respectivamente. Los signos (+) y (=) en las suma~
i igno.

torins indicen que sumamos solamente las cargas de un mismo sign
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Bota definicidn es la misme que empleemos para el centro de masa de

un sistema de partfculas.

Las magnitudes de la carga positiva y negativa son, respectiva-
aente,
Q,Ez‘q‘:Zq Z “—Z
Im ¥ q_ | = q,
w & = e - "
de modo que D o, T = Q B, ; o= -Q_E
2 Ty 0, E P A

= . S . =
= F= Z”qm ot L =9 E -0 R {1.37)
= @

es gecir que el momento dipolar va del centro de carga negativa al
ceatro positive, y es una medida (ponderada por las cargas) de la se-
paracién entre las cargas netas de los distintos signos.

La expresién (1.36) toma la forma, v4lida hasta primer orden:

{1.38)

Para una configuracién mo mewtra, como p.ej. un ion u otro cuer—
po cargado, con Q = Q, - Q_# O, el primer término domina la ex-
presién (1.38) para puntos muy alejados, pues

| 5.7/ | | peoso/r?|_ | peose|_ | b 1
[Txazr 1T ayr "er IS|azl=
B LS R LA
Qr Qr Q T Q T

tuego V(F) = kQ/r, que es el potepcial de una cerga puntual de va-
lor Q ubicada én el origen.

Para una configuracién peutra (Q=0) la (1.38) da:

(1.39)

donde el subfndice (d) se debe a la calificacidn de dipolar que se da
& este tipo 22 distribucidén cue, vista desde una distancia muy grande,
se comporta como un par de cargas puntuales opuestas (Q,=Q_) cuyo mo-
mento dipolar

Feq (E -H)=qaF (1.40)

es un vector que parte del cemtro H_ y termina en el centro E, .
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Si 1la configuracién finita de cargas no se encuentra cercs del
origen 0, sino que estd localizada en las inmediaciones de un punto

F7, el potencial dipolar (1,39) toma la forma

(1.21)

que se obtiene simplemente reemplazando (F-F;) = ¥ por (F-F7).

+ S% hubiéramos retenido sistemdticamente los términos de segundo
orden (r7/r)? en el desarrollo de (1.35), el potencicl en ¥ con-
tendrfa un tercer término aue varfa come r . Este término, des—
preciable pera distribuciones unipolares (con carga neta Q# 0) y
pera configuraciones dipolares {com Q = O pero F== 0), puede do-
minar la expresién del potencial cuando simultdneamente Q = F= 0.
Bete caso corresponde a una distribucidn de cargas cuyos momentos
dipolares tiemen dos orientaciones opuestas, o sea que

FeZ@meZm =R -0 o B8

¥ se denomina cuadrupolar, pues =l minimo mimero de cargas necesa-
rias para crearla es cuatro (dos formando un dipole de momento Fy
y las otras dos formando un dipolo opuesto).

§1 desarrollo completo del potencial V(¥), llamado multipolar,
contiene infinitos términos, naturalmente. En la prédctica son sufi-
cientes unos pocos para describir adecusdamente el comportamiento de
una configuracién finita viste desde una gron distancic. Estos tére

minos corresponden n agrupamientos de las cargas en potencias de 2
(de a dos, de o cuatro, etc.), cuya contribweidn al potencial V (F)

varie como r ", segin el siguiente escuema:

n 2" Grupo Variacién Cantidad
con r caracteristica
0 1 wnipole 1t Q (escalar)
1 2 dipolo 2 7 (vector)
2 4 cuadrupolo 3 T (tensor)
3 8  octupolo 4
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DIPOLO_ELECTRICO
Un dipolo es un par de cargas de igual [ e ————y

magnitud y de signos contrarios separadas B ;/ 8

por una distancia finita. 81 potencisl que | ,

genera en cualquier punto ¥ qel espacic !

es (fig. 8):

i
|

V(F) = 1

kqlF- 7|t ska|F-F;

(1.42)

oeresidn aue para F - -U/2 1 7o, )2
toma la forma

VE) = kq (J5-02 [ - 5,80 |-y,

Visto desde un punto muy alejado, tal gue
Iz i>> 2], e1 par e °argas constituye lo que llamamos un dipolo pun-
dual de momento dipolar ¥ = qf y potencial V4(¥)  dado por 1a ex.
presibn (1.39). Vemos que 1a eleceidn ge 7 orientado desde la carga
negativa hacia la positiva corresponde a la definicién de AR

en
(1.40).

Bn los 4tomos y moléeulas reales 1a cantidad § es medible, La

usles varfa como
=72 (stendo r la aistancia emtre elles).
tros de carga positive y megativa e muy p,

eléctrico. Desde el punto

La distancia entre los cep-
equefia en ausencia_de campo

A& vista electrostdtico podemos considerar
2 todo dtomo o moléeula neutro como

risticas del sistema.
4 partir del potencial (1.39) podemos caleular el campo  Ey(F)

en un punto muy alejado del dipelo (r > ).
de By vale .
- _ 5.

BymmdyVy= -3 (e 3

La componente i-ésima

33 (5.E) ok (5.Ey s -
X0 EE) Sk (7533

donde 9i(ﬁ‘F):ai§ Bk = %pkalxk = %pkéik EEN

yoodr3. 31(12 x?)"% -

511.

2y-% - ! =
T =2y HZ2x53.x ) T3 rtAT gl e

=-3r
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Rl CBEnER5] | g,
By o
Eligiendo T ) Ci];in—

drices con el eje segin {
(fig. 9) tenemos:

F=9%: F=rR+z%
2 r2=r%4 2%,
ficarlo):

By = (k/r7) (3pza)

Ep= 0 (axisimétrico)

(k/x%) (222 -8%) .

En la fig. 9 se graficem las lineas &¢ campo {tangentes a E en cada

punto) correspondientes.

PURR2AS Y MOMENTOS SOBRE UN DIPOLO 8K UN CAMPO EXTRRTOR

Sea un dipolo cuyas cargas son -q en T ¥ +q —‘er; (F+ Jr),‘u\n—
cado en una regidn donde actie un campo eléctrico ¥ (¥) generado

tes lejanas.

o t::exc‘ampu en el punto (¥+ §F) se puede estimar fdcilmente a

: [P - t
partir del valor de ¥ en T,cuendo [§7{<<|F| Pare cada comgonente
B; hacemos un desarrollo de Taylor: e
4

) F $ 3,E; dz + o (§5%),
By (Fr ) = By (F) v 3,y §x v 3.8, Sy + F

tes del gradiente de E , 0 sea que
donde las Bjﬁi son las componen &

By (Fr &;):x(?p&?ﬂzi (i=1,2,3)
expresién que resumimos como R (F+48F)=E (F):(ér.V) E. (1t::a)l
El momento dipolar del sistema es P = q 6T y la fuerza

sobre el dipolo es

Fym-aB(D+gE(F+ 57 .

Luego (1.44) ==

Fx-qf(D+aE(D+qUFVE =« G DF (1.45)
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Eeta fuerza se anula para un campo homogéneo (independiente de
la posicién ¥), y s6lo actda cuando existe una diferencia nefa entre
las fuerzas sobre la carga positiva y la negativa. Se puede reexpre-
sar recordando el concepto de derivada direccional (sc. 9):

~ -

F=0f = F-pB.MEF=» 3F . @18

P.ej., la fuerza debida a un campo E sobre ua dipolo paralelo al
eje y (tal que F = pF) sélo serd significativa si alguna de las
derivadas 'ByEi es distinta de cero.

Ejercieio: Aplicando (1.46) verificar aue la fuerza sobre wa dipolo

puntual de momento P = p§ ubicade en F=x%F, ejercida
por uwna carga q ubicada en el origen, es iguel a (kpgx3)F . Coan
parar el resultado hallado con la fuerza del dipolo sobre la carga,
que se calcula mediante (1.43).

El moinento de las fuerzas eldctricas que actdan sobre un conjun-
to de particulas localizadas en los puntos Tj (i=1,2, ... §), me-
dido respecto del origen, es N

Ba2 Faf =2 of xBTH) -
Para el dipolo puntusl con -q en T y +q en (F+ §F) el momento
de las fuerzas del campe E (%) es

By = -aF x E(F) + q(F+ 37) xE (F+ §7)
con E(F+§F) dado por (1.44); llamando B = B(F):

Hy

—aFxE +q (F+6F)x (F+ §F.VE) =
= - qPxE + QFxE + q Fx (§7.V) B4 g §TxF+ q6Fx (§7V) =
= Fx(q SFVE + (@D 2E + (¢ $Hx(F.WE

donde q §F = F, y el dltimo término s de segundo orden pues con-
tiene a |§%]?, as? que pars un dipolo puntusl lo despreciamos coma
hicimos al obtener el desarrollo aproximado (1.44). Por otra parte,
el primer término es FTxF,, segin (1.45).

Luego,

FaF+7xE (1.47)
ewyo primer témino es obviamente el momento de F, con respecto al
origen elegido (centro de momentos) y varfa al cambiar la posicidn
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4 dste. Sn cambio, el segundo término es la cuple que tiende & ali-
" ’ , y es claramente independiente

near al dipolo con el campg exte
ido.
del centro de momentos eleg: )
Las condiciones de equilibrio para un dipolo puntual em un campo
oxterior E(F), segin (1.48) y (1.47), serdn entonces:

Fd=w3§=ﬂ y Fxi=0 (1.48)

rimera se cumple cuande se anulan las derivadas direccionales

Le p o
3 cumple para un campo uniforme), y la se-

B to
9.F (en particuler es =2
gu;da e verifica cuando el momenta dipolar P o5 parelelo al campo
$. para discutir adecundamente 1 protlepa dsl equilibrio mos con-

viene amalizar la emergfa povencial del dipolo.

ENERGIA POTERCIAL DS UE DIPOLO B
La energfa potencial de dos cargas puntuales {(-q ea T ¥ ‘+q

en F+§F) ubicadas en una regidn donce ¢1 potencial electrostdtico

debide a fuentes exferiores varls como ¥(F) =s, segfn (1.32):

Gy = —av(F) e a¥(FriF

Para un dipolo puntual con ¥ = q §T podemos aproximar:

V(Fs 8F) @ ViR TTV

Gespreciando los términos de segundo orden en el correspondisnte de-

sarrollo de Taylor. Aquf YV = - E(¥),

E: -yv(f)+y6)-q&?.§=-a.z . (1.49)
Esta expresién representa sélo la energfa potencial de interac—
cién del dipolo con el canpe exterior y mo incluye 1e energiz z];ec—-
trostdtica propia de 1la configuracidén (asecizde a 1a fuerza gntre
_g y +q), gue analizaremos m&s adelante.

Como verificacién, a parvir de la (1.49) podemos recalcular la

fuerza exterior sobre el dipolo:

e modo que

Fy = -Vog =V(5.5) {1.50)
Esta expresién, mds genersl que la (1.45), se puede transformer em-
pleando la identidad (A.11):

VEE) = GWE+ EW B+ Fx(VxD) r Tx (VD)
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donds en general F no depende de 1a Posicién ¥, de modo que ol so—
gundo ¥ el cuarto t4minos som nulos y remulta

Fy=V(FE.D) - (;,V}Eﬁx(vxij\ (1.51)

cuyo primer término es la
2n (1.20) el segundo términ.
(pues Vx & = o),

fuerza sobre el dipols.

Podemos utilizar la (1.49) para analizar el equilibrio de un di
Polo en un campo exterior. Llamande al o entre F y tene—
é4ngul E ten

Us = -~ pEcoso (-T<ez,m)

°euyo méximo se alcanza para § <1t (cusndo B os antiparalelo a ¥
: b f

€quilibrie inestable) y cuyo minime e obtiene para 8 =0 (§ y ¥

paralelos: equilibric 2stable).

SCUACIONES DR POTSSON Y DR rapnace

s enas -
§ © comocemos el potencial V(F) en toda una Tegién del espacio,
¢l problema electrostdtico allf estd completanente resusito, ya aue
del potencial se deriva inmediatamente i :

(1.52)

acién de Poisson cuando 1a densidaa

a 2
© cargas Pt 0. En los puntos donde mo hey carga eléctrica (p=o0)

tenemos el caso particular
Vv = o
llamada ecuacidn ge Laplace.

<£2uacidn de Laplace

La resolu;

(1.53)

fn e estas ccuaciones en derivadas parcisles de se-
gmdo orden requiers conocer condicio

nes de contorno adecuadas, enm

U0 case la solucién que smcontremos serd fgios. Aunque no 1o hare.
mos, es posible demosirar aue existe un v¥nico potencial V(F) que
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satisface la (1.52) o la (1.53), segn el ceso, y que 21 mismo tiem-
po cumple un conjunto de condiciones del tipo siguiente:
8) Condicién de Dirichlet: se comoce V(¥) en todo punto de una
superficie gerrade S.

b) Condicién de Newmann: se conoce Ey =-R .UV en todo punto de

una S cerrada.

¢) Condiciones mixtas: en una parts de S cerrada se conoce el
potencial V, y en el resto se conoce la componente B, del
campo eléctrico.

aric de la superficie S puede estar en el infinite. Lo

esencial parz que encontremos una solucién dnica de la ecuacidn de
Poisson es gue § encierrs completamente (aun por el infinito) a la
Tegién donde calculamos el potencial. En ese casa, se puede demos-
trar aue basta con comocer V(F) (& B, eon el caso b) en todo punto
de la superficie S y también la densidad P(F) en todo punto inte-
rior,para poder hallar V(F).Los métodos de resolucién de la eoua-
cién (1.53) son el nicleo de la teorfa del potencial, un tema central
de la Ffsica Natemftica. En muy pocos cases, cuando existe una sime-
tria muy pronunciada, se puede expresar la solucién de este nroblema
con condiciones de contorne como alguna combinacién de funciomes ele—
mentales. En general debemos recurrir 2 métodos numéricos para obbe-
ner soluciones aproximadas mediante computadora.

Como ejemplo sencillo calcularemos el potencial en la regiénm li-
mitada por dos cilindros indefinidos de ____
radios a y b, es decir para a<R<b ﬂO .
(fig. 10). Como datos, conocemos los
potenciales en los dos cilindros con~
ductores que encierran la regién:

V(R=2a) = ¥, = const.; V(R=b) = Vy=const.

a

Partimos de la expresién del la—
placiano en las coordenadas m4s apro-
piadas (cilindricaa):

N
2, .13 3V 18y, By

V-3 RR) w5
donde, por simetria, 3,V=23V= 0, o

sea cue V= V(&) .
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Luego 2y. 14 (pay
g0 YV Tadm(Rg =0 para a<R<b, donde p=o0.
c »
onO SR 29%a reglén R# 0, podemos integrar una vez con reapscto a k:
d A2 y !
4 - ay
®RE o=y =ep = const, =>qv = o &,
Integrando aubos miembros de esta Wltima scuacién results
V(R) = ¢y 1nR + e (1.54)

donde figuren dos constantes indeterminadas.

Para calcularles em
mos las condiciones de conformo: e

v(a)=n:]_1mgo,e2=va i V(b):cllnb+c2=vb o
Resolvemos este par de ecuaciones lineales en Llas incdgnitas ¢ , ¢
¥» reemplazando en (1.54), obtenemos {verificarlo): .
Va 1n(R/b) ~ ¥y 1n(R/a)
2 TR e Al

in (a/b)
Es Tfcil ver que sustituyendo R= 2,b en V(R)
diciones de contorno.

V(R) =

s¢ cumplen las con-

LIFEAS DE CAMPO Y SUPRRFICIRS RQUIFOTERCIALES

Las propiedades geométricas del campo sléctrico permiten estim
¢l comportaniento del mismo sin caleularlo exactamemte en todo . tar

Las lineas de campo (o de fuerza) som curvas sn el espaoi p\:m >
gentes en todo punto al campo eléetrico E(F) A
la fig. 11. Las superficies ’
que unen puntos de igual po-
tencial se llaman equinoten-
cigles (un ejemplo 1o dan
las Sy y S, enla fig. 11),
Estas son las superficies
de nivel de la funcidn V(F).

5i dos puntos tiénen
distintos potenciales, las
superficies equipotenciales
que pasan por ellos deben
ser distintas, ya que si tu-
vieran un punto comin, el

como las £, y 1, en
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potencial en ese punto tendrfa dos valores diferentes.

Sea 5, la superficie equipotemcial correspondiente a un po-
tenciel constante V; (fig. 11). Luego, a todo desplazamiento ar
sobre la superficiz § 1le corresponds wsa variacién nula en el po-

tencial V(F), o sea
(a)g =Vv.aF=-F.dF=0 == ELaF.
1

Es decir que el campo B es normal a toda superficie equipotencial,
10 que ya habfamos demostrado para el gradiente de una funcién esca-
lar y las superficies de nivel de esta funcién (ec. 14).

Las ecuaciones que describen las lfneas de campo se deducen in-
mediatamente de su definicién, ya que tode elemento de longitud
aF = (dx, dy, dz) sobre una linea debe ser paralelo al vector B
en cada punto de la misma, o sea que en cade T debe existir un es-
calar o tal que

@FoxF = axy =e«B (1=1,2,3)

(1.55)

Bstas ecuaciones diferenciales permiten construir numéricamente les
lfneas de campo si conocemos las componentes E; . En efecto, p.ej.
en el plano (x,y) a un desplazamiento Ax muy pequefip & partir
de un punto inicial (x,,y,) le corresponde una variacién segin y ¢

N Xy = x,+Ax
_EY.JAX que 1lsva al punto{ 177 A Eyy

LAy~

Por el mismo procedimiento obtenemos las coordenadas de (x,¥,) e
partir de (x5 o ¥ 1) Xp=Fn g+ AX 5 ¥ =y 0+ (Ey,/Ex)n_l.Ax .
Aef habremos obtenido una sucesidn de puntos que, unidos, nos per-
miten graficar la linee en el plano (x,y). Bl procedimiento se repi-
te para cualguier par de coordeadas, siempre aue las 1fneas de cem-
po tengan tangente definida en cada punto y que el paso de inte-
gracién Ax, sea suficientemente pequefio.

Por definicién, las lfneas de fuerza coinciden con el campo en
direccién y sentido pero, ademds, permiten estimar la magnitud de E.
Bn efecto, consideremos las lfneas de campo que cortan a la curva Ce-
rrada €, (fig. 11). Vemos que forman una superficie tubular llasada
tubo_de flujo. Aplicando el teorema de Gauss (1.13) e la superficie
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cerrada formada por las tapas 5(4,)
L 18(6,) ¥ por 1a ]
tubo entre ellas tenemos: / ' 2T Foren e

cﬁ.§+//d§.'€i 0
s 56

pues en las paredes del tubo d5.F = 0

en todo punto, y supon:

. g , ponemos

aue en esta porcifn no hay carga emcerrada. $i las secciones §(4,)
R

¥y S({) son muy pequefias, resultas
dSl.El+ d52.32 Q

FL_ 85, aves  ong
B, 45,  awas, =, (-36)

donde Q¥ es el nimero de lineas de campo em el inmberior del tubo,

aue es 1déntico para ambas seccionss, y n = dN /45 es la densidad
s‘.xp::fum{de lineas de campo. La relacidn (1.56) contiene la defi-
:1.: n clésica de la magnitud del campo sldobrico, que resulta ser
drectamente proporcional a la demsidad superficial de 1fneas de fu
Za e inversamente proporcional i g
e 2 la ssceidn del tubo de flujo en cada

#5 0BYLo qus el flujo del campo eldotrico es constante z través
de toda superficie que corte al tubo: b=4-
Su nombre ya que, para un fluido, b0
perficie equipotencial a otra.

const. De all proviene
el tubo transporta flujo de una su-

La invariancia del flujo i i
. ) permite eati-
mar ficilmente el comportfamiento del campo {fig. 12). ™

E >E, pes 5,<5,

FEORIA DE RARNSHAY
Las moléculas y 1os dtomos meutros som, en general,

configura
nes de cargas estables, o "y

Cuendo se descudrié el electrén (J.J. Thomson,
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1897) se propusieron modelos del 4tomo aue suponfan que las fuerzas
purcnmente elsctrostfticas entre las cargas positivas y negetivas son
suficientes para mantener al 4tomo unido, en equilibdrio estable. E1
teorema de Barnshaw establece que ello no es posible y que, en gone
ral, una carga aislada no puede permanecer en equilibrio gstable ba-
jo la accidn exclusiva de campos electrostdticos.

B efecto, sea una carga G n eouilibrio em un potencial V{(¥).
La energfe potencisl de esta carga en su posicién T, 50U = Q V(T
donde V(F,) es el potencial debido a las fuentes ubicadas fuers

del punto T, .
Por estar en equilibrio, la fuerza sobre la carga debe ser mula,
o sez que Fy = (9;U)z =0 (i=1,2,3) . S5Si supomemos gue se

encuentra en equilibrio estable, la energia potencial debe ser zini-
ma en T y, en consecuencia:
eiivg >0 =1.2,3.

Por 1o tanto, en ese puntc el laplacianc de la emergfa potencial
U=qV satisface la condicién
s

av2v=vios Z (aﬁku)r.:u = VZv 4 0.
Este resultado contradice la ecuscién de Laplace (1.53), que las
fuentes del potencial V satisfacen en ese punto, ya que son exte-
rigres a T, .

¥sta contradiccidn provieme de suponer que el equilidrioc de la
carge q en T, es estable, lo gue naturalmente es posible, pero pa-
ra lograrlo eben existir otras fuerzas de naturaleza no electrostéd-
tica. En los sistemas macroscépicos estas fuerzas suelen ser mecdni-
cas (en Gltima instancia debidas a las fuerzas oue manbienen cohesio-
nados a los cuerpos); en los sistemas atdmicos y nucleares, ademds
de haver fuerzes no electromegnéticas (p.ej. nucleares), las caTgas
estin en movimiento, y la condicifn electrostdtica deja de cumplirse.

ENERGIA DE UN SISTEMA DE CARGAS

Supongamos que en una regién del espacic el campo sléctrico es
nulo en todo punto debido a que no hay cargas cercanas, aunque sf
1as haya a distancizs tan grandes que el campo qus las miswas cTeen
en 1a regidn oue nos interesa es despreciable (es decir que no es
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pedible con nuestros instrumentos). Decimos entonces oue las cargas
estdn "en el infinito”. Si traemos desds un punto muy alejado una
carga q) hasta la posicién T) de la regién préxima, el trabajo rea-
lizado gn esta regidn serd nulo. '

) Debemos subrayar dos aspectos para todo lo que sigue: el mowi-
miento de las cargas es infinitemente lento (para que se realice en
condiciones cuesielectrostéticas) y lo gue deseamos calcular es el
trabajo necesario para agrupar un conjunto de cargas, en contra de

las fuerzas de interacciénm entre ellas, sin tener em cuenta el tra—

bajo Tealizado por las fuerzas entre cada carga del conjunto en la
interaccién de ésta con el resto del universc. Este trabajo, por la
forma como definimos el proceso, es mulo en la regién donde agrupa-
mos les cargas. Consistentemente elegimos el potvencizl en el infinito
como referencia: V(} = 0.

5i ahora traemos una segunda carga 4, @ la posicidn T, (fig.l3)
el trebajo ¥, requerido para trag
ladarla serd contrario sl que hace
el campo By =-VV; debido 2 la

presencia de la carga G en Ty :

7 3
W, = -ap aF . = *“ZJ";'VVP
ea
v, (5 =

=ap [ 4V = ap vy (Fp)

Voot
Luego, este trabajo resulta ser
igual a la energfa electrostdtica
de g, ea el potencial creado por
q en T, segin vimes en (1.32):

x
0V (F) = aprel o 22 -
]2 ) |r1‘1—"z| (28

Si hubiéramos fraiﬂu primero a, a T, y después g; = ?l, el
resultado habria sido el mismo, pues

Up = m Y (H) = q [T— =Uxn

i
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La cantidad Upp=Up TP ta la enersfa de interaccién en-
tre las cargas q ¥ ap« Bs el travajo realizado para traer a una
cualquiera de ellas en contre del sampo eléctrico creado por la ofra.
Notemos que, por la simetrfa, no depende del orden de llegada y, poT
ser V(%) una funcisn poencial, tampoco depende del camino recorri-
4o por cada carga Gesde el infinito.

51 trebajo adicional requerido pars traer una ftercera cargl dy

desde el infinito hasta la posicifn Ty serd (verificarlo):

Wy = a3 vy (Fy) + a3V, (F3) = Uy + Usp o

que es la suma de los {ravajos realizados en conira de los campos £,
y B,, igual o la suma de las energlas Us; de interaccién entre dqj
§ las cargas que la precedisron.

Por 1o tanto, el trabajo total para colocar las tres cargss dj
en sus posiciones Fj, aue representa ia energla potencial total de
esta configuracién, es

Uy = Wy + Wy=Upy ¢ (033 +B3p)
donde no Figuran térmizos de la forma Upy . Este tipo de término ro-
presentar{a le energia necesaria para reunir
qus totalizan el valor an d¢ la cerga nmeta del cuerp n-6simo. Esa
energfa depende de la estructura particular del ouerpo, aue nosotras
on en el infinito, Por otra parte, al su-

las cargas elementales

suponemos que ha sido "armad
poner que todas las cergas gy son puntugles estanos ignorando poT
completo cualouier efecto debido a sus estrusturss.

Para cuatro cargas serd

Wy = ag V1) * 9 Vo(F) +ag V(T = Ut Ugpt Ua3

= U Wy Wy o+ Wy = Uy * (Uyy +U3p) + (Ugn Ugp+Ugy) -

s f4cil ver que la enersfa potencial de T cargas 3
Wome [y p

. ]
Uy = 2 Z. Unn) = MZI Z o ValFp) = ZZ; quI VplF) 5

expresidn que podemos reescribir incluyendo fodas las veriaciones de

pares de subfndices, dividiendo por 2 parva no contar dos veces un
mismo término (ya que Upn= Up) ¥ excluyendo los términos con

m=n. Por ejemplo, para N=4 tememos:
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NN

1 1
Z Z Unp = > [(Ulz+013+U14) + (U + Up3+Ugy) +

Ty = ——
AP

+ (g + U5+ Ugy) + (Uyy+ 042*1143)] = Uy + (T3 +U3p) + (gum&mu)

que es la misma expresidén gque habiamos obtenido.

En general, podemos expresar la enmergfa total de interaccién de
N cargas como

.
v, =12 g -1
=

En esta expresié 7 i

presidn aparece [ V(F) = V(F)= ¥y (n A m)
que es el potencial en la posicién de la carga q_ debido a
otras carzas ds la configuracidn. ®

desumiendo, podemes expresar la (1.57) en cualauiera de las si-
guientes formas alternativas:’

H

(1.57)

Zodas las

(1.58)

DENSIDAD DE RNRRGIA ELECTROSTATICA

De las tres expresiones (1.58) la mds dtil es la segunda, que
podemos” aplicar a una dist¥ibucién continua de cargas que ocupan una
regién finita V(S) en el vacfo, con una densidad tal que &q=f£72:

ved D oy V(E) — Ll pmvm. s :
" (s

Esta integral se puede extender a todo el espacio ya que P=0 fuera

de  Y(S) , de manera que tal extensién implica s6lo sumar una inte—

gral mula, [at p V=0, que representa la contribucién a U debida

a la regién exterior a la superficie S . Luego,

U= %Jaz P V@ (1.60)

v
Por sl teorems de Gauss sebemos que pUF) =6 V.E (1.15).
Podemos reescribir el integrando en (1.59) empleando la 1dent)dad

]
(2.6) 7 1a velacién (1.18): 7, (vE) = v V. B+ E.UV = v 7.5~ 52 i

-
Iuegot v7.E - B2+ V. (VE)
& . ¥ la epergfe total toma la
forma
v = fi'ﬂ 52+ ? V. vH ,
m(s) £ 20

cuyo segundo término se puede reexpresar aplicando el teorema de la
divergencia (A.12) %

U= Z“fn B2 + %ﬁa‘s’.(vﬁ) (1.61)
(S s

Esta expresién s general y eauivale a la (1. 59), vélida para
cuslouier superficie cerzada S fimita. Si conocemos ¥ (F) en todo

el espacio podemos extender las integrales en (1.61) como hicimos al
obtener (1.60). Para una superficie esférica de radio infinito, cen-
trada en el interior Ge la configuracién, el médulo-de la segunda

integral toma la forma
anr?EY K
é B

donde hamos expresado a 45 = T° 2340 en funcién del 4ngulo sélido a2

lim

242
lim @ (F.B)v = lim Amkat _ g
o -

¥ hemos aproximado a EBp = F.E = kq/r? , V= kQ/r conservando

5610 los términos dominantes del desarrollo multipolar correspondien-
te 2 una configuracién finite de carga total Q# 0, vista desde un
punto de la superficie esférica, indefinidemente alejado. Segin vimos
en {(1.38) la distribucién finita se comporta como uns carga puntual

colocada en el origen (si Q=0 entonces V~r %, Er~r_3, ¥ el mddu-
10 de la integral se snwla como I 2para T —s o0 ).
En resumen,
(1.62)

Zsta integral opera sobre fodo el espacio. Para regiones limitadas
devemos emplear la expresisn (1.61).

£n condiciones electrostdticas podemes usar las formes alterne—
tivas (1.53-60) o bien las (1.61-62}, ya que el campo eléctrico ¥
sus fuentes {las cargas) se implicen mutuamente. Pera condicionmes va-
rinbles en el tiempo, cusndo debemos tener em cuenta la radiacién,
que entrafin transporte de emergls en el vacio con velocidad finita,
podenos considerar una regién ¥ que no contiene fuenses pero st
crmpos. En esa Tegién p = O sungue, en gemeral, § # 0.
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Faraday y Gespués Haxwell, definieron una densidad de emergfa
Su_ a1 2

Tesm=y &F

para sl vacfo, tal que cada regién XK.
con una energfa parcial

R (1.83)
{con o _ein carzas) contribuye

= ’{‘az Me @ la energla total debida
a una configuracién de fuentes dada. Bste punto de vista, que mo Te-
quiere conocer la densidad de carga f(?) , es el mds dtil para cal-
culer la energle de una configuracifa.

CORDUCTORRS IDRALRS

En los §tomos de los elementos metélicos algunos electromes estén
fuertemente ligados al ndcleo (los mds préximos), mientras que los mis
alejados pueden extraerse con facilidad, ys que sobre un electrén que
se mueve en una 6rbita exterior actda el campo eléctrico combinado del
nécleo positivo y de los electromes interiores. Estos producen una
fuerze repulsiva, de modo que el campo efectivo que actfe sobre un
electrén de yna 6rbita exterior es mucho menos intenso que el que ac—
+fia sobre otro préximo al micleo.

ELl némero de estos electrones débilmente iigados suele ser del

orden de uno o dos electronmes- por £tomo del metal. Estos electrones,

llamedos libres o de conduccién, se mueven con una velocidad media
nula, cuyo médulo medic es del orden de 2x10° m/s. En ausencia de

campo eléctrico en el imterior del metal, las direcciones de estos

movimientos fluctdan al azar, y los electrones se desplazan a disten-
ciss del orden de 5x1070m(es decir unos 1000 radios atémicos).

El resto del dtomo constituye un ion positivo formado por el md-
cleo y los electrones préximos (ligados), que también se mueve, aun-
que 1o hace con una amplitud mucho menor. Supondremos que los iones
estdn précticamente quietos, en posiciones de equilibrio ordenadas
formando 1o gue 1lamamos red cristalina.

Si el campo elécirico en el interior del metal no es nulo, los
electrones se mueven con cierta libertad a través de dicha red. Este
movimiento estd completamente restringido al alcanzar la superficie

exterior del metal, que retiene a los electromes como si fuera una
caja hermética.
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Todo material que posee cargas libres {no neceseriamente negati-
vas), capaces de moverse bajo 1a accidn de un campe eléctrico dentro
e cierias restricciones impuestas por la geometrfa, la estructura y
la composicién del material, se llama conducto Ademds de los meta-

Tes, muchos otros materiales sop buenos conductores. En las solueio-
nes 1{quidas de sales existen lomes positives y megaiivos cue <o mug
ven desordenadamente en ausencia de cempo eléctrice. Al aplicar un
campo satas cargas se mueven preferentsmente a lo lergo de 1as lineas
de campo, dando lugar a la descomposicién o glectrélisis del meterial.

Otros comductores no metdlicos son los plasmas (gases ionizados a muy
alta temperntura) donde los portadores de carge tembifn son los iones
y los electrones.

Gomo veremos, la temperature es una medide de la emergla cinéti-
e media de las particulas de un sistema. En un plasme esta emergfa
supsrs @ 1a energla coulombiana gue mantieme a los electrones ligados
= sus micleos. Las colisiones provocsn sl desprendimiento de. esod
lectrones y, i la temperstura es suficientementé elevada, 1 ioni~
zacién de los &tomos puede llegar a ser toval.

£n general whilizamos los electrolites y los plasmas fuers dek
equilibrio, con sus cergas en movimiento. En condiciones electrosté~
ticas s6lo mos referiremos a conductores ideales con sus cargas fn
squilibrio y en reposo, un estado aue se alcenza muy aproximadamente
en los metales a temperatura mormal.

CANPO ELECTRICO EN CONDUCTOERS EN EQUILIBRIO

hauf resefiarencs brevemente algunas propiedades importantes de
Jos conductores ideales en equilibric electrostdtico, la mayor parte
de las cuales son consecuencies inmediatas del teorema de Gauss (1.13)

vAlidas para un cuerpo de superficie exterior .

1) EL campo E_en el imterior de un conductor es nulo.

S o1 compe eléstrico en el interior mo s mulo, los electro-
nes 1ibres del conductor se moverdn hasta ocupar muevas posiciones e
equilibrio. El campo neto sobre un electrén libre, en esta nueva con-
4icidn, o5 la superposicifn del campo inicial no mulo phs ¢l campo
generado por todas las cargas dsl conductor, que imcluye &1 campo de—
bido a los electrones en sus muevas posiciones. Para todo electrén
imterior, que podsmos comsidsysT como una carga de pruebe; el estado



- T4 =

de equilibrio implica que §F = 8gF = 0 ==>F = 0. Como consecuen
cia, el interior del conductor es un volumen eguipotencial.

II) E es normel a la suverficie S del conductor.

En efecto, un elsctrén sobre S sélo puede moverse a lolargo
de esta superficie, ¥ 1o hard haste alcanzar una posicidn de equili-
brio en la cual sea nula la componente del cempo tangencial a S, o
sea que en el equilibrio Ey = 0. Iuego, sélo puede subsistir la com-
ponente normal y resulta

. (=28 y Fes,
siendo 7 el versor normal 2 la superficie exterior §.

1II) La superficie de un conductor es un eguipotencial.

En efecto, Ey = 0 =%.Yv=2,V=0, siendo £ cual-
quier versor tangente a S . Luego, para todo desplazamiento dFf = dr$
sobre S vale -

av = a¥.VvV= arf . Vv = 0 => v = const.(s)
1V) En_todo punto exterior muy préximo a § el campy_eldctrico

vale

{1.64)

donde § es la densidad superficial de carga sobre § . Apli-
cando el teorema de Causs a un cilindro e altura despreciable cuyo
eje es normal a §, una de cuyas bases
estd adentro y la otra afuera del con— (Ex0) N
ductor, resulta (fig. 14): €, n %4

ﬁaﬁ.ﬁ: MR Eray (). 0= 4B retl

=== B=0/¢,

cuya direccién y sentido fueron halla- A2
dos en (II). :

V) Toda 1a cargs neta estd en la superficie exterior §.

Aplicando el teoTema de Gauas (1.13) a tma superficie cerrada
arbitraria S’ totalmente interior, la carge encerrada por ésta debe
ser

a(s7) = Ej¥d§.§‘=o Y s'e s, pues E(M=0 Y Fcs.

Es decir que la carga neia en cualquier volumen totelmemte ocupado
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por el conductor es mula y tods la carga estd distribuida por la su-
perficie exterior §, donde podemos definir una densidad U, .

5i el conductor es hueco (fig.15)
Hase=4 15
s

y no hay cargas en la cavidad emcerra-
da, s6lo habrd carga en la superficie
exterior §. La carga y el campo B en
todo punto interior serdn nulos, inde-
pendientemente de las cargas exteriores
(en esto se basa el blindaje electros-
t4%ico, que trataremos enseguida).
Si en la cavidad hay una carga

neta g s 0, debe inducirse una densi-
dad O en la superficis interior Sy
tal que el flujo eléctrico a través de
toda superficie §7 (fig. 13) resulte
mulo, o see:

ﬁg.ﬁzq»f @ r1=o=ﬁ”
s s, 5,

Si el condiTEGT hueco estabas inicialmente aislado, al inducir-
se U, sobre la superficie interior §;, debe inducirse wna densi-
dad T, cobre la superficie exterier §, y la carga total alll debe

aumentar en +4q . Vemos gue una chapa conductors afsla sl interior
de eila con respecto a los campos de fuentes exteriores, pero no afs-
1a al exterior de los efectos de uma carga interior.
VI) Bfectc de puntas.
El campo eléctrico es més intenso enm las regiones de mayor

curvatura de un conmductor (puntas). Consideremos un conductor con la
forma dada en la fig. 16. En primera

aproximacién, el potencial V(¥) en
puntos muy préximos a la superficie
$ no debe diferir précticamente del
potencial gemerado por un casquete es—
férico de radio igval al radio R; d¢
curvatura de la superficie cerce del
punto ¥ (i=1,2), y& que la contri-

bucisn a este potencial
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proviene de las cargas més préximas a cada punto campo.
Asf, en ¥ muy préxime a la regién de radio B) las fuentes mds
cercanas tienen una densidad superficial de carga!By y ocupan un drea
efectiva AS) = BIAN (A s el fngulo s6lido del drea efsctiva
vista desde el cemtro de curvatura 0y, fiz. 16) . Andlogamente, en T
las fuentes del potencial tienmen usa densided b, yestdn localizadas
en un drea efectiva AS,= RSAS, .
Luego, los potenciales respectivos valen
5, As.
A Lk AN B R V(T = kAR, R,
Ry
con ARy =AQ, .Pero T y F, estén muy cerca de S, aque €5
une superficie equipotencial, como vimos, de modo que

VR x

V(F) & v(F) == Gn = 0B,

2
¥, teniendo en cuenta la relacién (1.64), resulta By/B, = 0;/5,
SO T
2 02 B

Si el radio de curvatura B en una regién de la superficie del
conductor es muy pequefio, como ccurre en una punta, el campo E cerca
de esa regién es muy intenso. Bllo nos provee un método pare producir
campos elfctricos miy elevados.

TRNSION ELECTROSTATICA

Les cargas macroscépicas (metas) de regiones muy préximas sobre
la superficie S de un conductor tienen igual signo y, por lo fanto,
las fuerzas entre ellas son repulsivas. En particular, un elemento dS
no s6l¢ interactia con las fuentes exteriores al conductor, sino que
también lo hace con el resto del mismo. Para estimar las fuerzas de
interaccidn aplicaremos el principio de superposicién y caloularemos
el campo eléctrico E en el centro de un clemento de superficie dS .

Sean dos puntos & y B muy préximos al elemento &S, uno aden-
tro y el otro afuera del conductor (fig. 17). Segin (1.64), el cam-
po en A es igual a (V/€) R . Por otra parte, como B es interior,
el campo 211f es rulo, de modo que podemos expresar:

e
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ECAT AEARY GV

§’=%S

B = B (Fy) + BT = ©
(1.65)

slendo dB(F) 1la contribuciln al
campo E(?) debida a la carga en
6l elemento 45 , y E, la con-
tribucién del resto del conductor.

Por otra parte, es fdeil ver
{fig. 17) que el campo 2 ambos la-
dos de un disco cargade sélo difie-

ro en sl signo, o sem gue

Luego, de (1.65) resulta .
[ (1.66)
¢ 2 26,
relaciones que expresan: el campo gobre un elemento de superficie
r este elemento y la mitad del cempo

cargado, el campo gemeTedo DO
en un punto exterior, respectivamente.
Entonces, la faerza que ejerce el resto del conductor sobre la
carga dq = U aS serd N .
5 s 0
=g E, =——as8=—d
i AT 28
3 1a fuerze totel sobre la superficis del conductor vale

.l [[@er c2([Ee?.
26, )5 R
Seta fuerza equivale a uns tensién mormsl sobre la superficie
R S L eg? (1.67)
as 26, 2

HRTODO DE THAGRNES

Gomocer las superficies equipotenciales nos ayuds a resolver
un provlems slectrostdtico. Como vimos, lw saperficie de un conduc~
4or en equilibrio es precisamente equipotencial, de menera que como-
cor au potencisl equivale a cumplir la condicién de Diriehiet para
resolver la ecuaclén ds Polsson. Veremos cdmo utilizar esta propieded
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ée los conductores para celcular el potemeisl ¥(¥) .

Sea una carga puntual q y un conductor plano indefinido T co-
nectado g tierra (fig. 18), de modo que V(T) =
ubicado 2 la derechs del plano conoce-
mos el potencial (V=0) en todo punte
de una superficie cerrads S que in-
cluye al plano T y se cierra por el

0. Bn el semiespacio

infinite (podemos imaginar esta super
ficie como wna safera de radio 3 ubi
cada a clerta distancia de la cerga q;
si hacemos tender R a infinito mamte
niendo fija ess distancia, la regién

de S préxima a g se convierte en el
plano ).

Ademfls conocemos  p (¥) en todo
punto interior 2 la supsrficie §:
f(;){:: 0 si ia 7,

#0 en ¥, , siendo Jd‘(P = q cuando integramos sobre cusl—
uier regidn que contenga a la carga puntual.

En consecuencia, ¢l potencial V(¥) serd una solucién nica de
la ecuacin de Poisson (1.52) en el interior de la superficie corrada
S, pues satisface la condicidn de Dirichlet sobre esta superficie,

Ahora nos plantearemos un problema diferente:
cial V'(¥) generado por dos cargas punbusles:

F, ¥ otra contraria -q ubicada en T, en una posicién simétrica
con respecto al plano T , donde ahora suponemos que no hay ringén
conductor (fig. 18). EL potencial V' se caleula fdcilmente:

caleular el poten—
una de valor +q en

Vi = ke ClE-m | w7 | (1.69)

Bs evidente que V' se anula en todo punto del plano T , pues alif

[F-F = [F-f | == vm-o
¥y 1o mismo sucede en el infinito, de modo aue V(F) =

La unicidad de la solucidn de la ec.

0 ¢yTFes.
de Poisson nos garantiza
en_el interfor 2 § (en el semiespacio que contiene a q,
las densidades de carga de los dos problemas,
son

que donde

con ¥ sin conductor,
idénticas en todo punto) debe verificarse que V{¥} = V().
Luego, el potencial buscado estd dado por la expresién (1.68).
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Por supuesto que con estos datos.no podemos decir nade snh:re 21 po-
tencial V(F) en el semiespacio a la 1zqu1exjda del plano T .

Segin vimos en (V) la carga total inducida em el plano T por
1a presencia de la carga puntusl q fremte a €1, debe ser igusl a
_ 4. Parc verle -proponemos el siguiente:

: Calcular por derivacién directa el campe B = -V V en
todo punto del plano T y, aplicando la relacidn (1.64),

expresar la densidad superficial F(F) en el planc. Verificar que,

en coordenszdas cilfndricas con T, = -T_ = a%:

-q s

27 (R2+a%)Y2

¥ que la carga total sobre el plane es. qp = //"as F(R) = =g .

Luego, verificaer que le fuerza de atraccidn entre la carga q ¥ el

plano T resulta ser la misma que hebrfa entre +q en EA
2

en i B = -ko¥4s.

T =6 (R)

La carga -q se Llame izegen de g con respecto al plano .
£1 método se puede extender a numerosas distribuciones de cargas,
siempre que podamos separar a éstas en dos grupos: las exteriores o
una superficie cerrada y las interiores a la misma. .

Por ejemplo, si tenemos un conjunto de cargas qy ubicada

7 =1,2 ... N), tales que el potencial que ellas gene-
e e oo | ficie S gue comiiene
ran toma el valor consiante V, sobre una superficie S g onsiene
a slgunas de dichas carges, emtonces el potencial e todo pun e
rior p uns_chapa conduchorn con la forma de § comectada a un poben

cinl V,estd dado por lm gxpresién
P —
VIR -k ) a|F-F|Tt ¥ Fes

= .

i imdg a3 erio-

Las cargas exteriores forman un sistema de imdgenes de las infer -

. ] i en este
res con respecto a la superficie §, y viceversa. Como vemos en

= e 12 superficie cerrada.
ejemplo, mo es necesario que V=0 sobre la sup

Eiercicig: Verificer oue la imagen
e une corea q situada
2 unn distoncis ¢ del centro O e
una esfera conductora S de radic
& conectada a tierra (fig. 19), es
1o corgn ‘= (-a/c)q ubicada a
una distancia b = aZc del cembro.

i
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Pare ello comprobar que:
i) V=0 s=sobre S.

11) = demsidad de cargas imdgenes = —9-
4me (a%+c?-2ac cos o)%

iii) F = fuerza entre q y la esfera = -kacgq?(c?-a?)"?

CONDUCTORRS RXTERSO!

RRLACTON BN?PHE POTRNCIALES Y CARGAS

Consideremos un conjunto de M conductores cargados extensos
(fig. 20). Supondremos que la redistribucidén de cargas se ha comple-
tado en cade uno de ellos, de modo que se ha alcanzado un équilibric
electrostdtico donde le denmsidad superficial del conductor £-ésimo
es B ¥ su potencial constante es V, (i=1,2, ).
Dividiremos les ¥ super—
ficies en un total de H ele-

Qe

mentos §5; cuyss cargas lla-
maremos q; = [ () §5; con o)
i=21,2,...05 K .

Bl potencial em la posi-
cidn F; de le carga q; ,
genersdo por las (N-1) car-

gae restantes es _ )
g .
£)=y —91
Vi) ilf-?l *BZpu»qJ (1=1,2,...M (1.69)
i i B! 3 .

donde los coeficientes L

By son puramente geométri~
Pii .

Las W expresiones (1.69) se pueden interpretar como un asistema
de ecuaciones lineales que dan los N potenciales en los elementos
de superficie de los conductores en funcién de las cergas de los de-
mds elementos de toda la configuracién. Bste sistema Iineal puede in-
vertirse, escribiendo las cargas en funcién de los potenciales:

qk=Zbkj v(fJ) (k=1,2,...F) (1.70)
donde [hkj] es s matriz inverse de [pyy], ambas de Nx¥, tales que
b, i3
z 1 PeiT %4

cos y. por definicién,

La crrga total del conductor {-ésimo es la suma de las
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cargas puntuales gy = b, (F) §3, ubicadas sobre la superficie S,

Sumando las g, eobrs tode el condustor, con sus expresiones dedas

en (1.70) obtenemos su carga total

e = Z Z by g V(Fy) . (1.71)
58, k3
Perc los dnicos valores que puede tomar el potencial V(¥) sobre los

conductorss son los Vg =¥y, Vp, «-» Vo Esto significa que en el
desarrollc de la expresién (1.71) apareceidn términos gue tendrén co-

qQ =

mo factor comin a Vi, Vp, etc. Agrupendo todos los términos oue con-
sienen al potencial ¥y, lamemos G, =2l factor de Vy ; enflogamente
todos los términos que contienen a V, se pueden reunir em un dnico
término €V, ¢ 10 cue tiemen a Vy dan un término CpyVyi ete.

e decir que podemos expresar la carga G, como una combimaciém li-
nesl de sélo M términos, cada umo conteniendo a un potenciel Ty :

(L=1,2,...1) (1.72)

Eetas M ecuaciones lineales relacionan cada una de les carges
totales de los conductorss con los M potenciales. Podemos formar un
vector columna § con las M cargas y otro vector ¥ con 1os H po-
tenciales, que reswltarfn Telacionados por la matriz de coeficientes

C=[C1j],da!ﬂxm: _

=TV .

Ilamando F2 8°! a la metriz inversa de C vale la relacién
w

T=507 = "v.—,_z,,“m‘lm (e=1,2,...4) (1.73)
que express a cada potenciel como combinacisn linexl de las cargas.

Cualquiera de los sistemas limeales (1.72-73) es igualmente til
para describir un sistema de conductores extensos em condiciomes eleg
trostiticas. Las propiedades mds interesantes de los coeficientes en
estas ecuaciones son las siguientes:

) Los coeficientes Gy, mo dependen de las cargas votales Qp
ni de las densidades Uy de los comductores, gino sélo de la geome-
Srfa del sistema. Ello es asi porque los coeficientes pyj en (1.69)
-y por Lo tanto los by em (1.70) - sélo contienen informacién so-
bre las distanciss relativas |Fj - Fyl entre los elementos de carga
en todos los conductores. Si no variamos estas distancias, es decir
que no modificamos la geometrfa de la distrivucidn, los coefisientes
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Cy, sSerdn los mismos para un conjunto de valores de las cargzas tota-
les {Q} aque para otro conjunto muy distiato {Q¢] - Esto tiene con
secuencias importantes, como veremos. .

b) Si loe conductores estén inmersos en un médic aislante tenue,
para el cual se cumple la ley de Coulomd en la forma (1.3) con una
permitividad €= Xg,, es fAcil ver que los coeficientes halladoes son
proporcionales a & , pues

p‘1j~k=(4’ns)'l~ el en (1.69)
== ~& en (1.70). En consecuencia, como los coeficientes Com
son simplemente sumas algebraicas de los by em (1.71), resulta

(1.74)

Esta proporcionalidad se deduce inmediatamente de la ley de Coulomb
para el case de un solc conductor (M=1), ya que

o o
v(F) = /]ﬂs I,—;—l = vls—c1 == o ~E,
1

lo que fue demostrado experimentalmente por Cavendish y por Paraday.
Es decir que los coeficientes C,, también dependen del medio aue
rodea a los conductores.

Los coeficientes con dos fndices iguales se indican como Gy, = G

¥ se llaman coeficientes de capacidad. Los C,; con ©# m se deno

minan goeficientes de induccidn.

n

SIMETRTA DE LOS CORPICTENTRS DE INDUCCION

&1 potencial en el punto F del conductor j-ésimo, generado por
todas las cargas de una distribucién se puede expresar como en (1.69),
agrupendo todas las contribuciones de un miemo cuerpo en wma integral:

- - ()
Vi) = €2 | ase B
T,

donde S; es la superficie del conductor i-6simo, cuye densidad de
carga’ es 6‘1(?‘) + La sumatoria incluye la contribucién de las cargas
de la misma superficie 54 donde se encuentrs el punto campo . El
potencial toma el mismo valor V. sobre toda esta superficie.
Eapleando esta misma notaciSn expresamos la carga total de Sy

i
i

- 83 -

= ffds(?) 3
3

Consideremos un cambio en la distribucién de las cargas y en

9

sus valores toteles conservando la yaometr!_;} de la configuracién, es
decir sin mo@ificar las superficies ni sus posiciomes relatives. Su-
pongamos que la nueva distribucidn tiene cargas totales Uy , densi-
dades b, y potenciales dados por:

. - B
Z//ds(?’ el I) P ffem Te .
5\ 8

i

i
Multiplicando q; (de la segunda configuracién) por V; (ae
la primera) tenemos£

() T®
kZ as(®) a5(F) ;Aﬂ (1.75)

= f7-7

s,

donde podemos intercambiar libremente ol orden de integraciém, ya

aque R B
vj//as(;) =//a5(?) Vi » pues Vj(F)=const. {Fes; -
s, o) .

3
Sumando las {1. 75) sobre =1,2,... B obienemos

- ARG
D Eyy - x Z ﬁﬂs(f) asten) i (1.76)
£ W

Andlogamente, podemos formar los productos de las carges Qy

(de 1la primera configuracién) por los potenciales Vy (de la segun-
da) y sumarlos, obteniendo una expresién cuyo segundo miembro es
idéntico al de (1.76), ya que las variables de integracién (¥, )
pueden intercambiarse libremente (verificarlo). Bm consecuencia,
hemos demostrado que
(1.77)

Este teorema de reciprocidad (debido a Green) permite deducir
fécilmente la simstrfa de los coeficientes de induceién Cpp .« Para
verlo partimos del sistema linesl

Vo= A8

A "~ (2o1,2,.0.80) (1.73)
=

‘n

Imaginemos ahora dos distribuciones reciprocas de cergas, s
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decir que tengen la misma geometria y, por lo tanto, los mismos coefi
cientes. Bn la primera distribucién supondremos que %todos los conduc-
tores tienen carga total pula excepto el {-&simo, cuya carga es Qs
de modo que
Q= bne Q-
Luego, segin (1.73) los potenciales valen

Vo= = =

P Z‘pn % Z.\Apn Sne @ Ao 8 ’
¥a que el wnico término no nulo de la suma es el que tieme n={¢ .

En la segunda distribucién supondremos que le tnica carga no nula
es la del conductor m-ésimo, o sea que

Q=60 :‘E=ZAsr6r=Z,\srém q.

sm

Para estas dos configuraciomes las sumatorias em (1.77) dan:
»
v, -
Z %3 V3

5
v 2Ty m 2 (8 Qg = e

2 (S Dlag @) = 4,0 T

las cuales, por el teorema de reciprocidad, son iguales. Luego

All‘l.l = Aml
¥, como C es la matriz inversa de X, la matriz de los coeficientes
e induccién también debe ser simdtrica:

(1.78)

CORFICIERTES DR CAPACIDAD Y DE_TRDUCCION

Parz apreciar la importancia de estos coeficientes para describir
las propiedades de los conductores extensos veremos algunos ejemplos,
por H=1 y

sucesivamente el mimero de conduc-
tores.

¥=1) Undnico conductor con Q) = G ¥y .

51 Q) >0, entances V;>0==3C)>0. En gemeral C, =C,>0,
es decir que 1os coeficientes de capecided son positives. —

-85«

¥=2) Supongamos que wno de los

conductores estd consctado 24
e tierra, es decir a otro conduc— . Q>0
tor que tiene un mimero imdefimi- v

Gamente grande de cargas libres,
cuyo potencial elegimos como O,
de mode que V, = O (fig. 21) ¥ Q,<0
el otro conductor estd aislado ¥

‘tiene una carga total Q1> 0. %En-
tonces se inducird en 5, uma car- )
ge @e signo comtrario Qu<0, o 3 <o
sen que

9y = € Vi+ CppVp = Cpp V1 <0

=== 0, <0  (los coeficientes de induccién pueden ser mega—
#ivos).
H=3) Supongamos que S estf aislado, y gue 5, es hueco y estd
conectado a tierra, conmteniendo en su interior a wn tercer
conductor 83 (fig. 22) » Inicialmente tomemos Qy = 0 de modo gue,
como ya hemos visto en el caso (V), fig. 15, se verifica:

¥ las ecuaciones (1.72) toman la forma:

Vy=Vp=0

Q=07
9 =Cn¥y
Q3 =03V
Uy 0 = Cp3=Cy=0 .

s donde

Vemos que el coeficiente de
induccién entre dos conducto-
res blindedos entre si por wna

superfici conectan
éa a vierra ee nulo. Aaf se logra el blindaje electrostdtico de una
regién, en este caso el imtsTior del conductor hueco S,. Em este
principio se basan las janlgs de Paraday empleadas en los laborato-
rios, que son cdmaras cerradas construidas con und malla metdlica
4 trame compacta, que impiden que loa campos eléctricos geneTados
en el oxterior pemstren al imterior de las mismas.
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. Ahora supongamos que Qi+ 0. Enfonces, segin vimos en la fig.
5 @ = Q.+ Qp , donde 1a carga en la superficie interior S
e = -

5 Q= -Q3, ¥ Qp ©9 la carga en la superficie exterior S, .
Ahora las relacionmes (1.72) se expresan como: 2

Q=03 vy
QZ = 012 Vl + 023 ‘l2
Q3 = ¢33 V3 - En ¢sta hemos tenido en cuenta que G;;=0

como lo probamos mds arriba. El coeficiente sigue siendo mulo poroue

su valor no varid 21 eambizr 3, ya que la geometrfa del sistems no
ha cambiado.
qh:cnvj Y Q= Gy,

2e 1 N
Para comproberlo basta con conectar a tierra per separadg al cofxﬂulctmr
EN (cmtx Vy# 0), o bien el S3 (con V; % 0). Tenisndo en cuenta estas
expresiones (verificarlas) resulta:

Por otra parte, es evidente gue

Qo3 +Q3 = (C53+C33) Va= 0

de donde obtenemos:

(1.79)

Unidades: De (1.72) resulta (0] = [@1/(v]) = ¢ v} =pPareaic = 7

de donde  [e1= [02)/(0? ¥1= [0%)/ (12 (@ W)= (Q/V1) = (/1] = F/m .

CONDENSADOR

Un sistema de conductores como el par 2/} recidn analizado, donde
uno rodes totalvente al otro (fig de menera vale la relec:
23}, nera
: X aue vale lacién

se o cavaciter.
Se lo represent como se indica al
pie de la fig. 23.

La carga Q_y la capscided C
del condensador son las del conductor
o placa interier, siendo

%+ Qpy= 0.

Para este par de conductores log relaciones (1.72) toman l= forma

|
|
|
|
i
I
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Q=Q = -0y = CauVq * CapVy + ZC“vn

donds, si el efecto de blindaje es eficiente,” C,y = 0 Y conductor

5, exterior. 5l tercer término tanbién se anula cuando los deads

conductores cargados se encuentren suficientemente alejadeg; en caso

contrario, si debemos retener este término, el comportamiento del

condensador es mds complicado que el que se describe aguf.
Defimiendo C = Co = ~Cyy Tesulta

e (v, cAv (1.80)

La energia del condensador se calcula como en (1.58):

"-%Z%"x PR A Joas 2 q1)=%(qsva+qbvb),
5o 2 EN s

2
L2 (1.8
2 ¢

donde Qg = -Qp = O ==

U= gAV
B

La fuerza emtre las placas de un condensador cargado, matural-
mente atractiva, puede hallarae directamente a partir de (1.67):

=[/a‘§p:ﬁ//d§zz donde B = 5/ ee el campo
EN 2 s,

en un punto ubicado entre las placas, muy préximo e una de ellas.
En casos de cierta simetrfa, como el de un condensador de placas pa-

2

ralelas indefinidas separadas por una distancie d , podemos calou~
lar 1a fuerza emtre las placas fécilmente, ya que

N 2
Av=xs=p=#;‘, (1.82)
24

siendo A»d? el drea de cada placa. Esto permite comsiruir un vol
timetro primitivo, ya que si medimos la fuerza F podemos comocer

Av=a\2r/es  (principio del electrémetro absoluto de Kelvin)

ENERGIA Y FURRZAS BN UN CONDENSADOR: VOLIIMRTROS BLECTROSTATICOS

Le sxpresién (1.82) es un caso muy particular de la fuerza enire
conductores cargados. Hay dos tipos interssantes de conexién de las
placas de un condensador para los que calcularemos le fuerza entre
ellas.
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) Procesos a carge constente: Som los que tienen lugar cuande las
places del condensador estén aisladas de todo conductor extermo,

e modo que Sus cargas mo varfan. :
Imaginemos que unz de las placas realiza un pequefic desplaza-
miento virtuel §F de componmentes Sx; . Bste dard lugar a uma va-

Tiacién §U en la energfa electrostdtics, que podemos expresar me
diante la tercera expresidn (1.81):

2

1 2¢c 121 18

LR R {C SIS L SR T . o T
2 c 2 c ) 2 ¢

Tuego, la componente i~ésima de la fuerza entre las plecas serd

$0 1 9% 2
-SL_ 1l

(1.83)
5 2 % ax

b) Conexidn a_potenciel constanie:

Se realiza las placas
el condsnsador 2 los terminales de wna fuente externa de emergfa
(tal como una pila ¢ una baterfa) que mantiene una diferencis de
potencial fija entre las placas, independientemente de lo que co-
nectemos entre ellas. La fuente externa provee la carga adicional
que se reouiere para mantener AV = const. cuando se desplazan las
placas, elterando la geometrfa del sistema.

En efecto, un desplazemiento §¥ produce una variacién §C en
la capecidad del condensador. Segin (1.80) AV = const. == §Q 4 0.
A1 producirse este desplazamiento, empleando la primera expresién
(1.81) vemos que 1z energia potencial del condensador debe variar em

su, —; sQv (1.84)

Pero la fuente externa debe entregar una carga §Q a un potencial
AV, 1o que significa ceder una energfa
Ugpy = - SQAV.

Se ve que (1.84) representa ls mitad de la energle cedida por la
fuente externa que se destina ¢ aumentar la energfa electrosiftice
del condensador. EL Testo de la energfa externe se emples en el tro-
bajo mecdnico realizado nl mover las cargas. La variacién neta de
la energla total U, es

1 -
§U; = §U_+ §U . = —?&QA‘J = - &U,

v la componente F; de la fuerza entre las placas resulta ser

2 Av?. Les)
a}:l

[
[Cd

Es evidente gue las expresiones (1.83) y (1.85) de la fuerzn
P. entre las placas del condensador coinciden, como ers de esperar,
y: que representan la misua cantided f{sica en condiciones electfosA
44ticas, en las cue a igual potencial la corga @ estd unfvocemente
determinade por la relacién (1.80). Notemos gue siempre vale la re-
lacién entre la fuerza y la emergfa totel de un sistemz aislado
(py = -3;0¢), pevo al considerar solamente uns parte dQ sistema,
como hicimos con el condensador en el caso (b), se obtiene la re-
lacién Fy = + 90, que 6s caracterfstica de los procesos realiza-

dos a potencial constante (ver, p.ej el Cep. ITI).

Eiercicig: Verificar (1.82) empleando la (1.83) 6 1z (1.85).

E1 voltfmebro electrostdtico se parece a un condensador Varia-
ble (fig. 24). La placa mévil Py lleva une aguja indicadora ado-
sada y esté soldeds = una espiral
eldstica cuyo momento {cupla recy 24
peradora) con respecto el punto O
es .

M, = =TG- (1.86)

Dada 1o simetrfe del sistemn
es f4cil ver gque no puede haber
movimientos segin R (radizles) ni
normales al planc de la escala (se
gin z), de modo que en coordenadas
cilfndricas la energia sélo puede
depender del dngulo ¢ de defle-

xién de la aguja:
U=ulp).

Es fécil ver gue la fuerza i)
e atraccibn entre les placas tenderd a mover a Py (Pp estd fija
en lz direccién de ¢ creciente. Para calcular la cupla respectiva

desarrollemos el diferencial de la epergle teniendo om cuenta que

ex/3g = ~Rseng=-7 i 3y/ag= Roosg=x . Tuego, Fa-VO =7

T 2 U By = (- - (-7, ) (x) &
au:%dcf:(g‘xfé’fay a?)d‘f (=7 y) e =7y i
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== U= (yF, - xFy) d¢ = ~(xPy - ¥Fy) ﬂ‘f’ -, d(r

donde M, = x?y-yP; es la componente normal ol plano (x,y) del
momento de le Tuerza eléctrica W = FxF irespecto del origen 0.

Podemos expresar la energfe totel del sistema en funcién de la
energfa electrostdtica del voltfmetro, que llamaremos nuevamente Ue s
en dos formas @istintas que corresponden a las dos comexiones posi-
bles del instrumento. Ya vimos oue 2 un desplazamiento relativo de
las placas corresponde una variacién U = L §U , con el signo (+)
parz un desplazamiento a carga constante y el (-) cuando las placas
se mueven a potencial constante. Luego, vale la relacién general

M, = F A /ag. (1.87)

Normelmente 2l medir,una de las placas del imstrumento, p.cj.
la 4, estd conectada al potencial de referencia (a tierra o a un
terminal de una fuente de potenciall. 5i se conecte la otra placa a
un conductor cuyo potencial queremos medir, haciendo un contacto muy
breve y retirdndolo, de modo que el movimiento subsiguiente de las
placas se realice a_carga constapte, sctusrd una cupla

H, = - U,/ ag = (%202 ao/ag

que pare ln deflexién de eauilibrio serd compensada por la cupla elds
tica (1.86), de modo que =111 resulta
Qo= (@%/27¢7) ac/ag = (1/27) (ac/aq)av?.  (1.88)

Los factores oue acompafian al potencial AV sélo incluyen constan-
tes del instrumento aue, en gemeral, no se caloulan sino que se ca-
libra la escale & empleando potenciales conocidos. Notemos que la
deflexién (e tiene el mismo sentido para potenciales AV de cual-
auier signo, pues ¢ AVZ, lo cuel permite medir potenciales alter-
nos (que cambian de signo peridicamente).

Si conectamos la place B al conductor y mantenemos el potencial
constante, la cupla (1.87) vale

o« + QU /ag :—Jé-(dc/d‘f)sz‘

En el equilibrio resulta la misma deflexién obtenida en {1.88), como

puede verificarse de inmediato. Como ers de esperar, la cupla sobre la
placa Py
de cargas.

es independiente de cémo se construye la configuracidn

*CONEXICHI

-9l -

SINPLES_DE CONLENSADORE;

Hry forars sencillos de comectar entre s varios condensadores

e modo de obtener diversos velores de la capacidad con unos pocos
poree Ge conductorss. intre ins conexiones més Gtiles figuran las
siruientes: N

») Conexidn on serie

Imaginemos N+ 1 placas forman
do N condensadores, de ando que
s6lo esté cergedo el conductor mis
interior de 1o configur-sida, o

sens
!

§e1=0 -
Luego, las c2rgns interiores de
los conductores serfn todrs igun-
les ¢ =@, y les corgas sobre ns
superficies gxteriores veldrén Q,
como vimos en le fig. 15.

icie exterior del
relacién (1.80):

¥are cads condensndor, formode por 1a surer

conductor S; y le interior del S,

vale 1.
Q= C AV = 0 (V- vy ) coni=1,2,...N.

il condengrdor formndo por el conduckor més interior y la su-
verfic

interior del conductor mds exverior Sy ) tendrd una dife-
rencin de potencinl entre places:

AV = g =y = (V=) + (Y

donde ¢ndn

V3d e Oy = V) (= V)
uno de los perétesis es igunl n Q/C;, sesin vimos.

Luesp, 1o capacidad enuivalente de este condensndor serd el cociente
entre 1o cnren Q en su conductor interior y la AV recién caleulada:

¢ (1.89)

I S S
av - Feey) ch;l

valor €y se denomina capacidad equivalente gepie. Bs fhcil
nr <o .
verificor ous Co<0y Y 1

b) Gone

£i6n en maralelo (fig. 26}

supongamos N condensadores conectados entre los dos conductores
a y b, con AV =V, -V, . Cada par de placas tendrd una carga
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Q; aque dependerd de su capacidad o, ,
pero todos tendrén la misma diferencia
de potencial AV . Luego, la carga to-
tal serd la suma de las Q; = Gy AV
(1=1,2,+..K) ¢

Q= gciAv = AV;Z 5.

El condensador formado por los con-
ductores & y b bendrd unz capacidad
equivalente C, AV = 2 ¢

T
Sy VA ¢3>Cy ¥i o (1.90)

¢) Equivalencia estrella-tridnsulo (fig. 27)

La conexién superior de la fig. 27 se denominz fringulo ¥ la in-
ferior, gstrella. Le diferencia de potencial es la misma para cada
par de terminales de ambas conexionas (p.ej.AV, = AV,) ¥ las
cargas totales de los conductores numerados son respectivamente igua-
les =i se verifican las siguientes relaciones de equivalencia:

of = (603)°/ey + 0pv0y)® 2
o = (6561)%/(C v Cau €3)° C;A 21
c§ = (clca)e/_(c)_;»cz+c3)e N j

-t 3

.
CA
2 2
. /ot
Cy = (CyCon cz<:j+c301) /c1 ’ch
X
€5 = (6 CprCyCyacy o )t/et
¢
e c 1/t
3 = (0, 0,+ €054 C5Cy) /c3 /\ /\
i
(1.90) A

En estas relaciones (%) indica todos los valores que correspon-
den 2 la conexién tridngulo, (e) corresponde a las capacidades de la
conexidn estrella.

o sus inversas: L

n,

Bjercicio: Demostrar las relaciones de equivalencia (1.91).
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DISLECPRICOS

Cusndo todos 108 electrones de un meterial estdn fuertemente 1i
gados @ sus nicleos, de modo que no hay movimiento de cargas libres
en presencia de un campo ¥, se dice que el matertal es un gislador
o aieléctrico. La cerga neta que aparsce en un elemento 45 de la
superficie de un dieléctrico sélido al frotarlo, no se distrivwye sg
pre el cuerpo (como ocurrirfz en un conductor), sino que permanece
localizeda en el mismo 45 .

51 aplicamos wn cempo eidctrisc ¥, las carges positives (en los
nicleos de los 4tomos) y las negativas {en los electrones) de un die-
1éctrico, muituamente ligadas e cada 4tomo o molécula, se desplazan
on sentidos opuestos a partir de sus posicionss de equilidrio, con-
ua divylo. Bste =fecto se llama polari-

virtiendo a cada moléculs e
sacién: cada elementc de volumea 5T, jque contiene un ndmerc enorme
de estos dipolos microscéiicos, tendrd wn momento dipolar neto

5% = § F, » domde F, es ¢l momemto dipoler de cada waa de las mo-
1€culas del elemento. Como consecuencin ds le 2xistencia de un momen-
4o neto no milo, el campo eléctrico en el imterior del aislador, £,
difiere del campo B, que exisiiria ca vaclo (en ausencia del mate-

rial} para el mismo conjunto de¢ fuentes.

La polarizacién as un fendm

20 complejo que ofrece muchas va~
£tropg o anisftropo. En el

primer cago el campo § @n el disléctrice tieme la misma direceidn
que tenarfa ¥, en el vacio, sisapre ¢
con y sin dieléctrico. Bn un medic anisdtropo el éngulo entTe v
£ aepende de la direccin dsl campo: sl medio exhibe direcciones
privilegiadas. Sstas suelen coincidir con los eies pringiveles de la
estructura cristalina en los dieléctricos sélidos.

Cada dipolo puede temer un momento Py mAs o menmos imtenso. Si
en ausencia de campo exterior los momentos dipolsres individuales

riantes. Bl medio disldchrice pusde ser 3

e las fuentes sean lag mismas

§, son despreciavles, de modo que s6lo aparecen cuando se aplica un
campo eléctrico, el dipolo ¢s imducido. Bste tipo de dipolo es carac—
métricas (como lus de los gasas ra-

terfstico de las moléculas mds
ros, p.ej.). Si, por el contrario, el momento dipolar Fy de cada mo-

l4cula es apreciable aun cuando el campo aplicado ses mulo, el dipole
cs permonents. Las molfculas con momento dipolar permanente se deno-
minan polares; son fuertemente esimétricas (p.ej.: C1H, H0,ebc.).



~ 94 -

Cuando se observa un dieléctrico de este tipo en musencia de
campo eléctrico, el momento dipolar neto en un elemento de volumen
resulta ser nulg. Ello es consecuencia de la distribucidn sleatoric
de las direcciones y sentidos de los momentos individuales Fa -
Bsta condicién aleatoria se puede deber a las colisiomes (en los ga-
ses), a las vibraciones (en los sélidos), etc.

Definimos una cantidad llamada polarizacidn, igual a la densi-
dad de momento dipolar neto por unidad de volumen:

By Xi;:—) (1.92)

donde  §F(F) es el momento dipolar sléctrico neto definido mis arri
ba, medido para un elemento de volumen &7 ubicado en la posicién F.
La variacidn de B, con la posicién estd Gefinida, en general, por la
intensidad del campo eléctrico en cada punto.

‘;:

Para ver que el campo B enm el die-
léctrico es menos intenso que ol que he—
brfa en vacio (E,), recordsmos que sobre
ua dipelo (fig. 28) actda una cupla

Hy=Fy x ¥ (ver 1.47)
que tiende 2 alinearlo con ¥ . La compo-
nente del campo Ey creado por loa dipolos
en la direccién del campo aplicado es
antivaralela a €ste (tiene sentido opues
to, como se Ve en las fig. 9 y 28). Las
otras componentes se cancelan con las
contribuciones de los dipolos vecinos si

fuados en el mismo elemento de volumen, de modo que para el campo to-
tal se verifica

[Bel = |2+ 8l < (1.93)

Le relacién entre el campo ¥, "en vacfo" y el campo ¥ con die
léctrico se puede medir fdcilmente. En efecto, aplicando la relacién
{1.74) a un condensedor cuya capacidad es Cy en vacfo y C cuando se
coloca el disléctrico a medir entre sus places, resulta

C/co = €/6 = KE=E /% (1.94)

que es el coeficiente disléetrico del material, inversamente

- 95 =

proporcional al cociemt:e entre las fuerzas cowlombiznas con y sin
dieléctrico.
De esta manera, mid:

endo las capacidades diferentes que resultan
con distintos aislantes mntre las placas de un pismo condensador, so
obtienen los coeficientes K, algmoe de cuyos valores tfpicos se dan
en la tabla siguiente:

Py poli- | aceites, | cerdmice | tivanaty
uEDIO| aire | 2% i mica | H9TI7. papel ' | de i 0, | de bario
x [1,0006] = 80 728 3,3 2,2 J 15a zoolsocasouo

RIGIDEZ DIELECTRICA

Los gases a temperatura ordinaria s& comportan como materiales
dieléctricos casi ideales. En ellos la proporcién de partfculas care
gadas libres es précticemente despreciable, de modo que en presencie
de un campo eléctrico no suelen observarse movimientos macroscdpicos
@e carges (corrientes eléctiricas).

Sin embargo, para campos muy elevados estos materiales pierden
sus propiedades como aisladores y se convierten, parcialmente, en
conductores. La intensidad méxima de campo elfctrico que puede sopor-
tar un aislador sin convertirse e conductor se llama rigides dielde—
frica. Cuando se aumente el campo hasta alcanzar ese valor se produce
la ruptura del material, es decir la fonizacién en una regién locali.
cada, gemeralmente cerca de 1as puntas de un conductor inmerso en el
dieléctrico.

Para el aire seco & presiéa y tempsratura normales, la rigides
dieléctrica es del orden de By = 3x10° V/m. Para aislantes sf1idos
la rigidez suele ser varias vecee mayor.

Es interesante comocer la demsidad superficial mfxims 6, que
puede soportar un conductor inmerso en aire. Segin (1.64) este valor
32 obtiene como

L= 6By, = 2,7x10%ca?. -
Luego, una esfera metdlica de radio a = 10em podrd cargarse hasta
totalizar un valor méxime del orden de
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9y = 4ma?u = 3,3x207% ¢ = 3,3 po .
Este valor nos permite tener una idea de lo enorme del coulombio
como unidad de carga, as{ como del escaso ndmero de cargas que pueden
llegar a localizarse en la superficie de un conductor, en comparacidn
con el mimero de slectrones libres disponibles. Bn efecto, a razénde
un electrén libre por dtomo del metal, el mimero total de electromes
libres en la esfera, supuesta maciza, serd del orden del mimero de

Avogadro (= 6x10°3), mientras que la carge méxima equivale a

-6
= 232100 = 5y 10'2 electrones -
1,6 x 10723

DISTRIBUCION CONTINUA DE_DIPOLOS PUNTUALES

Describiremos un modelo aproxi-
mado que explica adecuademente el
comportamiento de los dieléctrices
en condiciones electrostéticas. Su-
pondremos que el dieléctrico, que
ocupa totalmente el interior de una
superficie § (fig. 29), consiste
en una distribucién convimua de di-
polos puntuales cuya densidad estd
dada por (1.92).

Calculemos el potencial §7, en

un punto T, generado por el momento

dipolar neto contenido en un elemen—

to @e volumen §Z ubicado en la po-
sicién ¥’ . Segin vimos en (1.41) este potencial vale

D | e SNNOS 10.0 R .0
Box 5. - .
a BERE EN3E

Integrando sobre todas las fuentes dentro de la regién 'V(s)
obtenemos el potencial debido a todas las cargas de polarizacién (li-~

gadas) en el dieléctrico: - =, - -
F) =k g BT 2D (F-5)
att) = I7- 2P
(s

donde, segd¥n vimos en {1.23):
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[EA- VAT A R v 1

Una vez hechz esta transformacién, podemos aplicar al integrando la
identidad (A.6), obteniendo:

7, VX

Luego,

Vg(F) = klat’fv.v'q;-?’

- k/a-c'v‘,ip"(r) o f L
) 5 Fo%

camos el teorema de la divergencia (A.12) y resulta, con dS

8.5, / -
T T <) e
s -7 v 1T

La expresién del potencial obtenida tiene la misma forma que el
potencial creado en ¥ por una configuracién de cargas que ocupan la
regién YV (S) con densidad ,o(i»"') ¥ también la superficie S

que encierra a esa regifn, con densidad I(¥'):

= 5(F) atat)
V()= k@has’ s——7 + k [T . (1.96)
‘f—r’} [
s. yia
Comparando las (1.95) y {1.96) definimos las densidadss eguivalentes

(1.95)

V(R =

de_carga

= BT

(1.97)
h=-V-5,

La carga total contenida en estas densidades equivalentes debe
ser nuls, ya que los nimeros de cargas elementales positives y nega-
tivas contenidos en la totalided de los dipolos deben ser iguales.
Para verificarlo, calculemos:

qQ Ué(ds sdf/az ﬁ=)§(asﬁ.§rv+fdt(-v.§v) =0,

después de zplicar el teorema de la divergencia (4.12).
El significado ffsico de estas densidades se aclara cuanda
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consideramos una distribucidn de dipolos
muy simple, como la de la fig. 30wa, don-
de los dipolos en equilibrio estdn alin
2dos con el campo eléctrico. Las cargas
adyacentes de elenentos de volumen conti-
guos se cancelan, pero esto no sucede con
las cargas ubicadas sobre la superficie

exterior §, que tienen una densidad su-
perficial neta b, .
Para interpretar la demsidad en vo-
lumen  f; consideremos un elemento de vo
lumen 4T en wna regién en equilibrio
donde la polarizacién F, y el campo §
estdn alineados, de modo que F,=a Z
v

(con 2>0) en §T. Supengamos que en el
interior de este elemento hay una carga
puntual positiva. Luego, segin (1.15):

V.5, =aV.E>0.

Eligiende ST suficientemente peque-
fio, como el encerrado por la superficie
&5 (fig. 30-b), vemos que a una diver~
gencia positiva de la polarizacién le co-

rresponds una carga ligade neta megativa <o
- s

en el interior de §T.

mm——i‘mwsmw

Supongamos que en un volumen '¥(S) hay una distribucién ge
cargas 1ibres con densidad py  demds de wna distribucidn de @ipo-
los con demsidad f;. Calculemos el flujo del campo eléctrico ¥
& través de 1a superficie S . aplicando el teorema de Gauss (1.13) a
la carga encerrada por S, empleando la expresidén (1.97) para Faz

& .EF - .
ﬁi & (S =& TdT(/’pfd)=-15—‘ azp -+ farv.g,
v

dond ﬁ)
nde Y4 Pf es la carga libre encerrada 9 - Luego, aplicando el

teorema de la {ivergencia a la ltima integral y agrupando las inte.
grales de superficie en el primer miembro, resulta
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ﬁa&(ﬁf F/e) = & a,. (1.98)
.

 Definimos un campo vectorial

SE(F) + T (F) (1.99)

" que ilamamos gesnlazamiento eldctrico y que tiene la misma relacidn

integral con respecto a las carges libres encerradas por S, que la
que existe entre (gF) y las cargas totales aqy = Qg+ ag -
En efecto, utilizando T 1a (1.98) toma la forma

#55.3= a,(s)
s

que ¢s una forma especialmente dtil del teorema de Gauss.

La utilidad de {1.100) se eprecia cuando se trata de calcular
el campo E comociendo la densidad de cargas libres f, y_las pro-
iedades del material dieléctrico em el interior de una superficie.

(1.100)

En ese caso podemos expresar

;ﬁ.fn uv.s=/a,a¢= 1, (8)
s (s) ris)

de donde, enflogamente a (1.15), obtenemos la forma local del teore~
ma de Gauss:

v.3? f (1.101)

Le aplicacién directa de la forma global (1.100} para resolver
un probleme electrostdtico es inmediata cuando la distribucidén de
cargas presenta cierto grado de simetrfa. S1 procedimiento es idén~
%ico al descripto en (1.14), cuando definimos una superficie gauss—
ina. Para calcular el campo eléctrico necesitamos conocer la rela—

cibn entre D y B, que analizaremos a continuacién.

DIBLECTRICOS I Y AWISOTROPOS: SUSCEPPIBILIDAD

En la mayorfa de los dieléotricos que encontramos cetidiana—
mente, lz alineacién de los dipoloa con un campo eléctrico aplicado
E resulta en una polarizaciém B, paralela a E, de modo que la re-
lacién entre ambos' vectoras es un escalar que convendremos en expre-
sar come el producte &,X , donde X es un escglar adimensionsl ca-

racteristico del medio, llamado gusceptibilidad eléctrica, y & tiene
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las unidades requerides para que en un medic istron

=g NE . {1.102)
Luega, (1.99) toma la forma

T= 6,8+, = g+ 6 xE=eil+x)E

donde X= 0 en vaefo (en ausencia de dieléctrico), en cuyo caso
T =¢F '+ Generalizando este relacidn definimos la permitividad

del medio

E=(1+X)g=X¢g,

de modo que (1.103)
Vemos que, o menos de la constante &, D exprese sl campo i’a

que hzbrfa en vacfo con les mismas carcas libres ep las mismas posi-~

ciones en que medimos el crmpe E con dieléctrico. En realidad, la
simple presencia del aislador provocs cambios en la distribucidn de
las carges libres, de modo que las configuraciones de equilibrio con
¥ sin dieléctrico suelen ser distintas, = pesar de lo cual siempre
podemos descomnoner el campo total en

= + 5

donde Ea = Be, - v E‘d es 1n contribucidn de las cargas ligadas.

Esta dltims result~ ser isunl a
T T T o SN,
B =B-F, =F-0=F-58=-0-0F,
pero todos los dieléctricos tienmen coeficientes E>1, de modo que
1-K<0 == F
De este hecho provieme ¢l nombre de bI-eléctrico, que significa que

es nnti lo & B, come anticipzmos en (1.93).

el campo debido al medio ge opone al cempo debido @ las fuentes libres,

sn reswwen, podemos expresar los distintos compos en funcién del
campo eléctrico total B :
F,=6XE; F=e8; [ = (1-K) E=-xF.

Los gnses, los lfquidos y los sélidos amorfos son isétropos, aun
cuando los observamos em crntidades microscépicas. En cambic, para los
s6lidos cristalinos y los plasmas la relacién entre las componentes
del desplazemiento § y del campo E cstd dada por una matriz o ten-

sor de permitividad E , tal que

4
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3
F=EF, osea D(=;£mxm (0=1,2,3) .

$i el medio es , ademds, inhomogéneo las componentes de £ son
funciones de la posicién, es decir &= f_m(?) .

En la mayoria de los cuerpos s6lidos los microcristales anisé-
tropos estdn orientados en direcciones aleatoriamente distribuidas,
de modo qus, z escala macroscépica, se puede definir una metriz es-
calar &= €8, en cuyo caco vale nuevamente la relacién
(1.102) y los vectorss ¥, B y ¥, resultan ser paralelos.

ENERGIA RLECTROSTATICA RN DIRLECTRICOS

Recordemos la expresién de la emergia electrostédtica de una dig
tribucién continua de cargas:

= Lfaz (%) V()
o g

gonde, come hicimos para cargas en vacfo, podemos extender la imte-
gral o todo el espacio cuando la distribucidn de cargas es finmita
(si no 1o es, iguslmente el dominio de integracién se restringe a la
regién "V que conviene todas las cargas). En (1.59) sélo interviene
la densidad de cargas libres p =f; , pere el potencial V(F)
ye las contribuciones de todas las cargas, libres y ligadas.
Empleando (1.101) tememos g, =V . T, de modo que (1.59) toma

1a forma

(1.59)

inely

U=2{atvy.T, donde vale la identidad (A.6):
2 Jyp

V.vB) =vV.5+ T.VV=

/irv. vy + L farB.E =—§d’§.(vﬁ)+— T,
? v (0

siendo Sp una superficie esférica de radio infinito gue encierra a

vV §-7.

todo el espacio. De manera exactamente andlogd a la demostracién de
{1.62) podemos ver que la primera integral del Wltimo miembro se any

la {verificarlo) y resulta
f ¥, °
vF

donde nuevamente definimos una densidad de emevgia

1.104)
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™

Mo ==5.F (1.105)

~

de la cual (1.63) es un caso particular. Para us medio isdtrops

T=¢ ¥, v 1a ecuncién toma.la forma

T =% &8 = ; —2—' (1.106)
Las expresiones para la energfa del tipo (1.59) son dtiles cuan
Go conocemos la densidad de carga-libre p(T) en cada punto. 03i -
sélo dispenemos del campo E(F) conviene utilizer les expresioness
(1.62) 6 (1.104).
Lag dos formss {1.1.06) pueden usarse para caleular le variacidn
de energia potencial producida al cambiar el dieléetrico que ocupa

una regién 8T por otro de distinta permitivided, conservando Ia e
ometria del sistema. Son interesantes dos casos tfpicos:

a) Procesos que conservan la cargs libre (sistemas aislados

squl = const. ==>T = const., ssf oue conviene emylenr la sepun
da expresién (1.106): 7,= DZ/26 .
Si el dieléctrico inicial en ST tenfo permitivided &y el

que 1o reemplaze tiene 52 resulta  (Dy=D, = D):

2
AL &,

e I
M - DV2E, &

For ejemplo, un aunento en la permitividad: €,> € | iuplice una

disminucidn en la energfa.

b) Procesos a potencial constante (es

leando una fuente externa):

shora V = const.==>F = const., =si aue conviene emplear la pri._
mera (1.106): 7é= EEY/2.

5i comenzamos con & en $T y lo reeuplzzamos por vele:
UL VE
7, &,5%2

de modo qus un aumento en la permitividad implica un gumento en la
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En ambos casos la Variacién en la energfa es el trabajo nece-
sario para reorientar los dipolos @él medio, es decir gue represen-

ta la energfa de polarizacidn.

CONDENSADOR CON DIRLECTRICO

La capacidad de un condensador varfe si se introduce un dieléc~

trico entre sus placas. Ya vimos en (1.94) gue
o/c, = /&= X,

Gonde € es la capacidad con dieléctrico emtre las placas y C, es
la capacidad en vecfo. Dentro de ciertos lfmites estc se comprueba
experimentalmente, independientemente de la forma y del tamafio del
condensador. Es una propisdad importante, pues permite variar los
valores de capacidad disponibles para wn conjunto dado de conductores.

Para un condensador gisladg con una carga libre Q en su placa
interior, podemos caleular la relacién entre los potenciales de las
placas empleando (1.80):
¢ _ a/Av AV,

= 2l

o, Q/av, v T B pues =0

Como vimos, la variacién de la energia elesctrostdtica al intro-

" @ueir un dieléctrico depende de les condiciones en las cuales se rea-

lize el proceso. Asf, para un condensador aislado (Q = conmst.):

oo Q4V/2 . E_ 1 (1 con una variacién

U, Qav /2 E K

-x
AU =0-U =U-X0U=0(1-K) =-XU= Uy <0 .
° 14X

En cambio, para un condensador comectado a una bateria (AV= AV ):

U _cAv¥ye ¢ ¢ .
L.ltodgr = E>1 con una variacién
c

= KUy~ U, = (E-1)}0, = XU, >0 .

En todes los casos la diferencia AU represenia la energla de

pelarizacidn.
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CONDICIORSS DR CONZ0EFO EN LA SUPERFICIE QUE SEPARA DOS DIELECTRICOS
Siendo § 1la superficic que separe a dos medjos dieléctricos de
permitividades € ¥ &, , nos proponemos hallar las relaciones que
vinculan a las componentes de los campos eléctrico y desplazamiento,
medidas a ambos lados de la superficie en puntos muy préximes a §
donde # es el versor normal que apunta hacia el medio (1).
a) Componentes normeles (fig. 31)
Supongamos que § estd cargade con
una densidad superficial ¥ de cargas
libres. Aplicando el teorema de Gauss
a1 cilindro de la fig. 31, de altura ér
despreciable, resulta

%(j;n:)é/dsm = (D). 8+ B,-(-R)) 855 5 58

=>|nln—n2n= 7 C08 %y cos oty =By I

(1.107}

En perticular, si no hay cargas li-

bres sobre la cuperficie de separacién,
o sea que Ty = 0, resulta Dy = D,
(es decir que la te formsl del desplazamiento eléctrico se
conserva al pasar de un medic dieléctrico a otro).

Si los dos medios som isétropos y vale la relacién B =€ ¥ en
ambos, tenemos:

€ B cosey = £,Rycose, | - (1.108)

b) Componentes tangencisles (fig. 32)

Aplicando la condicién elegtrostética
{1.33) al rectdngulo de altura &r des-
preciable de la fig. 32 resulta

1iz }ai’.a: B .dl - E,. & = 0, pues

a?l = -dF, = di . En esta expresién figura

E.dl =g db, domde B, es la componente
gel campo eléctrico tangente a la super-

ficie de seperacién semin el versor 4l .
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Luege,  Eyy = Bpy 1 0 sea |Bysencg = Bysenpi,

s decir que al pasar de un medio sl oiro la_co

nente tangencial

del campo eléctrico E se comserva.

51 ambos medios son is6tropos esta condicién equivale a:
(Dl/sl) sen oy = (nz/éz) sen &y .

Bn ausencia de cargas libres sobre la superficie § podemos di-
vidir miembro a- miembro la pemiltima ecuacién y la (1.108), obtenien

Go la relacién
tgay /g0y = 61/ (1.109)

semejante a lz ley de Snell de la refraccifn de rayos luminosos. lLes
relaciones obtenidas describen la refraccién de las lineas del campo
electrostético que se produce al pasar de un dielécirico al oiro.

La wtilidad de estas expresiones reside em la posibilidad de ex
tender la solucién de un problema electrostdtico, conocida en un me-
dio {1), a una regién adyacente localizada en un medic (2) de dife-
rente permitividad.

Un caso distinto es aquél en que la superficie S es conductora.
Aqui deve ser V=TV, igual al potencial dnico del conducter, y los
campos B y D deben ser mormales a S a ambos lados de la superfi-
cie, con valores dados como en {1.64) por

Dl

7 o= A T, = £, = 0,0 = %, =
GF = R Ty= 5E = R (o= =0,
donde T, y U, son las demsidades supsrficiales sobre las caras
del conductor adyacentes a los dieléctricos (1) y (2), respectiva-
mente.

CAMPQ INTERIOR BN UN DIELEGTRICQ

CAMPQ INTERIOR BN UN DIELECTAICO .

n dieléctrico no es continue, sino discreto: sus dtomos o mo-
lécules estén separados emtre si. Calcularemos el campo eldctrico
efectivo que sctia sobre una molécula dada del dieléctrice.

para simplificar supondremos que dicha molécula estd ubicade en
el centro de una cavidad esférica &  %an pequefia gue podemos scep
tar que el campo eléctrico, la polarizacién ;TV y el desplazamiento
T son allf pricticamente constantes. Supondremos ademds que loo




- 106 -

otros dipoles aue pusdan lleger o comprre

tir la cnvidad no coniribuyen, 2n conjunto, S8 33
al cempo eléctrico totsl. Estn supozicidn h
results ser v£lida parn disléctricos edli-
dos con estructurs cristrlinn cfbica, y
también para gases y soluciones liguidus
dilufdas, pero no se cumple en 9élidos con
otras :imetrias ni en 1fouidos fuertemente
volares.

1 campo eléctrico ¢n el centro O de
la cavidad 23 la suma de dos contribucio-
nes:

E = F, + E| (1.110}

donde E, es el campo gencrado por fuentes

exteriores & la cavidzd & y E, ev el

campo que crean los dipolos ubicndos sobre
la superficie S(&) . E; se denomina campo interior .

Pern caleularlo elegimos un sistems ée coordennd~s esféricas
con origen en O y eje z paralelo al campo exterior Ee(fiz. 13).
Segtn (1.97) la densided superficinl de cargs debide » los dipolas
ubicados en la superficie S(&) vsle

6,(8) = F, .8 = p,coss

y» oue, en eouilibrio elsctrostétice, 1» polrris:cién

lzle ol cnmoo £, en un medio isétropo, semin (1.107).

Lucgo, el Gawmpo oue genske estn dictribucidn superficiol b en
€l centro 0O vale

)

E_(¥F=0) =

ya qus
grs. #n las coordenadie slegides tenemos {verificarlo):

a3 Paens 05 ag ¢+ (-0/IF13 - —coss/r?, con r = |7)
Luego o
B, =——— Jd¢ (a8 (-p ) (-sen®) (cos®) = p, /3¢,
)
donde B, = p, &, de modo cus ¥, = ¥,/3¢, , y resulte
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=

+ 5,/ 3¢, {1.112)

En 12 discusién anterior hemos supuesto que tanto el campo E,
como e polarisreidn §, son homosénsos, lo cual se justifica ampliz -
mente, y» que la cavidad tiene dimensiones del mismo orden de magni-
tud que las distancias intermoleculares, las cuales son despreciables
en compareci6n con la dimensién caracterfstica de variacién de los
campos. Por definicién, éstos no varfan sobre distencias tfpicas de
un elemento de volumen y en un dieléctrico un elemento contiene un
mimero enorme de moléculas.

POLARIZABILIDAD MOLECULAR: RELACION DE CLAUSIUS- '3

El campo interior E, es el campo eléctrico promedio que actda
sobre una molécula polarizéndola y alineando su momento dipolar §m
con ii , segin lo requiere la condicién de equilibrio (1.48).

Tuego, podemos definir una constante ot tal que

B, =ocE
Bste constante, llamada polarizabilided moleculsr, tieme un valor
caracterfstico para cada material dieldctrico.

5i n = §N/§T es la densided numérica de moléculas (ntmero de
éstas por unidad de volumen, expresada en m~3), la polarizacién de-
finida en {1.92) se puede expresar como

ne E

donde reemplazemos el campo interior por su expresidn (1.112):

(1.113)

no(E, + B,/ 36) == 7, (1-ne/38) = nxE,

Por otra perte, la (1.102) nos da otra expresién de la polari-
zacién en funcién del campo exterior:

Fy=(e- &) B, =g-1)F, (1.114)

Bliminando §, y E, entre las ecuaciomes (1.113-114) result

Py ne n

‘3—e=ﬁ__l—na‘ I =E(K-1) ==K =1+

o
1
= >
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De esta Wltima relacién podemos despejar me, obteniendo la
ecuacién de Clausius-lossotti (verificarla):

ne

= En(i:;) (1.125)

que expresa la polarizabilidad (propiedad microscépica) en funcidn
del coeficiente dieléctrico K (macroscépico, inmediatamente medible).

En general, como dijimos, el momento dipolar P, puede descompo-
nerse en dos térmimos:

: Py = Fp + B »
el primero es la components permagente del momento, y el segundo es
la componente inducide, que es mila en ausencia de campo exterior.
sndlogaments, podemos considerar dos componentes de la polarizabili-
dad molecular:

om0 w0y

En equilibrio térmico se puede demostrar que la polarizebilidad permgz
nente ¢, es inversamente proporcional a la temperatura T. Ello se
debe a que la orientacidn de los dipolos paralelamente al campo bajo
1z accién de la cupla B xii es un proceso que (p.ej. en los gases)
tiene lugar entre las colisiones, es decir entre dos chogues consecu-
tivos, pero la frecuencia de estas colisiones aumenta al aumentar
1a temperaturs del material. Al final de cada chogue la molécula que-
da"desorientada®, es decir que su momento P, est4 orientado al azar
con respecto a la direccidn del cempo. La siguiente colisidn, para
temperatura elevada, no le da tiempo a elinearse completamente con
E, , v el yalor medio de Fy = ot E; resulta ser muy peauefic. A bajas
temperaturas el tiempo entre choques es muy grande y permite la ali-
geacién, con el consecuente aumento en O .

Si medimos el coeficiente dieléctrico de un material para distip
tos valores de la temperatura, podemos estimar el peso relativo de cg
da componente de la polarizabilidad: una fuerte dependencia de la tem

peratura significa un momento permanente dominante, es decir una mold
cula muy zsimétrics (p.ej. H,0 5 NEy C1H); en cambio, una polariza-
bilidad constante indica uns gron simetrfa en la molécula (AT, CCly).

Cowo vemos, la relacide (1.115) permite extraer conclusiones
sobre la estructura geométrica de las moléculas del dieléctrico, con
s6lo medir el coeficiente (T} .

T
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ELECTRETRES Y FRRROELECTRICOS

Un elesctrete es una sustancia que puede adquirir una polariza-
cién permenente. Un ejemplo tfpico es la cera de carnaba (o de ca-
randey): si la derretimos y encendemos un campo eléctrico intenso
que permanece encendido mientras la enfriamos, al colidificarse su
polarizacién subsiste después de apagar el cempo eléctrico. Sucede
que en el estado lfguido las moléculas se han alineado con el campo
eléctrico, y retienen la orientacién de sus momentos dipolares en el
estado sélido. Si se corta un electrete en bloques, cada uno retiene
la polaridad del blogue original, como sucede em wn imdn {"magnes).
La ferroelectricidad es una

propiedad que presentan materia-
les cristalinos como la sal de Ro
chelle, el titanata de bario, al-
gunos fosfatos, etc. Bajo la ac-
cién de un campo eléctrico ¥ el
material se polariza de modo per—
manents, segdn se describe en la
fig. 34. 5i partizos del estado O
(en el cuzl B = D = C) y aumenta~
mee E, observamos gue p, y D cre-
cen en forma mo lineal, rdpidamen
te sl principio hasta gue p, al-
canza un valor méxime, llamado
polerizacidn de seturacifm. Al llg
gar a ese estado (A), todos los dipolos se han reorientado y som pa-
ralelos al campo elécirico aplicado. Pueds verse que para R®2E(A)
el desplazamiento s6lo puede crecer con AD/AE = € (demostrarlo).
51 reducimos el campo B, el desplazamiento varfa siguiendo la
curve 4C, 42 modo que cuando ¥ ha descendido a 0, ain subsiste un
valor de D(G) = D_# 0, llamado "campo remanents”. Para eliminar
este campo debemos aplicar un campo eléctrico B(F) de sentido opues—
to al inicial, denominado fuerza coercitiva. Si el campo opuesto si-
gue creciendo en magnitud podemos llegar al estado 3, desde donde
alcanzamos los estados & y H, sucesivamente (simétricos de C y F si
en B llegamos a la saturacién). 4 partir de G, hasta llegar nuevsn:n
te 8 la saturacidn en A, el sentido del campo eléetrico coincide con

34 po
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el del campo inicial. La curva cer:

Tada de la fig. 34 se denomina
ciclo de histéresis

Por encima de una cierta temperatura T,

(1lazada ge Curie), las
sropiedades ferraeléctricas desaparscen.

Esta temperatura critica es
de 120°C para el titenzto de baric, y de sélo 24°C para 1a sal de Ro-
chelle.

BIRZOBLECTRICIDAD Y PIROELECTRICIDAD
EPIRZOELECIRICIDAD Y PIRORLECTRICIDAD
Cuondo se ejerce presién mecdntca score un material piezoeldo-

Irico se produce una separacién de cargas, de modo que una parte de

su superficie se carea positivamente, y otre negativamente. Esto oou—
rre en el cuarzo, en la sal de Rochelle, en la turmalins y on otras
sustancios origtalinas. La densidad supers

icial de carge libre resul-
ta ser propor:

cional 2 la presién ejercida normalmente al eje de sime
tria del oristal (si la compresisn o expansion es paralela al e, ol
efecto piegoeléctrico es desprecianle).

E1 efecto piezoeléctrico inverse consiste en la compresidn o ex-
pensién del eristal cuando se Lo somete a un campo eléctrico.

U erig
Fal de cuarze que vibra (con una frecuencia natural que depends de

sus dimensiones y de sus vinculos) gemera unma diferencia de potencial
de frescuencia muy estable (&ste es el principio de las "relojes de
cuarzo”). Bl efecto inverso se usa pare generar
do una tensién variable o las caras del
fr-

ultrasonidos: aplicen
cristal piezoeldctrico, si la
ecuencia de dicha tensidn coincide con la frecuencia natural de vi-

racién del cristal, dste vibra intensamente y genera ondas wltrasd—

nicas. ictia as{ como up transductor

s un sistema que transforma
energfa eléetrica en mecdnica.

Cuando se calienta (o enfria) un material piezoeléctrico, tam-

bifn se distorsiona su superficie, por la expansidn o contraccién tér

afes, y aparscen cargas en ella. Este caso particular del efecto pie-

zeeléctrico se llama pirceldctrico.
Estos efectos di

sién que sufre tode dieléctrico (cristalino o no) sometido a un crmpo
eléctrico: la

eren de la electrostrigeidnm, que es la distor-

dimensisn paralels a E aumenta, por 1s separacisn de
cargas qus ¢l campo induce. En cembic, en el efecto piszoslécirico
inverso dicha dimeasifn sumenta para un sentido de E,

y disminuye pa-
ra ¥ de sentido opuesto.

S
caprzvo I1

CORRTENTE ELECPRICA

CORRIENTE Y DENSIDAD DS CORRIENTE

Hasta agul hemos considerado que todas las cargas (fuentes) estén
guietas y, como consecuenciz de la ley de Coulemb, sl campo sléctrico
es conservativo (1.20). En lo que sigue estudiaremes el proceso de con-
duecién eléctrica en cualquier medio, para luego analizar el movimien-
to de carges en el interior de buemos conductorss, con especial inte-
rés en los metales.

Las cargas méviles pueden ser slsctromes o iones de ambos signos
que se mueven en sl vacfo, en una solucién electrolitica, en un gas io-
nizado, etc. Bn Ios metales los electrones son los portadores de carge,
cue no ousden atraveser ls superficis limite del (decinos que
Jos movimientos posibles de los porfadores esidn restringldos por la
geometrfa del conductor).

Las velocidades individuales de las pert{culas portadoras toman
valores aleatorios (pero no completamente arbitrarios) en ausencia de
un campo eléctrico, y su promedio T debe ser cero, o sea

== Z W/ 60 x0,
donde 8N es el mimero de portadores libres de carge en up elemento de
volumen §C de la regiém conductora. Sl mimero total de cargas allf pue-
de ser mucho mayor, Sero s6lo consideraremos las cargas en movimients,
no ligadas a centros fijos (come lo estén los iones positivos en  uma
red cristalina).

En presencia de un campo elfctrico B las carges comenzardn e ao-
verse con velocidades ¥ cuyo promedio U yz no serd nulo y tenders, em
general, a alinearse con Z(selvo en casos de fuerte anisotropfa  que
comentaremcs mds adelante). La velocidad media §, que varfa coa la po-
sicién T y con el tiempo t, es un campo vectorial definido para un
punto ¥ y un instante t dades:

i = 97,0,
mientras que ¥; es la velocidad de cada portador gque en t pesa por
elemento §C centrade en F. Las curvas tangentes a U en cada punioc
Genominar lfneas de corriente (fig.1). 51 trazamos todas las lineas e

corrients aue atraviesan una curva cerreda 4 queds formeda una super-
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ficie tubular que se llama tubo de corrients o
51 elegimos una porcién $C de
este tubo de ssccién &S mormal a &
de mode que contenga a todas las cars
gss que stravesardn §5 en un inter-
valo de tiempo §t (fig.1), la longi-
tud de la porcién debe ser fi= uit ,
¥ su volumen
4T = u §t 45,
81 la densidad nunérica de portadores
allf vale

a %, enSonces p = qa,
siendo p la densidad de carga y q la
carga de cade portador (supondremos al
principio una sola espscie de cargas
en movimisnte). Besulta

Sa= p 4T = p uis 5%

Subo de flujo.

¥ la caTga que atraviesa §5 por unidad de tiempo vale

i
=(29.) =
5T (“ )ss_ pu {s

La centidad §I es la

§5. Bn general, pare una sec 7y T fdcilmente
H , a s
¢ién cuya normal es R, se ve fécilmente que

§2 = T8 {t (fig.2)
= 5= 0 5E e

Vemos en {2.1) que la corriente

51, que
Tepresenta el movimiento meto de cargas &
través de una superficie &S, es proporcio-

nal al érea normal (.5 £S) atraveseda.

Conviene definir una magnitud que no depende
de la superficie elegida, sinc que describa
las cargas en su wovimiento colectivo. Bsta
megnitud es la depsidad de corriente,que pa-
Ta una sol;

especie toma la forma

corriente (o intenaidad de corriente) a través de

(2.2}
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§1= 7. §3. Pars una superficie extensa 5 (de drea A $5)
idad

tal que
travesada por una corriente de densidad J, benemos wna  lnte

gorriente yotal

IJ/Sﬂ:/fsﬁij:s%,

que Topresenva ia cantidad de carge que atravicea S pox unidad de Tien-
po. Bn gemeral, 3 variaré con ¥y con t segin lo hagan FEATIA-ERON
micntras que I dependerd de § y de la superficie S. Si j, es constante
sebre toda le S resulta Is jyld.

5i hay varias especics de portadores, cada uss con carga g, , dem-
aidad numérica n, , densidad de carga p ¥ velocided W, , cada especie
comtribuird a la corriente total {T a través de &5 con una istensidad

(2.3)

6, = g 85 = e & =
— §I= Z8T, = 5%
%

™M

;vl
@

w

de modo que le densidad de corriente total vale

i = 25459 = Z ande

Bijercicior verificar que, bajo la accién de un campo F=ERenun me-
aic isdtropo, las coniribuciones Tk de dos especies de eargas opuestas
(+q) ¥ (o) con|Tf13_le igual  demsided n, son idénticas y  calcular
la densided total de corriente.

Observemos que el signo de I estd definido por el de las cargas y
por el sentido en que $stas se mueven de modo que I>0 para cergas po-
sitivas que se desplazan con u> 0, pero también lo €3 para cargas nega-
tivas con u<0. As{, los electromes que se mueven segin % goneren  una
corriente T = —13|® de sentido opuesto. Por ello en los metales, donde
los eleotrones son los portadores, se suele definir a I como la "corrien—
te convencional’ (opmesta & la "corriente de portadores, paralela a & ).

Unidades:

Bn el 5.1 (1] =18 = S oh = amperio

)

4] s

o8 1a unidad fundemental de las megnitudes eléctricas (vodas

son derivadas) y se define a partir de la ley de ampére (Cap.III).
En el sistema gaussiano se emplea el

ias dends




1) = vee.m. (i) = aba =

(amperio absoluto ¢ unidad electromagnética de corriente).
La unidad electrostdtica (en desuso) se deriva del Franklin:

1] = ueews. (i) =%ﬂ 1— 1 sta

ycomo 163 x20° £=51 A~ 3 x 10° sta.

Luego . 10
meeme(d) o abh oy 40" om (2.4)
1 u.e.s.(1) sta s

que es le velocidad de la luz en el vacfo. Esbe oo un resultado experi-
mentel que permite comstruir el sistems gaussiamo de unidades.  Queda
por ver cdémo se definen las unidades de corrientes usuales (A y =bA) a
partir de la ley de Ampére (Cap.III).

CONSERVACION DR LA CARGA: ECUACION DR CONTINUIDAD

Sea S une superficie cerrada fija (fig.}) en una regién donde  hay
cargas en movimiento. Partiendo de la imposibilidad de grear o destruir
carga en un sistems aislado veremos qué relacién hay entre la densidad
de carga f(?,c) ¥ la densidad de corriente J(F,t) en la misma posi-
©idn F y en el mismo instante t. Pa-
ra ello calculemos la variacién que
puede sufrir le carga Q encerrada por
S en un intervalo breve de tiempo §t:

Q:f'“‘r’ = (h) ja: * (2.5

donde 3p/ @t representa la varia~
cién temporal de p en cada elemento
fijo 4T .

Tamdién podemos calcular la mis—
wa variacién ( $Q/ St); teniendo en
cuenta gue Q sélo puede aumentar cuan
do entra una corriente, o disminuir cusndo una corriente sale, es decir

&)

(2.6)

entrante ~ lsaliente™le =
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in 1a fig. 3 entra I,#0a través de la porcién S, , mientras que sale

I,$#0 2 4ravés de S, . ALlL se ve gque:
s
N == &.3,
en 8y ar= - 8.3 = 1 ﬂ 3
en syt g &5 = 1 'ﬁs .3,

= A N
ya queelegimos siempre 45 = 1 &5 con W sal ntel S cerrad:

Luego, {2.6) se puede reeseribir como

Q =_/f§,3_ff ﬁ,{:-ﬁfs.} (2.7)
s S, Sz s

ya que 5,V S,= Sy lis,n 5, = 0. Aplicsndo el teorema de la divergen-
4
cia a (2.7) e igualando los segundos miembros de (2.5) y (2.7) obfeme-

(2.8)

Esta consecuencia de la conservacién de le cerga es una ec\:uac15n logal,
vélida para p y § medides en los mismos ¥y 4, y se denonina ecuacién
de continuidad de la carga eléctrica.

Un caso particular de (2.6) se utiliza con frecuencia: cuando a
una superficie cerrada entra carga positiva ( o sale negativa,lo que es
equivalente), como sucede cuande a través de un
cable se carga un condensador, tenemos

AN
(clt)s ¢

1o cual se esquematiza como en la Tig. 4 y se

expresa como

(2.9)
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FUERZ4 ELACTROMOTRIZ

El movimiento neto de cargas implice una energfa cinética que ha
sido impertida a dichas cargas por alguna fuente gxterna. En particular
en los conductores metdlicos las cergas libres se mueven de manera  de
eliminar les diferencias de potencial (es decir que se mueven bajo la
accidn de las fuerzas gF), transformando energfa electrostética en
energia cinética. En sus colisiones con la red cristzlina del metal, les
cargas pierden dicha energfa cinética y la corriente decrecerf a menos
que el sistema reciba emergla eléctrica de un agente exterior. Hay di-
versas maneras de entregar esta enmergfa eléctrica al conductor,o d
nerar electricidad” (es decir, brancformar energfa de otra forma en

energfa eléetrica):

) Induccién slectromagnébice: el genersdor rotanmte inventado por Fara—
day (Cap.I11) trensforma emergfa mecénica de rotaci6n en energfa elbo-
trica. A menudo la primers se obtiene a partir de la emergfa térmica en
una turbina, la que 2 su vez se obbiene a partir de la energfe gufmica
(reacciones de combustién), nuclear (reactores), solar (colectores),hi-
drdulica (gravitacién), etc.

"ge-

b) Métodos voltaicos: las pilas y las baterfas producen energla  eléc-
trica & partir de energfa quimica por diferemcia snire potenciales de
ionizacién o procesos equivalentes.

c) Métodos electrostiticos: las mguinas de friccibn (ya conocidas por
Coulomb) utilizan energfa mecénica, si bien casi no se usan en la  ace
tualidad, con excepcidn del generador de Van de Graaff, utilizado pera
producir potenciales elevados y acelerar partfculas.

d) Qtros métodos: en ciertas soldaduras o en juntures {e.g. cobre  con
bismuto) la diferncia de temperaturas geners una corriente, convirtien-
do energia térmica en elfctrica (efecto Peltier); en los dispositivos
foteeléctricos los fotones extraen electrones de un conductor o semicon-
ductor y transforman energfa radiante en eléctricaj en los materiales
piezosléctricos la compresidn genera diferencias de potencial en cier—
tas direcciones, etc.

Un sistema como los mencionados genera un campo elfetrico mo  con—
servativg, ya que transforma en enersfe eléctrica la disponible bajo o-
tras formas (mecdnicas, quimica, nuclear, etc.). El campo total en una
Tegién donde hay conduccidn eléctrica serd entonces

E (P =E+% (2.10)
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donde ® as la componente comservativa (cuyas fuentes son las cargas

quietas, de la red cristalina, p.ej.) que verifica (1.20)
-9V,

V:E=0 osea E
mientras que E' es la compomente no conservativs originada en zlgin pro-
ceso de transformacién del tipo de los arrida mencicnados (a=d). .

Seen A y B dos puntos de esta regifn: el trabajo realizade por el
campo gobre una carga de prueba §q que se mueve desde 4 hasta B es

T 7y A
SW = Aqf aTE, (qjcﬁ:.i + (qjﬂxuﬁ’ =
) BoA 2 o
= §g [ar.(~-9V) + Xq!d}.E' == dq [ a0 + &q Jar.g
fa Fa. 3

— ‘JWAE= g AV + §ad, = da (g, - AV (2.11)

Gonde AV, = V(Fg ) - V(E,) es la diferencia de potencisl enire Ay 3,
) =
mientras que f

& = [aF.¥ (2.12)
2= )

o5 el trabajo por unidad de carga realizado por las fuerzas no comserva-
tivas, que llamaremos fusrza electromotriz. d f.e.m. Esta f.e.m. depen -
de del dispositive (genersdor) encontrado a lo largo del camino elegido
pare ir de A a B, a diferencia de AV que no depende del camino recorrido

entre A ¥y B.
Si A coincide con B { camino cersa-
do), AV = 0y (2.11) se reduce a

fa?.i: e-=¢

conde &; o5 la contribucién de cada tre-
mo del camino donde existen fuemtes mo
conservativas (tramo active; los tramos
con &= 0 se denominan pasivos).

E1 camino cerrado se llama girenito
elfctrico. La representacién convencio -
ngl de una f.e.m. se ve en la fig.5,don~

de (a) pmos$rauna f.e.m. arbitraria, ge-
paralmente variable como & (%), y (bluna
f.c.n. contimua. Las polaridades indicadas corresponden sl signo
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definide por (2.12).
%5 obvio gue las unidades de & y AV coinciden (voltios).

POUENCTA: LEY UE JOULE

Cuando una carga §q se mueve con velocidad ¥ en un campo exterior
F, la potencia entregada por el campo es
sp o SFdF | g B ar (oo
at at at
En particuler, en une regién donde la distribucién de cargas es conti-
nua: §a =p4T y la potencia entregada por £ en ST vale
5P = £T fa.5= st 3.8, (2.13)

1o que permite definir una densidad de potencia

iE (en Watt/m’).

az

La energfa cedida por E se transforma en energfa cinética de  las
cargas, que las transfieren a otras cargas durante las colisiones que
tienen lugar en una regién conductora de alta densidad n. En un conduc-
tor las transferencias mds frecuentes se producen desde los electrones
a los iores de la red cristalina cuya energfa cinética de vibracién es
proporcional a una magnitud escalar que denominames temperstura (+), Ee.
%o se puede expresar mediente la relacién

% 0 < V> (2.14)

donde m; es le masa de un ion, <v;> es el valor medio del cuadrado de
la velocidad de los iomes y T; es la temperatura idaica absoluta (en
°K = grados Kelvin); K es la constante de Boltzmenn, de valor

K = 2.38066 x 1072 1/°K.

Hay relaciones si

lares a (2.14) oue expresan la energfa de traslacién
de las moléculas de un gas, de los electrones en un conductor,stc.

El eumento de temperatura de la red da luger a un flujo saliente
de calor (radiaci6n), de modo que la energfe del campo eléctrico termi-
na calentando al metal y éste emite casi toda la energia en forma de ra-
diacién. La potencia irradiada por un trame AB del conductor serd,segin

(+) Principio de la eouiparticién de la enmergfa,
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(2.13)¢ . A
= - &,
Fap = _/ & .[dz 3By
B i
resultado conocide como ley de Joule, quien lo obtuvo en la forma{2.26)

que versmos zds adelante.
En un tubo de corrisnte cerrado la ley de Joule toma la forma

® =}44z§.§ + j{az{i- (2.15)

dapds E y B¢ fuerom definidos em (2.10). S1 mo hay acwmilacim de  car-
ges, o sea que Bf/?t 0 en (2.8) como sucede para una gorriente con-
tinua, podemos elegir un slemento del tubo de seccibn @5 = AT /L

s Jax=7as as Gl asat = (5 as)a P =1 . (2.16)
Las expresiones 3 4T = I @l en (2.16) representan lo que denomi-
namos un elemento de corrienmbe, concepto §bil para estudiar el movimen-

%o & cargas en cables conductores delgados, domde I= j &S = const. so-
bre todo el cable. La condicién mis general

1= f/?s.}': const. Y eecoida s
£

s vélide pars todo %ubo de corrieate siempre que 93/ 2t =0, ya que xo
suede haber flujo & través de las paredes latersles del tubo (por defi-
picién, allf d@.3=0). Por ello un tubo de corriente también se  llama
4ubo_de flujo pues =1 flujo de § se conserva a lo lergo del mismo (+).

Entonces, para un cable de seccidn pequefia, smplsasdo (2.16) podemos
expresar (2,15) cemo . Lo
Pu1§u5811§dl.k‘=6+1$ . {2.a7)

Bsto significa que en un circuito cerrado la potencia total emtregads
por las f.c.m. es el producto de la corriente que circuls, por la f.e.m.
total & = {E; . El signo de P vieme dado por la relaciém (2.12), de
modo que la f.e.m. entrega potencia al circuito cuando T pele del ter-
minal positivo de & (fig.5).

S tenemos un conductor dé seccién grande por el que cireula uma

(+) B/sta propiedad es miy til pars la descripeién de campos nagnéticos
(Cap.III}.
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corriente I, podsmos descomponer al conductor snun granndmero da tuhos do
corriente delgados, cada uno con una corriente

$I2 Zine= 1.

Un elemento de volumen del tubo medird
4T = kz dL,.as5,

¥ (2.15) tomard la forma
P % fdnk[fdskj;.[i(x?k) + BUF)
donde af,d5, 3, = i, §I, como en (2.16). Luego,
®=2 41 ( f uk.f+fﬁk.i’-)=2;1kﬁ =18,
x S ,

resultado idéntico a (2.17), donde hemos supuesto que jﬁki
decir que el contacto emtrs el cable y la f.e.m. vs mi) eficas,

&Yk ,es

Unidades:

(@11 == [P]=[1].[€] =—=% w-iv.

LBY DE OHM: MODELO ELEMENTAT

Experimentalzente se encuentra una sencilla relacidn (Ohm, 1626)en-
bre la corriente gue circula em un conductor y la diferencia de poten
cial entre sus extremos. Describiremos un modelo elemental que permite
justificar esta importante propisdad de los conductores,

Consideraremos un tramo pequefio de un conductor 4s6tropo (£ig.6) en
cuyo interior el campo eléctrico es T~ Supondremos que los portadores de
garge 80n 103 electrones,pero sl resultado serd independiente del sigmo e
Los portedores, cuya carga llemaremos q. Un electrén s acelorado por el
campo ¥, y avanza describiendo una trayectoria curvilfnea heste zcercar-
3¢ @ um on de la red cristalina, que por ahora supondremos quisto. La
fuerza de atraccién coulombiama curvard la trayectoria tamto mds cuante
wds se acorque ol electrdn = un iom (wnos pocos electrones avanzardn em
el sentido de E). Uma desviacién fuerte (p-ej. de més de 30° con respec-
% a la direccién de incidencia) constituye lo que denominamos una coli-
2ién préxima, de la cual el electrdn emerge con una velocided ¥ cuya di-

receidn es précticamente
aleatorie. Como conse—
cuencia de este tipo de
procesos podemos carac-
terizar el movimiento de
los portedores como si-
sue:

a) el promedio de las ve-
locidades despuds de
colisiones préximss es
aproximadamente mulo;

b) el promedio de las
componentes normales a

% de las velocidades es, en todo instante, aproximadamente nulo;
©) podemos definir los siguientes pardmetros:
szc: tiempo medioc entre colisiones préximas;

V.= frocuencia de colisiones,

A
o
§ = (¥> = velocidad media de los portadores {la misma de (2.1)),
Estas cantidades verifican la relacién evidente:
1

t =

o=
donde T // E seain (b).

Para estimar la velocidad media entre colisiones aplicamos la ley

camino libre medio entre coliaiones,

de Newton a estas cantidades medias con B(inicial) 0y F = q Bz

3 st= LB,
my
Luego, = 2
e pd= SE _gn § (2.18)
7= pd {gn) ey

donde el coeficiente de E es independiente del signo de los pertaderes y

es proporcional & la densidad p de éstos. Bste cantidad se llsma  co
ductivided eléctrica y se representa por I ¢

¥ varfa d¢e un meterial a otro; su inversa se denomina.rés:
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réprodentarenos cono 7 _(e), o sen

P
7 = F=77 {2.20)
La expresién (2.19) es la forma local de la ley de Ohm, vdiida pa-

ra un elemento de volumen (el mismo para J y £) en un conductor igétropo
Bn genersl, para medios anis6iropos se pueden celcular o medir las com-
ponentes locales de j ¥y § para la conduccién eleétrica. La relacién en—
tre ellas toma la forme generalizada:

L o= 3
T=0F, o sea jk=Z T By (k= 1,2,3)
i

donde T es el tensor (o matriz) de conductividad. 1 caso isétrope co-
rresponde a O = U & (§ es la delta de Kronecker). La ley de Ohm ge-
neralizada describe la conduccién en sistenas tales como 1los  plasmas
{gases ionizados), s6lidos enisétropos, etc.

A partir de la forma local es muy fdcil obtener las férmulas ori-
ginales de Ohm, vélidas para cables delgados. Sea el tramo AE de un ca-
Ble por el que circula uaa corriente 1. Supleando (2.20) resulta

°

. %
o = 1
jdr.E = ‘dxu'l = ]dr7§= Jdr N =T Ry (2.21)
A Fa ) 0
pues d7.7 = dr I/S, donde § es la seccién normal del cable. El coefi-
ciente B,5 de I en (2.21) es independiente de la corriente y se llama
resistencis del tramo AB del conductor. S17) es constante en ese tramo

tenemos B
B

5
dr ar

R,o= =

a3 l s’l ’Z!S

donde L es la longitud del tramo an.

L
s (2.22)

En (2.11) vimos que la energfa por unidad de carga oue el campo to-
tal ¥, entrega entre & y B es

Ts
(&_W) - f hs
8l sy,

Tgualando (2.21) y (2.23) obtenemos la expresiénglobal de 1a ley de Ohm:
Iav = v(B) - v(a) =&

= (8- an), . (2.23)

a8~ HA:I (2.28)

que se representa gréficamente como en la fig. 7-a donde hemos elegido

(#) La notacién usual de 8 es p, que nosotros empleamos para desigmar
la densidad de carza.
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una corriente I cuya densidad es pa-
ralela & Fy, y vemos que 1a polaridad
4o 1a fo0.m. (que da el sentido do By,
£ig. 5) determina este elaccién par—
ticular del sentido de I. Para cir-
cultos més complicedos sl sentide de

I
ooy

48
AAAAS
la corrients se elige arbitrariamen- T-b "—>‘{ W\ij
te, y con 1 se fijan las polarida- v,
des (+y =) on las terminales de cada
resistencia (#). B1 esquema do la fig. 7-b so w3ilizs pars simbolizar
elementos pasivos (fie.m. = 0) on un eiromito.
En la fig. 7-b hemos indicado la cafde de tensifn (o de  voltajs)
sobre R como

= Ri (2.25)
V= Bi
donde i es una corriente elegida arbitrariamente. 5i a partir del cél-

culo o de la medicién resulta 1<0, las polaridades ser&n opuestas a

las indicadas,que sirven de referencia. Con esta convencién (2.24) to-
wa la forma

AV=&-Ri=E- V.

En particular, para un gircuito gerrado tenemos:
A=B =5 AV =8~ Ri= 0=3|

¥ para un elemento pasive (§=0):
AV = = Vp= - Bi (calda).

Empleando (2.20) podemos expresar la potencia entregada por la fem
(ver 2.15) como

B B8
® b T - &
p=faz;'17 aT F.od = 4T M3
A A A

que para un cable delgado {j = I/S) toma la forma

(#) Notemos que una polaridad e¢s redundante, ye que fijade le de una
terminal la otre debe tener la opuesta.



BE

R

B
Pajar sy st
= » {2.20]
A s
expresidn descubierta experiventalmente por Joule. 5n un circuita  co

rrado vale (2.17), de manera oue
P=18 =I'R

donde 1§ expresa la potenciu enirsgeds vor la f.e.m = T+
disipada en la resistencia. -

12 potenci.

La relacién (2.25) se susle expresar como

i=6V > 2
=21 (2.27)

La relacidn (2.27) se utiliza con  fre-
cuencia para resolver circuitos.

donde G se llama conductanci

Unidades: sélo se utilizan las del §.I

(2.25) = [a] = L =-‘T'~17_ = ona.

(2.22) = [y} = Mo

(2.27) == [6) = (27! =" amo (1)
(2.20) = 10D = (37" = ot !

Ejercicio: Verificar que la velocidad mediz u de los electrones en  un

conductor es muy peguefia. Para ello calcular u en un cable de cobre dome
de

o . 2
2500 dcem™y m= 10" octonen/end

VALORES DE LA RESISTIVIDAL

Bn los buenos conductores (§ =lta) la conductividad es independien—
%e del campo eléotrigy para un range muy emplic Ge valores del campo.Ee-
to no e2 vdlido para campes muy elevados. En los conductores ello se dee
be 2 que campos grandes implican corrientes grandes y, en

: consecuencia,
une gran disipacidn de potencia

segin (2.26),y veremos cue la resistencia
ver{a fuertemente con la temperatura del material. kn los dieléctricos (gue
so

D alsladores pare valores bajos del cempo eldctrico aplicado) hay una
variscién brusce de la conductividad cerca del gcampo de ruptura:¥ cambia
en muchos §rdenes de magnitud ante una pequefia variacién en el campo.
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En los medios anisétropos es frecusnte observar que la  relacién
amtre 3y ¥ es s6lo aparentemente lineal, ym que las componentes  del

tensor de conductividad varian segin la intensidad del campo eléctrico.
En realidadtodos los microcristales que forman un metal presentan  una
cierta znisotrovfa, ée modo gque la resistencia al flujo de electrones

s mayor para ciertas direcciones del movimiento. Sin embargo, como un
conductor real estd formado por una multitud de microcristales orienta-
dos de manera aleatoria, la conductividad macroscépica resulta ser la
wisze para todas las direcciones.

#1 factor mds importante que afecta la conductividad es la tempe-
ratura T. En 1a seccién siguiente daremos una justificacidn cualitativa
de esta propiedad esencial de los conductores. La dependencia de 7] (1)
puede expresarse meciante un desarrollo de Taylor a partir de la resis-
tividad fln = vl (7,) medida pars una temperatura T de referencia:

NCELIEREICEE SRV LR RS (2.28)

Esta forma de 7 , debide @ Ohm, permite expreser la dependencia con la
temperaturs empleando los mismos coeficientes «, 3, etc. para T expre—
sada en la escala absoluta (°X) o en la escala centigrada (°C), ya que

4(%C) = T(*K) ~ 273,2°k =T - T =% - %
fl(t)_ "ln[l+o((t—to)v/5(t—tc)f J
donde u= B, - 273,2°% es la temperatura de referencie exp en gra-

dos centfgrados (°C).

51 valor de «(que depende de T, como sucede en general con cual-
auier desarrollo de Taylor) se denomina coeficiente térmice de la rTe-
sistividad. Para intervalos en T del orden de algunos cienics de gredos
el primer término de (2.28) e suficiente para estimar correctaments el
valor ds (T).

n 1z tabla siguiente damos algunos valores de 7 y de & para come
ductores,y de 7 para dieléctricos, medidos = 20 °C. Observemos que los
valores caracterfsticos de 7 (en Q&) difieren en casi 20 6rdenss de
magnitud entre un buen conductor y ua buen zislente:



TABLA DE RESISTIVIDADES Y DE COEFICIENTES TERMICOS PARA

CONDUCTORES Y DIELECTRICOS TIPICOS ()
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(%) Multiplicar los valores de la Tabla por las unidades indicadas. P.ej.:
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Caleular la Tesistencia
total del conductor de la fig. 8,
formado por 3 tramos metdlices sol-
dados cuyas dimensiones se indican:
(espesor) ¢ = 0,1 am;
a=1cm b=43,5 cn
ny= 5 emi hp= 15 em.

Respuesta: R = 1,51 mfl.

RIACION TERMICA DE LA RESTSTTVIDAD

Dijimos aue en un rargo amplio e temperaturas es suficiente  con
retener sélo el término de primer orden en el desarrollo (2.28), o  sea
que

ﬂrL(’l‘)::'r((Tn) wwl(Tc).(T-l-e) (2.29)

Para tempersturas muy bajas (de unos pocos °K, o sea cerca del ce-
ro absoluto) la resistividad sufre una disminueién en varios érdenes de

megnitud, fenémeno comocido como superconductivided. Este complejo fend-
meno se debe a cambios en la estructura electrénica y no pusde analizar~

se desds el punto de vista cldsico. Bxiste una temperatura eritica T,
1lamada de tramsicién, por debajo de la cual 7 desciende segin un fac

tor 1077a 10°°; tipicamente T, varfa emtre~0,4 °K (Ti,Ru) y 23°K (Nb,Ge)

Basta el descubrimiento de la superconductividad se supuso gue la
resistividad debia ser estrictamente proporcional a la temperaturs,c sea

=2 (2.30)
1o cual es cuficiente para justificar la expresién (2.29) y tieme otras )

consecuencias importantes.
A1 discutir el modelo elemental @e la conduccidn en un metal llega-

mos a la expresién (2.18) que implica

donde n varfa muy poco con T,
nde fuertemente de la temperatura. En efecto, una puve de electro-

mye

a‘n

mientras que la frecuencia de colisiones ¥
depe

nes que avanza con velocidad media U atraviesa en wn intervale §T muy

pequefio wna seccién ¢ donde los "blancos” (los iomes con los que choca-



e g

e wm e
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rén los elsctronss) se musven en tormo de sus posiciones de equilibric

y presentan un"drea de blancos” (geccidn ufingz de colisiones) que serd
= HTel < s

donde Ny = minero aparente de iones (los que ha de crugar la mube) ,

Tor= Tadio efective (rango) de desplazamiento de un ion.

Es fécxl ver que ~AC/S~1- ¢+ Pero este radio T ¢ ©3té relacionado eon

1la velocidad media de las vibraciones: dentro de cierto rango de tempe-

raturas serd ryp ~V,, siendo ¥y 1I<vx> la velocidad cuadrdtica media
del ion en su movimiento vibratorio. Luego,

(2.10) =gy~ <¥E>=

o
1
_ 7~pe~r:f~’1'

que es 1o que expresa la relacidn (2.30).
A partir de esta relacifn podemos reconstruir las expresiones de
Otm p.ej. escribiendo la (2.29) para T.= 273,2% = 0°C y"ZuEY(TO)'

) =P @ = (L ) (2.31)
peve (2.30=57(t) = af = aT  + a (T - T,) = el + at. Igualendo embas
expresionss obtenemos

Pt Xt =&l + at 'R

==l ¥ B o= = (2.32)

La relacién (2.31) nos da un método para determinar e

» ¥a que para un
buen conductor con S = const. y 7= const.:

A _ N . R(t) -
(2.31) =2(t) = (1 +at) = |oe= BEL =Ry
Rt
o
[es~a‘expresién vale Y T, siempre que t = T - T, no sea muy grande).
Pero ademds (2.32) nos da una forma indirecta de determinar el ce-
ro absolute, ya que deberfa ser

—_— 3,86 xig%x™)

£n la table de 7 vemos oue
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&) los metales puros tienen coeficientes térmicos way préximes al ideal
®;; en perticular el del plating difiere em un 0,2%, 1o que permite
utilizaric en termémetros;

b) las aleacicnes tienem un& muy distinto del tebrico; ellc se debe a
la existencia de imp:
que 7 sea mucho meyor que la de los meteles puros, al mismo  tiempo
que superan el efecto de las vibraciones sobre#)

impurezas y dislocaciones que hacen

Las slesciones con Ot<<®; se emplean para construir patrones de
resistencia, cuyos valores varfan muy poco con T dentro de un rango am-
plic de temperaturas.

FUENTES DE TENSION CONTINUA

En 1o que sigue mas referirmas exclusivemente & circuitos de  go-
Iriente contimua, es decir que
2 37 .
at 3t
Para suministrar una corriente continue a un circuito se utilizan
generalmente dos clases de dispositivos:
a) Gemeradores (e.g. alternos) rectificados: la temsién variable § (1)
entre los terminales de la f.e.m. (£ig.5-a) se conecta a un dispositive
rectificador - gque puede ser um simstema mecdnico o un eircuito slectré-
nico - a cuya salida se obtiene una temsién §(t) = B, 4 §&(8)  tal
que o= comst. y |88 (1) << |6,
b) Pilas voltaicas: una pilg © gy_gg;q
consiste en un par de plectrodos  su-
mergidos en un glectrolito, elegides
de modo tal que entre sus  electrodos
se genere una tensién constante
(fig.9).
Las fuerzas que originen  dicha

[
—

tensifn son esencialmente po aléctri

cast la fuente de energfa es el deno~

minado galor de reaccién aufmico  (e-
nergfa interna de la pila, qus se li-

bera durante las reacciones que tienen
lugar en los electrodos y em la  solu-

cibn electroli{tica). Hay diverscs mo~
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delos que explican
vos que explican este proceso de transformacién de energfa g {mic
gia a a en o w/ato), 1 reproducibilidad en su febricacién, su bajo cosficiente

sléctrica: modelo de Kernst (de la presién ds solucidn
i infico (de 1a epergfa 1ibre), etc.rm?::::;:;u:;:);;Ziih termo- S immico y su escasa resisvencie interns 1a hacen sdecuada como Dax
i que considerasos a La pils real como una caja cerrada de dos ::_m sino 4rén de tensifn, Dero su uso estd limitado a corriemtes i < 104
cuya diferencia de potencial viens dad: inales ;1) Secundaziest 1& accién quimica es reversivle hasta tal punto  Que
| & - a experientaluente por (fig.10) “otas pilas {cominmente llamadas smterfas o scumiladores) se caTEAR
LV =G - (2.33) . aciendo pasar por ellas une corriente en sentido opuesto al de e
donde € es la f.e.m. de la pila, igual & la tensién &V ; ; £.c.m. que generan. Estrictamente no xisten proceses de Teconver -
: sbierto, es decir cuzndo no circula sorriente (i = 0) miﬁ‘i“ ién e snergla eléctrica en quimica 32 pérdidas pues, al menos,el
! presa el hecho de que la tensién varfa linealmente on 1 ipo Ii ex- efecto Joule estard presemte con und pérdida de potencia 8P > itr.
B ens de 10 pite, 1o oue os vAlido e — a corriente que pero en las pilas secundarias o recargables los procesos de  trans-
] oy 2e un cierto iwo"‘::izz:?;éni den- ferencia de potencia lineales em I son Gominantes y el desgaste de
yator de £ se dsnomina resistencis ‘jnt;mﬁl pateriales {(poT precipitacién en solucién, por desprendimiemto  de
de 1e pila. 2 gas, ete.) es muy pequeno. b2 s comin de estas pilas es la bates
e versss modelos aue explican L £is de plomo que se comstrwye con varios slectrodos con forma e
relacitn (2.33) comdusen & una generaliza a lasas en parelelo, con el 0diero 4o dssmimir la resistencia in -
én o 1a 16y de Obn pare sl interior » Merms y aumenter la cargs acumiavie. La f.e.m. de cada juego de e-
12 pila, en la forma e H 1ectrodoshes e 2,05¢ y la capacidad de carga Q se suele medir en
- I Amperios-hora:
J=vE+m (2.38) Ta] = 1 A =15 3000s = 3900 G
s

donde § es la densided de i
¢

4 bile, B orriente en  la Loe valores tipicos de @ varfan entre 20 y 2000 A.n.
e 1a resuLtance de 14 sile, § es el campo eléctrico y W represen~ ?
e .
eeven 105 is fuerzas no eléetricas por unidad de carga  que

o6 iomes er la solucién. La (2.34) se pueds eseribir com POTENGIA; CONDICION DB MAXIUA TRANSFERENCIA

k& o POIENCLA: CONDECIOR ZEZ2E== "o

Gonsideremos un circuite simple con wna fuente real de tensifn de

F.Teq] — Eef-n3 ;
1 ”d_r © - s E f.e.m. & y resistencia imterna T, conectada 2
1 = j 7oRe— f‘””’l i=6-ri, una resistencia exterior R (£ig.11). La totali-

* ® g de los elementos pagives (en eate cas re-

une. fuente se de-

sistencias) aque se conectan @

3 tlor.deLel segqundo término se obbiene como wn (2.21). H

i as pilas quiices pueden homine 1o garga del circuito, que o deve con- H
& clasificarse ent . s

i) Primarias: i £ 1 1 3 i H

- < 1a accién quimica es irreversible y no se pueden invertir undirse con la carga € gctrica gue cireula por |

procesos que generan 1 €l miswo. H

embado inverso a la gm":dje-m-lhaéendn pasar una corriente  de Le diferencia de potencial (2.33) entre A i

e Loy o terisies. Da £ 77 1a pila. Bsto inplics la mecesidad 4 3 o la salida de la fuente debe €7 imel & :

seca, cuya f.e.m L3 v :me primeria sds utilizads es la plle La caida co tensién sobre R, Gads 2o (2.29), © H

' seme . . La pila de Weston bieme une f ' o
varfa con 1a © e f.e.m. que e
a temperatura segin (2.29) con §= (1,091  0,0006)V v i :

o= - 4 x 10 0. L .
o constancia de su f.e.m. con el tiempo ( [Atl< 50 Av =& - ri= R =i ST
R+ T
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Luego, la potencia total (disipada en la fuente y en la carga) es

1a
potencia entregada por la f.e.m, segin {2.17):

P=i're PR 1% (24 ) = aE) 3
de la cusl el segundo término representa la potencia efectivamente Qi -
sipeda por la carga
2 TE R
per o RE
(R + )" |

A menudo interesa diseflar un circuito de manera que,
fuente de resistencia interna r conocida, la potencia transferida a la
carga 585. adxiza. Considerando a PR como funcién de R podemcs hallar el
valor & de la carga qus hace mixima la funcién

para una

P, R
f(R) = R =—2
® & (R r?

el valor de § se obtiene de

(2.35)
ctencia. $i un instru—
mento de resistencia R emplea la corriente para desviar uns agaja indi
cadora, su mdxima sensibilidad se obtendrd cuando el cieuito exterior

que es la condicién de méxima transferencia de

activo (representado por la caja a trazes en la fig.11) tenga una

re~
sistencia equivalente t~

R.-Veremos mds adelante que todo circuite ac-
tive puede reemplazarie por una f.e

om. equivalente en serie com unn re-
sistencia (teorems de Thdvenin).

LEYBS DE KIRCHHORR

La ley de Ohm en la forma (2.24) nos permite caloular cualouiera
de las cantidades que intervienen en un circuito con una sola
te en funcién de las demds.
varias f.e

corrien~
En circuitos mds complicados que contienen
“@.s ®S preciso réalizar un andlisis sistemdtico de las rele-
ciones gemerales entre corrientes y tensiones. Kirchhoff (1845) enuncig
dos leyes muy sencillas que permiten resolver el problema en todos

los
casos posibles.

a) Rema®
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Definiremost
todo conjunto de elementos conec
sremo) de modo gque la corrieate a tr

tados en seris(extremo com ex-

avés de todos ellos es la

) Sy o mfs rauas.
B e 2 et asare romae 4o 5 oo
K %\éiam;ig-lZ hay cuatro nudos (A,
B, ¢, D), 6 ramas {aB, AC, AD, BC, ap:
op) y numerosas mallas posible:(p.E;“
ABDA, ABCA, ABDCA, ABCDA,BCD3, etc.).

Es conveniente elegir diversas

referencias en cads circuito:
i) Las polaridades de los elementos,
que vienen definidas por los sem-
fidos de las corrientes de ramas,
segln visos en las fig.5y 7o
i) E1 sentido de Tecorrido em cadd
o donde to-
e nudf: " rﬁe:z::ms conectindolo a_tierra, como € en la fig.12)e
e oﬂuaualquiara, comé el de la f3g.13. La carga encerrada ,
S metiene 8 wede variar ya que en O mo hay elementos que
por o muperfie PO puedan suninistrar ni almacenar. Luego,
la corrisnte total que entra en O debe
cer igual a la corriente total que sale
e 0, como consecuencia de la conserva-
ci6n de la carga dentTo de-S. Asignando
un mismo signo a las iy que entran y ¢l
opuesto a las que salen de 0, tenemos

(2.36)

que expresa la Ley de Kirchnoff de las
corrientes. Puede escribirse como la
a corriente total gue sa=

T = detohototh <o

iente © e entra y L
igualdad entre la corriente total qu

Ziea 2t
)

©

le de O:
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Sea una malla cualquiera, como la de la fig.14. Segin (2.24) la di-
ferencia de potencial entre los extremos de la rema j-ésima es

av= & - Ry (2.37)

donde AV = V

= Vya=Viay) - v(ag_4),
habiendo elegido los subfndices segdn el
sentido de recorrido de la malla indica-
do en la figura. &y &
la resistencia tot
corriente es

5 son la feeum, y
ales en la rama Jscuys
; (notemos aguf que los sen-
tidos de las ijcoinciden con el sentida
de recorridc elegido).

5i sumamos miembro a mismbro las
(2.37) obtenemos
X 3

g .
26 s
EEOE A= Jr b

las,

(Kj es el nimero de ramas de 1la malla ele,
nulo pues A= & (xzxj) .

 for-

glda), cuyo primer miembro es

_v°+v2-v1+...+vk-vn_1_vx»v

(2.38)

que expresa la le

de Kirchhoff de las tensi
correr una malla. El primer miembro Te;
Sus signos definidos em (2.37),

que se encuentran al re-
presenta la suma de las f.e.m. con
donde V_ >
aue equivale a tomar &, con signo + pi iie
el sentido de recorrida (ver tambiénla fig.
tes 1,

Viy ot £j>o (:unRj=O), 1o
nde & generar corriente en
7). Anflogamente, las corriep

« Bl segqundo niembro de (2.38) esla suma de
123 cafdas de tensidn, demodo oue 1a ley expresa la_igualdad entre la
Mw%ﬂ recorrerun circuito cerrado.
FUENTES DE CORRIENTE

ZUENTES DE CORRIENTE

Algunos dispositivos electrdnicos como é1 transistor, varias vdlvu-
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céuules fotoeléctricas, etc.
pueden descrivirse aproxinadanen

o cono elomentos activos que,co-

nectados & un circuito, entregan
\na corriente i(t) que es indes
pendignts del resto el cireuito
y, vor lo tanto, de la tensidn
que pueda existir eatre sus ter-
pinales. Un elemento de estas ca~
racterfeticas constituye una
fuente ideal de corriemte v se
representa como en la fig.15-z,
gonde  J = i(%) toma un valor
fijo en cada instante, que Do de-
pende de Vyp. En particular J=0
equivale & un circuito abierto
(ast coma Vyp= 0 equivale a un
corto circuito).

tes reales de co-
rrieni:spi::l:n eproxinarse cono ce indica en la fig.15-b, cvntﬁcﬁ{’ani:suna
resistenciz en paralelo con una fuente ideal (los terminales de auml
elementos coinciden). aplicande (2.36) en A tenemos

(2.39)

que se representa como en la fig.15-d
siendo -1/r la pendiente de la curva
i=i(v).

Toda fuents real de tensién de
dos terminales puede representarse
como una fuente gauivalente de co-
rriente, y viceversa. Para verlo
analicemos el circuito de la fig.l6-a
entre los puntos & y B. aplicando
(2.37) a la malla indicada es

8 =ri vy




v
—a.b _n
3 R

gorriente dg salida

de 4B) de una fuente de corriente
real como la descripta en (2.39).An-
bas serdn eauivalentes con sélo to-
mar

T =&/,
ero esta equivalencia

te para el circuito gxterior, desde

el cual podemos considerar la por-

cifn a la izquierda de 43 como
caja cerrada (fig, 16-b) .

Adends de estas fuentes de 4

una

terminales existen dispositives mds

complicados como las fuentes controladas, que se sstudian en 1a Electré-
fuentes controladas,

pica y la Peorfa de Control.

QOKEXIONES SIMPLES DE AESTSTERCIAS

) Serie (£ig.17): Supongamos ki Tesistencias en una misma rama, entre
N + 1 nudos y sea i 1a dnica corriente que circula, Luego {2.25) —
Vlaep) - va) = x4 (Weet,2, o) =>

Viag) = Wl = (VA = VUS4 () - agl) g

P ["‘}1:{1’ -] = kﬁl (i) - el =

x N
=2 Ris i3 g
=

¥ definimos una resistenc
eauivalente RZ

entre Ay

Ay como

(2.40)

que es la corriente de salida al cir-

cuito exterior (ubicado & la derecha

vale solamen-~
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oresendo la (2.40) en funcin d2 1as respectivas conductancias
KDL ( conductancias
E

enemos,
Gy b

m (2.41)

serie (1.89).
sn qual de la capacidad squivalente en

s 1a expresién dual .
q\;el’aralela (fig.18): Supongames Ndrs
v istencias conectadas entre s6lo dos

s:

terminales & ¥ B con
=V, - Vg = Ry Y k=, 2,000

Vas ‘
(2.30) en el mude A =

76

N
P

Luego,

N
gefinimos una conductancia equives
¥ conductancia equives

3 como
Lente G, emtre A Y
(2.42)

lelo
1 de 1o capacidad equivalente en parale
a:

que es la expresién due tives (2.42) equivale 8

1.90). En funcién de las resisten Tespec
{ i1 n de las resistencias

(2,43}
o, para B = 27,
R,
Btz L, .
T
VR + Ry
¢) Eguivalencia estrella-bri; o

(fig.19): )
La conexién superior es un m::,égg:lo.:
y 1la inferior se llama ggix_gi.i. e
itos dueles de
ser los circui -
pectivas conexiones entre condensed
mis-
res (fig.27 del Cap.I) velen 138

o
nas relaciones (1.91) con la 678X
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formacién

et et
c. G,

Teniendo en cuentz su wtilidad expresaremos dichas relaciones en funcidn
de las resistencias:

e
R = 2
[
. (k= 1, 2, 3) (2.40)
1S
==
R 2 .
siendo D® = R(RG + R;R; + Ba
e x £t ot
Z;R1¢R2+R3, T R EGRY

Ejercicio: a) demostrar las (2.44),
b) expresar las (1.91) de menera anfloga a (2.44).

RESOLUCION

CIACUITOS: HETODO GENERAL

Generalmente-ya sea para su disefio u optimizacidn, para calcular el
consuio de potencia en un elemento, etc.- el problema que se nos presen—
ta consiste en exprecar una o varias cantidades entre las que describen
f{sicamente a un circuito (resistencias, corvientes, tensiones), en fun-
cidn de las restantes. Para ello disponemos de K ecuaciones (2.36) y de
L ecuaciones (2.38), siendo i el mimero de pudos y L el de mellas en el
circuito dado. 5in embargo, como vimos en la fig.12, el nimero L puede
ser muy grande aun para circuitos sencilios sin gue para resolver un cir-
cuito resulte necesario eseribir iodas las posibles scuaciones (2.38).
Otro tanto sucede para los nudos.

Las ecuaciones (2.36) y (2.38) son lineales en las tensiones y en
las corrientes, y cominmente el problema consiste en expresar las corrien-
tes en funcién de las tensiones o viceversa. Parece evidente que el nime-
Fo de ecuacionss a resolver deberd ser mayor o igual al numero de incég-
nitag del problema. Sin embargo puede ocurrir que un némero pequeio de
ecuaciones resulte suficiente para un problesa especifico. Un obj2tivo
natural es elegir las ecuaciones y las variables que permitan resolver
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21 problema con el menor esfuerzo mumérico posible.

Considerenos un circuito con N nudes y M ramas. Tememos N ecuacio-
nes (2.36), cue son las més sencillas (pues los coeficientes de lag co-
rrienves i, velen 0 6 I 1), de las cuales sflo (:1-‘1 son deEEnd)ent:ﬁ. S
sars verlo besta con escribvir las ecuaciones (2.38) pare (N-1) nudos.Zo-
das las corrientes iy que llegan al nudo restante se pueden despejar de
dichas ecuaciones, de modo que la suma zlgebraica ij correspondiente )
21 nudo F-ésimo se anula automfticamente y, por lo tambo, es consecuencia
de las enteriores. Luego, el némero minimo de ecuaciones del tipo (2.38)
que conviene slegir serd

K=n=(N=1) =W - i+ 1. (2.45)

51 lo que interesa es calcular les corrientes de ramas se pueden
usar las (I-1) ecuczciones del tipo {2.36) pare expresar las corrientes

{1} = {50, 190 oo i b
on funcién de las restentes {ig, .-, )H} , ¥ luego emplear K ecuaciones
(2.38) en la forma

(L =N, N+1, ...}

ikkll(: 5 & =8
k=t

mllati) 9

para X mallac distintas, elegides de maners oué cada rame (k) parbicipe

por 1o menos en una malla. Guedan esf formadas i _ecuaciones lineples in-
dependientes cuyas incégnitas som las M corrientes de ramas. dste siste-

oa lineal se puede resolver por cualquier método algebraico.
Como ejemplo consideremos el circuito sencillo de la fig.20, con sé-

lo 2 nudes y 3 rames. La dnica

ccuacibn (2.36), pues K-1
serd:

iy e iy =0 £

= 1= i, + iy

¥ necesitames ¥ = 3 - 2.+ 1 =2
ecuaciones del tipo (2.38) en

las incSgnitas i, € iy Las ma-
llas més i1las son las A ¥
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— .
N b, con los sentidos de indicades en la £ig.20. Las (2.38) to-
i nen 12 forma
s
U G PV PR P £‘+ ¢, s
S _n -

2tz v Byigmobn g,

que se resuelven fécilnente:

(30 8,+ &) + 2,08+ §1] /5
[Ry(& - &) - R (& +E)] /D

+ iy = (208 - &)+ (¢, + €]

on Dm MRy 4 Rty ¢ RS -
Eiercioio: con Ry= Ry= 10 Ry= 205 =&, = 5 vi &, = 10 V calouler las
- corrientes iy, ip, 13i les cefdas do temsidn sobre las 3 resistencias

¥ la potencia disipade por cada una de ellas.

‘CONEXIONBS SIMPLRS ENTRR FUENTES

Ya hemos Visto cémo tremsformar wna fueate de tensidn & eon uma
40 corrismte U , y viceversa, com sélo tomar J = & /R. Ademds es
posible desplazar las fuentes dentro de un circuito para simplificsrls
v asf evitar cdlculos redundsntes o imnecesarios.

Bn la fig. 2l-a vemos dos fuentes de temsién ideales &, y &, oo-
wdetadas gn serie, egquivalentes a una sola fuente ideal

Totag et

] En la fig.21-b se muiestra la dnica conexidn préctica de fusntes de ten-
9ién en paralelo, cuando

E.8.t

$i conectamos

2

en parslelo varioc generadores cuyas tensiones no son idé
tices(en sentido, en forme € (t) y en ampiitud & = max | € (+)]})  ten

X . . y
dremos corrientes grandes e indtiles entre las fuentes, con dafios proba-

bles para les equipos.

Sin embargo, como dijimos al describir las baterfas, la consxidn de
la fig, 21-b es muy §til para aumentar la carga disponible y rsducir las
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pérdidas de potencia disminuyen-
4o la resistepcia interna  del a 21

conjunto (segin r/K, si hay N .

fuentes de r intsrnas igusles). & 6 J
En la fig. 22-a 52 muestran by ~ &+ 6‘

dos fuentes de corriente gn pa- & O -

ralelo con corrientes U, = U ¥ Ny

una fuente equivalente con

T=T+7, . Enla fig.22b ve- | l — i
mos la tnica conexiém til de I A . ,
fuentes de corriente en serie con @O Qa_ ~ E-4=8 \[
=7,-7. = > =
En 1z fig. 23 vemos dos co- L : l\

nexiones posibles y sus equiva-

lentes. En la fig.23-2 la corrien-
a 22 te por R 86lo depende de & (su-
puesta ideal) y la tensién & es
—T |__1 1a dnica que ve el circuito a la
derecha de AB. Andlogamente, i
L la fig. 23-b le corriente i = J
_L‘ es independiente del valor de H.
En ambos casos las resistencias
R pueden omitirse 2l resolver el

A cireuito, empleando las equiva-
~ T J"ij lencias que se muestran.
Las equivalencias de la fig.

21 y 22 pueden usarse en ambos
sentidos. Como ejemplo considere-
mos 1a descomposicidn de una fuente (fig. 24) y su desplazamiento a tra-
vés del punto P. Los circuitos a, b, ¢ y G son equivalentes (verificar-
lo).

Ejercicio: justificar cada uno de los pasos de las transformaciones gue
se muestran en la fig. 25, donde L&) =v; [J)= a5
[a]l =n . . -
Zaplear 1a equivalencia  d = & /r (fig. 16) y las rela-
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METODO DR LAS MALLAS

El método gemeral
descripto permite resol-
ver cualquier tipe de
circuito después de un
proceso de preparacién
del mismo y de seleccién
de las ecuaciones  que

conducen a la  solucién

ciones dadas en esta seccién. El
circuito de la fig.25-e es el
equivalente del 25-a desde la
derecha de AB.

Estas tranaformaciones ele-
mentales deben realizarse antes
de plantear las’ ecuaciones que
indiean las leyes de Kirch-
hoff. Su splicacidn permite pre-
parar el circuito (simplifi-
carlo) para su anélisis.

3 (17

24

-

o

Is

L

-
—(—=)—

2
7 s 1t s
56
12 4
2y 0

-
\,
L¢ 5

&
©

25

més directa y menos costosa des-
de el punto de vista numérico.
Exisfen métodos que permiten la
resolucién gistemdtica, casi au-
tomdtica, de circuitos de geome-
tria sencilla. Describiremos dos
de eatos métodos a conbinuacién.
EL método de las corrien—
tes de mallag permite calcular
todas las corrientes en un cir-

cuito cuando se conocen las

f.e.m. y resistencias en todas
sus ramas. Para abreviar supon-

dremos que hemos preparado al circuito seleccionando las mallas como
se ve en el esqueme de la fig.26, donde las flechas indican los senti-
dos_de_recorrido elegidos para las mallas. las mellas indicadas estén
distribuldas como los cusdrados de un tablero, de manera que cada rama
pertenece a 1o swio & dos mallas {el método es mucho més general y las
ecuaciones son vilidas para cualquier eleccién: una rama puede pertene-
cer a més de dos mallas.).

Definiremos la corriente de malla I con su sentido elegido de mo-
4o que p.ej. en 1a rama k (comin a las mallas J y f+l, fig. 26) ses

(2.46)

T, - T 4.
iT L

Es decir que cada corrient braica de las corrien-
tes de malla que pasan por esa rama,tomando con signo (+) las Ij cuyos

sentidos coinciden con el de i, y con signo (-) las que circulan en sem-

de rama es la suma al

tido contrario.
Llamaremos resistencia total de la mella j a Ry
4a término Ry es la resistencia foial (caleulada como serie) de cada una

=2 Ry, donde ca-

de las remas que encontramos al recorrer la malla. indlogamente

Ry == T R, serd la resistencia total de la rams comin a las

J e wsllas j-ésima y k-ésime, cambiada de signo pars
poder obtener una relacién gemeral mis semcilla (le 2.48 que veremos
enseguida). De igual mofo le f.e.m. total de le mslia i serd =38,

donde cada’ G, tiene un sigmo (+) si ¥iende a gemerar corriente en
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ol sentido de recorride de la malla, y (=) en caso contrario.
Con estas convenciones la ecuacién (2.38) para la j-ésima malle
toma 1a forma N
éi= % Rl = By -J% 125 I - (2.47)
que en forma sbreviada_equivale a

(2.48)

donde, segin vemos en el tercer mismbro de (2.47), cuando todos los reco-
rridos tienen el mismo sentido (p.ej. horario en la fifg.26):

< X
Ri; > 0, By €0 Yook

Los coeiiclientes RJk en (2.48) se pueden calcular directamente: R” es
1a suma de las resistencias halladas al rTecorrer la malla j y Ry ' o9
igual a la resistencia de la rama comin a las mallas j ¥k, con signo
(-). EL valor de K en (2.43) es el que dimos en {2.45). )
El sistems hallado se puede expresar en forma abreviade como

E =R I (2.49)
donde &, T son vectores columnas de X v la patriz de resis-
tencias § = [R.,] es cuadrada y de orden K. Es obvio que A es simétrica,

ik
va que 2y ¥ Ry representan la

ma resistencia de la rama comin a las
mallas j/% (llamada resistencia de transferencia entre esas mellas).

Por haber elegido mallas indevendientes, segin los criterios dados
21 enunciar el método general de resolucién, R es invertidle (no singular)
y existe 1z solucién de (2.49) en la forma

(3 =1, 2,...,K) {2.50)

donde (™)
:(Jk de la matriz ﬂ B

i = 1/ D5 siendo Ajy el determinante adjunto del elemento

-~ 145 =
g = (0™ memer (20 )

7D os sl determinants de f: D = det R,

E1 método de determinantes (regla de Cramez) da wna forma smallica
de las soluciones que es §til para analizar propiedades importantes de
los circuitos. Bn la préctica se puede resolver el sistema (2.48) por
cualquier método numérico.

Pinalmente, las ecuaciones del tipo (2.46) nos dan las gorr:
4o vame buscadas. Si lguna results megativa, ello significe que el aen-
$id0 de circulacién asignado al definirla es centrario al verdadero.

Como ejemplo volvemes al circuito de la fig.20, domde las (2.48)%o-

bes

man la forma
11=11: 12=I1-12: 13512
ylas (2.48) sons £+ & = (e RY I - Ry
-¢-% = ~ R, I+ (Ry+ Ry) Iy
Regolviendo este sistema obienesos
=1y = (R0 8- &) v Byl &+ E1/m s
(a8 - &) - m(&+ ENN

i,=1

con D = Rlﬁz + RZRB + R3R1 = det R, ds modo que

=1y - Ty = [RUE r B 4 ry(E + ED1 /D,
que coineiden con el resultede ye obtenido.
METODQ DE_LOS NUDOS

F1 método de las jensiones de mudos permite calcalar todas las ten-
siones (o voltajas) en un circuito cuando se conocen todas les fuentes
de corrieate y las comductencize on todas lao ramas. Podomea proparar
ol elrcaito ejecmtando les pesca siguiontoss

1) Reemplazamos cade rams pefiva (equivalente a una f.e.m. total & en se-
rie con una resistencia total R, e G,') por una fuente de corrienSe

() EL menor correspondiente al elemento Ry, es el determinante &e la

matriz que se obtiene extrayendo ds R la fila py la columma k.
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equivalente ’J&=Ba<£Sl en paralelo con wne conductancia G, segin la re-
lacién obtenida en (2.39).
1i) Blegimos un nudo cualquiers que llamaremos de_referancia, al que asig-
namos un potencial V=0 .33 nos proponemos calcular la corriente en una
rama determinada, convieme elegir como referencia a uno de los extremos
de dicha rama. Puesto que el potencial estd siempre definide a menos de
una constente, vemos que si hay N nudos en el circuito, sélo tendremos
que calcular (X -1) tensiones.

Para wn par de mudos j,k definiremos las
cantidades (fig. 27):
V, = tensién del nudo k, del cual sale iy
vy = temsifn Gel mudo §, al cual Lleds iyyi
1,3 = corriente total entre low nudos j y k;

£
L3
Ty

= corriente por la conductarcia G,

= corriente equivalente de todas las fuentes
existentes entre los nudos j y kj

Gy j - conductencia de transterencia entre los mu-

dos 3,k, igual = la suma de las conductan—
cias de todas las rames (en paralelo) entre
esos dos nudos con sigmo (~); o sea gue si
R indica a cada resistemcia enfre j y k

resulta Oy ékzlé 0.
(51 caso G, =0 coFresponde a ijy=0, os decir que los mudos j ¥ ¥ no son
adyacentes, del mismo modo que ers Ry =0 para mallas no adyacentes).
Observemos que hemos defimido Gy % O andlogamente al método de ma-
1las, donde Rakﬁ O para j# k. Con estas definiciones la (2.27) toma

la forma ir

¥ tenemos 5= Tig -1y = Ty Gy V3=V (2.51)

La ley de Kirchhoff (2.36) expresa la suma de las corrientes que en-
tren a un mudo dado. Todas las que entran al j son de la forma iy, . Ble-
giremos el signo (+) para las que entran, y el (-) para las que salems
Sumando las {2.51) obtenemos para el nudo j-ésimo:

%ikj Z Tt Loy (vg=v) = Tye V;?%pé%ﬂw o,

donge Tj= éjka‘ s 1la corriente equivalente totel de las fuentes que lle-
fan el mado J, y ea obvio que Gy =Gy . Como en ¢l método de mallas defini-
mos una conductencia propia del nudo j igusl a la sume de las conductancias
que 1legan al mudo desde todos loa demds, o eeas Gyy=- % Gyy>0.

Con esta convencién resulta: k

(3=1,2..08-1) (2.52)
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istena hallado se puede expresar vectorialmemte como(*)

1
J=0 7V (2.53)
donde 3,7 son vectores columnas de(N-1) componentes y la mabriz de con-

ductencias G = [ij] es cuadrada y de orden (N-1). Es obvio que G es

simétrica, ya que Gy

= Gk; es la conductancia de la rama entre los nu-
dos 3/k. G es invertible y la solucién de (2.52) tieme la forma

(3= 1,2,...,H-0) (2.54)

donde D' = det T y la notacién es la misma que empleamos en (2.50). Las
corrientes de ramas se obtiemen a partir de las tensiomes V mediante
las ecuaciones (2.51).

Como ejemplo volvamos al circuito de la fig.20, que =hova se pusde
trapsformar segin vemos en la £ig.28, donde reemplazamcs cada rama acti-
va por una fuente de corriente y una conductancia en paralelo, con

T=0,8 5 =08 s U= 648, -

Las (2.51) toman la forma:

=Trev e dy=-Te 6V

3= -6V
Hay s6lo 2 mudes y, por lo tanto, wio solo independiente, Luego (2.52)

(6y .+ Gy + nj) v V=V 28
o BT 7,
By + Gy + Oy
de donde se obtienen de immediato
las corrientes de Tamas.

Observemos que s6lo hube que re-
solver una ecuacién lineal,mientras
que el método general y el de mallas
requieren dos semaciones. Esto se
cunple generalmente ya que sismpre se
verifica la relacién

Nl € K=M-N+1,
excepto para N=3. Ello otorga cierta
ventaja al métode de nudos, si bien

(+) La semejanza entre los sistemas de ecuaciones {2,48) y (2.52) yesul-
e de haber definido las cantidedes ds tremafersncia Ry, Gy S Oc
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ias relaciones finales (2.51) no son tan inmediatas como las (2.46).

Ejercicio: Verificar que aplicando los métodos ée mallas y de nudos se
obtienen para las corrientes de ramas los mismos valorss numéricos aue
se hellaron en el ejercicio correspondiente a'la fig.20. "

TEQHEMAS DE SUPSRPOSICION Y Dt RECIPROCIDAD

En lo que sigue demostraremos algunos feorswas Utiles de la téorfa
general de circuites. Emplearemos la notacién del método de mallas, pero
los resultados son vdlidos en general y pueden obtensrse mediante cual-
quiera de los métodos de resolucién deseritos.

E1 teorema de superposicién es la interpretacién fisica de las ecua~
ciones (2.50). Consideremos un circuito real con varias mallas activas y-
formemos los sistemas (2.50), correspondienteés a circuitos con la misma
matriz de resistencias pero que solamente tienen una galla activa cada
uno. Ast

& =§.¢.
serdn las f.e.z. del circuito m-ésimo (todas nulas menos 1a Em = b,
que es 1la f.e.m. de la malla m en el circuito inicial). Segdn (2.50) laa
corrientes en esve circuito serdn:
x
S BT O
1 D

Bim (3= 1,2,000,K) (2.55)
P iy )

Vemos que cada término de la sumatoria (2.50) representa la corriente
parcizl debida a la malla k-ésime, es decir la corriente que circularis
en 1z malla j si solamente la malla k fuera activa. Luego, la corriente
total en cada malla del circuito real es la suma de las contribuciones
parciales de las mallas activas.

Por ejemple, si en un circuite hemos hallado las corrientes I/‘. pro-
ducidas cuando hay una f.e.m. &, en la mella 1, para calcular la corrien-
te total cuando ge agrega una nueva &, en la malla 2 baste con hallar
las corrientes Iy ?ue p:‘od\me esta f.e.m. por separado ( con 51 =0) y
sumarlas:  T;=Ij+ I} (3 =1,2,

K

) teorema de reciprocidad es consecuencia inmediata e la sime-
tria de la matriz de resistencias y de su inversa [Ajk/ll] . Imaginemos

doscircuitos que contienen upa sola malla activa: en el primero colo-
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cemos 1a nica f.e.m. & en la malla §i en el
sogundo ubicamos b en 1a malla k (todes las de-
més mallas som pasivas).

Segin (2.55) en el primer circuito la co-
rriente en laz mella k vale

fotu e
b
y en el segundo circuito la corriente en la
walla j vale

.
A= 4
D

La simetria de {4y)implica oue

Ee decir que si uns f.e.m. colocaga en una palla dada de un cireui-
%o produce uma cerriemts I en otra malls, entonces la misma f.e.m. colo-
cada en la ssgunda malla debe producir la misma corriente em la primera.
En 1a fig.29 vemos el esquema de un giTcuito pasivo de custro terminales:
los dos de la izquierda AB representan la entrada y los de la gezecha CD
la selide del circuito (la caja cerrada es el circuito pasivo). La reci-
procidad del circuito significa la invariame de su comportasiento snte
un intercambio entre la entrada y la salida.

QEORENAS DE THEVENIN Y DE NORTON

Guando nos interesa conocer el comportamiento del circuito en wna
sola rama, el resto del circuito se puede
reemplazar por una rama eguivalente muy
sencilla, cuya forma estd dada por el feo-
rema de Thévenin. Antes de demostrarlo de-
finiremos alguncs conceptos utiles para
Gescribir un circuito.

Supongamos que la cafade la izquierda
de 1a £ig.30 encierra um circuito comple-
tamente pasivo. Llamaremos resistencia de
entrada (0 squivelente) del circuito, vis—
%a dosde el par de terminales AB, = la Te-




[
i
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lacién

R=b/1
que existe cuando se conscta una f.6.m.
jdaeel & entre A y B, y se mide una co-
rriente I,

Sea un circuito (fig.3l) que a la
jzquierda de AB tiene (N-1) mallas pa-
sivas (& = 0) y a-la derecha tiene

(2.57)

wia rama sctiva 3 6,26 y R, = 0, que
forma parte de la malla N-§ainma. Luego,

segdn (2.55)

1 1::21116. (3= 1,2,..:0)

En particular, para la malla N-ésima vale

g = (hgy'D) & siendo

Doego (2.57) == F = o = 2 (2.56)
I hm

pare una focom. Gy ideal. Si en la Tama en cuestifn bay une fusate real,

(2.58) equivale a definir

m 22, (2.59)

M km

1in D, os in-

am D ¥

=

32

donde D

dependiente de R, pues es el ad-
junto del elemento Ry en la ma-
triz R, ¥ Ry 8élo figura en dicho |
elemento.

Pasemos a demostrer el teo-
rema para'un circuito como el de
la fig.32,donde a la derecha da
AB tenemos una resistencia de

carga R, ¥y nos interesa hallar
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un equivalente sencillo de la parfe izquierda del circuifo, encerrada en
la caja que se indica. En general, la corriente en la malla N est

LY
1 > I & (2.60)
k=t D k
aonde todas las mallas pucden ser activas. La cafda de tensifn sobre la
carga vale .
Vo = Vyp = BRIy = Ry % (a/D) &y, (2.61)

Nos interesan dos expresiones particulares de V e I
a) La tensién V_ a cirouito abierto, es decir para Ry—>w :
En (2.61) los 4y, son independientes de R_, y el determinante D se puede
desarrollar por el método de Laplace segin la fila N-£sima:

» et
D= %RNKANK = % Bychne + (Ryy = BodAyy + Bodyy

donde descomponenmos el lbimo término de la sumatoria en dos partes.Es
evidente que para R —»co el fercer término domina la expresién (y2 que
los otros no contienen a R.), o sea que la tensién & circuite abierto
segtn (2.61) vale

Vg .= lim vV, - lin R & Aﬂkéh\ Cam [ B % Aweby
AT R pae) 7=
< 2 } Rg Ay
éA'Nk & . (2.62)
AN

) La corriente Iy de cortogircuito, calculada para Ro—>0 ;

(2.60):}10'0.5,%:3?“ 5 =

- 1in [ £ Mgk

i
R0
)

;%%&L (2.63)




yaque D= ‘11?0 D.
Luego, dividiendo miembro a miemdro las{2.62) ¥ (2.63) obtenemos la
expresién (2.59)¢ R

(2.64)

1o que implica qus entre A y B hay una fuente cuys f.e.m. o5 Vg , ¥ cuya
resistencia interna em serie es R. El circuito equivalente se ve en la
£ig.33 que nos permite expreser la corriente Iy =1 para una carga Gmal-

quierat

(2.65)

El teorems ds Norton es un corolerio inmediato de este resultado ya
que, segin vimos en (2.39), el circuito a la izguierda de 4B en la fig.
33 es también equivalente al de la fig.34, eiempre que tomenos

T= Ve _p
R C.Co (2.68)

como intensidad de la fuente de corrien-
te.

Bn resumen, el equivalente de Thé-
venin de wn circuito cuslquiere consta
de una f.e.m. idesl igual a la tensién
(que se mide entre A y B & circuito

v,
c.a.'Y
abierto) en serie con una resistencia R = VC,A./IC.C.' E1 equivelsnte

de_iorton consta de una fuente de corriente ideal que genera Ip o en pa-
ralelo con la misma resistencia .

Como, segin vimos en (2.59), la resistencia equivalente no depende
de las f.e.m. del circuito, a menudo conviene celeular la § pera un cir-
cuito pasivo que se obtiene cortocircuitando todss las f.e.m. {peTo 1no
sus resistencias internas!), el cual tiene la misme matriz de-réeisten-
cias R. Asf, obtenemos R y sélo resta calcular una centidad (Vg , 6 Tgg)
que elegivemos segin la geometrfa del circuito.
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CAPITOLO 11T
MAGNETISHEC

A) HAGNRTOSTATICA .

INTRODUCCION

1z propiedad de atraer o repeler cuerpos que no pOsEsn Cargas
2léctricas mecroscépicas (llamads magnetomotricidad) se fus conocien—
Qo en otapas sucesivas, separades por muchos siglos. La magnetits y
otros matarialee {e.g. hierro) la poseen.

Gilbert (c. 1580) enuncié el primeipio bipolar, sndlogo el dss—
cripto ea Electrostdtica. Sin embargo, todavia no se ha logrado ais-
lar uz pole magnético, lo que podemos enunciar dictendo gues

"fodo polo positivo (ssf definido cuando tiende a ser atraido por
al polo Norte magnético de nusstro planeta) en un cusrpo estd inavi-
tablements asociado & un polo megativo de igual intensidad, ubicado
en el mismo cuerpo”.

Coulomb emple$ su belenza de torsién con barres magnetizadas
muy lergas (cuyos polos magnéticos estaban muy separados) y sus expe-
rimentos se pueden sintetizar en la expresién
(7, -F)

Flp =Kny e E (3.1)

% -

que describe la fuerza sobre el polo p, ubicado em T, en presencia
dsl polo py {en T,). Esta ley es andloge a la ley de Coulomb que desw
eride la interaccidn electroetdtica entre cargas. A las cantidades
by s las suele demominer cergas magnétices (obviamente sus efectos
son sumsbles, los de cargas opuestas se cancslan, etc., de modo que
1a definicidn de ests magnitud tiene semtido y, por lo tanto, vale
un principio ds superposicidn con todas las consecuenciss ya discuti-
dms en Blectrostdtica).

4 partir de (3.1) podemos definir unidades de carga magndtica,
7 también un campo magnético

oo (F-F,) _ .
By (F) = Kpy o207 > F) = py By (Tp), ete.
[EREA

Qsrated (1819) desoubrid sl efscto magnetomotriz de una corrieats
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léctrica, que fue sistemdticaments medido y deseripto mimuclosamen-
e por Ampbre. Bn lo que sigue, poT 8U importancia, slegiremos el
trotemiento cléaico de Ampdre que atribuye g 1ae corrisntes el origen
del campe megnético.

En realidad, veremos que la fuerse que sctfia sobre una carga
léctrica a que so mueve con velooidad ¥ es la superposicién do uma
fuerza independiente de la velocidad (que esté presonte sun em Teposo
oi 1 campo eléctrico mo es milo, 0 sea 1%) més ovro témmino gue do-
pende de ¥ y que pasemos enseguida & describir, 1imitdndonos eélo
a1 caso de ¥~const., de modo que todas les corrientes y fuerzas va-
rien muy lentamente y que 12 radiacidn emitide sea despreciable (las

cargas aceleradas emiten radiscidn).

51 bien las mediciones ds Amphre se hicieron empleando espiras
conductoras, polemos expresar sus resultedos em funcién de e cares
que se mueve en un elemento de volumen
(2igo 1)

Consideremos un tubo de corriente (cu- 4

s paredss son paralelas a la velocidad 5
media < ¥> de las cargas en cada punto), T

tal que .
s 1fl= >

relacién que define un glemento de corriem-
ke, siende §q 1la cargs que atraviesa la
seccién ST enm el tiempo §t.

A partir de esta squivalencia pode-
moe sintetizar las mumerosss experiencies
de Ampbre dsfiniendo un campo magnftico como sigue.

R7AS SOBRE CARGAS RN HOVIMIRNTO: DRFINICION DEL CAMPQ MAGNBTT

cusndo estamos en presencia de u gampo megnético le fuerea que
ge observa actuando sobre upa carga q gue 8¢ mieve con velocidud ¥

en ausoncia de campo sisctrico, tisse las sigulentos proplodades:
1) -
as perpendicular a ¥ 3

perpencitRost
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< oo ~
2) |Fl~sen(¥,B) donds B indica una direccién privilegiads
el espacio que definimos como la direceién

y_sentido del campo magné;
o B//%, 7 [F| es ndximo ot B1

3.

3} |Fl~lq ¥l, es decir que es proporeio-

nel'a los médulos de la

carga y de la velocidad,

4) 3 es perpendicular sl plano for-
pade por la velocidad y la méxima
fuerza medible (la que correspen-
de a ¥18).

Todo esto se resume on la Iig. 2.

La forma anslitics més sencilla paza

4ados anteriores se debe &

Fpag =0V ¥

0. Ba decir que, p.ed., IFl=0

recumir %odos los resul-

(3.2)

7 descrive la dinimica de la carga £n pusencie de cempo eléctrica.

PRINGIPIO DE SUPBRPOSICION B INVARTANCIA DB LA FURRZA DE LORENTZ

Cusndo sobre wna carga puntual g que se mueve com velocidad ¥

actfan simulbéneemente un campo eldotric

o1 principio de superposicién sstablece
serd

o ¥ y un campo magaético B

que la fuerze total sobre g

FoqE+aqvxf=a(F+ ¥xB)

(3.3)

Rota exprecifn de la fuerza de Lorenbz tieme gran interés cuando se
analiza el movimiento de la carza q en dos referencieles imerciales

aistintos.

Supongemos que wn referencial R’
origen 0' se mieve con velocidad v
const. con Tespecto a otro R fijo cuy
origen es O (fig. 3). Entonces los camp
eldotricos y magnéticos, y las velocida

de g serdn

de

o
o8
des
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Si V«c {donde c es la velocidad de la luz medida en el vacfo)
ls foersa de Lorentz es invariants frente a la transformacidn A-=R/,
es decir que es la misma en ambos sistemas inerciales. Experimental.
wente se ha encontrado qus la carge ¢ temblén es invariante y por
lo tanto

= T2 Tl oL
= F 4+ T2F =B + (F-V) 2B =F - Vx84 ¥x T,

Esta relacién se puede interpretar como un sistema lineal de ecua~
clones cuyas variables independientes som las componentes de v .
Entonces podemoe igualar por separsdo:

FxE =728 — § =% } .
Faf -Tx8 =8 «F+7xF

E1 gempo electromagndtico ofsotivo, definido por la relacifn
F
q

= 4 ¥xF= 0 (F 0+ G (F 7Y (3.5)

tisne wna components gléctrics U, = E(F, t) ¥ wna componente mag-
nética O, = ¥xB(F, t). Ambas varfen al paser de un refersnmeial al
otro, pero el cempo electromagndtico %otel permansce invariante si
las velocidades involueradas (7, V) son mmacho memores que la de la
luz, c.

Si el campo eléctrico es conservativo, podemos escribir la
fuerzs total como
(¥ = potenciall)

¥ la potencia disipade en el movimiento de la carga serd

F=q(-9vs 7x8)

F.F=F .4 (@)= 3, donde 2 =3 mv?= en. cindtica.

2 ax, 3V

Por otre perta, ¥ .VV = Tf.vv 'Zd_t't? =-§-¥- o
i 3

¥, obviamente, FT.¥zF=0. (3.6)

e identidad (3,6) refloje una propiedad fundememtel de las
fuerzas magnéticas que, por ser porpendicularea a ls direccidn del
moviniento, no al. trabaio mecdnico. Bato vale cuando sl movie
plento =e debe g ivaments a ia acoldn del campo magndtice, pda
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un eventual campo eldctrico o de otro tipo, pero comeervativo.
Iguslendo las dos expresiones de v . F resultas
&u 4

47 & — & .4 (p,qv)m0 (3.7)
at s at at

relacién que sxpresa la conservacién de la emergfs fotel U =T + gV
de una carge q que se musve bajo la accién de un campo megnético
¥ do un campo eléetrico comservativo.

LEY D8 AMPRRS

S1 bien hemos resumido las propiedades del campo magnético B
y su efecto sobre una carga ez movimiento, hace falta describir cdumo
se genera dicho campo. Las cxperiencias de Ampére pueden resuairse
en ol experimento ideal descripto em la fig. 4, donde vemos dos ele-
mentos de corriente: Ij diy (em §}) e I, dlp (en Fy).

«

La fuerza dF,; , ejercida por el elememto 1, df, sobre el
otro elemento 1, &, , en el vacfo, vale
N 1, d, x[(1; 4§ = (F, - 7))
i¥y = K ————ﬁ‘ﬁa———_ (3.8)

donde # es la misma constante que aparece en {3.1). En medios
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sonues (gases, p.ej.) vale la misma relaciéa (3.8), pero la cons—
tante K veris muy lavementeo

51 intercambiamos los subindices sn (3.8) obtenemos la fuerza
sobre el elemento Iy dly:t

1, @ x[1, @, 2 (B - EAll
|71 - %l

Podemos expresar (3.8) en la forms mfe préctica

. (F-7)

@1t x[KT A oy
T—T'\l

aFy, =K # dFp o

(3.9

gue describe la fuerga sobre un elemento de corriente IdL ubicado
en un punto ¥ (punto campo), originada en su interaceidn con un
elemento de corviente fuemte I'di*, ubicado em . Se observa
(£ig. 4) que d&F e mowmal a (I %) y sl producto vectoriel

10 d x (F-F). La cantidad entrs corchetes reine todas las propie-
dades del campo mgﬂéti(:a, de modo que definimos 1a contribucidén al
campo B debida a un elememto I' &' mediante la expresién:

— . (F-7)
fF=x 1 @ xz37T (3.10)
B .
De esta manera se verifica la relacién
FordlzB . . (3an)

seniendo en cuenta le relecién emtrs un elemento de corriente y
1a carga que tramsporta (Idl= dq¥) podemos caleular la fuerza oue
ojerce un elemento fuente 1I'dl' cobre uma carga g que se mueve con
velocidad ¥: .

F=qvxd (3.12)
de donde se obbiene la (3.2) intsgrande (sumando) sobre las fuentes.

Bjercicios demostrar gque la fuerza total entre dos espiras cerradas
€y v 6 por lae que circulan

corrientes i/a I,e8

Fa=- j[}é(ml ERNENETS

€ 4

e modo que se verifica el beorewa de accin y reac

teorema de acclon § FERCEAOT
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pare ello definir las integrales Ty, e Ty be la foma

g. i7. 7 P12 iemto T, = T - T (& 4. B
12 = ﬂrl x Ty x rl32 5 slendo Ty5 = S Ty -8 » Recordar
aue dFy . Tap/ Trr = - 4L Jyrf) = - 4 (r73) o como en (1.2)

La relacidn (3.13) se parece a la ley do Coulomb, pero sélo em
esta forms infegral. Por otrm parte, el signo (~) indica gque la fuer-
4o oo giractiva pera espires del mismo semtido, ¥ repulsiva en caso
contrario, por oposicién s lo que se espers por analogfe con las
fuerzas emtre cargas.

La ventaja de la forma (3.8) de laley de Ampere {llamada forma
de Laplace) radica on la posibdilidad cierta de factorear el cempo
magnético &8 (%) producido per fuentes del tipo 1I°al’, lo que mo
o9 posible a partir de la forma (3.13).

Ejercicio: empleando la ley (3.13) demostrar gue la fuerza por umi-
1ad @e longitud snbre dos cables paralelos rectilfneos o
indefinidos, separados por uns distencia &

que conducen corriemtes I e Ip es
(fig. 5)

I
29 (3

DEPINICION DEL AMPERIO. UNIDADES INTERNACIONALES Y GAUSSIANAS

e constante A oue aparsce en la ley de Amplre ge fefine erbi-
trariamente. En 8l sistema internacional gue adoptamos (S1) definimos
Mo 10T w7 a2, (315

" e

con 1o cual resulta que hemos definido arbitrariamente el valor del

ampertc (A).

En efecto, como Vimos en (3.14), la fuerza por unidad de longl-
ud entre doa cables indefinidos separados por wns distancie 4, por
1os cusles cireuls una misme corrismte 1, mide

ER-S i B
¢ -

T
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Si la corriente I es iguel a la unidad dal SI (o sea I = 14),
debe cumplirse le siguients relacién entre los valores medidos de
le distencia y la fuerza por unidad de longitud:
aP/L=2x107 R (3.26)
La wnidad de campo magnético estd definida por la expresién de
la fuerza de Lorentz:

Fo1fxd =[Pl alonat

= T = Tesla.

La constante ji= 47K se denomina permeadilidad magnéticy del
medio. Dos valores de # yp; defintdos en (3.15) corresponden a inter-
acciones en vacfo. En medios materisles tenues vale muy aprorimada~
mente la ley de Ampdre (3.13) sustituyendo fb/ 47 por p/ 4if con
P b

Ea el sistema gaussieno le unidad de corriemte se define da tal
masera que

I =uce.n.(I) = ab A = 10 4,
es decir que la fuerza entre dos ccbles indefinidos verifica ls re-
Lacién del tipo (2.16) con

aF/t =2 x 1077 x20% x 10° = 2 ainas (¥
ya que I2 = 1024%5 1 N = 10° ainas.

En este sistems, lo unidad del cempo magnético, que se emplos
con nds fracuencia que el tesla (muy grende), se llaaa gsusa:

B = gauss = G .
A partir de (3.14) obteremos de inmedimto el campo B & uma dis—
tancia @ de un hilo indefinido que conduce una corriente I:
B=2Kk1/d.
En el sistesa gaussiano = 1, de modo que si I =1 ab = 10 4,
d=1¢m=102a=>5 =20, atentras que en el SI:
B=2x10"7 x10/0,01 = 2 x 107 7 , de donde resulta la relacién
17=10%¢c.

Observemos que en ol sistems geussiano ambas constantes, & y # ,

e dsfinen numéricmente iguales a 1. Las unidades de carga son:

(%) Podsmos decir que es%a experiencia ideal define el amperio abao~
luto (=b 4).
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1 u.e.se{g) =1 £ (upidad electrostdtica)

1 u.e.mo{q) =1 ebC= 1 abA x 15 (unidad electromagnética).
Como ya selalamos en (2,4), Weber y Kohlrzusch (1856) midieron la
relacién entre los valorss de ambas, obteniendo

2 w.ewme(a) . oop3 5200 ews (3.1
£ u.e.a.{q)

que resulté ser idéntica & la velocided ¢ de la lug en ol vacfo.

En ¢l SI, al haber definido arbitrariaments x, e partir de ésia
el emperic, y de éste el coulomblo (1 C='1 4 x 1 s), resulta que la
constante k en la ley de Coulomb toma un valor definido y el resul
tade (3.17) equivale & decir que

(3.18)

[,“_;_1 = c? a0 x10'8 g
3

<
Luego, k= o2k =9 x10% nn? ¥ = g =8,85 x 10722 c2rtat,

Al final de este Capftulo veremos que las expresionss (3.17) ¥ (3.18)
tienen una amplia justificacidn tedrica.

Resumen de unidadeg:

Hegnitud ST u.e.s, u.eom. gausziano
q S (0,1¢) st e (0,1) abC 1d, uedon.
1 A (0,1¢) et (0,1) aba 1d, w.0.a.
-1 6 .~1y dima
B Vo (107 ™) S5 —— {d. u.e.s.
B -— (oY) & 4. w.e.m,

Tetas:

- Las unidades u.e.m.(E) y u.e.s.{B) se pueden derivar ficilmente,
pero no se usan en la préctica.

- Bl stC se demomina actualmente framklin.

- ¢ es agui el valor numérico de la velocidsd do la luz enm el va-
cfor cx3x10®m st =3 x 10 cm e
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[ MAGNE?TCO DR UNA BSPIRA: SUPRRFICIR ORIRNTADA Y MOMEN

MAGNRTICO

Ilamaremos espira & un conductor cerrads de una sola Vuelta,
forma arbitraria y seccién despreciable. Ba el ejemplo detallado que
sigue mos ocuparemos de¢ una espira circular, psro muches ds las pro-
piedades a discutir son comunes a cuslquier espira.

Cuendo 1a espire conduce una corriente 1 podemos caleular el
campe 3 generado en un punto ¥empleands la ley de Ampbre (3.10).
Las integrales que resultan se pueden expresar en forme analitica ce=
rrade solamente en algunos puntos campo, p.8j. cuando T estd situado
en ¢l eje de la espira (fig. 6).

Podemos ver que las componentes
do @By y B, nommales al efe 2 se com-
pensan, y Tesulta

T E=B?%.
Como dE'L{F-F)y T, resulta:
W) -kIsl _ kIdE

4B 17— z,_ 2

a8, = dBcos
' e+ 2

a
donde coso:m ;oA =adyp

a

2 g Fom = [(at+ 2R
== B, =kIa PRI S CAR )

yPe
Luego, integranda sobre toda Lla espira § resulta (0< ¢ <2m):
2 an.
N V™ SR
w22 N T 2, e
o

Pare puntos T muy alejados de la espire (|TI» a) podemos re-
escribir (3.19) en la forma

(3.19)

2
pef 1o anid
23

domde S =7Tr a2 es sl hrea encerrada por la sspirs.
Definiremos uns superficis orientads paralela al campo gemerado
Y
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con lo cusl podemos exprasar el campo como

= znl;s—« (3.20)

Se puede ver fésilmeste que la cantidad § ssf definida os una
propedad de la espira, y mo depends da la forma ds la superficie
encerrada. En efecto, las superficles Sy ¥
S,, ambaa encerradas por la espira § tienen
sus normeles 8, y £, (fig. 7), cuyos sem
tidos ostén univocamente determinados por el
sentido de cireulacidn de la curva § (regla
del tirabuzén; superficie exterior a la iz-
quisrda de 4 ;3 etc.).

Pero, como ya vimos al deducir la ecua-
cidn de continuidad (2.8), smbas superficies
forman une guperficie cerrade S ouya mor-
mel A coincide com % sobre 5y pero me
opone a A, sobre 5, (F=-f, sobrs 5p) .
Por otra parte, es obvic que gﬁ = 0, como
se muestra esquendticamente en la fig. 7-b,
o sea que

#ﬁ=j£ﬁﬁ+/[ﬁﬁ=£ﬁln-/£ﬁzﬁ=o

T= [ as = [ff8; s

N /sy <X
Luego § es una cantidad vectorial que toma ol mismo valor pers %ods
superficie 5,(¢), emcerrada por la misma curve ¢ . Bn consecmencia,
o1 producto IS es una propiedad de cada espira conductors, que deno—

minaremos pomento memméticos

F=173 {3.21)

Eopleando & la expresifn (3.20} del cempe magnético en ol eje

de 1a espire toma la forma B = IS TR

Aplicando (1.43) a un dipolo eléctrico de momento PF=pZ ob-
tenemos para un punto cawpo ubicado em el sje z:

F=oxyad c (e22)
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oue es semejante a la expresidn reciéa obtenida para sl campo mag-
nético en un punto dsl eje de la espira puntual.

PUBRZAS Y MOMENTOS SOBRE UNA BSPIRA RN UN CAMPQ MAGNETICO BITRRIO)

Sez E(F) un campo magnético
generado pof fuentes exteriores a la
espira § . La fuerza dF sobre un
elemento de corriente T4t de la eg
pira (fig. 8) vale:

dF = I3 xB (3.11)

¥ la fuerza total sobre { serd

?=%d‘?=13{d‘£x-§(3.23)
3 3

expresidn gensral, vdlida y B (F).
Bn particular, si el campo B es - -
uniforme podemos extreerlo de la intagral: ' = 1 (f&? }zB= 0
Observamos qua la fusrsa meta se amuls

i@

yues {fig. 9) f"
dt =0 4
///.s\\ ' : v

/ 4 | Calculames ahors el momento ds las fuare
1 - Za8 con respecto a un punto cualquisra,
! . pesj. ol origen O (fig. 8). Bl momento
L ¢20| do 1a fuerza & qus actds sobre el els-
_ mento de corriente 1dl es

a, -FrFFxOR=28 =1[& (R -5 (£,
dagpuéa de haber aplicade la idontidad (A.2).
81 momento total respecto de 0 serd

& (7 - TP, (3.20)
Esta sxpresidn oa bien gemeral y oquivale al cdlenlo directo de

g =—If(ﬁx?i)x?

°

- 165 «

Bl caso particular de E uniforme es ianterssante. Be fdcil ver
que V(FB) =¥ parm B = comst. Bn efecto:

s
32 x50 % §uB.= By, puen O x, =8, ¥y 3B,
La primera imtegral em {3,24) se puede calcular splicando la identi-

dad (4.16)¢
Ifﬁ (F.8) = I//-i—s' xV(F8) = I/cfs’ 3 =®x38,
4 3(¢) s(Q
donde eparece clarznlmnta el momento magndtico definido en (3.21),
La ssgunda intagral en (3.24) sa mnula, ya que splicando el teorema

de Stokes (4,17):
xj{a‘é.?mi//a‘s.m?: o
3

- (¢
pues Vx ¥ = 0 (verificarlo). (
Resumiondo, para E = consi, el momento ds las fuerzas vale

Ho=dx¥ (3.25)

oxpresidn que no depende de la posicién de la aspirs respecto del
centro 0 de momemtoa (ello se dabe a la uniformidad de B que mo
permite dietinguir fisicaments a un punto de otro) y solaments dapene
de de las propisdadas de la sspirs { . La (3.25) ee sndloga a la
{1.47) correspondiente a um dipole eléctrico.

Tenisndo em cuenta (3.23) y (3.25), la condicidn de squilibrig
ogtable para wna espires conductora en un campo magnético exterior
uniforme es la alineacidn de pu momento megnético paralelaments al
campo, andlogaments a le sibuaeisn electrostética descripta en (1.48).

JRQREMA DE GAUSS: CONSBRVACION DEL PLUJO_Y POTENCIAL VECTORIAL

Como sacede cor B en Blactrostdtice, podemcs obtemer B par
derivacidn a partir de un clerto potencial. Sin embarge, en el caso
uds gomerel, en presencia do fuentss del campo magnético (corrientes)
61 potencial no tiene una forme ten semcills como la ée V(F) . Para
verlo demostraremos que dada una ospirs £ que conduce una corriente

1", oxiate la fauncién
K(;):«x-ﬁ}&_ (3.26)
-7
4
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Guando S oas una superficie cerrada ol teorems dé Gauss se
obtiene aplicando al fiujo a través de 2 el teorema de la divergen-
cia y empleando la propiedad (3.28)s

ﬁd’s’.is»/atv‘ﬁu) (3.29)
s

r(s)

Emplesndo la misma motacién de la fig. 7 podemoa descomponer
el flujo total de B @& través de una superficie cerrada su dos par-
tes (fig. 10-2) segin que las

10

1fness del campo B -sean en- 3 7
’V Sa
trantes (superficis abierta §;)
48

tal que (3.27)

B (3.26) P es la posicién del elemento de corriemte I'd(‘,
sientras que T s como slempre el punto campo, donde calculamoa
Iy 8

Pars damostrar (3.27) tomamos el rotor dsl integrande de X (%)
con respecto a las variables mo primadas ¥, recordsmdo que la inte-
gral opera sobre las variables primedas ¥,y que d¢' = dr'. Apli-
cando la identidad (4.9) obtenemos:

Ix ([F- @) = - & 2V - Gir x AE=FY

IF - ’ ; 2
(81 gradtente de |F - #170 ya fue caleulado em 1.22). o salientes (5,). Definizoa en ﬂ =i
Luego, cads punte dos versores mormeles ‘“ [
7o iy (Fo B s P
Vrk-kr g x4IEe = 55, 0 sea (327 8 -3 paraPes; ¥ A
[F-7 * N !
4 £, = +3 pare PeS, , donde B
Una consecuencia inmediata d 31 i .
e este resultado es el siguiente: os 1a normal exterior de la L

7.VxE s: (3.28) superficie § cerrada. Bmtonces

los flujos gntranmte y saliente

Be importante notar que dado un cempo B (T), el potencial K (F) serdn
no estd unfvocamente determinedo, ya que si se cumple — :
_ A . - . !
rteE TG e TE v, ¢‘=/fxds 5.5 ¢x=//33 §,.5 , respectivements. Obviencnte, .

el resultado (3.29) equivals a le igualdad del flujo entrante ¥ el

-/[is 6‘1.5"//&582.3= :
0 = ¢e=¢;. & |

Bete resuliado suele interpretarse diciendo que las lfneas del

8s decir gus Z' difiere de X en el gradiente de una funcién ssca- esalientas
lar arbitraria 2(¥), también vale (recordando A.4) ﬁas A.F =f/ds n.5
B
A \
- _¢ + Q=

Yl = Vzl+V2VE=vVzL=3.
Reta componenta indeterminade VI juaga un papel semejente a la cons— :
4ante arbitraria que puede incluirse en la expresién general del po—
tencial electrostdtico V(¥). En Hagnetostdtica siempre podemos
olegir £ = 0, y asf lo haremos. Er cesos mds generalea s preciso
especificar V.X, que junto con B =ayx § determinen sl vector K (¥)

canpo magnético son siempre cerradas, pero esto ea falso en gemeral,
aun en el caso magnstostdtico, como puede verse on el ejemplo qus se
propone a continuacidn.

unfvocamente (eorsma de Helmholtg, eca. 33 a 36). : Eisreicio: Trazar las limeas del caspo magnético generadas por mn
Bl flufo magmdtico, defimido como el flujo del cempo B a trevéa hilo conductor rectilineo infinito que conduce wna corrien-
do una supsrficie St te I, y una espira circular de radio e aifuads en el plamo (%, 7
é 5//6»5-.32//15 2.F 7 centrada en el hilo (eje z), la cual conduce una corrients 1.
s s Verificer que las lineas son espirales situsdas em tormo de le espira,

se una magnitud f{sice importants para la descripoién del campo Be que s6lo se cierran para ciertos valores de la relacién Iy/Iz.
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Bn la fig. 10~D vemos una porcidm cerrada de un tubo, con bases
S17 5, 7 superficis lateral S1a4+» Para la cual vale

ﬁﬁu5‘='¢j¢las+'é=° — e ¢x‘¢,,;' (3.30)

En perticalar, si alsgimos el tubo construyendo sus paredss con 1{-
neas do campo (paralelas a § on cada punta) es obvio que Flas= 0
7 los flujos megnéticos & travée de cuslquier par de mecciones trans-
versalss deben ser idénticos, ea decir: ¢ = ¢, . Precisemente, por
sor constante el flujo a tTavée de tods seccién tramsversal um tmbo
formado por lineas de campo se deromina jubo de flufo. La situacién
es similar & la ya descTipta en la fig. 1 del Cap. II cuando nog re-
ferimos a tubos de corrisnte. Es maturel que sea asf, puss la corrien
te eléctrica I es el flujo de la densidad j y tiene propiedades
mup semejentes a las del flujo magnético, como versmos.

Asf come el teorsma de Gauss en su forms loeal
trostdtico)

{caso elec-

\7.Ts'=|a/en (1.15)
expresa el hecho que las fuentas dol campo ¥ son las cargas eléc-
tricas de demsidad p, la valides genstal de la ecuacién

V.E=0 (3.28)
expresa la inexlstencls de carges magméticas (o sea Pp, = 0).E1
resultado (3.28) implica que no se han dstectado en 1a natursleza
fusntes (ni sumideros) localizades de campo magnético. En principio
no hay razén algune que impida la sxistencia de fmg,—‘.- 0. Algunos
f{slcos tedricos sostienen que talea cargas (monopolos magnéticoa)
existen, pero no se dispone atin de evidencis experimental suficiente
que jusiifigue tales hipétesis. De verificarse las mismas habria que
incluir un $érmino fuen (3.28) y, por supuesto, la ley de Ampire
tanbién cambiarfe de forma.

Otra propiedad §til del flujo § se obtiene aplicando el fearema
de Stokes (4.17). Sea 5 una superficis gbierta. Aplicando (3.27)

tenemos: -
gﬁ://d_ﬁ.é‘://ds.Vsz%a}'.T, (3.31)
s s &3

que express la igualdad del flujo de B y la circulacién de ¥,
Bata forma de § euele ser mds f4cil de caleular que la original,
cuando conocemes el potencisl vectorial X .
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Onidades: (§)= (B)(S] = 7 . w'= yeber = W ==> 1 7 =1 wal
(3.31)=> [4] =[¢V/ () =¥/m=1 .8

ENBRGTA DE UNA ESPTRA CONDUCTORA BN UN CAMPO MAGNETICO EXTERIOR

Considersmos una eepird { que conducs una corrisnte 1 comstag
te, alimentada por una fuente ideal, euyo comportamients po mos in-
teTosard por ¢l momento. La sspirm es stravesada por las Linsas de
un campo B (fig. 11) creado por
fuentes exteriorss. Supondremos que
este § bambidn se mantiane coms-
tante durante todo el proceso que
sigue (N0 wnlforme).

Si deeplazamos la sspira 4 de
modo que cada slemento de corrients
Id& so mmeva un §F, el travejo
que reslizan las fuerzas magnéiicas
57 sobre ests slemento serd (apli-
cando A.1):

T§F xdl.E
7 86 opoms sl trebajo (W = - (W, realizedo en contrs del cempo
pars producir el desplazemiento. BL trabajo total pare mover la es-

pire serd _ o
;w:.rjga?xu.B::,xj[aexn.s.
© i

En la fig, 11 ee ve que dU x §¥ =d5,,, que es el elemento de
la superficie barride por el elemento de corrisnte 1df al despla—

zarss en §F. Luego
3= 1 [Aslaz.a =14¢,,,

coincide con el flujo del campo B a través de la supsrficie barrids
por % . Pero este flujo lataral, como vimos em (3.30), vale

é¢lat -¢- ¢z 2 'J‘i‘("
donda (A ea el flujo a través de la superficie encerrada por la es=
pira € on su posicidn iniclal ¥ ¢1 o8 el flujo al fimal del despla-
zamiento ds la espire.

;wmg-ﬁn5= 1 =8, 47
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Observemos que en e3te movimisnto mo mecesarizmente debemon too
ner ol mismo desplazamiento {7F para todes los slemsntos ds corrien-
te (1o que hubiera representado una treslacién pura), de memora que
podenos calenlar el trabajo necesario para Llsvar la eepira desde una
posicidn inleial cuslquisra hasta otra final, considerando eete movi.
wmiento finito como una sucesifn ds N pequeffsimos desplazemientos
(2o necesariamente paralelos), numerados com el subindice kz

5
awa émf%(-ﬂﬁh 1564, tonde 3ig= (-4) + (f-g) +. ..

oo (§-¢) = ¢~ ¢ = Alugo final - flujo tnicial

= AUM; =4% = -1A¢ . (3.32)

Aqul hemos iguelado el trabajo mete realizado en el movimiento
con la enorgie mamética adquirida por 1a espira, de naturaleza po-
tencial, ya que se ve claramente que el trabajo realizado no depende
del camino recorrido aino sélo de las posiciones inmicial ¥ final
son las que definen los flujos reapectivos,

Bl fluje magnético = través de la superficie encerrada por la
espirs 4 se denomina flujo concatemado {0 enlazads) por€ ,

Como siempre, la energfa potencial satd definida a menos de una
constante. Podemos slegir eata constante arbitrariamente, peej. fi-
jande Uy, = 0 para un flujo = 0 (6.g. st BLAE, o bien si el
campo ss milo en tode uma regidn finita); en cuyo caso

» que

Upgg = = 16 (3.33)
xprosidn que supone que tanto I como § se mantiemen constantes en
el tiempo durante todo movimiento de la espira. Para calowlar la ener
gla total involucrada falte agregar la emargfs necesaria para que sa
cumpla este @ltima hipétesis (¥ o I constantas).

Bn particular, si B es uniformes

Umg=-1¢=-I(/fd}‘).§=-x?.i"=.i.§ (3.34)

domde @ o3 ol momento magndtico de la espira. Luego, la fuerza so-
bre € en una posicidn dade serd

FeoVr-va¢) 199 (3.35)

vAlida en general, que @e anula para B wniforme. Para verificar, po-
demos reeseridir la (3.35) aplicando la identidad (A.25):

-7 -

F= 1}»’& 8= lvf/dE.'a's 1V¢, que es 1a misma (3.35).
¢ 33

TEORRMA CIRCUITAL DE AMPRRE

Consideremos una espira £ que conduce una corriente T L7 uns
curva arbitreria €, concatenada con la sspira (fig, 12). Blagiremcs
una orientacién para ¢ de modo que la mormal a S(£) tenga el mig-
mo_sentido qus 1 _cuando §ste intersecta dicha superficis, o ssa

dir R0 (3.36)

Bl campo 3 generado por la ,12 148
espire en un punto P de la
curva { vale

= . (F-1Y
F(M=k1ddlr xLEzT

¢ j(’ Ir-z-‘P

(3

Nos proponemos celcular la
circulactdn del campo T 2 .
1o largo de la curva { & A0
o ere sobra S(8)

FHE =K1 ¢ ar. bz E=5) (3.37)
|7~ 7
3

¢

El céleulo de ¥ implica desplazar al punto campo P en sucesi-
vos dF (variablas) de modo que P recorra la curva {, caleulando en
cada punto el campo B (F). Pero un desplazamiento ds P en dF qus

deja la espira ¢’ fija es ffsicemente squivalente a mentensr fijo 1
vunto P y desplazar al resto del universo ( £'inmcluida) em -dr. ~
Bllo es aal porque on la expresidn de B 1a variascidn de ¥ en +dn
s6lo afecta al vector (F.

)/1F-F13, que se trunstorma en

Fedf) - F- (D - F) N
|(Fr @) -3 |Fa (P =23

Bl primer miembro representa la traslacidm de ¥ en +dr, dejando
1a espire ¢ fija, misntras que el segundo represomta la traslacién
de cada punte F* de la espire em (-dF) dojamds P fijo.
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Blegimos 1a ssgunda traslacidn pars caloular ls cirewlacidn I
Definimos la variable 3

SFLFaa(FoP)

que squivale a tomar a P {ahora fijo) come origen de coordenadas.

En 6us desplazamientos sucesivos la espira va barriendo la superfi-

cle S quo se ve en la e

£ig. 12. Rl elemento de su-

perficie lateral de 3' ez
& - db x &

¥ en el integrando ds (3.37)

podemos reescribir

& d x (F-F) =

=-dF. . 'z =

=(d xa7) B = 88,7,

después de haber aplicado
la identidad (A.1).
Luego

donde, segin vimos en las ecs. 30 y 31 (Andlisis Vectorial), el in-
tegrando es ol dngulo s6lido 40 = &8, /B3 cubtendido por o1
elemento d§' desde el vértice P,

Observemos que el punto P habrd quedado on el imtorior do la
superficis barrids 3'ei § y € esteban inicialmentes concatenadas [
lazadas), y a6l extsrior sl mo lo estaban.

Batoncea, ,
)5{“-‘“{4“ st £ €' concatonadas
st 0 en caso comtraric
4n 1
> Y =xI{g[=pT{o)s seatn el caso.

Convendremos en dafinir uma gorrisate concatomada I o bgual & la
£ene slgobralos do las corrientes emlasadas, cads s con auw algn
proseripto en (3.36) o mula, o4 mo estd comcatonada com la curve £

Sigaoa: + cuande 43 . Ss0

- euwmds 43 ,m<0 | 2007 3()

=173 -

Luogo, (3.38)

Bete oxpresidn debida a Ampdre es way d3il para calcular campog
magndticos on situacionss do elmstrfa seacilla por un procsdimiemto
similer sl que utiliza la lay do Gause on Electrostdtica. Defimimes
pers ello vna curvs de Ampdrs £ euando ze cumplen las comdiciomes

B = |5l = const. 7 &iE sobre ¢

=>f&?.§=j£arnnnj{arsal=‘uc]c:
3 ¢ (4

donde £ es el permetro de la curva { . Bl sentido de § ae elige de
modo que coincida con el de 4, que asf results ser wns 1fmea de cam-
po magnético, o soa gque s verifica

&7 8 _ 4y _3z

FF = B, T8, 75, 0
andl el caso ol (poro em aquel case las linmcas
do cempo o oleglan pormaleg a la superficie do Gaugss A//% ).

Bl toorema de Ampdre (3.38) me puode expresar fdoilments om fomw

Ba local, para un punto dado. Recordando que toda corriemts o pmodo
expresar como

B=pl/2

/ﬁ REIPE (2.3)

7 aplicendo ol teorema do Stokos (4.17) a le superficls § sncerrada
por la curva ¢ tenemos:

P,Ic=y%&.?=]§§.i=//i§.Vx§, ,

sfer S(¢)
rslaciones que valen para toda superficis S. En cousecuencia debsn
8sr iguales 1oa integrandoss

! VaFap T (3.39)

Bata forma local del teorema circuital de Ampdre axpresas que
las fuentes del campo magnético som las demsidades de corrionte J.
Selanmonta tiema validex em el ceso magnotostdtice, cuamdo todos lom
procasos som ostacionarios (I, T, ¥, conutantos om ol tiempo).

Ea efscto, rocordando la ocuscidn do comtimmidad
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2,p+V.T=0 (2.8)
podemos Ver que se verifica automht

ticamente para corrientes y campos
estacionarios.

En efecto, por una parte debe seraf/Bt

(3.39)=7. 7= 4 = V.VxE=o0

0, ¥y por otra:

. (3.40)
Esta candlclon caracteristica de las corrientes continuas, implica
que las lineas de corriente deben ser cerrada

- Veremos al final de es-
te Capitulo que (

3.39) deja de valex Ppara distriduciones de cargas y
corrientes que varian en el tiempo,

INDUCCION MAGNETICA: INDUCTANCIA, TEOBEMA DE NEUMANK

S
can dos espiras ( ¢, 4e wn conjunto de ¥ espiras € | caracteriza-
das por:
= h(r Nas | = corriente gor <, (%, es m punto genérico
sobre -ﬁn Y 85 es1a secuibn de 1a espira);
¥ (F) campo magnético generado por I

rio ¥,

en ua punto arbitpa—

Las lineas de campo generadas
das por ﬁ
(£ig. 14)

4)31( /ﬁs BAC)

donde (3.2’{) =

por Lk ser4n ‘parcialmente concatena-
El Flujo magnético del campo By, a través de 5 ss(f) serh

H 4.
B =Vx & (H) = A1V %
JF-E]
Luego, aplicando el teorema de
Stokes:

a
Jk ﬁlk/ﬂﬁ Vx —%.:4(1 i, . jk_.
' BNy x I AT
. * 2 I5-3
i ék

ste)
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cu e
; - K } =y (3.41)
= 7 - 5

Bs decir que el cociente entre el flujo del campo generada por la co-

rriente L ¥ dicha corriente sblc depende de 1la geometria de las espi-
ras (y del medio que las contiene: aquif = p, /47 en vacio). Este coefi-

ciente se denomina inductancia mutua o coeficiente de induccibn mitua
entre las dos espiras.

(3.42)

Vemos que

ya que la expresibn (3.41) es simétrica con respecto a los subindices,

un resultado conocido como tegrema de Neumann.La (3.42) implica tam-

bifn que
1 ¢Jk - Ix‘f’kj (3.43)
para todo par (j,k) de espiras, expresiém fitil para el cilculo de la
energia magnética, como ya veremos. También es firil para caleular M.,
ya que a memudo es més Ficil calcular el Flujo en un sentido (y.ej.qﬂjk)
que en el dnverso ().

La corriente I; genera wn campo Ej(z) que también induce un flujo

a través de SJ:

a x(r - 7)
¢ /ds 5@ = w3y f[ &850 e 2 1
33 ]r==r'l J

Fes,
suele emplearse 1a notacién

i gl

L

355 = (48)

para el coeficiente de induccién propia, denominado autoinductancia de

1a espira

I

ACOPLAMIENTO MAGNETICQ

ACOFLAMIENTO MAGNETICO
a) Cosficiente de acoplamiento:

Sean dos solenoides cilindricos may largos fl ¥ (2 tales que:
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N, = nfwero de vueltas =
1,2 =0 ety

(nfimero de vueltas/unidad de longi-
tud) x (altura del cilindro) s 11= 'vff)
A = sesciones > A< 4, (Fig. 15).

Bjercicioc: verificar que M = By =
- a2

hnln All, ¥ que L1 'f"nlﬁﬂ'
L, =pi, A, . Tener en cuenta que

ﬂ‘1=o fueta de la seccitn A,
Luego, vemos que se cumple la
relacibn 2 a
T = = | = xyT L
LR, L1, (3.45)

AT L
donde X VAl, 4,1 se denomina coeficiente de acoplamiento magnétice y
representa 14 fraccitn del flujo maguético generado por 6, (exterior)

e 25 concate: &
qu nada por {1. La Eraccitn (1-X) es el coeficiente de pére
didas. Bl caso k= 1 define el acoplamiento perfecto.

b) Inductancias en serie:

En la fig. 16-a se muestran dos

olenoides con arrollamientos iquales

conectados sn_serie, de modo que por

ambos c¢ircula una finica corrients i

Con las convenciones empleadas para
finie o ; .

definiz et fuje G podenos expre-

sar el flujo magnético ¢1:

¢1 = ¢11 *¢12 Sl end,

y el concatenado por ‘52:

= ¢21+¢22 =H11+L212 , donda M s Mn:nn,

Luego, el flujo total serd

¢=¢1+¢2=(L1+LZ+2M)1 ya que
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1a inductancia equivalente antxe A y B serd
Lzﬂ¢/i=L1+L242M (3.46)
s - = 1
si 1os arrollamientos son gpuestos (fig. 16-b) es obvio que
¢12 =¢21 = ~Hi = ¢- (by+Ly-2M) i

y, por lo tante Ly bywly-2M. G- 460)

MOMENTO MAGNETIO0 DE UNA RSPIRA PUNTUAL: POTENCIAL VRCTH
En analogla con la discusibn sobre dieléctricos del Capitulo I,
prepararemos el estudio de los medios magnéticos con el chlculo del
potencial vectorial de uma espira o tubo cerrado de corriente de
4rea | 5] my pequefia, por la cual circula una corriente I (£ig. 17).
A partir de la expresitn del
A(F) generado por wna espira pun-
tual se puede obtener por super—
posicibn el potencial, y a partir
de bste el campo magnético B, (¥),
generadas por una distribucién con-
tinua de espiras puntuales. Las
expresiones que obtendremos se
asemejan a las que resultan para
dipolos puntuales en dieléetricos,
razén por 1a que se suelen usar de
manera equivalente 10s conceptos de
espira puntual y dipolo magnético. Bste medelo sencillo de los medios
magnéticos permite explicar con gran aproximacibn michas de sus pro=
piedades, y se debe a Ampive, quien lo emuncib para expilear el com

portamiento de los imanes permanentes.
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Galcularemos el potencial vectorial X em un pumto P (fig. 17)
wbicedo en T my alejado, tal que [F] = r>|r'l=R.Exn la 2ig. 17
vomos quo

@t = RA9 ( -sen®, coad, 0) ;
Ta(x ¥, 2); = B (cos 8, sen 8, 0)
=[x~ 2R (x cosb+ y sen6) +RZ]1/2 =
28 2.1/2
= r[1-2 (X cos0 +-Lsen5)¢-i]l/ ~
r ox r 2

B3

- & (X cos0+L sens),
r T

después de haber sproximado hasta el primer grado en un desarrollo
do Taylor om potsncisa de R/r<<l, Luego:

JF-F 2ty (1B cos s
. = +§ sen ) .
Bmplesnﬂ; (3.26) las componentes del potencial A(F) som:
N 2
A ﬁKI/dO-—(-aone)(l b £
< + 22 coaes & sone)= -1
J ek = ;% sen ) = (1L
m
EY B 2
Aysicl/de Toom 0. (e cosos Hame) = sx 12T
) ) x s T
Az = 0.

—a? e
Como § =T R == ﬁ: 1S%, podemos escribir A sen funcién
2ol momento magnético W de la gspira observamdo que
Fx¥=(-I5y, I5x 0)=15(-g, % 0
Bntoncea

(3.47)

expresidn vélida solemente pare puntos muy lejamas: F»R.

Para =na espira o dipolo puntual mbicade em T° el potencial
se obtieme trasladando el origem, o aea haclendo T = ]
T =7 en (3.47). 4s{ obkencmos

Fel —>

T(H - g KPPV 2 (F=) (3.48)
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4 partir de (3.48) csleulamos ol campo magaéiico:
. ———
(FaVeTeq MEDI-Er (3.49)
! B

-

Biercicio: Verificar (3.49) splicando la identidad (A.7). Definir
uz vector T = KF/r] y observar que & mo deponde e ¥,

Notamos que las expresiomss {3.47), (3.34) ¥ (3.49), qus dan
o1 potencisl vectorial, la energfa y el campo magnético de wna espira
puntual, son sndloges @ las Tespectivas (1.39), (1.43) ¥ (3.43) co-
rrospondientes a un dipolo elfctrice.

DISTRIBUCIONES DISCRETAS Y CONTIRUAS DR CORRIRHTES: DRHSIDADES

POTENCIALES Y CAMPOS

POTBNCIALRS Y CAMPOS
Haste aquf casi sismpre hemos supuesio que las fmentes del cea-
po magaético son aistribucionas filamentariss de corriemte que demo-
minamos espirms. Bn le dsacripcién de los sistemas fisicos realea
4anbidn conviene comsiderar distribuciones muy localizadas (cargas
puntuales) y continuas.
L primer caso pueds tratarse medisnte la equivalencle (fig. 1)
18— 7,
e modo que el potencisl y el campo Vendrdn dados por las expresio-
nes (3.26) y (3.10), respectivamente, en la forma:
T BT FD g e TEER o)
|7 -7 jr-o
donde ¥ es la velocidad de la carga dq .
Rn 1as (3.50) suponemos que v<<c (velocidad de le luz) ¥ que
las acelsracionss existentss son muy pequefias.
Gomo vimos sm el Cap. II, las distribuciones continuas de co-
rrientes pusden deseribirse medismte la eguivalencia:
1 =Taz. {2.18)
EL potencial ¥ y ol campo ¥ genmerados en el puato T por uns
aistribucién en volumen cuga densidad de corriesnte ee 3(7) serdn,
segdn (3.26) y (3.10):
23 P (6 M o AF) 2 E=F0
i® =x¢cfdz el (@ =-Kfﬂ - ’
(3051)
ks T
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donde Va3 o1 volumen de la regidén que encierrs las corrisntes.

Una distribuoién continua de espacial interds es la qus corres-
porda & uma guperficie material, s decir a un volumer Y de sepssor
desprecisble en comparacidn con sus otras dimensiones caracterfsiioas,

Saa { una curva sobre wna muperficis 5' (fig. 18), por donde
circula une deneidad de corrdente § (B
La carga que straviesa la curve { por
wnidad de tlempo serd

D R COREYC YO

= ‘d-(n 2%, donde 5" ss la superfi-
cis de altura { que se apoys sobre la
curva € (fig. 18); &, = & a2 ea o1
elemento de longitud gormal e € , tal
que a5 = dTns ¥ 1a cantidad

'v dS"=d0,

)= T(M s (3.52) PR LR LT
es la densidad superfieisl de corrionts, definida de tal menera qua
1 =fgs(,,.z (3.53)

con uwatdades [gl= [1]/[1]= &/m.
Para esta distribuoida saporficisl de corrients (2,16} toma
anors la forma
7T = (IA)%};-E’&S'
donds aqui d5' eg sl dres de la care dol olemento da volumen 47
medida sobro la superticto 3° (var £ig 18 y 19). Iuogo, <l poten-
cial I 7 ol campo megedtice B toman la format

TR = xffas —EF . 5@ -k [fae BE L2 (F-FY
//, F - RN e (3.34)
s

Conviens resunir las mdltiplos formas
del elomento de corriemts, cuyos pard-
Betros ge mmostran oa la fige 1g3

$a¥a1§l=7d5=Td (3.55)
oavoireneI

T
T8 Gyspdt
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DISTRIBUCION CONTINUA DR MOMENTOS MAGNRTICOS PUNTUALES: DENSIDADRS
BQUIVALERTES DR CORRIERTR

Una distribucién continua do espiras conductores puntuales des-
¢cribe con busna sproximacién el comportamiento de un cuerpo matarial,
formado por 4tomos, csds uno de loa cusles tieme un momento magnd-
tico muy pequeflo, Un elemepto de volu-
men §G dentro del cusrpo tendrd un
momento magnétice meto a, y podemos
definir una cantidad H, 1lamada mag-
petizacidn tal que

§a=7, ¢

que mide la densidad de momente magné-
tico por unidad de volumen.

Sea S la superficie exterior
del cuerpo en cuestidn, superficie que
encierra & todos los momentos &3 (fig., 20), y supongamos que la
densidad de corrisnte es mula (T = 0).

Bl potancial vectorial X generado em un pumto ¥ por la dis-
tribucidn ds momentos mgndticos serd le suma de contribuciones dades
por (3.48): .

i, ) x (F-7)

X(?HZKH xt_?-?;) o far e
K [F - x-;P ¥~ 7|
Vis)
donde apsrece el vacior Fo =9 1 de acuerdo con
ENEE (3 ;'1) '

1o ya demostrado en (1.23), siendo '3 (3/3x* ,3/3y’ ,3/22°) el
gredients con respacto a las variables primadas, que sefielan las posi-
ciones do las fuentea.

Aplicando la idemtidad (8.9) al integrando tememos:

= or 1 s By v'x
) - V) e

cugo primor términe da uma contribucidn a A (f) de la forme



~ 182 ~

- z”~L. ) L
f" VEEL R ﬂ TP
5

v(s)
después do haber empleado la identidad (A.14) con d5'= a5'H.
Luego,
oL #x® V' &,
T(F) =% S'L, oi Jar =2 (3.56)
IF - B IF - 7
S Vs

Podemos comparar el primer término de (3.56) con la expresién
(3.54), y el segundo término con 1a (3.51),que describen los potencia-
les vectoriales genermdos en T por una distribucién superficial de
corrientes (con densidad ;) v una dlstrivucién en volumen (con den-
sidad J;), respactivamente.

Be decir que e) potemcial A(F) dado por (3.56) ea el que correg
ponde & une dimtribucidn de corrientes con demsidades oguivalentes:

En superficie:  E, =3, xfi= ~Rx @, (3.57)
Bz volumens L=V, . (3.58)

donde ol subindice (A) se refisre a su denominacidén habitual como
corrientes de Ampére (tambidn se las llame corrientes de magmetizanidn).
La interpretacidn ffsica de les expresiones (3.57) ¥y {3.58) es
inmediata. Las densidades ds corrien
te & ¥ 3, svon reales ya que, si

bien no Tepresentan trensporte neto

de cerga, gemeran wn potencial 1 y
un campo magnético. En la fig. 21 ve~
mos cémo sparace la corriente super-
fictal neta, normal a la magnetiza-

cién H, ¥ al vector T, pera el ca
8o de magnetizacién uniforme. En sste
caso las corrisntes interiores s 5 de
sapirss adyacentes se amulan (sl fen§
memo s andlogo a la tensisn superfi-
cisl en lquidos y a las densidades superficiales do carga que vimos
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ol estudier los dieléctricos).

Si la magnetizacién mo es uniforme, ex un slemento de yolumen
como &% (fig. 21) el momento magnético neto ST no es cero y hay
una densidad en volumen resultante 1; # 0.

Es evidente que la suma de todas las corrientes de Ampdrs es

nula, ya que
)gdsa+ﬁ?ﬂ=,—f){ﬁva +deini, (3.59)
S(v) v - T v

como se ve aplicando las definiciones (3.57) y (3.58), ndemds de la
jdentidad {A.14). El resuliado (3.59) es endlogo al hallade para la
carga totel Q, em disléctricos (ver discusidn daspuéa de 1.97).

Las corrisntes microscépicas que gemeran la magaetizacién sme
dsben a dos procesos: los movimientos orbitales de los slectrones al-
radedor dsl ndclec de cade ftomo, y los momentos magnéticos imtrinse-
con (espines) de los elsctromes. El espin suele asociarse a la Tota-
cién propia de cada electrén en formo de su eje. Al amalizar cada
+ipo de medio magnético versmos qué papel juegs cada wno de estos pro-
cesos microscdpicos.

Bl cempo magnético generado por estas corrientes, al que demo—
mineremos T, se derive immediatamente da (3.56). Bu un punto imte-
rior de una distribucién continua de espiras conductoras (o dipelos
puntusles) sl potencial vectorial em susencia de corrientes macros-
cdpicas es -
3y ()

I7- 7

K () =« fax (3.60)

vis)
suponiendo gue la superficie S estd suficientemente alejada de T
(los efectos de las corriemtzs superficisles g, se pusden incluir
en 1a 3.60 nediante una transformacién del tipo a8 §y—~4T* I; ). Bl
rotor de X, sélo opsra sobre el ntegranda, y resulta:

despuds de aplicar (A.9) y (L.22).
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Laogo, =
By =V L = () 2 AE=TF) (3.61)

IF - 73
is :
que s andloga = la expresidn dada em (3.51) para el campo generado
por una distribucién de corrientes pacroscdpicas o yerdaderas
T(F) = (¥ . Botas corrient
gaa no ligadas.

3. P neto de car-

PUERZA WAGNETOMOTRIZ B TNTERNSIDAD MAGHETICA i

Supongamos que en une regidn del aspaclo totalmeats ocupada por
un material magnético cuye magnetizacién es E,, hay corrientes ma-
croscépicas de densidad J, . Bl potencisl y el campo magnético totales
serdn la suma de las contribuciones de ambos tipos de fuentess

TPl + Iy == T (Haby+3,. (3.62)

Zn el caso magnstostdtico (3,% 0) hemos visto que sl campo
satisface la ecuaciéa

o,

Vi =pT, (3.39)
vdlida pare un campo B, gemerado por corrientes 1, segin la ezpro-
siéz (3.51). Ba consecuencia, a partir de (3.61) se deduce inmediata-
ments (observendo la duslidad: Ev._,iu, Tpe—1)) aue

VxE =pd; e (3.63)
aue os la forma local del teorema circuital de Ampére pare las corriep
tes do magnotizacidn.

Luago,
(3.62) = VxFeVxF, «VxFy = pliy+ 3 (3.64)
domds T, =V 2 E, = Ux (%i -E) =5y
.
Bn un medic magnético suele comocerse la relacidn eatre la magne-
tizacidn T, y el campo total ¥, de modo que resulta comveniente de-
£inir us campo vectorial auxiliar

F=lv.-g (3.55)
que, por lo tanto, satisfaca la comdicién

- 185 ~

Bs decir que las fuentes del campo H, llamsdo intensidad o excitacidn
Begndtics, son las corrientes verdaderag.
La relacidn (3.65) ss pusde esoribir em la forme

Bap (F+ ) (3.67)

Bl teorema circuitel de Ampdre, quo para 3 toma la forma (3.38),
e puede expreser para la circulacién de lm excliacién H a lo largs
de uns curvs ¢ como

//&.Vx?é?[ﬂ?.i_//a_s'.ﬂ=lv
&3] T S(e)

o amea

(3.68)

donds hemos denominado fuerze memetomotric S fum & ls circulacidn
de H, qus results ser igual a la suma slgsbraice de las corrientas
yerdaderas concatenadms (o enlazadas) por le curva .

Unidades: de (3.65) y (3.68) resulsa:

{m,3=0a] > [Ll{8] = {D)==>[n] = [8]=[1]/[L] = a/m.
Pare un solencide de ® vueltas susle usarse la unidad adimensicnal
"vueltas", de modo que
fom = NI ==> [fma) = A z vueltas => |[H] = A.v/m,

OTENCTAL BSC. MAGNRTICO
En susencia de corrientes verdaderas, la (3.66) toma la forma
ViHE=0.

Luego, debe existir una funcifm escalar cuyo gradients sea izwal a H.
Llamarssos W & ests eacalar que satisface la comdiciéa

. (3.69)

cantidad que se comoce como potencial escaler mamadticd. W (F) es el
endlogo del potenclal sacelar olactroatdtice definmide en (1.10) ¥,
como aquél, sstd definido a memos do uma comstante arbitrsris, cugo
valor se dotermina como en el caso elecirostdtice s partir de las
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condiclonss de contormo de cada prodlema.
" L conservacién del flujo magnftico, expresada por la condicidn
(3.28), implica que .
T B =g,V Hep Ve By = 0
= V.¥=-V.& (3.70)
2n un medio con magnetizacién &, uniforme (en particular, em el va-
efo) 1a (3.70) sa emula y Tesulta
-7 . F=Vu=0 (3.71)
que 2o la ecuacién de Laplace para el potencial sscalar nagnético.
Saturalaente, todos los métodos emplsados on Blectrostdtioca y en Me-
cénica pera resolver esia ecuacidn se utilizan en este caso.
pore debemos recordar que W(F) eélo estd definido en los pun-
fos T domde mo hay corrientes verdaderas: Iy = O+
rcicio: Demoatrar, empleando (3.69), que ol potencial escalar gene-
rado por una magnetizacién no uniforme H(F) es

W) - [ an a7 F)/E- (3.72)
v

aplicar el teorema de Helmholtz {ec. 35 y 36) con p= -V.d@, ¥ uti-
lizar las identidades (A.6) ¥ (A.12). Observar la amalogls de (3.72)
con su similar electrostdiica para V,(F) .

MEDIOS MAGNETICOS: SUSCRRTIBILIDAD MAGNETICA

MEDIOS MAGNETTCOS: SUSCEPIISILIDAD MAGNEIIZA

En general, un medio magnético puede ser anisdtropo (e.g. crista-
1es, plasmaa), ds modo que las compomentes del campo nagnética B ¥y
e 1o excitacién ¥ estdn relacionades linsalmente pars cads valor
e[| por una matriz de permeabilidad F tal que

“Fl

3

F=R&
‘w.Z-I Fon By (L2102

3.

o ases

Si el medio ss inhomogénmeo: f= [(¥) , endlogamente sl caso electros—
s4sico (D=ZE).Notemos que, miemtras em la realidad T desempefia sl
pepel da B (ambos campos tienen por fuentes las corrientes y cargas
otalsa, respactivamente), y que H es la contraparte magmética de
D (embos tienmen por fuentes lag corrisntea y cargas 1ibres), al baber
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definido E~k~1/g, ,mientras que B~'<~r_(=n ol vacio), la dusli.
dad_algebraica foma la forma:

B= pH <> D= ¢&B. (3.73)
Para materiales isétropos, como lo son la meyorfa de los sélidos,

1{quidos y geses:

|

P = P = F=p¥ | (3.74)
Lwego, = — -

B= pl+pa,=pd segin vimos en la (3.87)
= iv:(f‘h N =(/p-D) B=Xg (3.75)
donde I permeabilidad = p (1 + X ) {3.76)

Xm = gusceptibilidad megnética

Ty Sj/p,= costiciente magnfiico (permesbilidad relativa

Bn el vaolo Xy= 0==>p=p, 7 las lineas de campo de ¥y A
coineiden en todo punto.

En general, H depends s6lo de las fuentes verdaderas (I, v
®, represents la respuesta de los dipolos megnéticos {espiras puntua-
les), que tienden a alinearse con el campe exterior aunque, & diferen-
cia del caso electrostdtico, no siempre i JE , como ya versmos.

Para ciertos meteriales la contribucin al cempo total de la mag-
netizacién supera em mucho & la ds la sxcitacién, es decir que

mv>>'ﬁ
para clertos rengos de valorsa de K. Bs el caso de los medios llama-
d0s ferromegnéticos, que se caracterizan pors

1) Xp»1s

2) Xz =Xp(H), o sea que la relacidn entre ¥ y § dejade
ser lineal, e incluso uniforme (a un valor de H le pueden corrsspon-
der muchos valorea de B, segin la historia del material). A pesar
¢ la compogicidn cristalina de sstos medios, ¢l gran mimero de cris-
4eles microsedpicos que los formanm, al estar orientados sl azar, pro-
ducen un comportemiento macroscépico is§tropo. En regumen, en estos
medios no linealas (ver fig.38):

3) BYE =3 po 8 T/ F = plH) # conmst. (3.7

Los medios lipeales se clasifican, segin su susceptibilided, en:
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- parapeznéticos: K, >0

- diemagnéticog: K< O

&n presencia de un campo exterior Byyy, 1ds dipoles se slinean
paralelamente sl campo em loa primeros, y antiparalelsmente a Bopg on
los segundos.

Veremos que en Cempos no
dos por las regiones de campo
son repelidos por las mismas.

Loa materialss mds tipicos, con sus valores de Xg a le derecha,

ge indican a continuacidn:

wniformes los paremagnéticos son atrai-
mds intenso, en tentoc los diamagnéticos

a) Dlamezmdticos: Kom
Be, H, (gases) 22w a1 x 1070
Ar (gas) -5 x 1077
1,0 (1fquida) 2,5 a a1 x 106
BL (sélide) 1,7 x w0t

Los superconductores se compoTian como diapagnéticos perfectos
por debajo de la temperatura de transicién T, (Cap. 1I, ec. 2,29).
En sfecta, experimentslmente me observa que, al colocar uma porcidn de

saterial superconductor en un campo magnético § a una temperaturs

2>1, , al bajar la Gemperajura por devaje de T, el cempo fotal en
o1 interior del material ge ammla y el flujo $ e el exterior el
mismo se modifica (gfecto Meissmer). Bs decir que, segdn (3.75), dentro

del material tenemos _

B o= g+ i,)xo:?ﬂ=xmﬁg—i

m:—l! para T<T, (3.78)

Sate dismagnetismo extremo es una propiedad gsencial de les supercon-
ductores, como lo prusbs el hecho de que un campo wagpético inbenso
(el que H>H = excitacién critics) destrys ls superconductivided.
Los plasmas (gases ionizados que aleenzan ese estado a muy altas
temperaturas) exhiben un diemagnetismo tipico que comentaremos al

discutir le ley de Lenz, m4s adelante.

) Paramaznéticos: X
0, lgas) w2 oz 1078
Na, AL (s61idos) 0,9 & 2,1 % 1075
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%, P4 (sélidos) 2,9 a 8,2 x 107

6d, Sm (s6lidos) ~0,5 & 1

Ho, Dy (sdlidos) ~10

Notamos que cisTtos metales del grupo denominado "tierras Taras”
(gsdolinio, ssmario, holmio, disprosio) presentan valores altisimoa
e le susceptibilidad, por lo que tambiéa se loa suele agrupar junto
con los ferromagnéticos.

¢) Perromagnéticos:

Como 1a susceptibvilidad X >l == Ky =p/po= Xg+1® Xy
Aquf conviene definir valores tipicos del cooficisnte Iy (ye qus dste
aplicada). Para valorss muy bejos de H

varia con la excitacién H
inicial (Kin), mientrae que la permeabili-

5o define la permeabilidad
dsd géxims (K,,) define sl valer méxizo que llega a sloanzer el co-

ciemte B/H.
adezés del hierro, el cobalto y el niqusl, hay mumetosas alsecio-

nes ferromagnéticas con distintas propiedades.
K,

Haterial Kin max
Po (0,2 % de impurezas) 150 5,000
Pe (0,05 % de impurezas) 10* 2 x 10°
Po - St (1 % e silicio) 7.000 5x 104
F1 (1 # de impurezas) 110 600
Permalloy 4/79 (79% N1, 4%He) 2 x 20 10°
103 108

Supermalloy 579 (7941, 5%H0)
rezas disminuyen la peﬁnashilidam Los
4+ como varemos.

Obaervemos que las impw
cristales puros tisnen valores muy eltos do K

MOMSNTO MAGNETICO QRSITAL Y BSPIN
Los electrones en un &tomo EiT:
alrededor de un micleo casi puntual 0 (fig. 22). Po-
I que circula en una drbits, que serd
ita por unidad de

an en érbitas aproximademente pla-

nas y circulares
demos calcular la corriente
igual a la carga que pase por un punto de dicka 67D
tieapa: .o

2m
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donde ~¢= carga del electrén
T= 2Tjw = perfodo ds revolucidn
del electrdn en su drbita
w= v/ = velocidad angular del

~ veloc. tsngencial
e190tTdn = o y1 G Srbital

La superficie orientada que encierra
el electrén en su giro 83 g g2
A=
donde (4= W/ (fig. 22). Luego, el momen
to magnéiico orbital I, vieme dado, se~

ghn (3.21), por

— T ew
oy = IS =-55

el = - 5 22T (3.79)

Por ‘su parte, el impulso angular orbital es

L,=Fxn¥ =afx (Zx D =ard, (3.80)
luego de haber aplicado la identided (A.2) con W.TF =0 (mesla
masa del electrdn). De (3.79) y (3.80) resulta

(3.81)

Los velores medidos del momento magnético orbital @, son del

orden de una cantidad llamada magatdn ds_Behr
gz 9,37107% aa?.

El moviziento del elactrén alrededor de su eje darfa lugar 2 un
momento wagaétice T, y & un impulso angular I, llamado espin.

En reslidad, esta descTipcién cldsica sencilla no es vflida y, en lu-
gar de la relacién (3.81) el momento magnético y el impulse correspon-
diente estdn ligados por la relacidn

(3.82)

q= -2

s

Dejando de lado la imagen de la rotacidn del electrdn, se dice oue el
espln representa el impulso engular intr{nsece.

El efecto del espfn no puede dajar de tenerse en cuenta, pues
m, es del miswo orden de magnitud que el momento orbital a; . EL momen-
to magnético total de un 4tomo, que notaremos come Wy, es dacir la
suma de los momentos (orbitales y de espfn) de todos sus electrones,

~ 01 -
resulte ser proporcional el impulsc angular total Ly :

do= 5 (- 25) by (3.83)
donde g es el llamado factor de Landé. Pare @, de origen puramente

orbitel g = 1, mientras que para &, geuerado sélo por espines g = 2.
Eo generel g suele tomar valores comprendides eatre 1 y 2.

DIAIA SEHMICLASICO

Bohr {1913) dio.una descripeidn sencilla y esencialmente vdlida
del diamaguetismo. Sea un 4tomo ubicado en una regibn de campo megné-
tico B (fig.23). Consideremos un slectrén cuya érbita tieme impulso
angular L, y momento magnétice
&, , relacionados por (3.81). La
presencia dsl campo exterior B

genera una cupla dade por (3.25):
of,

P RO S
o W=d,xF=+0xL,
donde podemos definir una veloci-

dad angular

5, =52 (3.84)
con =88

8 == 4 =wp§,
siendo p_ = w_/2W la llamada

frecuencia de Larmor.

Luege, it — -
Tl ¥ (3.85)
at LA
7 eligiendo un referencial fijado al campo magnético con %= 8 (fig.
23) tememos  __ N ~ N ~
%:wpz—‘—)%xL(’:—pryxé»h‘pny
(verificarlo), y la (3.85) ae expresa como .
ar a
= B L H 4
TG cCply i WO lplxs =0
La tercera ecuacidn implice que L_ = const., mientras que de les dos

z
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primeras resula:

7 andlogamentes

Estas ecusciones, del tipo de la que describe a un oscilador armdnico,
tiénen las soluciones comocidast

Lx(t):Llcns (mptwf) Ly(t): xusan(mptuf).

donde (tig. 23): 122 [E12 212512, 0 sen 12«12+ 10 . o de-
cir que 61 vector I preceds alrededor del eje z, que ea la direccién
gel canpo magnético. Rete movimienta, similar al que realiza un trompe,
se denomina precesién da Larmor.
4 partir de (3.85) es evidente que en un intervalo de tiempo ft,
1a vartacién en la compenenmts normel L, serd (fig. 23):
.
Sl x T
de modo gue, al final de cada érbita girads, un electrén no volverd a
pasar por le misma posicién inicial (la que tenfa al comienzo de esa
érbita), sino que en el Teferemcial fijo al campo B, habrd girado em
un dngulo adicionsl 6, debido a la precesién
3 deyxw T,
donde T es el perfodo orbital. Como siempre se cumple que Wp<<&l, re-
sulta que 59}]« 1. Bste giro adicional tendrd un radic ?p , medido
deade sl sje de precesién z, y un correspondiente impulso angular:
- = = ey a
I.p =F=xa (wpx rp) B Tp Wy s
que dard lugar = un momento megnético de precesidn gue caleulamos a
sartir de L, emplesndo (3. 1)y (3 34)‘
2
e r
— . __n Z ..y .
p e . i ) el (3.86)
Si un dtomo no tiene momento magnético meto (@ = O enm 3.83), su
comportamiento en un cempo Dagnétice serd diemagnético, ya que hadrd

"' momento meanético inducido por el campe 3, que ester
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dedo por
1a suna de les contribuciones de le forma (3.85) de cada electrdn en

su procesidn en tormo de E, o sea
z

[
< < e“ri H ~
22 @2 (mEh) E=-H (G F oan
=k 3 )

donde 2 = pdmero atdémico del elemento = mimero de electrones;

rj = Tadio de precesisn r, del elestrdn j-ésino.

s obvio que los factores e2/dm y Z rzj son definidos positi-
vos, de modo aue (3.87) exprese que 21 momento megnético inducido ge
opone_al campo -

Definiendo un valor cuadrdtice medio del radio de precesidn R

tal que Z :

resulta 2‘1;
<.( S B = ~oy B (3.88)

donde &y representa la cantidad positive entre peréntesis (tal aue
H,//-B) 7 el campo ¥ es el que actia sobre el Atomo en cuestidn, es
deeir el campo magnético interior 51 , definido para la cavidad que
rodea al 4tomo (de manera anfloga al caso electrostético).

Pare estimar el B; pera una cavidad esférica podemos repetir

el razonamiento previo a(i,11Z), o bien aprovechar lz dualidad comen-

tada en (3.73). #fds precisamente:

tien: 1 5. = =, Py
- En Electrostdtica: ¥ ?(D-pv) PR3 {1.112)

donde el ) en el denominador correspende n una cavided esférica.

- EBn Megnetostdtica, segdin (3.73), el dual algebratco de £ es

=1 (8- RKE), o sea que el rol de B, lo ocupa M, (esto
se deba 2 la inclusidn de g, en la definicifn de la magnetizacidn ).
Lucgo, a (1.94) le corresponde su dual magnetostdtice:

Y o
H,o=H+ ey =F+ . (3.89)

en le cusl H es la excitacién megnética pacroscdpica (1la que actda

sobre un elemento de volumen 4Z) vy Hi es la que llamaremos excitacién
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microscépica, que es la aue actda sobre un 4tome u otro dipole pun-
tusl, y que calculamos en el centro de una cavidad.
Luego, teniendo en cuenta que la cavidad estd vacfas

B -

By = ol = pH o+ . (3.90)
A partir de (3.88) caleulamos la magnetizacidn
- 8 _ - . o -
H, =% =77 Bat T R Eyp = mBX By
donde n = dN/dT es la densided numérica de 4tomos por unidad de vo-

lumen. Luego (3.75) =—=>
B Xl mmnagd = - nag (i B AD

&
= K= -npey (1+l§!'~)=_nhud —apgt Ay

2.2
- Z R
L pae e (3.01)

X - Moy B
12m+ (p2e? R

o by

Esta oxpresidn permite caloular el radioc medio de precesifn Rp
a partir del valor medide de la susceptibilidad X, , y& que fu, ¢, D
son constantes universales, y Z,n
Resulta ser Ryg~ 0,1 K= 107,

se comocen para cada elemento.

PARAMAGNETLSHQ

Si, contrariamente al case recién estudiado, un 4tomo posee un
momento magnético permanente Wy # O dado por (3.83), cuando aplica-
mos un campo B # 0 actia un memento

=% xF (3.25)
que tiende a alinear a W, paralelamente al campo magnético,
Si el dtomo en cuestién estuviera totalmente mislado, la varie-

cién del impulso angular total estarfa dada por

N - -
TE"Lc‘g“’th

dondeps2ea la frecuencia de Larmor y g el factor de Landd.
o

(3.92)
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La (3.92) se interpreta de la misma forma que (3.85), y el movi-
miente resultante es la precesidn del 4tomo en tormo de las lfneas de

B porealiza trabajo y la energia del 4tomo Umag =

canpo.
mantiene constante.

En un pedio magnético el dtome no estd aislado (aquf B = B =
campe imterior, al cual contribuye la magnetizacién), y las colisio-
nes u otros modos de interaccién entre los Atomos hacen variar le ener

gla. 51 6 es el éngulo entre & y B, tal que

-%.3 se

um&g,-mn cos & (3.34)

las pérdidas por colisiones dismimuyen la energfs magnética hasta que
§sta aleanza un minimo, para 6 —>0. La consecuencia @e este proce-
so serd la alimeacidn de los momentos com el campo magnético, de la
cusl resulta un valor de X >0.

Bl modelo semicldsico de Lengevin, que explica con buena eproxi-
macién el paramagnetismo, requiere emplear la Mecdnica Estadfstica
para estimar le megnetizacién media, obteniéndose la expresin:

m, = n my (coth x ~ 1/x)
es la densidad numérica de dtomos y x = (my By)/{XT); con
K = const. de Boltzmann, T = temperatura absoluta (ver 2,14). Para va-

lores normales del campe B y la temperatura T resulta x<<1 y por
lo tanto

donde n

cothx-1/x = /3 === mvznmial/sm‘:hnmfai/jxm

Definiendo una temperatura (llamada de Curie):

(3.93)

(3.94)

Reta relacién, vdlida pera T>7,, no sflo difiers de la (3.91)
en el signo de X, sico en la forma del denominador, que em (3.94)
permite un rdpide crecimiento ds Ky =p /}‘E: 1+ Xu para T —> 1T, .
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Weise hizo motar la mecesidad de emplear el valor H; en lugar del
campo macroscépice H en (3.93), y el resultado (3.94) se conoce como
1a ley de Curie y Weiss. Cuandc la tempsraturs decrece hasta alcanzar
ol valor orftico T, el modelo deja de valer y en algunos casos se
pass de un comportamiento paramagnético a obro ferromammético {con
xm» 1). Bo realidad, T, es algo mds alta que la temperatura a la
cusl el forromagnetismo desaparece cuando ge calienta un medic que
presenta esa propiedad,

FRAROKAGNETISMO

Las propiedades mds caracter{sticas de los materiales ferromagné-
ticos son: una susceptibilidad muy elevada (Xp>1) y le existencia de
magnetizacifn repidual, es decir le posibilidad de temer my # 0 con
H= 0. No existe una teorfa cldsica adecuada para explicer este fend-
meno. Sin embergo, muchas de las propicdades obaervadas se pueden ex-
plicar mediants el modelo de Weiss que Tesumiremos a continuacién.

weiss (1907) propuso la expresidn (3.89) para el campo efectivo
que acida sobre un dipolo, que toma la forma mds gemeral

Hy = H+xa, (3.95)
donds &, llamado goeficiente molascular de csmpo, depende de la sustan-
cie en cuestidn. El segundo término en {3.95) es proporcional a la meg-
netizacidn existente en el medic y, en comsecuencia, tode aumento em
n, daré lugar a un sumento en la cupls (3.25) que tiende a alinear los
dipolos con el campo. Cada dipalo zlineado sumentard ls magnetizacién
y también sumentard el memento (cupla) responssble de ls alineacién.
Re decir que se produce un gfecto acumulativo donde, una vesz imiciada
1a alineacién local de dipolos, la magnetizacién puede sobrevivir aun
gespués de desaparecide la excitacidn exterior H.

Eote proceso se conoce como magnetizacidn espontémes, ya que basta
con que aparezca locelmente un valer muy pequefio de H para que el efec-
to scumilativo tenga lugar. Solamente puede ocurrir para algunos mate-
riales y para T< T, (dada por 3.93, aproximadamente). Algunos valores
de la temperatura de Curie son: 770 °C para el hierro, 1131 para el co-
balto y 358 para el nigusl.

Bn su estado natural las sustancias ferromagndticas ne presemtan
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nagnetizacidn, en apersnte contradiccidn con este modelo. Para expli-~
car ol hecho, Weiss postul la existencia de dominios, definides como
reglones muy pequedias, dentro de las cusles la magnetizacidn es préc-
ticements compleia, es &ecir que

(B =n i $T = ¢n &, (3.96)
4onde ST es el volumen del dominio y §E eu momento magnético total,
L& (3.96) squivale a decir que todos los dipoloa de wn mismo dominio
estdn alineedos an la misma direcein.

La direccién de la magnetiszacidn espontdnea verfa de un dominio
&1 otro ds manera que, ¢n eusencia de excitacién H exterior, el mo-
mento megnético total del meterial es nulo. Cusndo ee aplica una exci-
tacidn H+ O los dominios se alimesn con § y la megnetizacién ere-
ce hasta alcsnzar valores muy elavados. 5i se apaga dicha excitacidn
los dominios mo vuelven & sus orientaciomes imiciales, y asi se expli-
ca la existencia de la magnetizacidn residual.

Los efectos descriptos tienen luger cuando:

a) La configuracién electrénica del &tomo (o mea la distribucién ds
los electrones en 6rbitas o capas) tiene gspines mo compensados entre
sus electrones intermos, 3 decir que hay un momonto 2’ (ms)J neto.

b) Le distancis entrs loa iones de um cristal tieme ums cierts rela-
ci6n critlca con sl difmetro atémico, favorable el procesc de slinsa-
cién.

Cuando se sumenta la temperstura, la distancia emtre los icmes
aumenta y la alinsacidn de los momentos mo @e produce, lo cual explica
la dessparicién del ferromagnetismo para > 7.

Los dominios de Welss tienen existencia real, como se observe co-
locendo una suspensién coloidal de polvo de hisrTo sobre wna supsrfi-
cie de hierro pulido: las partfculas de polvo se concentran formando
una red de lfneas qus coinciden con los contornos de los dominios. Las
dimensiones de éstos son del orden de los 100 micrones (~1074w).

Cusndo se aplica una excitacién E wuy pequefia lag paredes da los
dominios se correnm, de modo que los domimics cuyos ejes tiemen direc-
ciones més préximsa a la de H crecen s expensas de 1os otras. 51 se
aumenta |B) los dominics comisnzan a rotar hasta alinegrse con la ex~
citacién aplicada. Veremos mis adelante la curva de magnetizacién al
discutir el fendmeno de histéresis (fiz, 38).

Bate movimiento de los dominios es discontinuo y esemcialmente
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aleatoric, como lo demostrd Barkhausen en 1919, cuando 2rrolld wna b
bina alrededor de una barra ferromagndtica y conectd la bobina .
teléfono. Cuendo H aumenta e escucha wn ruido caractar{atima -
1leva su mombre y se debe a la f.e.m. inducida por la variacidn ::i
2:::1::;1énco, originada en el crecimienta discontindo de la magne-
BlAmovimientc de los dominies tieme un efecto macroscdpica sob:
la longitud del material. Eata variacidn en las dimensmnespdablzo .
la magnetizacién se denomina magnetostriccién. Para valores pequ o
de H el hierro aumenta de tamafio en la direccidn do If ¥ d:s:ienos
en la direccién normal; para el nfquel sucede lo contrario. e

Tt tangulo £ de la figura con
2 el teorema cireuital

0
‘Ampére (3.68) toma la forme:

%‘m‘-.i=rv f,

Ste)

ego, Hyydl - Hpydf = 0l gy
donde g = . T es la compo-
nente de la densidad E normal

al plano de £ j por Lo tante

Si ambos medios son isétropos:

(3.99)

CONDICIONBS DE CONTORNO BN LA SUPER.F]CIK QUE SRPARA DOS MEDIOS.

BLINDAJE MAGNETICO
Hallaremoa las relaciy Pre_ Par - 2
21 ones entre las componentes de los campos e 2 Lsen o - Lseafy = gy
P e 1 "o -

3 X
vy H @ anbos lados de la superficie S de separacién entre dos me-
dios magnéticos de permeabilidades p,y u

.
) Componentes normalea (fig. 24)

Para el cilindro de la figura
con §h -0 la .

En el caso més frecuente, cuando no hay corrientes
le superficie S, podemos dividir miemoro a miembro la (3.98) ¥ la

jgualdad que Tesulta de (3.99), obseniendo

(3.100)

]

(3.28) ==> lin )é’cﬁ.ﬁ
iiro

que es otira relacién del tipo de la {1.109)} similar a la ley de Smell,

que representa la refraccién de las limeas del campo magnético. Debemos

notar que los dngulos o en (L. 109) ¥ /1 en (3.100) son, en general,
disvintos.

Las expresiones halladas permiten extender la solucidn de un pro-
scontinuided

===> D), 85 - B, d5 = 0 ==

Bip = By . By coap = B, coss,

(3.97)

5i ambos medics son isdtro
pos, de
B plema a reglones separadas entre si por superficies de di

en 1las propiedades magnéticas.
(1) es ferromagnético, con permeabilidad p=Kyp,

susceptibilidad despreciable (Vecle, dia- o pare-

mode que By o =py o H) o, tenemos:
H. = H,
FiBan = P Hon =Py By cosfhy < p iy cosf,  (3.98)

b) Componentes tangenciales {fig. 25)
Bn principio, es posible que acbre la superficie S circule una co.

rriente superficial
pertic g4 0, definida como en (3.53). Iuego, para el s: el medio (1) es hierro con Ky =
1, peedes e o co
ta py = e Ayl 21070 tefy

Cuando el medio
v el medio (2} tienme
magnético) vemos que
PERT R Bk

tepy M
1.000, en la fig. 24 es
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do modo que las nees de campo que en ol interior del hisrro satdn
separadas menos ds 60° con respecto a la normal saldrdzm al exterior
formando un dngulo By<0,1°. Bata s wna caracterfstica ds odos los
materiales farromagndticos, dedida a su perasabilidad tan elevada: co-
mo foy mo toms valorss my altos (excepto en aristas o cantos da s),
en ol exterior sl medio resulte ﬁzzo » 98 decir qus lag 1ineas de
campo son prdcbicements norssles s la superficie de un cusrpo ferre-
mamético.

Una aplicacién inmediata do sa
tas propisdades es o1 blindaje mag-
nético, que se consigue utilizande
suparficiss huecas o cdscaras, como
en el caso electrestdtico (en aquel
caso tenfamos M, axactamente nule,
s decir lineas de campo elfctrico
normales sl conductor). Para comprenm-
der mejor el efecto observemos ol cog
portamiento del campo B en presen-
cie de una cdacara ferromagnética ea-
férica (fig. 26). Las 1fneas del cam-
po msgnético se desvian hasta hacerss précticemente normales a la
superfice, como sl fuera un campo elfcirico frente a wns supsrficie
conductora. Para p——> el campo B,
se anuls; el cdlculc detallade da

en al interior de la cevidad
ing °% 0% 4

Bingvp Im K.

La fig. 26 muestra cémo las 1fneas se deforman de modo de pasar
por el medio ads permeable (de allf ol nombrs de p) La utilided de
eats propiedad ee evidente, pues muchos dispostiivos slectrémicos ¥
mecdnicos deben trabajar en Tegiones libres de campo magnStico.

CLRCUIT0S WAGNBTICOS. ELECTROIMANES
218802200 NAGNBTICOS, ELECTROTMANES

Consideremos wi toroide com ndclec ferromagnético de seccién §
con.permeabilided y uniforme (fig. 27), sobrs el cusl arrollames mns
bobisa de N = nl=>1 vueltas por la que hacemos circular una corri n
e L. En el toroide el flujo magnético @= /a3 .3 estd confinado en
el nfeleo y, como les 1fneas de campo son normalas a las espiras (es
decit que £y .= 0 en 3.30) el toroide resulta sey un tubo de flujo

i
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dm“,ﬁ = B§= const. (3.101)

& través ds todas las secciomes.
Bato ea andlogo & lo qua sucede
con maa corriente que ciroula por
un cable cerrado, que ea la misma
on tode secolfn del cabls.
La excitacién magnética E
seré normal a las espirss y sl sl
bobinade es uniforme serd

By =B = const, 3 H.d 7 A a0

para todo slemento de longitud a
1o largo de la curva § {fig. 27).
Bl teorema circuital de Ampére toma la forma

fﬁ»".i=7(uaufm:n (3.68)
¢ (4

donde (3.101) === F=8/p=3/(p3)

Y (3.102)
=>Elj‘g;£—s_¢ff"s pR 3,102

Aquf la integral que define & & tiene la misma forma gue la resis-
tonaia dsfinida enm (2.22), y la ecuacién (3.102) es la sxpresién dual
de la lsy de Onm (2.24) para wn circuito cerrados

fem = IR.

Se establecs asi la signiente dualidad algebraicat

- -
rem.:j[f.i — fm:%dl.ﬂ

ae
x=f.§.zs_ — ozsf?s- (3.103)
1o 8.7 ¢=//a=.a
condmetividad ¥ < permeabilidady -
cempos ¥, T «— campos H, B

La cantidad dual do la resistencia, definida om (3.102) se
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denomina reluctancia. L,
3 - La relacidn
A cirouste agmdtie, £3102) expresa 1a 1oy 4o Om gupe

Cuando un eire:
u .
mog comectados en g, Lo T mitorme, otag qus consta de
718, 12 reluctancia de un ey, varios tra.
¢lemento g ya;,
§ e

¥ se demuestra fdcilmen
te que la relye
‘tancia total R, e
‘2 3 la suma g
2z e

las reluctanci
ncias R, de 104 tramos suce

sivogs
Andlogamento, 1q (3.104)
- .
commeres » eluctancin ge un conjunto de tram
9% 20 paralels veriricy 1 pop o 03 ferromagnéticog
acidn
-t -
R, = % &,
{3.105)

Ejercicio:
dercicio: demostrar 1, valldez de (3.104) (3.105)

Las relaciones hg
1ladas permit,
o . an re i
© gTdficanente como si fuers un uircuxt:r;semar o oo magnits
e ¢

1 i
cusl suelen emplearge 105 sfabolos e oente continua, para

tencias (para lag ) fem (pera 1a 1
s reluctancies) y corrientes (para 1os ﬂm;)p reats-
. ujos magnd-

Como aj
deaplo, caloularemog oy campo B en o1 entreps
nirehierry dep
Satrehiecry
28. Llamamos entrenisrrs 5

el
eetr?Lmin que 9 esquematiza op la 1,
la regién donde go interrumpen e py -

Tre son los polog del electroimdn
B lujo magnstico aentey go la bo
bina eatd précticamente confinads en a1
mdcleo do meceisn g, mientras que .
el entrenisrro lag 1fneme go nsm: .
L o se
dispersan (fig, 28) y atraviegan
seccidn efectiva St>s Baplea: —
§ . remog
08 subladices n (parg o1 ndoleo) y
2 {(para el entrehierrq)
La reluctancis total qe1 circuito o
s

R =R =~ L-s
S

U T S (3.106)

fam
3t
+hs,

(3.102) =—= ¢=T'

I

Ccomo el flujo magnético es constante:

¢ N1
¢=Bn5=535' == B, =37 = z"%—'*&
# e

Se nota que la contribucién del entrehierro a la reluctancia to-
tal eg gemeralmente mayor que la del ndclec, pues
Ry KSR
Ry = RS (T30 Fa >1.
Por ejemplo, tomando velores tipicos: K =ju/p, %1.000; (&= 1 om;
R=16 cn == K &/¢ ~10.
Br un electroimdn conviene tomar §<<f, en cuyo caso

(Q'[‘Q).%xl”:’

En la préctica estos cdlculos suelen tener uca precisién menor
(o sea un error relative mayor) que el 5%, debido a las numerosas
sproximaciones Tealizadas:
1) B, , Hy constantes deniro ds las bobinaa: en realidad Ht~l/tt )
siendo B 1la distancia de la curva & el eje del toroids.
2) 8= pH con p= const. (proporcionelidad): en realidad f“’/*(ﬂ)
==K, = conat.
3) Hy = const. al pasar del micleo al entrehierro, lo que seria cier
%o si no hubiers pérdidas de flujo magnético en los polos.
4) Se supome que el espaciamiento de las espiras es prdcticamente
inexistente, y ogue su distribucién es completamente uniforme y

perfectanente simétrica.

IMANRS PRRUANENTES

Supongamos que un material ferromagnético se maguetize mediante
una excitacidn H hasta alcenzar la saturacidnm, es decir hasta que
todos loa dipolos que lo integran se hayan alineado con H, con lo cual

1la wmagnetizacién Ev habrd alcanzado su mdximo valor posible.
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Cuando reducinos E hasta emularie b-
: sub-
sisten una mametizacidn ¥ o

: = ¥ un campo
Iememente Bo (fig. 29) tgles que

e

Beo= pE.%0
Como veremos al discutir la curva qe

téresis, cambiando el signo de 1las -
co

r:ientEB v asi invirtiendo e1 sentidu.d
(51 ::lZ:sde aoular el campo total F ’
et tuaras Seopersing 0 e
Cuanto @ayores sean B

ti6a. Le curva g ¥ Hy, tanto mejor s

el se, 374 el imdn
zacidn. Bl mézino vﬁlg‘m“ cuadrante (fig. 29) descrive la deg s
cusdrente mids 1y calor dal producta BH que ae pucde BIC“&L&—
o méxina (verifs idad del indn 3 so demomine P = epein oo
- 04T que efectivamente: [5,g]. g . ergla~produc-
w TEPTESCNtA una donsided de smergls) B2 7077, de modo qus

Un material tfpico como 8.
orden do 1.500 g3
contiene Fe, Co, Ni,

1 acero al, carbo
g no tiene una p,

» ¥ una del
Alyy c“)s::aexén espectal 1lamada Almcomi (que
an ~ -

Una forma 8411 de imdn e w2 P 36,000 7 g”3,
hierro de la fi
g> 28, ein la o
- : ing.
roide es R y el do ay svceise upondremos
maciones

que el radio del to-

e
S T ¥ aue se cumplen las aprox.

pase por
POT 108 centros de las sacciones sxpreaa:

@& . Tl
f: R N

Es dscir que los sentidos de

_é
N He (3.207)

A dentro y fuers del jmdn

Mema( gon opuestos.
3.95) == B~ =
by = KH, < B, =%°Hs (3.108)
Tgual, '
gualande (3.107) y (3.108) vale aproximadements
£ = &
1*Xm=‘,='é<° (3
- (3.209)

Bste result
ado express el valor que alcanga 1.
. 4 por3eabilidad i on o1
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% gquilibrio, quo corresponds a un puato del segundo cuadramte (fig. 29)
La (3.109) muestra cémo la magnetizacidn @, se opone y predomi-
na sobre la excitacién ¥ dentro del imdn, de medo que allf W es
ambos son opuestos a fy
parre cilindrica imantads con w sole

peralela al campo total By
Es interesants comparar uma
noide ideal de las mismas dimensiones. Supondremos gue la longitud es
e en el interior del imdn

sucho meyor que el radio del cilimdro, y qu
1a megnetizacién i, = ¥ es longitudinal y wniforme {fig. 30).
Las 1fneas de campo en el sole-
soide se muestran en la fig.
30-a, donde B =p 0 YT v bas-
ta con representar un solo campo,
nlgen el interior

dado por H =
(n = ndmerc de vueltas/unidad de
longitud; I, = corriente en la
bobdina).

Pare calcular el campo cre-
ado por la barra recurrimes a las
corrientes de Ampdre dadas por
(3.57) v (3.58), donde (fig.30-b)2
4=2%, §=uf= const. ==

g‘\:ﬁ'x”ﬁ:m?x?: "y .
fomando un recorride ¢ paralelo sl ejs z,

i =dz 7§ i .z z k=
=¥ -;»IA=£MH.,;A=/A,.M

en (3.53) tenemos

Podemos suponsr oue esta corriente estd distriduida em un mtime~

ro N=nl de espiras, de modo aue I, =n {1, . Entonces

1A=nh",m£ :.» (3.110)

EL campo gensrado en el exterior per esta distripucidn ds corviep
tes de Ampdre es equivalente
mismo némero de vueltas n, siempre que tomemos I, 3

en ol exterior es B/ 8 para ambas configursciones, lo gue tambiin su-
Bl i

cede en el interior de la bobina, mientras que en la barra ¥

gon antipsralelos, CORO ViMOS.

al creado por un solenoide ideal com el
1,2 i, . Ovviamente



REIMAGFETISMO: FRRRITAS
Alguoas sustancias sélidas que son
ta temperature cambian su comportamiento
Bate fenémeno, que difiere del ferromagne
(1932) diciendo que los 4tomos en ellag s

peramagadticas por sobre cion.
pars temperaturas mds bajas
tismo, fue descripto por del

esc§ ocurre se observan dos fendmenos distintoss

s

2) 81 los dos grupos de &tomos tienen momentos m

iguales y opuestos, el momento neto es muio

‘tos atduices individuzles son intensos

ferromagnetisno. ’
B) Si el momento magnéi

tico de wm .
habré un momento neto res Eupo supera en magnitad al del otro

agnéticos (= Ea)
» 2 pesar de que los momen
Este fendmeno se llama anti-

ultante, aun en i
= ) ausencia de iteci
tsrlo;‘ H. Esta propiedad se conoce como rerrimget"ma et e
a temperstu; iei e
s in:g Ora:—;;e t:‘anslcldn, @ la cual el material pasa del est
09 {ferri- o anti .
0 3 - 0 antiferromagnet
do de ax gnetismo, ae
o :m,.; esa:densdus (perenagnetismo) se 1lama tﬁmgera;urag:n l‘ll: e
€50 descripto explica et
POT qué muchas .
B sustancia i
seuvuelvan ferromagnéticas a temperaturas muy haj: permeeniticas
na clase importante a "
) ¢ sustincias c i
gt 1o on estas propiedades L
e Las semrmas, due no poseen electrones de comduccida y ‘:omw-
R & q
iy o 2o onductores, que tienen un valor elevado da pe i b
. - rmeabi-
Lo no Hneal %y = Ky (1)>1 y muestran la aisma saruracns: .
iy vadas que los ferromagnéticos, que son cond -
. - ’ °
. as ferritas son éxidos complejos de eleme e
e transicidn de la tabla periddica (Se
- ,
04, Zn; con ndmeros atémicos comprendides
nds conocidas figuran la magmetita (e, 0
sustancis que 1lamé la atencisn de Los ank
similares: CrFe

ntos del llamado grupe
Ti, V, €r, Mn, Fe, Co, Ni,
entre 21 y 30). Entre las
en la forma ReO . Pe,0.)
203),
los antiguos griegos; y las l‘orjmas

90 1
29+ WnCry0,, nPecro .
17,0, o3 antiferronagniscn. 4 » ete. La ferrita de zinc
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B) CORHIBNTES VARIABLES

INTRODUCCION
Hasta aguf hemos supuesto condicionmes estdticas, es decir gue
todas las cantidadea de imterds son independientes del tiempo. Los

resultados fundamentales estudiados pueden resumirse en:

v.€=%p ) (1.15) V.E=0 (3.28)
ViE= 0 (1.20) V28 = pd (3.39)

donde  E=-VV (1.18) ¥ IxE (3.27)

£ o ym)=%/av 5 G
¥

En Blectrostétics la demsidad total de carga p (12 libre pds
1e de polarizacifn) ea la fuente o cause; ¥ y ¥ son los resulte-
400 o efectos. En Hagnetostdtica la densided total de corriente 7
(1a verdadera mds la de magnetizacién) es la cause; % y E =omlos
ofectos. En ambos casos suponemos que les interacciones se propagen
en forma instanténea, y que las densidades y los campos de cada pro-
despuds de gue las cargas se

blema som los valores en el equilibrio,
heyan acomodade y elcanzado condiciones estdticas, a partir de las
cuales toda variacién temporal es despreciable a escala gacroscdoica.
Bato no excluye las fluctuaciones que demominamos "microscépicast,
que generalmente tienen promedio milo y no afectan las cantidades
descriptas en las ecuaciomss de arriba.

Cuando consideramos las variaciones em el tiempo, los resultedos
experigentales indican qus el teorema de Gauss sigue vallendo en sus
Tormas (1.15) ¥ (3.25), pero las ecuaciones (1.20) ¥ (3.39), as{ como
1os potencialea V y 1§, cembian de forma.

Los tratemisntos requeridos para enalizer los cssos cuagi-eaté-
ficog, donde las copdiciones varian lentamente en el tlempo, y pare
Tos procesos que involucran radiacién, donds las veriacionss tempora-
les son muy rdpides, sou esencialmente distintos. En lo qus sigue
fios ocuperemos solamente del primer tipo de provieme, ya que la ra-

diacién no puede tratarse con las hipétesis de la Pisica Cldsica.
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)

INDUCCTOR RIROTROHOTRIZ LEY DR PARADAY 4¢™... se irfan

sigao, etc. de modo que los sucesivos A, B¢,
gemerando sin requerir une fuente & energla.

Paraday (1831), o independisntemente Henry, descubrisron gque
por el contrario, la regls (3) indica aque una variacidn inicial

toda yariacifn en o1 flujo mamético va sor 1a pressnmcia
ds un eampo eldctrico. Los respectives experimentos fusron sugeridos
por los descubrimientos de Oersted y Ampére, quienes habian observa-
do la aparicidn de un campo magndtico asociado al movimiento de car—
gea eléetricas.

A¢ genera wa proceso del bipo:

A¢———>{*—’ PO SRS TR A¢'=//d‘s.§‘

R (e

P S
tal que aigno Ag'= - stegmod (3.112)
i

Los resultados experimentales de Paraday pueden resumirse como
oigue. Sean dos espirms, una pasiva 4, y la otre activa ¢, (fig.
31). Entonces sa verifica que:

Es decir que el sentido de la f.e.m. inducida es aquél qus tiende a

1) Toda vez que el flujo magndiico oponerse a la variacidn inicial del flujo magnético. La condicidn
totsl a través de la eapira 4 (3.112) se conoce como ley de Lenz (1833).

definido coma v Los Temultados (3.111) y (3.112) pusden resumirse en la ley de
951 ‘]]“31 <By Paradagzenz:/” T T T T
)
varfa en el tiempo en una cantidad f.e.m. inducida = € = -3¢ (3.113)

A¢1 ; se induce en la espira una

fuerza electronotriz &) . donde o1 sigao del flujo ests definido por el sentido asignado & is

2) La magnitud de esta f.e.m. es espira € sl celeular

proporeional a la variacién del
flujo por unidad de tiempo:

fa; LB (3.114)
€

(' viene ol sentido elegido para la corriente I sobre € ). Entonces
el flujo a través de la superficie S(E):
¢z//¢§ LB= fﬂsﬁ.i{
Sey Siel
es positivo cuzndo B es la normal exterior de la suj
que quede 2 la izsquierda de {  cusndo recorremos esta Curva.
&n (3.114) B' es el campo inducido en el imterior del conduc—

‘élll“i‘“fl/ dt\ (3.111)

3) Bl sembide de la f.e.m. By ss
Bﬁzin::e:: coz{‘z‘):ntz I} que gemera dicha f.e.m, produce un flujo
ra’ i B
a) naincid: :un:l te °¢W° ::::; Adi<o;
b) se opome al de P uéando A¢1>’o? '

perficic §(£)

tor, campo que o 25 conservativo, como Veremos.

4) Tota varieoida en #, asbida  1a corrienie propia I, tambin ) i efecto, aplicando el teorema de Stokes (A.17) en (3.114):
induce wna f.e.n. &y en 1z espira 6,, la cual obedecs las mismas
reglas omunciadas (1 a 3). Dicho proceso se denomina autoinduccifu. ¢ }(d; - =//d§ LS
 Lens coalisd le posibilidad de que una veriacién en el flujo ori- ) o
ginare wna f.e.m. contraria a la prescripta por la regla (3): Si le espira € se mambiens en Tepose y no oe defomes
- Una variacifn Ad crearfa une 4’ que origlnarfa wna corriente ' K}
- Esta corriente gensrarfa mn campo B! cuyo flujoAd’ serfa de ﬁ‘ _Lﬂﬁ Be- [& g B RN e
Lual sigmo que A¢. at @ Sy Sty ster

- eete Ad’a "
§'derta Jugar, por a1 mismo process, o un Ap”ae taual Lucgo, 1a scuacidn (3.113) cquivale =




(3.116)

que es la forma local de la ley de Paraday- Lenz. Esta forma tiene va
lidez mds genmeral que la expresién (3.113), ya que se cumple para cua;
quier variacién del flujo magnético, imdependiemtemente de su causa,
A¢ puede doverse al mavimiento de toda la espira o de wna parte de.
ella (deformacién), a la variacién del campo magnético B en el tiem
o, ya sea por Variaciones em las corrientes en la propia espira o em
otras, ete. Poro los campos B T también pueden medirse en ausen—
cia de espirag por sus efectos sobre cargas puntusles, em euyo caso
1la (3.116) adqgure una validez completamente general, correspondiende
a los campos E y B totales medidos en un punto cumlquiera del. es-
paclo.

Como consecuencia importante de esta ley podemos calcular las re-
lactones entre potenciales ¥ campos cuando hay variacids temporal de
::hi:t::ai::pi::lnterés. Como la (3.28) eigue valiendo en este caso,

F=Vxi

{3.27)
Reemplazando esta expresidn ds B en (3.116) tenemos:
§ .28 = 2% =
VxB+55 =V (E+gi)=0 y 7,15,
Luego, debe sxistir una funcién V(F,%) tal que
- eF
- V=g =T
\va + 5% (3.117)

donde -V s la contribucién conservativa al campo eléctrico fotal
y -28/0t representa el campo inducido:

- -2K .
ind 2t El ér . Binﬂ # 0.
&

Tento el potencial ggealar V{(¥,t) como el vectorial A (F,t)
dependen, en general, del tiempo. ’

BIBMPLOS
a) Bepiras eatacionariag

Sean N espiras estaciomarias (es decir quistas, que mo ban de
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teformarse) con inductancias My 3 My /dt=0.

aplicando el principic de superposicidn y la definicién (3.41)
jo magnético que etraviesa la espira j-ésima, que se-

obtenemos el flu
1, gemerados a travée de ella por

14 la suma de los flujos ¢J.k =ty

Lus corrientes de fodas las espiras (incluyendo la aisma I.):

N

F4 i,
¢1 S Pa= g Mt

(1=1,2 o M

N

i les corriestes, y con ellas los flujos magnéticos, varfan en
¢l tiempo, se induciré en la espira (j) una f.e.n.

4 N
£ __ 2% . ERTLN
i at CERE

a sola espira, que puede temer intercala-

En particular, para um
1a f.e.m. inducide vale

dos elementos pasivos (p.ej. resistencize),

{3.118)

£n un circuito aislado, donde pueds haber oiras fuentes con wna

f.e.z. total § y Slementos pasivos con caldas de temsién AV, pode-

mos exprosar la segunda ley de Kirchhoff como:
v b= 2 AV

segundo término(como si fuera una cafda sobre

(3.329)

Tambidn podemos paser el
1s espira) al segundo wiembro, em la forua N Eingy comlo
cual (3,119) eauivele a

alI
Een {2 oY (3.120)
para el odleulo, como veremos mds adelante.
indica que esta f.e.m. tiende a opomerse
o & trevés de L, ds

que es la forma mds §til
51 signo (<) en Gy

1 crecimiendo de la corriente que genera ol flui

acuerdo con lo prescripto por la ley de Lenz.

v) Diamagnetismo de particulas

Considaremos el movimiento em el vacfo de upa particula de carga

q yoasa @ en uns regién de compo £ uniforme. Pare simplificar,
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supondremos que la velocided ¥ se cantiene em un plano normal a B
(fig. 32). La fuerza de Loreniz

» - F=qvx® (3.2)
23 siempre normal 2 ¥, de modo que el
movimiento continds en un mismo plano, '
En consecuenciz, el movimiento de g s¢ 32
4 circular y wniforme, con ua radic B
que podemos obtaner a partir de la ex-
presién de la fuerza centripeta:

donde £ =0y /2T es la llamada frecuencia de ciclotrém, con

[oeor] Gam

Vista como una espira (fig. 22) la 6rbita de la carga tiene un
momento magnético dado, como em (3.79), por

F24rfwle-3RYT. ny v 3 2
CELES S S ARES * B ERier] (3.122)

donde, como 82 ve en la fig. 32, W= - B

-B/8.
Le (3.122) indica el gomportamiento dimg/ dtico de teda cary

que se mueve bajo la sola accién de un campo magnético. Mirando 1?
Srbita desde 2l extremo del vector B loa iones positivos girardn
en sentido negativo (horario), y los electronmes lo hardn en sentid
positive (antihoraris) . El resultade serd siempre la generacién den
momento magnético que tenderd a disminuir el campo magnético total -
en concordancia con 1o determinado por ls ley de Lenz. '

c) Barra conductora en movimienio

Sea un conductor de longitud £ orientado en la direccidn 0= 1/e
que se mueve con velocidad ¥V en un campo B uniforme (fig. 33)
Sobre las cargas libres (electrones) en la barra conductora actda '15

fuerza de Lorentz: F3 - =
F=qgvx§ . (3.2)

- 213 -

gx un refarencial A que se mue-
7o con la barra la velocidad de

g s = 0,y allf los slectry
nes se ven sometidoa a un CEEpO
aléctrico dado, como en (3.4), por

B =Fx5.

La f.e.m. correspondiente, emple-
anda (A.1) est

¢ . [x Z
D =[dl.3' =[ﬂE..vx'E=

L7925 -Bax L.

il
& (ng 0,

Observemas que ?xf‘%xfr}; (F x@) =

que es le puperficie barrids per ol conductor em su movimiento .

Luego, tcn - -F.d5/at = -ap/at (3.123)
a¢ es el flujo = través de la superficie a5 barrida por el con-

|7 uubssmente nommaless |6, =307,
temte con la lay de Fars-

donde
ductor en el tiempo dt (para & B
B1 resultado (3.123) es totelmente consis
day-Lenz, pero no dsbe interpretarse como uma "daduceidn” de esta ley,
7o que los slcances de lae (3.113) y (3.116) son muche mds genersles.
Hemos vieto que el campo magnético F no realiza trabajo sobre

1as cargas que se mueven bajo la dnics accidén de B . Bste no s al ca-

so para la barre que analizamos, ya qué otro agente exterior la mami-
a necesaria para trasladarla con velocidad ¥. Bs
accién electromagnética comira el

cambio de flujo, exigte uns rezccidn mecdnica, debida & gque la veloci-

4ad ¥ es mormal sl campo B .
En efecto, supongemos que entre
B finita (fig. 33}. Entonces circulard por 1:

4nduci 17, %x3
inducide 1abg/R=gl. FxB

nistra la potenci
interesante ver cémo, ademds de la Te

¢ y D existe una resistencis

a barra una corriente

v la interaccifn de este corriente con el campo originerd una fuerza

dads BESE) = - = W a g mw
ade yor (3 FarlxF-f (L 7xDExH
ctora =2

La potencia disipada durante el movimiento de la barrs condu

deberd exclusivamente a esta fuerza, y valdrd



donde £.7285 =6, 7 resulsa &
oD
Fe=--—g = -1
que es la llamada potencia de reaccidn que, segdn vimos en (2.25)’
disipa la resistencia R en forma de calor (ley de Jouls).

mete I es la faersa de reaceldn que se opons al movimiento, ya que

en todos los casos: [, ¥ = Pp<0 ¥ F.

2p (3.124)

La fuerza

d) Eapirss en rotacidn

Sea una bobina rectangular de N
vusltas, de dimensiones ¢ x 4, que
gira con velocidad angular & = const.
alrededor de wn 8je que pasa por su
centro (fig. 34}, en una regién de cam
o magnético ¥ uniforme. -

La f.e.n. inducida sobre cada
vuelta de la bobina es

4 fl+ = ap =
ﬁ,:-ﬁﬁs.rh—d?.s as

o asa €= SBusenwt (verificarlo).
Luego, la f
espiras) serd

«¢.B. entre los extremos de la bobina (sobre las N

Vemoa que esta bobina, que es el
lemento esencial de un £enerador
de Faradsy, se comporta como una
fuente de tensidn alterna, que va-
ria en el tiempo con uma frecuen-
cla V= 1/r=w/2T (fig. 35).
Un sistema de este tipo transfor-
ma energfa mecénica (mecesaria
para superar la cupla de reaccién
T 2 I y aaf mantener constante la velocidad angular w) en energfa
eléetrica de tensién dada por (3.125), donde & es la fensidn de pico.
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BFECTO HALL

Hell (1879) descubrié que si por un conductor chato, cuye plane
s mormal & un campo magnético intemnso B, circula uns corriente de
demsidad ], aparece una f.e.m. &y transversal al conductor (fig. 36),

a) E

B1 modelo sencillo de
conduccidn por los elec-
trones libres se esquema-
tiza en la fig. 36, donde

los electrones

Foaq v xB= (-e) (-v§)x

x(BR) = -evBZ .
hace que éstos se acumulen en un borde del conductor, lo cusl produce
un exceso de carga positiva en el borde opuestc, y esta distribucién
de cargas gemera un cammo eléctrico B oue crece hasta cancelar exag
temente la fuerza magnética. Bs decir que el régimen de equilibrio se
alcanze cuando

e¥B 4o vBE (3128

Q Fy+F =0 == Fy=-

«
ool
>3

La f.e.m. resuliante es éﬂ =
Conviene definir un goeficienie de Hall

(3.127)

que en este caso da: Ry = (~vB)/(mev.B) = -1/(ne) < 0.,
Este coeficiente yieme el signo de le carge de los portadores
¥ es inversamente proporcional a la densided mumérica n de los mis-
mos. AL medir Ry se mide indirectamente dicha densidad. n = (-eBy)™h
Los valores medidos de n coinciden con los calculados por otros
métodog con un error menor que el 30% para todos los metales monove-
lentes (Li, Na, €, Cu, Ag, Au, etc.) y pera los tumenos conductores, en

general.
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v) Efscto snfusle
Pare machos motales (Bo,
To, 3m, Cd, W) ol coeficien-
te do Eall medido 38 positi-
¥9, 1o que no pueds explieary
ge con el modslo dsscripta.
Bste caso 86 comoce como
afecto Fall anfmalo. ¢
En la teorfz de eélidoa "
se demusstra que slgunos
sloctromes en clertas rbi-
tas se comportan como hue-
cos positivos (com carga y
masa igualss en magnitud a
les del elactrdn). Bsta propisdad no se pueds explicar ein recurrir
8 métodos de la HMecdnics Cudntica, pero algunos resultados son fdcil-
mente comprensibles. Por ejemplo, la fuerza de Lorentz sobre un hueco
(+) es F, = 4oV, x B, ea decirqus q, T 4e.
Los portadores ds carga em los conductorss anémalos son estos
muscos, de modo que (fig. 37T}

T=mnq,7, = nevy como en el efectc normal,
peTo 7, = q+?‘x§= (+8) (v5) x(BR) = =evBZ,
1o que genera uma acumulacidn de huecoa positives em el borde opuesto
&l caso normal, resultsndo un campo Ey tal que

- - 7,
@ B+ F=0 — F _T*=+vs£,
B

que tiene sentido opuesto al hallado en {3.126).
Iuego, en (3.127) resulta ser:

E
oSz _*vB_ 1
By [N TE =we>?

Les demsidsdes n medidas a partir de Ry ea conductores ang-
malos resulien ser micho menorsg que las correspondientes a conducto-

res mormales.
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HISTERESIS

Una propiedad importante de los materiales ferromagnéticos es
la dependencia peculiar de la relacibn B/ H con respecto 2 la histo-
ria magnética del medio, es decir 2 los valores anteriores del campo
v 1a menera en que se sucedievon. Comsideremos wna barra cilindrica
desmagnetizada (B=H=0, punto O en la fig. }8) rodeada por una bo-
bina (primaria) que nos permite variar la excitacitn magnética H. 81
valor de B en cada instante se puede determinar midiendo la f.e.m.
que se induce en otra bebina arrollada sobre la primera (secundaria)
cada vez que varia el flujo magnético en el material.

A medida que crece H se Teor- S —
denan los dipalos magnéticos dentro 38
de los dominios y, para valores més
altos de H (2 partir del punto A) los
dominios Totan, hasta que para un pun—

to como C la magnetizacibn n, deja de

crecer al haberse alcanzado el estado
de saturacibn (H= Ho, 3 =ss). A partir
de alli B sblo puede crecer segim la
relacibn AB/AK =i, (demostrarlo re-

cordande que A m, =0 para H> HS]. F

s5i, luego de haber aleamzadown L . o~
valor dado de H>0 disminuimos la excitacibn H, los valores de H y
de B no siguen 1a curva CAO sino que recorren un camino como el
COEF, de modo que para ua mismo valor de H hay varios campos § posi-
bles. En particular, cuando H=0 (punto D) el campo magnético B no
se amila, ya que la magnetizacion retiene un valor m >0, sino que
exhibe un valor B llamado canpo remanents. Para que 8 se anule es

necesario invertir la corriente primaria y, con ella, cambiar el sen-

tido de H. Aplicando wna excitacibn H_ llamada fusrea coercitiva se
alcanza el punto E donde B=0 (pero la magnetizacibn subsiste!).

$i sequimos sumeantando H alcanzaremos un nuevo valer de
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saturacién (punto F) donde B = 3_. Podemos retornar a C, luego de pa-

sar por G donde H=

£ >0, cerrando la curva en un proceso que recibe
el nombre de cicle de nistéresis. Este cemportamiento del medio se
debe 2 1a perdurabilidad de la magnetizacién.

Calcularemos el &rea de este ciclo. Supongamos que el solenoi-
de primario tiene N=nl espiras y una seccibn S, y que variamos B,

y por lo tmtu¢. de modo que se induce una F.e.m.
_ aB
ina =TV S T
Luego, para que la corriente que genera la excitacibn H siga circu-

landc es necesario aplicar wna f.z.m. adicionsl &= - &,

ingr Lo que

implica entregar al primario wna energis g _£3 ac - of. iac
- T T®inatr
en un intervalo de tiempo dt.
For lo taato, av:us:-fé idt =(nl)sdBi
donde ({S) es el volumen V de la barra y ni=H es la excitacitn mag-

nética, o sea que S

y el &rea del ciclo completo CDEFGC vale

}(d.a H o= %— energia entregada por la f.e.m. adicional por unidad
de volumen, R

que es el trabajo por unidad de volumen requerido para magnetizar y

desmagnetizar el material ferromagnético., Esta energia termina disi-
pandose en forma de calor. Por esta razbn en los transformadores y

otros sistemas donde se trata de disminuir pérdidas y evitar 21 re-
calentamiento de los materiales se emplean aleaciones ferromagnéti-

cas de ciclo estrecho (aceros al silicio, p.ej.).

ENERGIA MAGNETICA

Podemos aplicar 1a relacién (3118) 21 circuito de la fig. 39,
donde se muestra una bobina de inductancia L comectada en seris con
1a resistencia X y una f.e.m, & . Supondremos que inicialmente 1a
llave § esti abierta (i=0).
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Al cerrar 1a llave § se produce

wna variacién en el Flujo magnético P .
P 3

concatenado por 1a bobina (inicialmen- AN

te$=0) v apavece una b, . dade por

A
[FITE N PR

splicando la ley de Kirchhoff de las
tensicnes (3.119)a la fnica malla ve-

mos que en todo instante

’ a L,
= i =L = Ri.
b =ri=>bonFans
Luego, la potsncia entregada per la f.e.n.  serd
dai 2
= + R 1

vy la energia entregada entre t'=0y tf=t:

t t 1

i 2

T fﬂ:!?(v):!./az'i%»,ufacll ,
Q o °

cuyo sequndo término es el calor disipado en la resistencia por

ib=11

efecto Joule. Luego, el primer término representa la emergia mag—
nét

la bobina t ifn)
v o=tr far 18 o1 | aid= uite. (3.128)
nag w

=0

asociada al campo que la corriente i crea al circular por

o
Ejercicio: verificar que la energia dada por (3.128)esté almacena-

4a en el campo B gemerado en la bobina. Para ello reemplazar la
:e.m. & por un cortocircuito (Pig.39) y comprobar que la energia
total disipada en un tiempo muy prolongado por la resistencia es
igual a Umag'
Cuando tenemos varias espiras con IJ:const. (fig. 14 ) podemos
calcular la energia magnética de la configuracidn analizando las
interacciones entre dos de ellas. Sean € y b, dos espiras’con co-
rrientes L e I, respectivanente, Si desplazanos a ¢, en un oF miy

pequefio, en un intervalo de tiempo dt debemos entzegar wna caatidad
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e energia dada por (3.32):

T (3.129)
relacibn que sblo vale si 11=cm5:. El cambio de posiciones rela-
tivas ocasionzdo por dF implica wna variaciém en el Flujo magnético
’#12 generado por T, y da lugar a wia f.en. (8 .); . Para mante-
ner constante la corriente I, 1a f.e.n. que alimenta a  deberd en-
tregar una energia adicional Fl at ¢

a9, =
P = Iy =Eipg), o = 11'%' =10y, (3130
Por otra parte, al variar las posicicnes relativas de 6,y b
tanbitn varta ¢, (el flujo 2 través de 5, debido a L) ¥ 1a F.eom.
que alimenta a 4, debe entregar un adicional
- o 8% o
awg = 1, (=8 ), 8 = 1, S ar = 1 ad,,. (3.131)

Perc el teorema de Neumamn (3.43) implica que

I =1 4

2 d¢21 B °¢12 ’

de manera que el balance final de energia en el intervalo de tiempo
dt nos da una variacibn neta

AU =AU QU QU w e T d¢12
que resulta de sumar miembro a mismbro las {3.129) a {3.131) .
Entonces, la variacitn de energia magnética del pardy,{, en m

intervalo dt serd

13

au =189 | () (3.132)

donde Ad= ¢Einal _dpinicial representa ahora la variacitn del flujo
magnético a través de una de 1las espiras. A menos de una constante

arpitraria podemos expresar la energia magnética de interaccidn como

uo=th=nd,=1d -1 (nd,+ 1,9, (3.133)

En el filtimo miembro hemos repartido la emergia en dos componentes
iguales, la simetria

en (3.43), con lo cual

(¢) Notemoa loa signos opueatos en las expresiomss (3.32) 7 (3.132);
en cada caso ADE deseribe una cantidad T{sica diferemte.
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complementamos la expresitn (3.128)valida para la autoinductancia
ues - _ - -
? ¢12 BT P1e %114’12 M, T T,

Iuego, la energia magnética total de un sistema de dos espiras con

i 4
corrientes 11 e 12 ser:

=317 v i, ©oul (3.134)

112';

donde M=Mp, =M, seghn vimos en (3.25). Este resultado se puede

extender inmediataments a N espiras:

Um=%gz.1j ¢jk=§/z%njk1j1k (3.135)

DENSIDAD DE ENERGIA EN MEDIOS MAGNETICOS

Sea una densidad de corrien-
te verdadera en una regibn acotada
del espacio ocupada por un medio
magnético cualquiera. Haremos una
particibn de dicha regibn en tubos
de corriente cerrados tales que
(ig. 40):

To=i 8 E=anfy of =58
—_—

L = j‘k. A‘sk.
La energia de este sistema se puede calcular considerando cada
tubo de corriente como una espira cerrada para la cual se verifica
. o seat
(3.13%), 0, %% Ikd‘k i
donde el Flujo magnético total ¢k 2 travis de la superficie encerra-

da por la espira ék es, aplicando (A.17):

qlk:ﬁfs.i =fﬁk.z
sté 2,
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siendo B =T x A el campo total, gemerado por todas las corrientas
presentes, o sea B =B 4B,
v " tm
Para un elemento de volumen dZ, del twbo § vale (fig. 40):
o N ~
T = (Jy - A5) A = (A48 ) 5T = &% 5

donde I, = const. scbre £, 1o que pemmite escribir:

%2143 =J,Z .43, fa‘, S gdlkAs

$
= %Z dzk Ty Ldz 7%
(s)

ya que los tubos de corriente {, lleman el volumenV(s).

N
Jy Mye

(3.138)

Es obvio que en(3,136) ] = j’v, pero en el campo B (y en el po-
tencial &) participan las contribuciones de todas las fuentes, inclu
yendo las corrientes microschpicas j, dadas por (3.33).

Para wna distribucibn finita de corrientes podemos transformar
la expresibn (3.136)émpleando la identidad (A.8) y el teorema de Am-
pire (3.66):

LK =(9x B). K= W (Hxd) + . xE)
v=§fdtv.(fbc&)+§fdlﬁ.§ (3.231)
s s

donde S es la superficie- que encierra la distribucién de corrientes.
Estas integrales pueden extenderse a todo el espacio ya que la con—
tribucitn del exterior de § es mula:

(3.138)

£1 primer término en (3.137) se anula pues

faz 7. () ﬁiﬁ.(ﬁmi)
v 5o

de manera anilega a la discusién previa a (1.62).

La expresidn (3.136)es Gtil cuando se conoce i] en tode el es-
pacic. A veces & 6 J, tienen singularidades, pero By E tienen ex-~
presiones sencillas, exn cuyo case conviene emylear(j 137 1a cual

Maag™ -3 (3.139)

define una densidad de energia magnética

< lin )é(ds Han limg]tdﬂ—); Lao
& Jfs, o Z 2
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MOVIMIENTO DE CUSHPOS PARA-~ Y DTAMAGNRTICOS RN UN CAMPO NO UNIFORME

Para medios megnéticos jadtropos la expresidn (3.139) se puede
enunciar de varias formas:
2
e

Podemos emplear eatas relaciones para anslizar el movimiento de

- = nmg=%5ﬁ= (3.140)

un cuerpo WY pequetio de volumen AT en un campo magndtico no wnifor-
4o B(F). Supondremos que el cuerpo es dia- o paramasnftico conm per-
seabilidad p, ¥ que_su presencis introduce una modificacién despre-
ciable en el campo’ B total.
La posicién imicial del cuerpo es
F,, 7 le final T,. Enle fig. 41 los
campos Tespectivas son tales que
[FE)|= 5 <, 2F )]
como 1o indican las denaidades de limeas
ds campo en ambos puntos {ver 1.56, p-e})
Le energia magnética en la situa-
cién inicial, con AT en T, es

B-

oy 2

= AT+ AZ-r* aT 8?
by 2 W

(verificarlo). Andlogamente, la energia total en la situacién final,

con AT en Ty, es
A'C+ ™ at 8%
B e

Bn ambos casos la tercera integral toma aproximadamente el mismo va-

restc

lor, correspondiente 2 la energls magnitice en todo el espacio, exclu-
yendo los voltdmenes AT en x-1 b4 rz .

La variscidn de la energfa potencial como comsscuencia del des-
plazemiento dsscripto resulta ser

2.1 1
guauf<ui=A—§[af(%—%)*Bzip-gﬂ:(
AT (o2 _ g2y (L 1 11 _‘fu
Sty - By (e -y ﬂﬂﬂew P
;—>§u- Xm(B . (3.141)
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BL cuerpo tendsrd a moverse sepontdnsamente hacia un catado de
menor energia magnética, o asa que {U<0 (de tal modo quo §7>0),
Como AT/ 21>0, debe cumplirse la condicidn
£0<0 ==X, (82 - 33 <0 .
Esta condicién significa ques

a) 81 Xy>0 === By<By, es decir que un cuerso paremagndtico se
moverd hacis une regidn de campo mfs intenag (como om la fig. 41),
B) 8L Xg<0 ==>8>B;, ss decir qus un cuerno dlamamétice se

moverd hacia una regidn de cempo mds déyil,

Bl método de Curie pars medir la eusceptibilidad Xy e basa en
1s relacidn (3.141)¢ Si ss conoce la variacidn de B = B (z) en una rg
gidn, se puede medir
que resulta ser

la fusrza sobre wn cuerpe sometido s sse campo,

P o %]zﬂ
B

o [Rgler = pxp,.

La propiedad (b) ae cumple para los plaemas (pues ya vimos que
loa tones y los electrones que forman un plasma tienen wn comporta~
miento diamegndtico en presencia de wn cempo 3). Si se genara ur
cadpo magndtico qus sea. m{mimo en uma reoglén finita, se habrd logrado
el confinemiento magnftico del plasma.

CORRISNTR DE DESPLAZAMTIRNTO

Haxwell fue el primero en derse cuenta de que la ley de Ampdre
(3.9) 7 su consecuencia fundemental, el teorsma circuitel en la forma
(3.33), dejan de valer cuando las fuentes y los campos varfen en el
tiempo. Ya vimos en (1.40) que, en el vacto,

REEEI S V-?V=:V.Vx§io ==& . o,

lusgo de aplicar la ecuacién de continuidad (2.8). Rato ss cisrto pa~
Ta condiciones estdticas y falso en el caso mds general de #£0

v 2 t y

Hazwell miswo (1885) propuso la correccidn requerida,

51 agrega-~
mos & las fuentes del campo magnético un térmime § , Por ¢l momento

- 225 -
desconocido, la (3.66) toma la forma L
VxH=3,+6,

ue - . ~ .
de meners 4 Velig=V.Vxd-V.62-V.0C.

Por ofrs parte, la ecuacidn de continuidad da: V. J, = - 24fe (2.8)
de donde resulta V.T= 34p .
Ya hemos dicho que el teorems de Gauss en su forma
V. T-p (L.101)

sigue valiendo para condiciones variables en el tiempo.
Luego, - - I

V€= 3f=9,V.5:=V.3, 5

—_— §=23,T.+Yx7,

donée 7 ea una funcién arbitraria que Maxwell eligié mula, por eim-
plicidad. .
En consacuencia, el teorems de Ampire toma la forma

(3.142)

cuyo segundo término, que tiene las dimensiones de una densidad de co-

rriente, recibid el ncmbre de corriente de desplazamiento

=37 > v:ﬁ’=?v+§;—| (3.143)

La proposicién de Maxwell, confirmade experimentalmente, de agre-
gar esta "corrients” fue su contribucién mds relevante al Electromag-
netismo. El término sgregado implica que un campo megnético no sélo
estd asociado a una corriente, sino que también aparsce cuando wn cam-
po eldctrico varfs en el tiempo. Para j, = O la situacién presente
una notable simetris con la descripta por la ley de Paraday

= 3B
vrEs-2 i (3.116)

que expresa la generacidn de un campo eléctrico cusndg un campo mag-

nético varfa en el tiempo.
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n condiciones estdticas Jp = 94D = 0, de medo que el teorema
de Ampre Tecobra la forma (3.66).

Tomendo la divergencia de ambes miembros en (3.143) resulta
. L}'v + §p) = 0, de modo gue las lineas de corriemte del vector
entre paréntesis son cerradas. Esto suele representarse como en el
condensador de la fig. 42, donde Jp =0y Jy # O en el cable, mien-
trea que Jp # O § Iy = O entre las placas del condensador, de modo

ue en el dieléctrico las lfneas de J; “cierran” les correspondien-
@ D P
tes a las corrientes de conduccién.

En funcién de B el teorema de Ampére (3.33), incluyendo las
corrientes de magnetizacién en un medio material, foma la forma:

VxB=pVr @+ 8) spyz B+ pVa i, = plly+ i)+ T,

VaTapi s e ) ep (3.144)

donde definimos una corriente total 1§
por (3.143) y T, definida en (3.58).

Para ver cémo se modifics el teorems circuital de Ampire en su
forma imtegral, considéremos una curva cerrade 4 . Aplicendo el teo-
rema de Stokes (A.17) podemos calcular el flujo a través de 5(¢)
para embos miembros de la (3:142):

f[fﬁ.vxi:}(ﬂa //iz,gv+ &.2,7
504 3 €]

sty
donde ¢e = / 45 . D es el flujo del vector desplazamiento o

flujo sléctrico a travéa de la superficie S(€). La (3.145) es la
expresién integral del teorema de Ampdre para corrientes y campos que
varfan en el tiempo.

+ 7o+ T 5 con Jy deds
p* A a

(3.145)

Bs conveniente estimar el orden de magaitud de la corriente de
desplazantento, compardndola con la corriente de conduceién Iy . Su-
pondremos que los campos varian en el tiempo en forma periddica com
frecuencia angular w:

B =g cos(wt+y)

- 227 -

Luego, en un medic material con poraitivided € y conductivided & ,
s

1a ley de Oba (2.19) da -

iy =01 El= ¢ 8, Jeoswtl.

La corriente de desplazamiento vale ip= [2,8 = £ By w [senwtl

Luego,
ip _ Mol _ EwE fw p ,
B 2D 8 (k)] v = 2WE {3.148)
I T TR el == 1

donde f(t) es una funcién periddica de frecuencia w/2m, § el fac-
tor (211&1) depende de las propiedades del medio ('r[: 1/r = resisti-
+idad). Para un buen conductor, como el cobre:

12 5=t 10718
stl,leo’Bﬂm; 5:5;;9:10 Pot == 2TEN R0 s,
& decir que en un buen conductor la corriemts de desplazaniento
es despreciable pare campos que varfen con frecusncias que mo EURETSR
1os 1047 Has B
p/ dy = AMEPP<UTR

(ol mertzlo = Hz = - s la vmided de la frecusncia y, definida co-

@0 la imversa del perfodo de oscilacién). ‘

b5 ol vacfo, obviamente, T = 0 y no puede heber corrientes wor-
gadoras. En gemeral, en un buen aislante la corriente de desplasenien~
to es dominanie, ye que

gm0, ql0tiae == 2WEy w508 50091 Ve

DESCARGA DB UN CONDENSADOR

Consideremos ¢l caso de un
condensador cargado C de pla-
cas planas peralelas muy préxi-
gae, que se unen a travéa de
una rTesistencia R (fig. 42).

8 fdcil demostrar (ver
Cap. IV) qua la corriente de
descarga varfa en el tiempo coms
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£08) = - (e/RC) & VR
donde Q s la carga del condensador en % = 0.

Seem dos circunferencias (fig. 42): 6, dg radio 1) , lejos
ds1 condensedor, mowmal al ceble y enroliada al¥ededor de dste; y [
de radio rp similar a la anterior, ubicada entre las placas de C.
Para simplificar supondremos que las placas son muy extensas y circu-
lares, ée radic £ , y que el cable pasa por su centro, de modo gue
con buens aproximacisn las circunfersncias serdn curvas de Ampdre en
el sentido definido despude @2 (3.38). Por lo tanto, {3.145) da

aF L F=2mn By mi(8) === A i)
1 Hy S ey
)

72 que $,%9 lejos del sondemsador. Sl campo es igual al generado
por un hile indefimido, ye que la corriente E’D &s deppraciable.
En cambio, parz 4, entre las placas

- = a
e
}drAI-I:E‘nreHz: e

Si fomamos Ty a resulta yﬁe(t)://d%‘ LT xQ(t) = carga
el condensador. Para verlo basta con aplicar el teorema de Geuas
(1.8) a on cilindro gue comprenda a 5 (€,) y se cierre demtro del
metsl de ls placa positiva: el dnico flujo no mulo, a través de s (€.
es izual s la carge encerrada. 4

d
Como vimos en (2.9) dWA=i (1) == f) = pbee o€ A
2 2

con lo cual la corriente de desplazemiento entre las placas del con-
densedor derfs el mismo campo magnético que la corriente verdaders enm
€l cable, Ello sélo es cierto cuando Ty®a; ya que en el ceso gene~
ral de rp<a resulta

T 2
¢==(T @(%) < @ (%) {iverificarlol)

porgue la corriente de desplazamiento estd Tepartida em una regidn

muy sxtense (de dee seguraments mayor que Wa?), en comparacién

con la corriente 1(%) concentrada en el comductor. La situacidn
234 ssqusmatizada ea el interior del circulto de la fig. 42.

2
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[ECUACIONES DR WAXWELL

Con los resultedos recién discutidos se complete un aistema de
ccuaciones vectoriales que revela wna cierta simetrfs esemcial entre
108 fenémenos eléctricos y msgnéticos. Esta simetria fue megnifica-
nente presentada por Maxwell, quien construy$ sl sistema:

V.D= fe (teorema e Gause o ec. de Poisson, 1.101)

v.8=0 {teorsma de Gauss o conservacifén del flujo
magnético, 3.28)

vxE=-03,3 (ley de Faraday-Lenz, 3.116)

vx (feorema de Ampire-Maxwell, 3.142)

Este sistema, conocido como gecuaciones de Haxwell, constituye
1a base de toda la teorfa electromegnética. Las 8 ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales involucran las 12 componentes de los
campos £, D, 5 y H, y lae 4 componentes de las densidedes li-
bres £, 7, que pueden interpretarse como las fuentes de los campos.

A1 sisteme suelen agregerse las llamadas relaciones constituti-
ves, que dependen de las propiedades del meaio donde actisn los cam~
pos. Para medios isétropos estas relaciones sont

eF s gr X)E (1.103)
Fe pll = p1s X) ¥ (3.74)
T=0F (ley de Ohm, 2.13).

La fuerza de Loventz, que define el significado fisico de los
por su efecto sobre una carga de pruebs g com Velow

campos E, B
cidad ¥ est
Faqg(E+¥xH) (3.3)
Pinalmente, el ndmero de ecuaciomes y la resolucidn se simplifi-
can sustancialmente cusndo se emplean los potenciales escalar V ¥y
vectorial L, tales que
F=vxk (3.27)

Faavv-0,8 - (3.117)
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Para definir los potenciales hemos empleado dos propiedades que
valen en forma independiente de las fuentes: le conservacién del flu-
jo megnfiico (3.28) y la ley de Faraday (3.116). Las otrae dos rela-
(iiones (1.101) y (3.142) involucran explicitamente a las fuentes f y
7, + Vamos a reescribirlas en funcidn de los potenciales supcniend;,
para simplificar, que todes las interacciones tienen lugar enm el va-
cfo o en un medio muy tenue (como el aire) com EXE& §y MNP .

La ecuacidn de Poisson es .3

V.E=2p (1.15)

¥ el teorema de Ampire-Maxwell con D= &E y B

P toma le forza:
VB = pVal = plT, v 2,00 = 3, 4 e (3.147)

seemplazendo los potenciales resultan las equivalentes de las
ecuacionss de Maxwell (1.15) y (3.142):

- B0 (115): ~V.E = V. (UV+ 3, H) =TV 3, (V.7 P (3.248)

&

- Aplicando la identidad {A.10) en (3.147):

ViE = Ux(VxD =V (V. D =TT = g+ 6 p2,(-Vv-23,0)=

= pdy = E T (3 V) - e p2 2,
(3.149)

== Ve 8K =TT K wgpod V) = - pdy

En condi mes estdticas (ét 0) el potencial vectorial vale
P = [ _TytF) (
FoE 3.51)
' =

Aplicando el teorema de la divergencia (A.12) resulta:
_ i 7,
V.K =1</az'v. (F—;ﬁ) = ® d?.‘—;?%rl
v . stv)
donde S(Y) encierra a fodas las fuentes, de modo gue sobre esa super-
ficie I, = 0.Bn consecuencia

v-E (3.150)

La condicién (3.150) define la llamada norms de Coulomb sobre
el povencial, condicién v4lida pavs configuraciones est&ticas. En eate
caso les (3.148) y (3.149) se convierten en:

2, o o
ViV (1.52) y ‘ AVATCE (3.151)

1
i
i
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ya conocidas, donde los potencisles V y X aparecen separados alge-

braicamente (uno solo sn cada ecuacién).

condiciones que varfan en el tiempo, Lo-
remtz hali una condicién que psTmite reemplazar las ecuaciones (3.148)
¥ (3.149) por otras donde los potenciales aparecen separados. Sabemos

%) estd definido @ menos de una constanbe, ¥ E(F,t) lo estd
Andlisis

Para el caso general de

que V(F,
2 menos del gradiente de un campo escalar (ver ecs. 33y 34,

Vectorial). Siempre podemos zlegir la constamte en V y el escalar va-

riable en X de manmera que se anule el paréatesis en (3.149), es decir

que ss verifique

—
LV CAEE KDY =0 l (3.152)

Entonces o
(3.168) == | VA -l v 2| (3.153)
3 (3.154)

(3.149) == | T -6 p 02 K = = pod,

norma_de Lorentz sobre los poten—

La condicidn (3.152) define le
rmite simplificar el sistema de ecuaciones de Maxwell,
Obviamente, lz norma de Cou-

ciales, oue pe
1levéndolo a una forma amalitica tratable.
Tomb (3.150) es un caso particular de la de Lorentz para condiciencs
independientes del tiempo.

S3 definimos una comstante ¢ tal aue

-2 (3.195)

c

(& i)

¥ un operader ()°, llamado gelembertisno:

D2= v2- 0, (3.156)
126 ecueciones (3.153) y (3.154) toman la forma:
[ TPv=Fp s 28 = - poTy (3257

Se v ous 1a morma de Lorentz permite escribir las ecusciones

4 Maxmell en forma similar, ya sea pava condiciones estdticas o depen
diemtes del tiempo, resmplazando em el Wltimo caso el operedor lapla-

ciano por el dalembertiano.

PEOPAGACION UB ONuA> BLECTHOMAGNETICAS EN EL VACIO

Como eplicacidn de las ecuaciones de Mexwell snalizeremos su

forma en uns regidn Libre de cargas y de corrientes:

@
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=0 ;

Iz

Las scuscionea

T=6¢F; T M
de Maxwell toman 1a forma:
V.¥=0 (3.158) V.F=0 (3.159)
VzE=-2.F (3150 VEEeapaF (3
Tomando el rotor de 1,

2 (3.260) y empleando la identidag (4.10)
tenemos:

Vi (vxE) =V (v, 5 SVEL Vo, -2 (vxF)
donde (3.161) === 24 (Vz B) =¢

P
o a9k

¥ aplicando (3.158) resultar

(3.162)
Repitiendo las mismas

aplicando (3.159) y (3.160)
tado andlogo (verificarlulx

CPeracionss para la eauscidn (3.161) y
en el orden anterior obtenemos el resule

(3.163)
Obaerveaos que en e1

v =0), las

vac{,
(3:157) toman la misma forma:

° ¥ sin fuentes (o »

0%v-127%- 0
ponentes de los campos
VA cumplen la condicidn:

2 -
O%c=v9y2¢ . 29;:“’“

G{T,t) es una componente cualquiera de un campo o de un po.
‘tencial. La (3.164), denominada geuacidn de las ondes, es una ge las
248 importantes de la Pfsica matemdtica, y tiene infinitas soluciones,
Sen especialmente interseentes 1as soluciones de la forma:

Vemos que todas las con

E y ¥, ast
como los potenciales

(3.164)
donde

G (F,1) =G(E.Focy)

ciones de Tyt que verifican 1a condicidn

feFectaf,;o

Bt
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el va-
& caor fijes Ee decir que si la funcifn G boma -
T ¥ en t=0, en un instante ¥ posterior di-
lor G, ea el puato T,

feibn FaT sckt,
la posicidn T =T, ¢
de G apsrece en .
R eas valor de la funcién se_propaza con velocida
o sea que > 2
~ (r-ro)
val, —2-
visjan en
cripta definen ondas que
Las funciones de la forma descript audes abe visien w0
la direccién y sentido definidos por Xk con una
&

yve

¢ = const.

tud dada por (e (3.155)
€= o o
1
locidad de la luz en ®
3 ente) iddntice a la ve
T et 83 la velocidad de propagaciém de las

yacfo. M{s generalmente, ¢

$ticas en el vacfo.
elsctTome Zn .
nndaEBl valor medido de c es constente ¢ is8tzopo

-1
R 8 o
o = 2,99792456 x 10° ae™t & 3% 10° m

itra-
rmite defimlr p axb .
o, la relacifn {3.155) po v
e h:mi :'ins : o pere dar atomdticamente el valor de £=1/ne
rismente (=
cidn de la
jercicto: Demostrar, por derivecién directa, que tfa? fun
Bleateter forma (3.165) satisface la ecnacidn (3.184).



CAPITULO IV
TIANSITCRIOS
A) ECUACIOWES DIFERENCIALES OXDINARISE 4 COSFICIENTES CONSTANTES
2C2ADIONES DIPRARRCIALES QMDINAXISS 4 COSFICIENTES CONSTANTES

DEFINICION Y EXISTENCIA DE SOLUCIONES

Las ecuaciones diferenciales son aguéllas en las cuales las in-
cégnitas son funciones de una o de varios variables, en las que apa-

recen ggtas funcion sus derivedas. 5i las incdgnitas dependen de

varias variables se trata de gcuaciones en derivadas parciales. Si
dependen de una sola variable independiente, tememos ecucciones dif:
renciales ordinariags.

n numerosas aplicaciones a lz Fisica la veriable independiente
suele ser el tiempo, por lo cual en lo que sigue la designaremos con
una letra . Sin embargo, existe una multitud de problemas que tie
men sus guales en otros modelos flsicos, es decir problemas que se

reducen a un mismo sistema de ecuaciones, de modo que varios de log
ejemplos que plantearemos nos dardn el método de re=olucidn comin a
diversos problemas de la Fisica.

Un sistema de ecuaciones se denomina lineal cuando en cada tér-
mino de cada ecuacién aparece una sola funcién incégnita o una unica
derivada de cualouier orden de alguna incdgnita. Asf, el sistema de
ecuaciones diferenciales lineales ordinarias mds gemeral posible se
puede escribir en la forma

k

s
M

j8) =0 (1=1,2...n)  (4.1)

donde  x;(t} #,(t)  son las incégnites, ;5 son los coeficien~
tes ¥ fi(cJ son los tdrminos independientes (los que no comtienen

a las incdgnitas, aunque pueden depender de t). Observemos que en el
sistema {4.1) hay un total de n ecuaciones con n incégnitas: j in-
dica ¢l ndmero de incdgnita, i define el mimerc de ecuscién ¥y k, el
orden de la derivada de un término dado.

Cuando todos los términes independientes son nulos, las ecuaciow
nes se dicen homogépeas. A todo sistema lineal inhomogéneo (como el
4.1 con £y 5 0) le corresponde un sistema linesl homogéneo de la
forma

n - i,
ay . )
JZ éamu)ﬁ:a (t=1,2.00m) (4.2)
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Las ecuacionss homsgdneas y sus soluciones juegan un papel fun-
amental en le resolucién de los sistemss inhomogéneos, como veremos.
£n lo que sigue nos habremos de ocupar solamente de aguellas
scu R ini
constantes. Este tigo de couscionss wos pemite desoribir el cospor-
samienmto Ge los circuitos eléciricos que se pueden construir con ele-
mentos lineales de dos terminales (resistencias, inductancias y com-

i i ficientes a, .
aciones diferenciales en las cuales los coe 1gc som

gensedores) . )

Una solueién de un sistems de ecusciones diferenciales es un
conjunto de funciores cuya gustitucidn en el sistema las convierte en
identidades. Pare las ecuscionss eue n0s interesan aquf hay un teoTe-
s del Andlisis que garantiza la existencia y vmicidad de soluciones
continuas e estos sistemas de ecuaciones, bajo condiciones bastante
amplias. Aqui no nos detendremos en la emuaciacidn precisa, nl mcho
memos en la demostracién del teoTema de existencia y unicidad de las
soluciones. Para quien esié interesado en el tema recomendamos el tex

%o Ordimary Differentizl quations, de L.S.Pontrysgin (Addisan—Wes—v
ley, Reading, 1962), especialmente adecusde pare estut?li:.mtes de Fisi-
ca e Ingenierfa. Sin embargo debemos definir las condiciones necesa-
rias pare aue el provlesa esté bien planteado. Pare ello hace falta
comocer las llamedas condiciones iniciales.

{ CONDBICTONDS IRICTAL:

SOLUCIONES P
vara fijar ideas mos ocuparemos por ahora de una sola ecuacibn
diferencial lineal

5o 8% (4.3)
el PP

en une sola incégnita x(4) . B1 grden de la ecuacidn es el orden de
la derivada més elevada de la incfgnita cue figura en el primer miem-
bro: n en este caso. Los coeficientes a, son constantes. La derivada
de orden cero es la misma funcién x(t} .

Beta ecuacién diferencial es souivalente a un sistema de ecua-
ciones difersnciales de la forma (verificarlo):
o %= &z W%

x =2
@t ar 3T T Tw

x(5) i %

x



- 236 -
_ i S
o= Egpa R (4.4

de modo oue ;‘ ay Xy (1) + 2, d%, /dt = £(t) .«

Bs decir que la ecuacién (4.3) equivale sl sisteme de primer orden:

ax a
2 "n-1 s
SoE -t KJ 3 esasae o ’\A 3
N N . (4.5)
x,
‘aTn“a:[f(” - é 2y Fyp1)

Bjereicio: Verificar la equivalencia emunciada.

Como-vemos, una ecuacién de orden n equivale e un sistema de

2 ecuaciones de primer orden en las cuales la dnica derivada primera
que aparece se puede despejar como en (4.5). Las ecuaclones asf ex-
prosadss constituyen 1o oue se demomina un sistems nommal. La meyorfs
de los métodos numéricos que empleamos para resolver ecuaciones del
tipo (4.3) comienzan por reducirlas a la forma normel.

Jeda esta equivalencia, nos basta con enslizar las propiedades
de estos sistemas, para los cuales no es diffcil emumeiar el teorema
de existencia y wnicided de las soluciones.

Bl sistems (4.5), o cuslguier otro semejante, se puede expresar
en forma vectorial definiendo un vector X(t) aque tenga por componen-
tes a las funciones x;(t) definidas en (4.4) y un vector G() cuyas
componentes sean los segundos miembros del sistema de ecuaciones (4.5
con lo cual tenemos
:—=F(t,§) (4.6)

con G = %3 ©

xyi ete.

Dar valores iniciales sl problema significa afirmar oue en un
instante b, (es decir para un velor %, de la variable independica-
te) 1a solucidn ¥ toma el valor X, , o sea

Rtg) = By = (xpg s ¥ag s ooe Bng) (4.7)

donde las P a de ¥, son gonstantes. Las condiciones imicia~
les (4.7) mignifican cue z; calewlada (o medida) en %, ‘toma el

|
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valor Xy %, vele allf x,., ete.

Tanbién es posible dar condicionss inicisles especificando los
valores de algunas de las compomentes de ¥ (o de sus derivadas) en
aistintos puntos (instentes o valores de ). Sim embargo, los métodos
de resolucidn son similares en todos los casas ¥ mos basia con epun—
ciar las propiedadss fundamentales pare el caso definido por las con-
diciones (4.7).

Supondremos oue todes las funcionmes que aparecen explicitemente
en las ecuaciones diferencisles tiemen derivadas primerss continmuas,
1o cual es un Tequisito habitual en la Fieica del comtimmo.

Bl teorems de existencia y unicidad establece ous existe una so-
Jucién dnica F(t) del sistema de ecuaciones (4.6) aue verifica idén-
ticamente las condiciones (4.7) cuando las funciones Gyt I
4odas sus derivedas parciales son contimues en un cierto dominio del
espacio de las variablss (t; X), Xpp eoe x,) -

Por la equivalencia ys demostrada resulta que, dentro de condi-
cionee de continuldad semejantes, existe una dnica solucién de la
ecuscién diferencial (4.3) siempre aue se disponga de un ndmero de
condiciones inicimles suficientes del ipo (4.7)c

La reduceidn a la forma mormsl segim el procedimiento descripto
pare la ecuacién (4.7) noa permitird en cada caso decidir i el ndme-
ro de condiciones iniciales es suficiente. En loe problemas mds sen-
cillos podemos seguir wa criterio préetico para el caso de una sols
ecuacién:

B1 némero de comdiciones imiciales independientes y_compe~
tibles debe ger igual =1 orden de la ecuacifn &if ial

Por ejemplo, en un circuito con tres corrientes i, ip0 1y, D9
gon independientes las condiciones inmiciales:

ent= 01 i3+1y=0; i;4iy=03 1,-33=0,
pues le tercera se obtiens restando las dos primevas emtre si.

En gemeral, si no se han plenteado condiciones indciales en mi-
mero suficiente, la ecuacién diferencial puede temer infinites solu-
ficientes inde i es decir
constantes cuyos valorss se determinan empleando las condiciones ini-

ciones, las cuales

ciales, las qus nos permiten seleceionsr la solucién fmice de enmtre
ese conjunto iafinito de soluclomes posibles.

Es posible que un probleme admita distintas soluciones que ¥om-—
gan intervalos (dominios) de definicién distintos, pero 51 las
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condiciones iniciales para estas solucionss formalmente distimtes son
idénticas, entonces las solucion deben coincidir en la int seccidn
de sus dominios de definicidn como ie de la unicidad.

Como ya hemos dicho, las soluciones de las ecuaciones homogéneas
Juegan un pepel fundamental en la resolucién de las inhomogéneas, Do,
finiremos como sclucidn particwlar de una ecuacidn diferencial inho-
nogénea & ousleuier funclén qus la verifidus idémbicaments, smn cusee
do no cumpla lag condiciones iniciales. Por ejemplo, la fumeidn

% = b/c = const. es una solucidn particular de la ecuacién

adax/dt + bx=c,

como vemos immediatamente por sustitucidn dirscta. Pero es posible
gue las condiciones iniciales sean incompatibles con dicha funcida,
coao sucede =i se tiens que satisfacer la comdicién x(to) =0, que
3610 o8 compatible para b=0,c#0. Para consbruir una solucidn ve.
Temos que bace falta resolver primero la scuacidn homogénea que se
obtiene enulendo el términmo independiente de la ecuacién inhomogénea
que nos proponemos resolver.

PROPTEDADES GENERALES DE LAS SOLUCIONES
LROPIEDADES GENERALES DE LAS SOLUCIONES

Todas las propiedades gue discutiremos a continuacién valen pars
sistemas de scuaciones del tipo deseripto en {4.1)

¢ ordinaries; line_
ales,

inhomogéneas, aun para coeficientes variables. Para fijar idems
vazos a iniclar el eatidio de las solucicnes do wna ecuacién como 1a
(4.3} de orden n a coeficientes constamtes.

Bate ecuacidn se puede escribir en forms simplificada si defini-
mos el siguiente operador limesl T :

2 3 n
Pla(1)] = 8% aea S, e O (4.8)
=) kzﬂaknf o g "ngn
con 1o cual la ecuacién (4.3) toma la forme
P[] = £(t) (4.9)
cuya ecuseifn homogénea gorrespondiente es
Flyl =0 . (4.10)

1) sean x(t) e y(%) dos soluciomes cualesquiera de la ecuscidn
homogénea (4,10). Entonces, si R

 ®on dos constantes complejag
arbitrarias,

veremos gue la combinaeidn lineal CiX+ ¢,y  tambidn es
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olucidn de diche ecuacién homogénea. En efector
s

)= 0+ 0=20,
®leyx+ c2y] = o Plxlx ¢, FLY.

puesto que el operador es limeal, poT serlo todas las operaciones que
ato que el o

tes y derivadas.
ienes roductos por comstan
Cantlgn;‘s:::&i‘(:) e y(t) dos soluciones cualasqui.er;.liz
6 Ii_llzhnmngénes (4.9). Entonces la diferencie emtrs €
cifn . .
lucidn de la homogénea (4.10). En efecto ,
P(x-y)=F{x]1=-F [y)=£(2) - £(t) = 0.

una so e cibn 4 decir
i ién inhomogénea (es
) lucién de la ecua

la ecua-
es una so-

111) Sea x(t 2 hoes

lucidn cuslo

i6n particular) e y(t) wwa so =

. 51’;5 uma de embas es solucién de la inhomogénea (4.9)
génea. Entonces

n e PEmy]:r[x]+P(y]=ftt)+0—f(t),

i 1a ecuacién
ropicdad muy dtil para haller soluciones de
Este es una P

nhomogénea. -

? 1V) Supongamos que el término in
e

(4.9) se puede descomponer en la suma

£(t) = clfl(t) + czfz(t) 5

dependiente f{t) de la ecuacién
otros de la forme

t) solucio-
» comstantes complejas. Sean x(t) e ¥(
donde o) ¥ ¢, 80

i renciales
nes de las scuaciomes dife e e B () = 100

i + o,y es solu-
tivemente. Entonces la combinacién limeal o) X + ¢
respectivamente .
¢ién de la ecuacin (4.9). et 1.
o PIx] 4 GFIYI = Ty - g
resolver ecuaciones cujos términos inde
mbinacionss lineales de funcio-
iones circulares e hiperbé-
1os polinomios (en poten-~

En efecto:

oy x+eyy) =
Esta propicdad nos permitird

co
pendientes se pusden descomponer en

func;
nes mis simples, como sucede con las

iales
1icas (se descomponen en exponenciales),

cias), etce

[ENCIAL
WETOTO_OPERACLONAL.. PROPIEDADES DE LA EYPONENC X
= i ciona
su simplicidad, adoptaremos la m‘taelén‘opera- -
g Tucién 4o las ecusciones que nos interesan. Desi
e son Tespecto a © mediante le expres

simbéli-

ca para
mos 1la derivada de x(t)
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pz= a¥/at, o sea que ' = Fr/at’ | eto. (4.12)

Bapleande esta prdctics notacidn, el operador que hemos asocia-
do 2 les ecuaciones diferenciales (4.9) y (4.10) toma la forms
n

> i N

_ & X H

S R A D i (1a2)
k=0 4! sy

aue ecuivale a definir un polinomio operacional
=S . kL 2
?(p) %akp = egtarpra,pie..ra gt (4.13)
zmpleando F(p) la ecuacidn (4.9) se escribe como

(o) x = 2(t) . (4.18)
He aoul elgunas de las propisdades mds evidentes de estos opera-
dores. Seen G{p) y H(p) dos operadores diferenciales lineales, x(t)
e 7(t) dos funciones arbitrarias. Zntonces es fAoil ver ques
i) 6(p) (x+y) = 6(p) x+ 6lp) y
i) [8(p) + H(z)] x = u(p) xe Hip)y
1) 6(p) [H(p) ¥) = (6(p) 5(p)) y
s At
La funcifn e™ (donde X es una constants compleja) cumple un
papel esencizal en la resolucién de estas ecuaciones,

le autofuncidn del overadsr p. n efscto:

debido a gue gs

pett=aettaran et

QObservamos aue X es el autovalor correspondiente a esia awbofumeidn

Como sabemos, una vez halladas las autofunciones y aubovelores
de un problesa analitico, la resolucidn del mismo suele reducirse a
un sencille problema algebraico.

Como o1 operador p es lineal, cada vez oue lo aplicames a &t
el resultado es el miamo gue se obtiene multi,

plicando una vez por el
autovalor X, de maners oue

p2ett o p(heM)adp et )2 00
¥, en gemeral:
i At kAt
pfet® 2 2k, (4.15)
Por 1o tanto, si aplicemos el operador F(p) definido sn (4.13)
2 la autofuncién e’®, resulta

.
?(o) et Kedt | ot k
2 af et DIPRSY (5.18)

lucidns
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s dscir qua la amtofumoiéa resulta multiplicads por un polinmomis an
s oconstants ) cmyos coeficlemtss som los mismos dsl operador p).
2’01 muevo polinomio 1o indicemes come P(A) .

BCUACTON LINEAL HOMOGENEA. RAICES SIMPLES DEL POLINOMIO CARACTERISTICO
BCUAGIDN L 0o SDORAT0A. AAJTRD SIMPLES DEL POLINOMIO CARACTERISTICO

Le ecuacidn howogdnes (4.10) tieme a la eutofuncidn o © como so-

Bp)e™® s o) = 0 : (417)

solamenta cuendo A es una rafz dsl polinomio P(X), es dscir cuando
X verifica idénticamente la ecuacién algebraics

B = ag e s, Meaieg W0, (4.18)
Cuando eato suceds la ewtofuncidn o’ es wna solucién de la (4.10).
La ecuacidn algebraica (4.18) se denomina seuscién carmcterfetics o
gaxiliar correspondiente a las scuacionss (4.9) y (4.10). PF(A) es el
polinomio caracterfatico correspondiente al operador F(p), y cada
una de 1as autofunciones e'i' que 2e construyen a partir de las rai-
ces Ay de la ecuacidn (4.18) se llame golucidn fundamental de la
ecuacidn diferencial homogénea.

El mdmero de soluclonss fundamenteles estd olarsnents detsrmine—
do por el orden dsl operador P(p), ya que éste coincide obviemente
con el grade n del polinomio caracterfstico P() . B teorema funda-
mental del 4lgebra establece que um polinomio de grado n tiems oxace
tamente n rafces complejas (8i algunas de ellas mo soa reales, = ca-
da una de dstas le corresponde su compleja conjugada, gue tambidn es
rafz). Algunas ralces pueden aparscer repetidas y so demominen milfie
ples (las reatantes se llaman gimplss). BL mimero de Veces que apare-
ce una ralz em el desarrolle (productoria) del polinomic es la mulii-
plicidad de ess rafz.

Recordando la propiedad (I) de les soluctones, nofamos que cusle
quier combinacién linesl de soluciones fundasentales debe ser solucir
de la =cuacidn lineal homogénea (4.10). Es decir gue si
son constantss complejas cuslesquiera, eatonces
Mt At

ses ©
Q@ o

R T
con X, +»e X rafces do (4.18), es molucién de (4.10).
Vesmos un sjemplo sencillo de lo expuesto. Le scuscida de segus~

do orden
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Plxl=p°xrpx - 6x=0, (4.19)
cuyo polinomic caracterfstico Xax- 6=0 tiene las rafces = -1,
A= 2. Por 1o tanto, cualquier combinacidn 1ineal de la forma

-3t 2t

x(t) = e e +cpe es solucién de la ecuacién {4.19). Si sabe-

mos, por ejemplo, aue en =0 s verifica N
x(0)=0:(§Fg = -1+

podenos caleular los dos coeficientes ¢y ¥ G5« En efecto (verifi-
carlo}s
x(0) =

vep=0 ¥y =deyr2epE -l

%_ — x(t) = % (730 - %0

couo vemes, la resolucién de una ecuacién diferencial homogénea
cuyas raices son simples se reduce a un siaple problema algebraico: *

i) La resolucin de la ecuzcifn algebraica caracterfstica que
provee los coeficientes de § en los exponentes de las autofunciomes.

e

1i) La obtencidn de los coeficientes {indeterminades a priori)
que participen en la combinacidn linsal de autofunciones, lo que se
ogra reemplazando en las condiciones jniciales y resolviendo el sis-
“oma de ecuaciones algebraicas limeales que resulta.

En la préctica conviene siempre agregar un fercer pasol la veri-
ficacién de la solucién mediante la sustitucién directa de la misma:

a) en la ecuacidn diferencial;

b) en las condiciones iniciales.

CAS0 DE RAICES WULTIPLES
Ses la ecuacin diferencial homogénea
prul= (ple2pdeapirap+l) ult) =0, (4.20)
cuye polinomic caracteristico ss puede factorear coms
P = (e 2x +1) (Xe1)= 0.
s fdcil ver que las rafces de la scuacién caracterfstica son:
A= 35 A=-di == =15
donde llamemos (cuando no haya confusién posible con la densidad de

corriente!) i a la unidad imaginaria, pare distinguirla de laa

- 243 -

corrientes y de los subfndices, da modo que § = Va1

Dos de las rafces som complejes comjugadas (% =X) vy la restan-
4» o9 doble (A=}, maltiplicidad=2) o n apariencia, las énicas so-
taciones fundementales serfan et ¢7d%, 7t Sin embargo, veresos
que dstes no permiten expresar fodes les solusiones posibles cuande

senemos rafces dobles del polinomic caracteristico. Para ello emple-

aremos un sencillo razonamiesto que permite obiener las soluclones
fundamentales que faltan.
moda combinacién lineal de las autofunciones de (4.20) debe ser
solucién de le ecuacién. En particular, deberd serlo la siguiente:
Ft) = st
X,

, cuyo limite para A,—= X, se obtiene aplicando
el teorema de L'Hospital (ya que en ese limite
1 numerador y el denominador se amulan)s

[N
1im § = lim Wil
Nehy e 4/ (0= ) Ay

(en todo el cilculo M4 permanece conatante).

La combinacién # aei obtenida es una nueva solucién de (4.20),
¢ modo que el conjumto de soluciones fundamentales es:

IR T L RO T v set,
v segin (1) toda combinacifn lineel de éstas serd solucién de (4.20),
o sea que la solucién genmeral de e3ta scuacién deberd ser de la forma

w(r) = e elte epemIy (eyret)e” (4.21)
Para determinar los cuatrs coeficientes c, serdn necesarias cua-
tro condiciones iniciales, las gue dardn luger a cuatro ecusciones el-
gobraicas lineales, de cuya compatibilidad e independencia dependerd
la posibilidad de obtemer la solucién dnica de la ecuacidn (4.20).
Ejercicie: Demostrar, por sustitucién directa en (4.20), que la fun-
cidn w(t) recién obtenida es solucién e la ecuacidn.

Este resultade se pusde gemeralizar para cuslquier multiplicidad,
7 sxpresarse en una forme que sbarque como caso particular al de las

refces simples de la seccidn anterior (multiplicidad uno). A& ello se
refiere el sigulente

Teoremz) Sea la ecuecién difereacial homogénea a coeficienten conatan-
tes P(p)u(t) = 0,de orden n. Sean X, shgs ooty Godas las
rafces gistintas del polimomio F(X), o sem que » = m. Jea Ky 1a
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=

gultiplicidad de la rafz %, de modo pue ky+ Kyt
Entonces existe un sistema de soluciones fundamenteles:
Xt e ¥, -1\t
up=e ™, wpetelt, sy = W7 TR
b b k-1 G Ab
, =™,y =te ceresealy o= EA € (4.22)
e+l Y e ' iy
B

y la solucidn de le ecuacién diferencial planteada es la combinacién
lineal de esas n soluciones fundementales:

"
u(t) = é L A R R (4.23)

cuyos coeficientes estdn definidos univocamente por las condiciones
iniciales del problema.

Detengimonos un instante a snalizar la construccidn del sistema
(4.22). Una vez resuelta la ecuacidn carecterfatica F(X)= O hemos
obtenido m rafces distintas, cada uma com su oultiplicidad. Entonces
construimos, para ceda una, las soluciones (peej. para A

OeME, heht, 2ent, L., ket (4.24)
donde k; s 1z miltiplicidad correspondiente, aue coincide con el ni-
mero de soluciones fundamentales seociadas a este rafz. Beto es mece-
sario para oue el ndmero de soluciones fundamentales distintas coin-
cide con el orden de la scuacidn diferencial, oue ea igual al de con-
diciones iniciales y al numero de coeficientes indeterminades.

Veamos un ejemplo mds complicado (aue diffcilmente se nos presen-
te en la practica). Sea la ecuacién F(p) u(t) = 0, donde

B(p) =(p-1)% (p+2)2 (374 2) , o3 un polinonic operacional de
noveno orden. Las rafces distintas dsl polinomio caracteristico son

25 A=-r=iVz (m=d)

soluciones fundamentales es

LI —gle b 4. %,
puy=tfe fougmnde Tiug=tte Ty

-2t ggeu] < oTEEL

u.

-2t .
ug=e H u,, =te
Luego, la solucién gemeral es

u(t) = (epretrey c2+c4t3m5t4) b (ogrew) s'zt-»casj@ t, cgg‘ﬂh .
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Aqui observemos que toda solucidn de una ecuacién lineal homogé-

nea se puede escribir en la forma -
als) = Z ylu) et (4.25)

donds Pi(t) es un polinomio de grado memor o igual 2 (k;-1), sien-
do k; la multiplicidad de la rafz A, . El grado de cada polinomio
puede ser menor que k; -1 cusndo las condiciones iniciales hacen gue
9s enule el coeficiente correspondiente.

E1 resultado (4.25) se puede resumir en la signiente receta prde-
4ica: ums vesz conocidas las rafces de una ecuacidn diferemciel homo-
génea, con sus respectivas smultiplicidades, la solucién serd la suma
de productos de polindmio por expomenciales, combinados en la forma
(4.25). Los cosficientes en estos polinomios se obtendrdn e partir de
1as condiciones inicialea del problema.

Una combinacién de exponmencisles y polimomios del tipe (4.25) as
denomina cuasipolinomio. Bs decir que tods solucidn gemeral do wag

uecién difersncial h G eg un cuseipolinomic.

EOUACION LINEAL INHOWOGENEA

Pasemos shors a resclver una ecuacidn como la (4.9); cuyo términe
independiente no es idénticements mulo. No apalizarenos todos loa ca-
08 posibles de términos independientes, simo adlo aquéllos qus tiemem
Ja forma especial de un cuasipolimomio. Es decir que mos ocuparesos
de scuaciones de la forma *

B(p)uls) = £(8)= 2, q (s el (4:26)
donde los Q;(%) son polinomios de grado g ¥ loa py son constaates
complejas.

En las secclonss anteriores hemos visto cémo se obtiens la solu-
ci6n gemeral de la ecuscién homogénea correspondiente Plplul(t)=0 .
Ahore usaremos los rssultados obtenidos y las propiedades gemerales
(1)} & (IV) . De acuerdo con dichos resuliados sabemos oue &i uy (£}
es une solucidn de le scuacién homogénea y u(t) es una solucifn
particular de la inhomogénea, eatonces

u(t) = () + ule) (4.27)

s solucién de la ecuacidn imbomogénea (4.26).
Por otra parte, la propiedad (IV) nos permite afirmer que para
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particular np(t) con un término indeperdiente

pallar und solucidn
) nos basta con saberT céno T

e 1a forma de (4.26 esolver una ecuacién

del tipo :
B(p) u = ) o (4.28)
gonde Q(%) esun polinomio de grado g y poesune constante .
iy que distinguir, sin embared, dos casos importantes:
F(x) = 0 con multiplicidad ¥ .

a) Que p sea rafz de
cién caracterfstica.

b) Que p DO sea rafz de esa ecud

podemos verificar por sustitucidn directa ouet
_ gn el caso (2} la solucidn particular de {4,28) es una funcién de
1a forme

(9 = £ ae) et (4.29)

q (el miswo grado de Q).

donde R(1) es un polimouio de gradd
_ En el ceso () es k=0 y 12 sotucidn particular de (4.26) wiene 12
forma

up(®) = (v) "t (4.30)
r(t) esun polinomio de grado g .
trivial de (4.29).

e ejemplos del tipo de los que
rticular

donde nuevamente Es obvio que
(4.30) es un caso particular
ra fijar ideas veremos un Paf

ra:
Hallaremos una solucién pa

se nos presentan en la préctice.

ge 1a ecvacién aiferencial o
Py)= (02 w?) = atPentre = al3) (4.31)

que es de la forma (4.28) con p= 0 ¥ A= 2. Las refces del poLi-
som A=
une solucién particular de

nomio caracteristico (N +w?) 2= juE 0, de wodo que
nos encontramos en el caso (b). Lueso,
(4.31) es 2 .
yp(t) = bt ey vey oy
cuyos coeficlentes se calculan por simple sustitucién en (4.31)
2 2 R .
F[yp]- 26y W (ey € ety c3) -attebbrc.
1gualando los coeficientes de Las mismas potencias de T en anbos

miembros Tesulia:

Wlo ma; wleymbg wieyr2oy = ci

1029 20 - 370 _a

de donde: oy =aw?y ol 3o —2aw
tuscads e

Luego, la solucién particular

- 247 -

w2(atdebirc-2aw ).

7y(%)
He aguf un ejemplo algo nés complicade. Sez la ecuacidn diferen—

cial
2 3 ;
rlz)= - =1 1, it
(z}= (p®+1) z = tcost 5 tel + %5 5ot (4.32)

cuyo término independiente es ua cuasipolizomto.
£l polinomic caracterfsiico correspondiente es (F+ 1) ysus

afces son A= —),= i« Conviene resolver por separado las ecuscio-

es:
» (p2*1)2=%—te” y (p2+l)z=—]2'—te'”.

Conjugands ambos miemorss de la primera ecuacién se obtiene la
segunda ecuacidn con 2% como incégnita. 0 sea que si z{%) es so-
Jucién de la primera, su conjugade lo es de la segunda.

La primera ecuacién ss del tipo descripto en {a}, puss p=j es
uwna raiz simple del polinomio caracterfstico (k=1). Luego, debemos
ensayar uns solucidn particuler de la forma

2 (5) = TR Tt o a ey ) odt,
sustituyendo ésta en la ecuacin diferemcial tenedos (verificarlo):
(p2+l)z;= [2(c2+jc1) +Hcaﬂe')t i
e donde resulia o) = /B i ¢y = -i/8, ¥l solucién particular de

(4.32) es

=% 4edt
JE R 203t L, itd)em
20 = b ot = flem0s)edt e glonite 9% 22 (cost + teent).

En este dltimo ejemplo motamos la utilided de los cuasipoline-
mios, que mos permiten resolver mumerosos problemas posivles. Algunos

ojemplos §tiles de términos independientes son

coswt=t R senmt:_—ziej“tw-—g-e—lmt ;

. Lok, L

capt=g et g€ »E sn,d::%e"‘t—%e‘yt 5
cos 2t cos 3= F e00° v 130 sk T eI et

También comprobases en el caso (4.32) una propiedad general:
las soluciones de ecuaciones con coeficientes rezles son funcione

reales. La demostracién general se basa en una descomposicién del tér-
mino independiente en una funcién y su conjugade, como ER este ejemplo.

Los desarrollos de Fourier de funciones periddifas son series con-
vergentes, como podemos Ver en cualouier texto de Andlisis Hatemdtico.
o decir ous siempre podemos aproximarlos con un mimero finito de Hér~

minos, mimero que serd %anto mis grende cuanto mayor sea la precisién
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essade en la aproximacién. Es fdeil ver que dichos desarzollos de
vourisr truncados mo son otra cose aue cussivolinomios. Esto noa per-
mite resolver con la aproximacién oue dese2mos cuelquier ecuacidn in-

¢nea con término indevendiente periddico.

sebemos embonces cémo obtener la solucién general de la ecuacién
homogénea y también la solucién particular de la inhomogénea. Para ha
1lar la solucién general de la inhomogénea debemos Sumar €sas solucio
nes como en (4.27). De esa menera obtendremos una funcién donde los
coeficientes de lr sclucidn complete u(t) que proviemen de la solucid
4e 12 homomdmes ausden indeterminados. rara calecularlos simplemente
aspecielizanos el valor de la variable © segin lo dicten las condi-
ciones iniciales,con lo cual cada una de esas condiclones se comver-
4iré en una ecuzcién algebraica lineal cuyas incdgmitas son ahoTa los
coeficientes indeterminados. wesueltas estas ecuaciones algedraicas
habremos obtenida 1z solucién completa buscada. :

Resumiremos el procedimiento en un ejemplo muy sencillo:

Sea 1a ecuacién de primer orden
ax/dat + x = a (4.33)

con la condicidn inieial x(0) = b.

Primero resolvemos la ecuacidn homogénes (p+1) X, = 0. La dni-
ca ralz del polinomio caracterfstico es L= -1, de modo oue la so-
lucién general de la homogdnea es -

x,(t) = ey ¢
domde oy es une constante arbitrarie. Oomo el t4rmine independiente
25 una constante (cuasipolinomio de grade 0), la solucién particular
serd también constante. Sustituyendo u = const. en (4.33) obtenemos
. u, =a. Luego, la solucidn se 1a ecuscién planteada es

ner:

x(t) = oge i ha .

La condicidn inicial para t=0 reouiere cue x(0)= ¢;+ a = b,

de donds resulta ¢ = b-a. Pinslmente la solucidn complefe es
x(t) = (o-a) e s a .

En la parte (3) de este capftulo veremos numerosos ejemplos de

aplicacidn del métods recién descripto.

ansta anuf nos hemos ocupado de una sola scuacidn diferencial.

Yeremos nue, siguiendo ciertas reglas semcillas, es posible reducir
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sistemas ds veries ecumcionss lineales a una sola scuacidn dsl tipo
ya descripto, empleando para ollo al método de eliminacidu. ¥

Nuevemente conviene distinguir entre sistemas homogéneos e inho-
mogéneos. Comencemos por aralizar los primercs. Sea el eistema de
ecuscionss difarencialss lineslss Lomogéneas

; Agg(p) x(8) = 0 (1=1,2,.00m) (4.34)
donde cada Aia(p]

es un polizcmio en el operador diferencisl p
si fornamos :

o e ia r(n:;riz cusdrada de nxn que tiene por elementos los
1a(P), podemos calcular su determinante

D(p) =etlr,],
que también es un operador diferencial. Este determinente tiene um
polinomio asociade que se obtizne reemplazamdo A en lugar de p
que es el polinomio garacterfstico del sistema (4.34). Luego de ::al_
cular las rafces ds este D(A) = O, supongemos que le rafz A, tenga
multiplicidad k; . Entonces vale el siguiente :
Teorema) Les soluciones del sistems homogémeo (4.34), cuyo determi~

mante ceracterfstico no ¢s idénticamente nulo, son cuasing-
linomies de la forma b

n
_ ped

(1) = 2 gyy(1) oM (4.35)
donde A, es la rafz de multiplicidad ke, sl polinomio (X, y
las funciones gs.i(t) son polinemios de grado k;-1.

Veames un ejemplo sencillo. Sea el sistema de dos ecuaciones
con dos incdgnitas
{(p;l)xl +px, = 0
(p%-1) % + (p2+1)x2= 0
P

Luego, ol

o) = 7 . =p%r2pet,
p-1 pha
tiene un polinomio asociade D(X) con wna rafz dobles A =
Por lo tanto, les soluciones son, zegén (4.35): '
flt) = atev) et 5 () aetag) et
cuyos coeficientes no son independientes, Em efectc, reemplazando en
las ecunciones dedas resulte )

(341)m +px, = ¢ (am 1) =0
¢ sea ¢ =0, a=d. Luego: a 2

% ()= (atrp) et ; x(t) = eet;
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(reemplazendo en 1a oira 2cuacién el resultado es idéntico), Para de-
terninar estos Wnicos dos coeficientes &, b debemos recurTir a las
condiciones iniciales, como se vic en las seccio?as anteriores.

pare sistemas de ecuaciones sencillos se pusde aplicar directa
mente ¢l método ds eliminacién, que consiste en gespejar de una ecus-
ci6n wna ds las imodgnites %, (o alguns derivada de woa incégmita),
expresdndola en funcién de las demda y luego reemplazar dicha incée-
pita o derivada en las otras ecusciones.

Por ejemplo, celeulemos la velosided F(t) de wna pertfoula de
carge G ¥ mase m gue se mueve en un campo magnético 3 que apuwa-
%a en la direccién z. La fuerza de Lorentz (3.2) es, en componentes
cartesians! pgy /at=qv,B mdvy/dt:-qvxﬂ; mav,/dt=0 .
Bmpleando la frecucncia de ciclotrén definida =i (3.121): w = gB/m
las tres ecuaciones tomen la forma

R A A pv, =00 )

La bercers ecuacién describe un movimiento umiforme en la direc-
cifn 7, ya que pv, = 0 tiene la valz X =0,de modo que V,=const.

Despeando ¥, de la primera conacifn: vy = % Py
y derivando:

Py = L g%, , podemos sustituir en 1a segunda, obte-

1

niendo: w (2 Py rwv s (32 0wy = 0.

&n forma exactemente anfloge se oviiene la ecuacidn
(p2+u2)vy: 0.

Estas ecuacionss de segundo orden tiemen las incégnitas separe-
das (eparece una sola en cada ecuacién), ¥y 8@ resuelven wo:‘ 1loe méto—
Gos descriptos em secciomes anteriores. Las rafces valem - jw 7 es
fhcil verificar que =i la partfcule tenfa una velocidad inicial
7 = (veos@,vsend,w), la proyeceién sobre el pleno (x,y) de la
srayectoria de la particula 3 uns circunferencia de Tadio r=V/w.

Cusndo el sistema de ecuaciones es inhomogéneo se lo Tesuelve por
o1 método descripto para wsa sola scuscién, comenzando por Tesolver sl
istema homogéneo correspondiente y sumendo luego las soluciones par~
ticulares respectivas. Las condicionss iniciales aplicadas a las solu-
ciones complates (supa de solucidn de nomcgénee mds particular) eom-
ducirén o um oistema de scuaciones algebraicas linesles de las cuales
obtendremos los coeficientes indeterminados que aparscen 81 resolver
ol sistema homogénec.
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B) AMALISIS D TRANSITORIOS BN CIRCUITOS SIHP)

Bn lo que sigue estudiaremos €l comportamisanto de circuitos sim—
ples gue se pueden armar mediante combinaciones de resistencias (R),
condensadores (C) ¢ inductancias (L, M) . En cada caso plantearemos
las respectivas ecuaciones diferenciales con sus condiciones iniciales
y las resolveremos empleando los métodos descriptos en las secciones
anteriores. En la resolucién seguiremos pasa por paso los procedimien-
tos ya descriptos, luego de una breve descripeién del sistema fisico
y sin gedicarle comentarios adicionalss, a menos oue surja alguna con-
clusién especffica.

Obtenidas las soluciones, interpretaremos los resultados fisica-
wente y discutiremos algunos casos particulares de interés. También
analizaremos la conservacién de enmergfa en los procesos de carga ¥
descarga, que siempre involucran la transferencia de energia electro-
magnética dentro del cirewito, o la disipacién de la misma en forma de
calor.

En lo inmedizto sélo estudiaremos circuitos conectados a fuentes
continuas (f.e.m. = const.), en los cuales hay llaves ideales, infini-
‘tamente rdpidas, que permiten variar instanténeasente las diferencias
de potencial entre distintos puntes de los de los respectives circui-
tos. Una llave pusde considerarse ideal cuando su tiempo de Tespuesta
es despreciable en comparzcién con el tiempo ceracteristico (la cons-
tante de tiempo, p.ej.) del circuito donde actia 1z llave. Veremos cue
no es diffcil determinar el tiempo caracteristico de las combinaciones
simples de resistencias, inductancias y coudemsadores.

En general, la resolucifn de este tipo de circuitos implica el
cdloulo de las cargas (en condensadores) o de las corrientes de ramas
a partir de las f.e.m. conocidas. Cuando planteamas las ecuaciones y
sus condiciones inicialss nos conviene elegir como incSenita 2 la deri-
vada temporal del menor orden nosible de la carga q(t) . Bllo permife
aplicar de manera sistendtica el método operaciomal y evita el use ex-

plicito de integrales definidas.

Si, por ejemplo, hemos clegido a la cerga o como veriable de-
pendiente, una vez calculade la carga es muy sencillo.deterninar la
corriente 1{%) por derivacién directa ya que, por la conservacidn d¢
la carga, en todo circuito se verifica (ecuacién 2.9}:

i

dqfat (4.36)
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4 calcular las tepsiones a partir de la corriente i(t) debe-

soe recurrir » las Telaciones fundementales aue fuizos descridiendo

\todas ellas de origen experimental):

i) Ley dc Ohm: en cada instante t la calda de tensién {diferen—
ia de potencial) emtre los extremos de una resistencia R vale

Valt) = RA(E) (4.37)

1) Capacidad de un condensador: en cada instentz © la carga
a(3) de la placa positiva (interior) de un condensador vale qlt) =
= ¢V (), de donde resulta cue la diferencia de potencial entre las

dos placas 2s
Ieks) = 2aly) - (4.38)

111) Ley de Paraday: cuando varfs la corriente i(t) que circuls
por una inductaneia L, con ella varfa el flujo magnétice propio
2 trevés de la inductemeia, de modo aue aperece emtre los extremos de
L una f.e.m. (fig. 1)

N 4

(8) = - L ==

e it
Somo ya hemos visto al discutir la con
vencién de signos ¢e (3.120) esta f.e.m.
equivale d una cafda de tensidn de signo
opuesto (fig. 1). Bs decir aue

4i
v =1 - (4.39)
Recordemos aue parz un circuito cerrads (malla), cuyas corrientes
de remes son 1, y cuyas resistencias respectivas valen Ry, suponien
4o cue la inductancia L[ se encuentra en 1a rame 1, la ecuacidn

(3.120) toma la forma

4
1 N
Baebog e 2R (4.40)

las E, som las f.e.m. encontradas al recorrer 1z malla.

don
Cuando exiate acoplamiento magnético entre dos inductancias, las

scusciones correspondientes a las respectivas mallas también se aco-

plan, y2 oue en las ecuaciomes oue describen los flujos magnéticos

(Cap. III, fig. 16) aparecen términos gue contienen = las dog
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corrientes que circulan por embas inductancias. En este caso, que dle

cutiremos en detalle en el Cap. V, los sigros de las cafdas de tengidn
dependen de los arrollemisntos de las bobinas.

Para el caso de dos bobinas cuya inductancia mutue vale X, las
cafdas de tensién que resultan del acoplamiento megnétice valen

at, ai.
.
vy (8) = H ~4# (sobre L) vy(e) = I ?}(sabre 1) (.4

CIRCUITO RC SERIE

5L csso més semcille de corriente variable estd dado por wn cir-
cuito seris de dos elementos pasivos. Bn la fig. 2 s mucetra wia Te-
sistencia R en serie con un conden-
sador C cugs carga q(t) suponemos
digtribuida segin le convencidn de sig
nos indicada en la figura. La carga pg
drfa ester distribuida en semtido in-
verso, correspondiendo a q<0, como
sucedfa al calcular una corriente cone
tinua (Cap. I1), cuando le asigndbamos
un sentido arbitrario a la corrients
el iniciar el planteo de un problema. © es una f.2.m. conatante y
¢ estd inicialmente cargado con

a(0) = g

Le llave §, inicialmente abierta, se cierra em t = 0, con lo

CVy .

cual se conecta la fuente E y comienza a circular la corriente gume
carga al condensedor.

En lc que sigue, para abreviar, emplearemos la notacién que acla-
remos solamente en eate caso particular.

BD) (Planteo de la gcuacidn diferencial).

Lz ley de Kirchhoff de las tensiones establece para t>0 ques
i 1 &
Belosriadaanft — rr= oDl -5 (442)

Bsta ED es de primer orden y podemos calcular fécilmente las rafces
de su

PC) (Polinomic caracterfstice) F(X) = Rx + 1/C =
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songe % RG ea ol Tempo camacieristico o le congtante de_tiemno
ge1 circuito.

Lege, la eolucién fundanental (dnica, poT 2e% 12 ecuacidn de
primer ordsn) €5 :
Sr) (Solucién fundemental) o3 L g W/BL YT
von 1o cual podszos expreser la solvelén de la scuscién homogénea:
2) (Bouscién homogfnes) P (ay) = 0 = ap(®) = as T

\nora podemes hallar una colucién particuler ds 18 ccnacién inho-
nogénea (4.42):
?) (Solucién particular)

ome £(%) = B = comst., nos sncemiranos cou el 850 pés elemen~
\el de cuasi-polinomio, y Gede ser gy = comst. Fem caleniarla susti-
tuimos 4, B (4.42)3

Lo, = = q= CF:

Luego, 1z solucidn gemeral serds

~t/T
&) (Solucién gemersl) a(t) =ay +ap =8¢ /T 4 CE,

Gonde falte determinar el cosficlente e Fara bacerlo emplesmos le
condicién inicial.
1) (Condiciones spiciales)

Expresamos g(§) en el instante t=0:

(0} = aclsCR=n+ 0B= G ==> a=0 - CF-

Pinalmente expresamos la
sC) (Selumcidn completa)

al#) = (gg-0E) o/T 4+ CB (4.43)

o biens a8 = olv,-m o 4B

para calcular la corriente i(t) simplemente derivemos en (4.43)s
(B-V,
B

$(t) = - __a—(q";m) YT LBV e ) (4.44)

cuyo valor imielel es  1(0) ==Ig = (3-V,)/R-

Discutiremos dos casos perficulares &e interds préciico:
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a) Descarga del condensador
Supongamos que no hay fuente conectada (£ = 0). Por simple susti-
tucidn en (4.43) 7 (4.44) obfenemos

O A TR o (4.45)

Para representar estas expresiones grificamente conviene emplear

variables adimensionales. Casi siempre las m4s convenientes surgen del
mismo problema. Asf, el tiempo se puede medir en unidades de la cons-
tonte T , definiendo una variable x = &7, y la carga se puede me-
air en unidades de la carge inicial Q,, definiendo una variable
y(x) = o/q, . Andlogamente, 1a corriente se puede resmplazar por la
variable z(x) % i/I;, domde I, = Vo /R = =-i{0) «

Usando dichas variables las ecusciones (4.45) toman la forma:

para trazar las curvas corrsspondientes es convenisnte obssrvar
que 1a funcién expomencial toma el valor 1 em x = 0, siendo su

pendiente allf igual a -1. Es de~
cir que su tangente en el punto
(0,1) es una recta aue pasa por
el punto (1,0), como se ve en la
fig. 3. Sabiendo que la funcién
se anula para x—» eo , trazamos
la curve gue se muestra. —_—
De esta manera representamos los resultados (4.45) en las fi-

guras 4-a ¥y 4-b:

Ya, . 4.2 ° T
: . -
o \o e v1, 4

La interpretacién fisica de los resultados es immediata, pues

Ja carga del condensador disminuye exponencialaente con sl tismpo has-
ta tomar el valor Qo/e cuando t =T . Podamos definir un valor del
tiempo para el cual podemos dar por terminndo el proceso de descorad,
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dado oue habréd un instante para el cual q(%) = e = carga de un elec-
4rén, « partir del cual la carga puede considerarse como nula.

La corriente Ge descarga tieme semtido contranio sl indicado en
1a fig. 2, como corresponde ai tenemos en cuemta 1a polaridad inicial
de 1as placas del condensador. Bste se comperta como una fuente que,
en nusencia de 1a f.s.m., provoca una corriente opuesta z le que cre-
arfs una fueate de la polaridad indicada en aguella figura.

Veremos aue s¢ conserva la emergfa, recordando que la energia
electrostdtica del condensador en t=0 es Ug = 5 ev? . la poten—
cin disipada en forme de calor por Le resistencia R durante la des-
cergr vele en cada instante P(t) = R 12(t) . Luego, la enerzfa total
disipads por % durante joda la descarga vale

- 2
u, ]dt FLY) /dc R %) = R/nt—o— o2t/ne

avire /=
g S {d(%) &2/
o

2 R

o sea que es iguel a la energfa inicialmente disponible. Vemos, de
paso, que sieapre conviene eleglr como varinble de integracién al ar-
guuento Ge la exponencial (en este caso iguel a 28/ue) .

b) Cargs del condensador

Sunongemos ahora que el condensador estd inicialmente descarzado
y conectado 2 la fuente & (fig. 2), es decir que G = Vg = 0. Susti-
tuyendo estos vrlores en (4.43) y (4.44) resulta

A mce - e VT an =B YR (4.48)

Inicizlmente es 0{0)=0, 1(0) = I =8/4 (este valor es el mf-
xizo de la corriente, que decrece exponsncialmente con el tiempo).
Luegzo de un tiempo suficientemente larga la carga s¢ acerce a su valor

méxizo = CZ, y la corriente tiende a 0, Empleando las vaTiables

ndimensmxnr'les BT,/ = i/I, podemos representar 1los resultados
\4.46) como en las figuras 5-a y 5-b.

Es fdcil verificar oue la emergfs total provista por 1s fuente
£ durante todo el proceso de carga del condensador es igual a la suma
e 1a smergfa disipada en la resistencia (Up) mds la almacenada en el
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% S-a | 5-h

condensador (Ug), y que Tp = Uy = % cB?  (verificarls).

Calcular la energfa total entregeda por la f.e.m. entre
t =0 yun instante arbitrario:

t
V(%) = Tp(t) + Ug(s) f\it’ B+ L aln) v ) .
d

CIRCUITQ BL SRRIE

Bstudiaremos ahora el transitorio
del circuito de la fig. 6, donde lea
llave § puede adoptar las posiciones
1 y 2. De tal manera queda conecta-
da al cireuito uma f.e.m. B, 6 B, 4%,
respectivamente. Bata conexién mos per—
mite optar entre distintos valores de
la corriente inicial 1(0), como vere-
mos enseguida.

Supongamos que inicislmente la llave estd comectade en la posi-
cién 1 durante un tiempo muy prolongado (hesta alcanzar un cierto es
tado estacionario) y en t = O la hacemos pasar a la posicién 2. -
La Ynlca variable que intereses en este caso es la corriemte 1(t).
Su valor inicial en satado satacionario es 1(0) = By /R = 1I,.
Calecularemos ahora su evoluecidn temporal empleendo la motacidén
que hemos introducido ml trater el circmito RC.

ED) AL pasar la llave a la posicién 2 la f.0.m. tot=l psss a valer
B,+B, y la Ley de Kirchhoff das
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+Ri= (Lp+ R)E=B +E .

?C) F(A) =LA +R = 0 == h.%«.%, )
donde T es la constante de tiempo. !
sF) 2T, .
H)
P) = const. === i = const. > E
(By + E)/H .

¢ it = h+ip=ae_t/(¢ (£, +T)/R .

o1)  i(0) =a+ (Eg+R)/R=E/R == a=-B/R.

so) i) =-F T ez an/Re B - eV 422 L (4T
Veamos ahora dos casos de interds préctico:

a) Descarga de la inductancia

La descarga de la bobina equivale a reemplazar la f.e.m. inicial
£, por un cortocircuito, lo que en el circuito de la fig. 6 se logra
conectendo una f.e.m. E = -E, de modo que la f.e.m. total para >0
vale E,+E = 0. En este caso el resultado (4.47) toma la forma

®
() =1, e VE g2 Y (4.48)

que ya hemos representado en la fig. 3 donde, para este caso las va-
rizbles del grdfico son: x = /7T , y=i/I, .

Bs fdcil ver oue la snergfe magnética almacenada inicialmente en
la inductancia Uy = 4 LI2 se disipa por efecto Joule en la resis-

tenciar
w

- - 52 1,42
Uﬁ_fdtl’(t)_ﬂfdt1(t)= +11=

a

L
(verificerlo por sustitucién directa de 4.48 ¢ integracién).
b) Carge de la inductancia

Bn este caso la corriente inicial por la bobina L es oule, lo
cual corresponde a B = 0. La expresidn de la corriente (4.47) es:

i(8) = £ (- oY
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donde I, es la corriente mixima
que circula para t——>e0 .
Eligiendo las variables adi-
mensionales x = /T , z = i/I,
podemos representar la corriente

x

z=1-¢"

como en la fig. 7.

Cuando t-»eo la corriente

se hace constante y, por lo tan-
%o, no hay cafda de tensién sobre

2
z.
Bn ese estado estacionaric la cafda de tensidn sobre la resistencia es

1a bobina, gque queda cargada con una energla magnetestética Uy =%-L1

igual a la f.e.m.: E = RIp.

Debemos observar que en un circuito que contiene inductencias hey
una restriccién importante sobre las condiciones iniciales posibles,
ya que la corriente mo puede teper un salto o discontimuided. Si mo

fuera as{, se inducirfa sobre la bobina L una f.e.m. infinita, ya

_ g 1ip Hlax $8) - 3l%0) _ o)
t, ft—ea 1%
lo cual carece de significado fisico. Fn consecuencia, debe cumplirse
la condicién

i(h, ) =i(s,,) y %, (4.49)

Esta condicién se verifice en los casos Tecién estudiados, como
o antes y después de t = 0), y en la
fig. 7 (donde i = O antes y después de & = 0).

Resumiendo, en todo circuito con inductancias las condiciones ini

vemos en la fig. 3 (donde i =T

ciales deben ser compatibles con la continuidad de las corrientes por
las bobinas.

CIRCUITO LC SERIE

Bn 1la fig. 8 se ve un circuito cuya Tesistencia es despreciable,
con una fuente conectada a un condensador en serie con una inductan-
cia. Supondremos que en un instente que slegimos como t = 0 el com-
densador estd cargado con wna carga Q, de la polaridad inmdicada, ¥

que en ese instante circula uma corTients I, .
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Con 1z misme notaciér empleada en
los dos ejemplos anteriores tenemos:

) 18, Lo’ dla=s

cue contiene un operador F(p) de se-
gundo orden. Luezo:

pe) 1Al -0 — %< £F

~ ey,

e —

1/4L¢ es 1z frecuenciz natural de oscilacidn del circuito.

s ednt
H) ay = 8y €390+ 2,e734 | donde a) y a, son comstantes
complejes
= = L - =
?) B = const. ==> o = comst. > 5 q, =B =>a, =0E.
6) alt) =gy v ooy = ap el ae I L cE =

= (a) +2,) cos w} +3(ay-ap) senwt + CE.

Lz corriente 1i(%t) se obtiene por derivacién directa (la necesitamos
para emplear la segunde condicifn inicial):

i(t) = %% = - wlay +a,) senut + Jo,lay -ay) c0swt .

€1) q(0) = (a; +ay) + CB

30 = wiay ~ay) =

Observamos oue las constantes que necesitanos para expresar aft) e
i(t) son, directamente:

(ay+ay) = Q,=CE ;i J(ay -2y

1o/,

aue expresan los goeficientes resles de alb).

5C) Luego
2(t) = (Qy - CRB) cos ui + (I /u,) sen wt
o (4.50)
() = ~w,{Q,- CB) sen wt + I, comut

Es evidente que las soluciones hallades cumplen las condiciones
iniciales supuestas.
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Laa expresiones (4.50) contienen toda la informacién w¥til, pero
antes de interpretarlas describiremos su representacién en funcidn de
amplitudes y fases, que es la mds conveniente para este caso.

AMPLITUDES Y PASES

Toda funcién arménica de frecuencia t y de la forme
£(t) = Acoswt + Bsenwt (4.51)

se puede representar como
f(t) = Foos (% +4) (4,52}

donde la amplitud F y la fase iniciel ¢ se obtienen mediante las

expresiones
p=Ya?en? § = - are g (#/h) (4.53)

Para verlo basta con desarrollar el coseno en (4.52)%

(1) = F(congooswt - sengsenw) = Acoswt v Bsenwt.
Esta igualdad se cumple sflo si a=Fcosg ; B=-Fseng
de donde se deducen inmediztamente las {4.53).

Pars evitar una indeterminacisn en Tr= 180° (inherente a la fun-
¢ién arc tgx), cuendo calculemos la fase conviene primero hallar

7 =442+ 82 , y después utilizar las dos expresiones
¢=arceos(/7) ¥y = -arcsen(¥/F)

que, juntas, definen un{vocamente el cuadrante de la fase.

La amplitud P es el valor mdximo de [£(¥)] , aue 1o toma para

Wty =N (¢ entero arbitrario) .
Le fase inicial estd directamente
relacionada con f(0):

ccstf = £{0)/F .

Para representar (4.52} conviene
elegir las varizbles adimensiona-
les x=wt, y= f/F. Ewopledn-
dolas obtenemos el gréfice de la
fig. 9, donde se observa la perio-
dicidad de f(t) con T= 2M/w .
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Yolviendo al circuito LC, podemos Teescribir las expresiones
(4.50) en la forma
a(t) = cos (W +¢,) + CR
(4.54)
i(8) = T cos (ws +§;)

donde, segin {4.53); las amplitudes y las fases valen

o= e, - omPe I w? L 1= ulle, - 0BT zme,
1

(@, -CE
- arctg ﬁJ-I——)
o

= + avcte

w,(Q,-CE)

Las expresiones (4.54) estdn representadas en la fig. 9, donde
£(t) = qit)-CE para la carga,e i(t) para la corriente. La carga
el condensador oscils en torno del valor OF, mientras gue el valor
medio & la corriente ea cero. Si no hay f.e.m. alguna conectada, ha-
biendo partido de las mismas condiciomes iniciales (condensador y bo-
bina sargados), el circuito seguird oscilando con la frecuencia & .
Pfaicamente esto ss posible porque, al mo existir disipacién (R=0),
la energfa de los campos electromagnéticos "va y vuelve" entre el con-
densador y la inductancia, pero siempre conserva su valor inicial.

+Pare verificarlo supongames que E=0 para simplificar slgo las expre-
siones, de modo gue tememos: )

alt) = @ sen(ws +yp) (esto implica elegir la fase de la carga
de modo gue
a a(0)sQ seng )
(%) = gE = w,Q cos (wt+y) t
con o= \[Q2+10? i T=w0.
Bn consecuencia, la energla total satrstenida en el circuito,
caloulada en un instante cualquiera %, vale:

U(k) = Ul + O(8) = & _4_"20*) 3 nif =

z
2
=3 Y senfluirg) + 3 1 w?e? cosXugey),
donte 0% = a2+ 1¥w? T
2
Luego, U(%) = -12— & - + 312,
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donde el dltimo miembro representa 1z energfa inicial en el circuite,
correspondiente n lo carga Q, en O ¥ la corriemte I por L.

£1CUIT0 RLC SEXLE

n la fig. 10 vemos unz f.2.3.
conectada en serie a wna resistencia
@, un condensador C y une induc-
fancia L. Supondremos que las con-
diciones iniciales del circuito som

alo) =q, 10} =0.

Calcularemos la carge y 1a co-
rriente (cuyas polaridades se indi-
can en la figurz) procediendo de la
misma forma cue en los casos anteriores, pero enseguida so nard evi-
dente que el comportamiento dsl cirouito cambia sustascizlmente segin
ciertas relaciones emtre los pardwetros del wismo. Por ello, lucgo ae
planteadz la EG y el PC correspondiente, analicaremos por separado

los tres casos posibles.

£D) La ley de Kirchhoff de les tensiones express aue

Flal=t & +ai+ga St r Ry ) al®) =B (4.59)

2 1 __R %
BC) F(A) = LA +RA ¢F=Oﬁ NS 7
donde, definiendo & . pE e

—u-p

. s
Podemos distinguir tres casos, segin que G sea mAyor, igual o

resulte A= -usp s

2
menor que G ¢

2) Caso_sobreamortiguado
Ba este caso (3 es real y positivo: o pusy, =>R>2W/C .

57) NEL NI L ol-u=p)t
1) op = epe e a, et = ot oy oty aze;(”) .
?) & =const. == g, = O .
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B .
! o) = o n(“l‘“+aga"')ocz

49
R (-“’ﬂ)ﬁ’(‘“ﬂh*(-k £la,ef~a=p)t
. TAlmgeiTEmAY

[%9] q(u)=31*ﬂg+cx

i = o
(0 = -y ray Alag-a,) = o

Definiendo q o

CE, lag 5 28 de egta gistap, :
! 78S 2oluciones de egtq g 2mg
son:

ER T
TR e taly

58} qlt) = emt
¢ %[(1*%"“41-&){“1 cx
‘02 <
seest et S LT
s 2 (eBl_emAt
= q(t) = ¢ S (s a B H J+ox
# tARAY) 1o, (
im"““'“‘(chﬁt . _ (4.56)
*EoEt) s gqemat
e T U s
8. t = L34
Se verificy récumeni . # a9 Fanps
Fara reprege
2 I atar
A= Ntm.)O’ a(t)
ductos

(4.57)

e i)

sie;
198072 8¢ veririeg o o

o>

N £ e w0do que 10g .

e (ch,at’ﬁsﬂpt) p
#

e
— ity
PR o ya qus, por ejenplo
et gy 1
t =l gmat
U= bt B LI N

nos
SO T e lan rig qy L, gy e L

mente, donde hep,
05 supuesto
que Q cg
o .

D) respectiva.

|
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Notemos aue la curva q(%) es horizontal para t=0, como lo
requiere la condicidn inicial sobre la corriente i{0) = 0,

La corriente circuls en sentido contrario al indicado en le fig.
10 cuando Qy>CE, pues la tensidn sobre el condensador es mayor aue
la f.e.m. Su médulo crece hasta alcanzar un méximo en t

donde toma el valor .

ligagl =% Qo™ %% chpt, (verificarlo) .

Después de t=1t; la corriente tiende a cero como se Ve en la fig.
11-b, mientras la carga va aleanzando el velor estacionario CE .,

51 €, = CE (o sea Q=0), la carga se mantiene constante y

Qu<CE la curva de lz carga q(t) se

o
no circula.corriente. Pura
q=CE, = la cual tiende asintétice-

mantiene por dsbejo de la 1acta
mente. La corriente es positiva y tiene la misma forme oue en la fig.
11-b, ya que es proporcionsl & -0 .

Como vemos, el comportamiento del circuito esid dominado por el
=%t donds x= R/2L es la llameda constente de amortigua-

factor e
miento. Este caso particular se denomina sobreamorti
racién com el caso limite que pasamos a discutir, correspomdients

a p=o.

b) Caso critico

2do, por compa-

/¢ = R, (este

En este caso = 0 === «'xw), o sea &
valor de la resistencia se llama critico). Las dos rafces del PC coin-

ciden:
(multiplicidad = 2)

sr) ter= 1 e con las soluciones fundamentales.

B ap = oy rbpe) et s (v b, 0y 67T

P) E = const. == q, = ¢

8 glu) = (byebye) eTFacE

. ) 6=
292 1(4) = (b -wby - wbyt)e

d
cI) ql0) = by +CE=Q, = b) =G, - CE =4Q
1{0) = by- by = 0 === by = xby =G,
s¢) qlt) = @ (1+xt)e*% 4 CE (4.58)

i(t) = ~o’Q t e, (4.59)
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Ejereicio: Obtener las expresiones (4.58) ¥ (4.59) a partir de las

(4.56) ¥ (4.57), Tespectivamente, tomando el lfmite ge
éstas para £ 0, tratando 5 ¢ €omo constante (recordar que, por
el teorema de L'Hospital, (sh #t)/p —t  cuando A— 0).

Los grificos correspondientes a las ecuadiones (4.58) y (4.59)
son similares a los del caso sobreamortiguade, y se representan en
a3 fig. 1l-a y 11-b mediante 1fneas e trazes. Tanto la carga como
1a corriente tienden a sus valores estacionarios (asintéticos) ms
rdpidamente que en el caso sobreamortiguado. Bl caso crftico Tepresen-
a el limite entre dos situaciones muy distintas, como veremos,

¢) Caso, subamortiguado u oscilatorio

Si dejamos fijos los demda parfmetros del clreuite RLC y digmi-
muisos la resistencia R, a medida gue ésta tiende a cero su compor
tamiento deberd tender a) del circuito LC ideal ¥a descripto, que. e
puramente oscilatorio y pueds considerarse °omo un caso limite del que
Ppasamos a describir.,

Ahots suponemos que ©ewl<0 o gea que R<2\I/Csgr

R
Definimos

p= Vol =01 T donde w =
Luego: M= —wiju, s -a
sp) eMto gloaeiule | et (coswt + § senwt)

elibe gl-amjult _ ag (coswt - j senwt)

K ap = e ™o oMo ST (o) b ¢y) conwty ileg - ¢p) senwt]
?) B = const, == 9y = CR.
G ale) = o™ (o) hoy) coswt 4 (o) - ¢p) menwt] + 0B

i(t) = - xeot [(ey+ ¢y coswts (o) -cp) senwt) +

e (o) +cp) senwt+ Jwle) -cy) cosivt] ===

i) = e-"{[_«(clmzp de(oymcy)] coswt+[~w(epre,) - iy -ey)lsenn t
9] q(O):(clfzz)«{rCE:Qo
i{e) = -d(cl+c2) + jm(cl—cz) =0
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incégnitas que interesan son (sy+¢,) ¥ i(ep-cy), que sen
Las in

onstantes reales que aparecen em q(t) e i(%):
las ©
= “%aq.
ety = Q=CE=Q ey -ep) =S (eyvcy) =g
1
e (4.80)
s¢)  a(t) =ge *Flcoswi+ £ senwt) + OB
(4.61)

2. -t
i.(t)s—-:‘f“ sen wt

e, efectivamente, la carga y la corriente oscilan con
o e e Gue W), la primera en formo del valor CE, y
frecusncie o (m:n o dsl cero. Sstas oscilacionss sstdn emortiguadas
1 cornfn“ oy to?PxnunEmtial que aparecfa en los casos anteriores.
por &1 miamo facd: c]‘.a;u origen disipativo y caracteriza los transito-
Dicho factor es “iens un término Lineal do priner oron (ne B/ohe ).
rios cuya snf‘wﬂl; a y 12~b repressntamos la carge y la corriente
En las fig. 12~

El factor
5 on Q, >CE y a<<i,.

tiempo para un easo o o

en funcién del

s curvas

iguamiento determina, a menos de una comstante, las do

de amortiguam ) oten
lventes representadas mediente lfneas de tra

eavoly

q i
420 =
GVA .
S~ R cEfﬁQe“"
CEl
e

(bhacerlo) gue
Empleando las releciomes (4.53) es fdeil verificar
alt) = cx;%ga_“t cos (wt+§) donde = nrc;,.g%‘

*s o'+ w', 1o anplitud de las oscilaciomes es nayor
Yeaos aue, won . Ta fase inteis) no se munls (para las condi~
s ,iny;:i‘:ie s'upuestas), de modo que los miximos y minimos se
;::7;:“ en los vicopos indicados em la fig. 12-a.



CAPLTOLO v
SORRISNTS a%rRamy

Lrmopuceton

En el Capftulo 1V hemos analis
de oireuitos sencillos cuando umg £
pedtante la pulsacién de una 1iave
o de e3%0s mismos circuitos cumnd
dalmente en o1 tiempo.
diananents

ado el comportamiento 4

foeum. Tansitorio

varfa may répidsmem:a, poaj
o Aquf estudieremos el COmpurtamisl;
Sl rlu ;a £-5.3. aplicads varfa sinugoy.
e foe.m, es el que i N
e ) que utilizame -
q ©9 generadores industriales (alternador: slﬁfmi
: . :

prineiplos esbozados en (3.125) );rcniv.miendlme12

, 0 ung

2 velocidad angular w de rota.

oy liaitada, tembién egtdn
POT separado la solucidn g
mina el Tramsitort
=iElgi%orig, y la so i i
completa del circys oy e

Las cantidades totales

u,(8) de la ecuacign

gstado estaciomario del mismg

up(t) + u, (%)
a la foma yu(t)

transitorig.
El endlisis del comportemients

u(t) =
(4.27)

88 reducen pare tsnt
N =up (), siendo ¢ gy
3

tiempo caracterfstice gey

L) v(s)
dicho
Teaiendo en cueg
1 cireuite, 1a
cuitos con el

forma foe.m. alternas de 14

&) =Egcon (wt 4¢)

o 18 amplitud, w 1a

Iv = 1/T la frecuencis
.

) c0mo en 1a fig,

(5.1)
frecuenc

imcuenciz angular (w= 27y

7 T el perfots) 5 ¢ 14 s siendo
35 del Cap. 117,

ds
onde B

Zage inicial e 1a
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frecuencias bajzs (menores

Bl tretamiento siguiente vale para
que 100 kHz s w<10%a™1) (+), pers las cuales se puede despreciar
1a radiscién cuitida por el cireuits, asi como los efectos inducti-

vos 7 capacitivos de los cables que unen sus slementos.

AMPLITUDES COMPLEJAS

Empleando la misse motacidn del Cap. IV consideremos la ecua-
ci6n diferencial (con p= 4/dt)

i_ a, P x(t) = Teos (whea) = £(8)  (5.2)

glx(t)] =
cuyo operador F tiene coeficientes a, reales y cuyo término indepen
diente £(t) representa una oscilacién sinusoidal de amplitud r, fa
se iniciel & y frecuencia anguler W= 2TV = 27/z. Notewmos que tode
funcién de la forma rsen(wt+p) se puede escribir como la {(5.2)

o tomar = 3 -T/2, pues
eon sél £ ! sen(wt+p) = cos(wt +A-T/2) «
Yodemos emplear 1o férmula de De Moivre para s resl:

2 is
¢35 - cose+ jsens =>coss= Reed?; sems=Ime’,

ara reemplazar la {5.2) por esta otra ecuacidn:
joot

P
B(a(t)) = Te S N (5.3)

conde p=red® es tal ous Re(ped®t) = £(t). Llamassa p

amplitud comoleja de f(t) y elegimos la funcién z(t) tal cue

2(t) =x(t) +y(t) , o sea

Jtes) |,

x(t) =Re 2z(t) 5 y(t)=In 2(t).

Bate reemplazo es auy ventejoso, ya que la ecuacién (5.3) se re-
suelve inmediatamente {es de la forma inhomogénea 4.28), y una vez
comocida z{t) obtenemos fécilmente la solucién deseada x(t) . En
» la lineslidad del operador real F podemos tomar la par-

afecto, po. °
te real de ambos miembros de (5.3), resultando pars el primer miev-
bro: Re Flz)= ¥ [Re2) = F(x)

ge (ped®®) = e (red(®¥7%))= roas{wtra)

y para el segundo:
de modo que Plx]= reosfwtse) . -

(+) Las cantidades que expresemos en la unidad & 1 con frecuencias
angulares (w), mientras que v =w/2w  se expresa en
Thertzios, ver Cap. III)
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Bs decir qus para hallar 1a
renclal inhomogénes cuye términe
conviene

801ucidn reel do una ecuacién ayre.
independients oscila sinusoidalaen
T201Ver una ecuacidn del ®pe (5.3) 0 (4.28), hellango asf
%)« La solucién de la primers ecuacidn,: es decir la que interesa,
es la parte real de x(t), s se prefiere expresar 1a oscilacidn

come  £(t) = r gen(wt +p) vals todo lo dicho con sélo tomar 1a
imaginaria de (1),

Tendendo en cuenta que la (5.3) es de 1a forma (4.28) con 4

408 casos posibles, segin o1 var
[A
posiblemente con multiplicidad k ;

&1 resolverla debemos distinguir
aue tome el polinomio F(p) para
a) F(jw) = 0,
B) Fjw) # 0.
El caso (a) se tratard por separado.
se resuelve muy fdcilmente,
particular

or

EL caso (b),
Basta con reemplazar en (5.

7 (1) el g goa g iR

(5,4 realea)

°2 1a emplitud compleja de la solucida. Se obtient

Pl = 2 a eI L g3 (e et
k=0 k

il (5.4)

donde F(jw) es uyn polinemio que no ass anula,
Tom=ndo médulos y arguaentos en (5.4) abtenemos
s =1/ |F(ju) k4

En consecuencia,

dada 1a condicidn (b),
s ¥ pe

= o~ arg P(jw) . (5.5)

» la solucién particular de (5.2) tendrd la forma

B0 = Re 2 y(6) = ze (¢ IV | gy (g iR Gdwt, 5 coa(wt + 3)
P P

¥ le solucidn Zeneral de (5.2) serd

donde X es una solucidn e 12 ecuacidn homogénea F(p) x(t)= 0,
O9servemos la forma ae x (4 ;

%) = x(5) + ()

& una excitecién sinusoidal ge
nuesta (solucidn) tambsén 9iny-
de la misma frecuencia aungue

la respuesta eatdn desfasadas entre of

Analicemos brevemente los sistemas de ecuaciones resolubles

Irscuencia w le corresponde uma res;
soidal » OL gemeral, la excitacidn b4

ta,

Darte

=juw,

o soluciones son de la forma -
més frecuente, La:

3) una solucidn

=5 F(jw) ej“‘“=f glut

- 27 -
Acilmente

: Litades complejas. Estos ss rasuelven miy f. cdiantel)

jeando amp: neia de las excitacionss (términos indepen

sdo 1a frecue

5 en_tod: cuacionss.

1s mi odas las ecuac

1 misma en .
ea 51 sistema con coeficientes reeles
si

cos (wt + &) =t

a t) =
%aikm - = 4/at y las in-
son polinomios en el opersdor p =

| rti-
Sade los a5, (p) %,() . Para hallar sus solucicmes pa

Sgnitas son les funciones

ver i complejo
" basta con resolver el sistema co:
culares iple J

2. W= f e, eP(i=1,.0m) (5.7)
p=3 () 2 (%) 5 #39% con $ =Ty

4] f

0

ity

zk(ﬂ=°—k°w con Iy =

. lgebraico
biiene el sistema a
fndolas en (5.7) se o
Raemplazéndo

(i= 1,000 B) (5.8)
T .

aglde) O = 4

litudes comglejas
bteniendo las aup

elve fdcilmente, o

que se reau

BRSONANCIA BSENCIAL
—_—

ede tre-
} F(jw) = 0 presenta un interés especial ¥ pus
: U idn.
> cas:n(el ejemplo que estudiaremos a continuec
0
tarsescemla ecuacién con coeficientes resles
ea
(5.9)
2 22 = reos{mt +&)
e J[ut-»ac)‘
leja Flz)l=Te
la ecuacién comp s
" COFNSPDF;“‘: - ribe un oscilador arménico de frecuencia
La (5.9) desc

Guando
i frecuencia w .
tacibn exterior de

e o 5.9) estd dada por
N foncias son distintas la sclucidn de (5.9)

las dos frecuen

(5.4) con

2

2
Plw) = (3w?s 0 = a®-

ot r e et (=g o8 Lt )
SR vl Pt e (5.10)

sre
= %

olucién que carece de sentido para w=f .
B



Le solucidn (5,19
83plitud que depends g,
©on la de exej
forma

) d3serive las aseile
v oy
tacldn, Re £doi] oq

~ 272 - .

e1on8s forzadag con ans
? Y B2R frocaencia g gqe coincide
T que la soluecidn gemeral ag dq la

r
x(t) = Tt %= hcan (teg)s m o8 (Wt sa),
donde las gog conetantey indeterminadas 4 T A en (%) 8610 ge
Pusden determinar oBoclendo las condiciopgs inteiales. Bl gmyy,
%, (%) Qescribe 1a 09¢11ac14n natural gey sistena,
Fare w =0 tonages

Pljw) = n2_ 2, (@ w) (an ). a9,

4o modo que  ju o

B2 cuasipolinomis g q,

on R = conat, ,

W= Obtensmog

ya que

Plz) = & (p2, 42

rwlyedety

Ra_rel®
23w

=
Lusgo:

—_

Pecin, ds la fuente ge
16ual a 12 frecuencia na
B0 1os sistemas £1s100s
de primer orden en lag e
mie;

vos (resistencia,

R rafz simple (multy;

8 7, segdn (4.29),
a forma

= I deemyz)
26

xp(t) = Re zp(t) =

eXeitacidn al oseq),
tural de éste
Teales (como
cuaciones da

viscosidad,

Plicidad k=1) de la
1z aolucidn Particulay gerd

2, (8) = ¢ g dut

T = const, Sustituyendo zp

en (5.9) con

) (5 34Ty L gy (dut + jutedwty,
=R (2jw)edwt o ei(“t+“’m(r 03%) gut

pues  1/y o ~d7/2

R L T )
® 2w

b sen (wt + )
2w

plica 1z trenaferencia ge energla gin disi-

2307, con una fracuencs
» 8¢ denomina resonanciy esencial,

e 4.59) la presencis ge térmings

Si >0 para ¢,
Tenduenos digipagy.

Toramiento o friceien, stc.),

“mente no serd periédica pues incluird
me:

inusoidel
Supongamos oue se aplica upe f.e.m. sinus
£ (1) = By cos (wt 5 )

da por elementos pa-
tre los extremos A y B de une rema forma

en AR

nme:t?iig 1). La corriente inicial

8ivo: .

i)

>
—

téraino transitoric, pero para
v tada
do el es
habréd alcanza
1> t: se

J’

estacionerio, en el cual

i (t) .
Jigtel < Ji () == 1(0) = 3y

o

Para caleular la carga y 1alco-e-s ,
rrisute en cada instente © Lza u;—
ingtentdneos) podemos aplicar )asLa
es de Kirchhoff como en (4.41). :
:ifarencia de potencial enire A y

1
|

13
R S—
“l 1 J—ryy
-

[

resulta ser

(5.12)
1
VaW=ris e pa-t

. como incégnita
Tesar en forma operacional ehgisnﬂﬂ(t\ quo Figare
7 le podEND: ezmpoml de menor orden de la cargs a(t)
a la derivada

en las ecuaciones:

= {5.13)
Fla(t)] = (Lpfs Rp v ) alt) = & (1)
jot
= re [B. e300 Rl 2 pa (g Q30
con & (%) = re (B
Aquf la notacién empleada es:
) & (%) = valor instantdneo de la f.e.m.
Ife - amplitud compleja de & .
i 5},;] amplitud real o valor de pico de
B = = :
o 1de 6.
o tempo-
o dencia teuy
y tengién complejs que incluye la depen
mos una temgién complejs
o dut (5.14)
= HORRE )
PR : la amplitud
e I:e hi‘n de (5.1¢) contizne dos factores e emin
do miem b
o Ba:‘m[indeuendiente del tiempo) y la funci,
compleja o

de médulo igmal 2 1.
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Ba 1o que aigye
tidades de intepds
cia disipada. gaf,

Tplearenos la misma g

que varfen en a1 tiempo,

Ht) = valor tnstantingg g 1a corriente = pey(yy
1(t) 5 corrients compleja = 1 pdwt :
I=

2malitud compleja ge 1, corriente
2aplitud real ge 1, corriente
fi= fase inicia) ge 1, corriente;

=1, %

o = =1l
ete,
Salvo indicacign ap °ontrario, nog refep

nes estacionariag (Particulares) ge 1.,
Con esta notacign, 1, forma comple;,

PO = @p?y gy,

ire;
€cuaciones de circuito,

a de (5.1]) eg
F) alt) = (1)

(5.15)
Bl aue a(t) = peg(y con Q(t) = gelwt _ (6, ei%) gduwt
SR 20 = p(ju) . L(jm)2+H(Jw)¢%- Lw2+%+ FRwgo,
Eliminange eiwt

como en (5,4) Tesultas

Q=2

P(jw)

d2 donde se ohtiene o1 Valor instanténeo qe 14 carga
alt) = Q

eon Qg = B /1R ju)) v

Para obteper

05 (wt 1, (5.16)
B =@~ arg p(gw) .
la Corriente

(%) podencs derivay directamente 1,
FXPresidn (5.15), o pien deriver miemhro 5 @iembro la (5,15) ;
PRLA(t)) = p fra(t)y=p 104 = PE() pueq PQ(t) = (%),
donde FLI(t)) =

Plredwty o eIt gy
YR = pmedety | fat = Fe).1 - gy,

< E

=—2%2 B
Flw)/je  g(a)
Hemos obtenide ygg Zelacidn lineq)
£=2acldn linea]

jas de 1a corriente y 15 tensidn, que po

(5.17)

eatre les amplitugeg comple.
48208 raescribir copg

donde 3z = g (w) eg o factor que no

dependes de la fuente, ajing 86lo
T——2<Rfa de la fuente,

t2cidn para todas 1ag cay
°O% €TCCPCLS do La potey

Wos siempre a 1aq solucig.

|

|

donde ¢ = &rg Z.
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1los pardmetros (L, R, C) de los elementos pasivos y de la frecuen-
ros (L, R,
03 D

de la fuente. i edencia del
te. La cantidad Z se denominma le im
2w lmpedsncia

orma médulo-exponen
resar 1a impedancia en la misma ttre conplejos, ex-
Gonrieme Exfit 1 para todas las operaciones en
. 1la mds dtil p
ial (es

: i
fptuando 1a swma y la westalt s

Entonce: ecuacién (5.17) equivale a las dos
ces la (5.17) equivale a la:
nto;

cuaciones:

(5.19)
1, = 8,/ 12l
arg B - arg 2 = @- ¢ -
binomial:
odemos expresarla en la forma bin (5.20)
también p w) = Rlw) + %)

2 *2(w)
3 Re Z ¥ X(u):lmzﬁ“"m
" gonde R{w) = Re

*(w)
R) o sen ——‘%r-
121 fase
lcular dicha
do ambag expresiones de ¢ se }?eﬂﬂ Cj 54 se emplea por
“tuum:(mtemaﬁva ¢ = arc g 3 ef]m:,c),
sin embigleda define la fase a menos de T =
por comodidad, pero R{w) tros
uede contener o
ias del circuite, em general R(w) istenciﬁ a la parte
las resistencias ta aclaracién, llamaremos resistencia
. Hecha es
pardmesros i ondiente emire
et w) oo (5:18) ae obsiene 1a relacién corvespons resulta
. . oI,
A portir d;neéneos e que, multiplicendo por
los valores ins

‘ % = arc cos
7 ¢=ene

ue, 3i bien en un ‘cireuito serie es la suma de
Notemos g

2 inaria  X(w).
reactancia a su parte imaginaria
» ¥ Ieactancia

(5.21)
. B(t) = 2 I(t)
Beivt <z 1 o1 = |u(

ale
iente instantdnea vi
obtenidos en (5,19) la corrien

Con los valoree

(5.22)
(%) = I, cos{wt +1) -

o
. 1 tenemoa:

Para el caso particular de la fig

ar:

Pdw) _
jw

1
12,
20 = R ¢ 35 = Fritebeg



|
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o sea: RW) « B X(w) —wD - L
wi

Hientras que para sistemas pasivos se

X(w) puede mer Positiva, nula o negativa.

ue e i i :

aue el eircuito es inductive (pues X tipms el signo deul),

gundo, que es resistive y em el tercero

signo de -1/wc) . '
Si considersmos por separado tre

Pienen solamente una resistencis,

las Tespectivas impedancias serdn

jwe  we
Bstas impedancias elementales ss e
cial como

Zy= B ; = wl 2 eI
3 i 1= ekl g oL i
ya que § = o2

Las impedancias se representan como
8¢ indica en la fig. 2, donde los sembidos
4 I ¥ B coinciden con los elegidos pa
T2 (%) ¥y £ (4). h

Si elsgimos como ZIeferencia ls fase
¢ 1a f.e.m. (lo que equivale a medir ol

Plempe ¢ a partir del instente en que
& = +8_):
N .
E(t) = Bycos wt = ¢=0,
Tesulta

; ?§= - f=-argz == i(t) = I, cos{wt ~g) .,
c 51 hubiéramos elegido le fase de referemcia de

($) = B, sen (wg +4) , los valores
forma A(%) ~ sen (w3 + g,

mode gue

instenténeos tendrian le

), que resulta de tomar les

d¢ las centidades complejas (), I(t), ete.
La inversa de la impedancie

Y(w) =1/ z(w)

papel de le conductancia g
A partir de (5,20) obtenemos

) = g2 = ] J-—
(w) = g I ST D (ES 5T TR.e
R« x

¢ denomina admitencip (juega el
rriente continua, ver 2.27),

7% .

B(w) > 0, la reactencia
BEn el primer caso decimos

capacitivo (pues X tieme e

en el se.

s circuitos elementales que com.
» W inductancia o un condensador,

xpresan en la forma médulo-exponen..

(5.23)

misma

partss imsgipariag

en co-

X =
T=G(“)-JB( )

(5.24)
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= conductancia

__R ___R
alw) = 1217 T ax?

Bw) = ’éTZ - % = msepnancia -
Para wna inductencia ideal valen
R=0; X=wl=>6) =03 Blw) = Lwl

y para un condensador ideal:

X = -1/we == ow) = 03 B = -wl.

R=0
¢ omm se deduce irmediatamente que la igpedancia
1a resistencia (ohms). Andlo-

1a admitancia viene les unidades de la conductancia (ohn™ 6

Unidages: De la ley &
tiene las mismas unidades aue

gamente,

mho) +

FPOREMAS GENERALES DE CIRCUITOS
éticos,
mo en el caso de los circuitos magn )
- (5.18) y su anfloga para corriente continua
icar todes los teoremas del Cap. II a los
ue este lsy de

1a duslidad eviden—

4e entre la ley de Ohm

(v = Ri) nos permite apl: :

i 1terna. Pero debemos recordar @

circuitos de corriemte a :

ohm solamente se puede aplicar a 1as cantidades gomplejas como B(%)
sus amplitudes B, 1. ) )

W én, todos los métodos de resclucibn de circuites

Con esta prevenci: litudes complejas de

e corriente continue sirven para calcular las amp s comeies
las tensiones de nudos, corrientes de mallas,de ramas, ebce
a corriente continua (excepto las que se

as expresiones vdlidas par (exe
e ') pasta con sustituir

refieren & la potencie disipada
resistencies R, ——= impedancias Iy
conductancias G, —— admitancias ¥y -

s valores instenténeos de las centidades se obtienen en la

forma .
At = Re (ae1¥F) = ReA(Y),

3 e
A ee la amplitud compleja de la cantidad A=E, v, 1, etc

aonde
- En particular, valen las leyes 4o Eirchhoff (2.38) v (2.38), oue
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ahora toman las formas respectivas
Zk: =0

ara las emplitudes complejas de las corrientes
un @ismo nudo, y '

ZE =311
I A

(5.25)

1,(%) que entren a

(5.26)

para las amplitudes complejas de las f.e.m.

nes Vi (t) £(t) ¥ ge las tension

que se encuentran al recorrer una misma malla.
Como consecuencia inmediata de las Ie:

yes de Kirchhoff s
nen les releciones: se obtiem

. ig= 2y (5.27)
1::::sampeducia equivalente de n elementos pasivos conectados en
=2, (5.28)
;:f'a la admitancia equivalente de n eolementos conectados en parele—

Bstas releciones
nente. 2on 1as dualea do (2.40) y (2.42), respectiva-

Bxpresando las cantidades en forma binomi

i al, obtenemo
ciones: 4 s las rela-

szénk; XI=%XK ¥ G":ZEGE i BH=Z Bl'
_ G
A menudo utilizamos los valores gonjugados de 1z impedanciaz
. juz :
20) = R@) - § K@) 5 zz%a g2
¥ de la admitancia =
N
Tla) = 6(w) + 3 Bw) 5 ¥YFa P,
Por ejemplo, podemos expresar la im i
, medancia equival
o slemo, o quivalente de 2, en
2,3 2, (224 123) 5,2 2
Z,=R o+ §L a2 2i% Ly Bl 2or 2" 1y
w =Ry -~y Tz =25y =
1% 8 () (g +eF J2y + 2,

2

=3, 2 Pox _J_Mx + ol
7 [ .
(B +Ry)%+ (X + x,) " (R1+R2)2+(X1+X2)2 (3:29)
Las gcuaciones de mal): i
- melles de un oircuito con K mallas serdn de

¥ X
B, = 2
'k §2k21(=1(=§£3k

- 279 -
o8 el adjunto del slemento Z, de la

aatziz de impedancias 4 cuyo detorminants o3 D.

Andlogemente, las gcusciones de nudos tendrdn la fomma

gonde, como en (2.50), Ap

et 1
—_ 5, =2
tha

os la azglituc compleja de la corrients equivalente fotal

a g
- 5 son los elementos de

4 las fuentes que llegan al mude k-feimo, Y eotos ¢
ia patriz de admitancias T cuyos adjuntos som Aj, ¥ cuyo defermi-
patriz de adsivancias

N 1 nude {-ésimo.
oente es D'y y E, es la tensifn de

DIAGRAMAS VBCTORIALES

Volvamos al circuito de la fig. 1 y csiculemos 1a corriente i(t)
y les cafdas de tensién instanténeas Vk_(t) scbre los elementos pa—
sivos. Tomando como referencie la fase de la f.e.m. (¢.= 0), 1a ley
de Ohz (5.18) da:
rr=r1g et

1 /2

B =gue 17w To

Bz

it k1, RISTELA)

- et _ R
wb=dfeC ;o = /12) (5.19)

X
siendo (= arg 2 = arotg - = arcig

R L L AL
o

8 = jwlI=wle

Luego: 3(4) = re (1e3%%) = T cos (wt ~¢) 5

Va#) = Re mnsi““) = BRI, cos (wt —¢) 1 ,
1 —2 - N
Vg(t) = Re (5g =) = 5§ cos (wb-g-T/2) =+ g wen (wi-y) 5

Re (5, 20%) =0l I cos (Wi~ T/2) = Wiy sen (wb-4).

(%)
1vo en el caso de i(%) ¥ vﬁ(c) que siem~
1a representacién grifica de
ses distintes, es

Bs evidante que, s
ore estén en Tese en un circuito serie,
estes funciones sinusoidales con'sus amplitudes y fa
bastante engorrose. Las cantidades complejas correpondientes de 13
forma (%) = ae3®T persiten simplificer la x‘eprje::ntaciéx.:.

En el plano complejo (fig. 3) el producto Ae contiene un

facior constante en el tiempo (la emplitud complejs %) v un vector
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; Jut . X

unitario o vergor e que gira en semtid
origen con velocidad engular w .

BL

o antihorario en tormo del

4ngulo cue forma con el eje real el vector A(t) sers

2rg A(t) = arg & + arg ed¥t. arg i+ wt,
de modo que la multiplicacidn
vector A{t)

En

por el versor implica la rotacién del
con la misma velocidad angular,
la fig. 3 representamos:

4) =1, oIlt-¢)
Ep(t) = RI_ oIwE-¢)

Ioc edlwt ~g-n/2)

Eq{t) = m

B(8) = wpr QdWt-yam/2)

Bl diagrams vectorial resultante
mestTe om0 Vo(t) estd en fase con
(%), mientras que 1a cafda V(%) es-
*4 gtrasada ¥ 1a V(t) sdelentads
0B Tespecto & la corriente, ambas en
/2 = 90°,

Los valores instantdnecs
instente

pueden calcularse grdficamente en cads
midlendo las abscisas (partea reales) do 1oa vectores de
la forma A(t) . Si ge eligid 1= forma o/ (%) = 4,820 wt correspon-
derd tomer las ordenadas de los respectivos vectores,

Pare representar circuitos con elem

solo vector corriemte I(t), cuya fase suele elegirse como refe
de modo aue ¢ = 0 == ¢ = ¢, . Como verificacién
tor que representa a B(t)

entos en serie basta con un
Tencia,
» observemos que el veg
de 1a f.e.m. debe ser en todo instante
igual 2 la suma vectorial de los Bel%), 68 modo que 1a fase ¢ ge 1a
impedancia total (igwal el deafasajs emtre § o 1) se pusde hallar
grificamente (fig. 4),

Para circuitos sn parelelo com-
viens tomar como referencla le fage
de l= tensién comdn R (fig. 5),
de modo que 1a corrients compleja en
cada rema se obtiens como

Tg = B/27 =>argl, = ~argz, = -

¥ como verificacién immediata debe
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cumplirse la condieidn
1=€1k:% (8/2,) .«

Como se ve en la fig. 5, también en
este caso se obtiene fdcilmente el
desfasaje @ entre la tensién 2
de 1la f.e.m. y el vector correspon-
disate a la corriente total I, que
es 1a resultante de sumar los vecto-

res Ty.

VALOR BFICAZ DE UNA CANTIDAD PERIODICA
VALOR BFICAZ DE TNA CANTIDAD PERIODICA

inusoidales son las

o tensiones y corrientes =

En la préctice las ren s
e utilizan con mayor frecuencie, pero tambiéa a: u:snonda o for
: " v 6 -

- eriddices: onda rectangular o "cuadrada" (fig. 6-a),

mas p s : :

gular o "diemte de sierra” (fig. 6-b), etc
Los valores instenténeos cambian de

signo, pasande desde un miximo A, & xm1
mfnimo -A, en distintas formas. A igus:
amplitud %, o igual frecuencia w, las
o
oseilaciones @ifieren nokeblemente entre
st. .
Une manera 4511 de caracterizarlas
conaiste en caloular sus momentos sucesi-
vos, de modo andlogo e las distribueiones
s ’ .
aleatorias comtinuas: el conncxmento»iu
todog los momentos de una funcién perifdi —
A(%) equivale a comocer dicha funcidn en et
. En gemeral, Dos interesa ComOCer Wnos POCOS MO: ,
’ T
emporal: ez )
por el promedio temp . fat. ey o Lo e
T 3
T * °

ida-
las temsiones simuso
1ss corrientes ¥
obviaments ee mule para
b e o )

< , .

- | ar ta 4 [ a(eenw
—%/dt' coswtt= 4y | At cosw ZW-L
o o

les, ya que

o
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Al segundo momento centrado (que comocemos también como disper—
sidn ") lo denominemos valor eficaz de A(t).Estd definido por la re-

lacidn R T

[de’ [a(t)-2)2 fndt' FUTDIN

33 1/2
1 v a2 g
Age [det A%(e0 ] (5.30)
o
Agr también se conoce como promedioc c!a?téngo de A(t), para K= o0,
¥ como valor "r.m.s." de diche cantidad(t),

Calculemos el valor eficaz de una tensidén alterna de

la forma
(5.1):
2 1 fe 2 2 2 2 & L
Eop 7 4t Bjcos wt! =57 falwt?) coswy == 5
o 3
x
pues fdu cos?u = —é—[ssnx cosx + x) 3
o
luego
(5.31)

¥ anélogamente

Ejercicio: Demostrar que los valores eficaces de:

(a) una onda cuadrada (fig. 6-a) y (b) une onde trianguler (fig.
6-0), embas con la misma amplitud R, son:

(a) By = By ¢ (D) Ec= xo/\/’?, respectivamente.
Enseguida veremos que las relaciones (5.31) son ®tiles para expre

sar la potencia disipada en un circuito de corriente altema,

Los va~
lores numéricos de corriente

¥ tensidn que indican los instrumentos de
medicién de alterna son precisamente los eficaces. asf,
PO Tequiers una tensifn de 110 V § 220 V siempre se sobreentiende
gue se trata do volties "sficaces” y que las amplitudes B, requeri-
das son 110Y2 =156V § 317V, respectivamente.

cuando un equi

) La expresién r.m.s., muy ussda em Electrénica, se refiere a las
iniciales inglesas del célculo indicado en (5.30): Root {rafz cua-

drada) - Hean (promedio sobre un ciclo) - Square (cuadrado de la
cantidad) .
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CORRIZNTE TRIFASICA

Supongamos que en el generador de alterma hay tres bobines igua-
les (en lugar de la dnica de la fig. 34, Cap. IIT), que giran con la
misma velocidad emgular en un campo magnébice uniforme. Si los planos
de les bobinas estdn rotados entre si en dngulos 2M/3= 120° {fig.
7-a), es P4cil ver que las f.e.m. inducidas serdn:

5a(t) = B, cosut =)
£,(t) = By cos(wt+ 27/3)

120°

Z,(%) = By cos (wt+ 4T/3) ,

donde hemos elegido arbitrariamente

@, =0 como referencia. \
Con respecto al punto 0 de
la fig. 7-b, llamado neutro, cada w

bobina provee una f.e.m. de igual
amplitud y el mismo valor eficaz (E) 2
Byp = 30/4'2‘, pero la diferencia de
potencial entre un par de puntos como
los 2 y b vale

£(8) - &(1) = B, [coswt - cosfwt + 21/3)] =
=5, [2 sen%—‘l sen(wt+2m/3))= 5y 2 Q cos (wt+ )

&, = 3 2, c0s (ws +71/6) ,

es decir que le amplitud y la tensién eficaz son mayores por un fac-

tor Y3 que los valores monofdsicos (para una sola bobima). Por ejem-

plo, para By =220 V monofdsice tenemos una tensidn eficaz trifdsica
’ e

de 220¥3= 380 V.

POTENCIA DISIPADA EN UN CIRCUITC DE CORRIENTR ALTERNA

La potencia instanydnea P{(t) disipeda en un circuito de dos %er
minales estd dada por la ley de Joule
P(t) = 1(%) Vi) (5.32)

donde i y V son los valorss instanténeos de la corrients que
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entra al circuite y de la diferencia de potencizl entre los tsrmina-
les, Generalmente hay un desfasaje Lf entre smbas, de modo que
V(t) = V, cos wi
(%) = T, cos (wt - ¢) = I, (cos wh cosy +senwt seng)
==>P(t) = V, T, cos wt (cos wt cosg + senwt sen @)=
=V, I, (c0s ¢ cos?wt + seng cos wh sen wt)

Bmpleando idemtidades trigonomdtrices conocides obtenemos:

cos (2wt - @} = cospecos 2ut + seng sen 2wt =

=2 cosGoos’wt - cosy + 2cosutseng sen wt =

= 2 (coay coa
YoIo

2wt «s9nqconut sen wt) - cos g

== B = To1o cosy (5.33)

cos (2wt —if) +

donde vemos que la pobencia instantdnsa os una sinusoide de emplitud

v, T v, I

o %o o Io
. =¥z w2 = Ver Ter:
frecuencia  Wy= 260 == perfodo T,=

y valor medio mo mulo, ya que

z, wfw
F %Pﬂw 2(4Y sﬁfn- Vor Top 03¢ = VorTog cosgp| (5.34)
o . o

La expresidn (5.33) permite
graficar fécilmente la potencis
instantdnea P(t), como se ve enm
la fig, 8.

Bl factor cosg em (5.34)
se denomina factor de potencis.
Si la impedencia de un circuite
es Z=R+ X, vale

B 2
conyp = — a .

7 Tal "RZ LT
Bo genersl, todo circwito contiens elementos disipativos, de mo-

4 gue R $ O ————?oostf # 0, Pare wa circmito puramente rosistives
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X =0 ==>cos¢=1, y le potencia disipada en un ciclo serd
Fla=0) = VI, == v, 1.

ele =5 Yolo
Vemos gue en este case log velores eficaces dan wne expresin de la
potencia media que es la misma oue se obtiene para un circuito de co-
rriente continua con los mismos pardmetros pero con V = V, en luger
de V,, i=1I, enlugarde I .
Para un circuito puremente reactivo (R~0) la potencia media
disipada serd nula. Esto sucede, por ejemplo, en el circuito LC ideal
(Cap. IV, fig. 8) donde la energfa oue suministra la fuente sélo se
emplea para generar el campo eléctrico en el condensador y el campo
magnético =n la bobina, A medida que transcurre un ciclo, el conden
sedor recibe energfa que después devuelve al generador. Lo mismo su-
cede (con un desfasaje o retardo de T=180°) con la bobina.

Un circuito real con R muy pequeda y por lo tanto con leosglel
crea un serio problems de suministro de energf, ya aue durente el
transitorio la potencia instantinea puede alcanzar valores muy eleva-
dos, cue la linea de trensmisin debe soportzr (esto puede verse cada
vez que arrance un motor de cierta potencia, por su efecto sobre la
red domiciliaria). Ademfs, cuando se trata de entregar potencia a un
motor, p.ej., éste funciona més eficientemente cuando la corriemte y
1a tensién estdn aproximadamente en fase (suele recomenderse que
cosq= 0,8 a 0,9). Para eumentar el factor de potencia suele conec-
tarse un condensador en paralelo con la miquina, oue précticamente no
consume potencia neta, pero modifica convenientemente la fase del con-
junto, § por lo tanto el cosg .

Be importante cbservar oue ¢n una lfnea de trensmisién, esencial-
mente resistive (X0} le tensién y la corriente estdn en fase, de
modo que las pérdidas de potencia valen RIZ;. La potencia media efeg
tivamente suministrada a2 una impedancia es T = I zV,pcosq , valor
que denominamos potencia active media.

El producto I, V.., independiente del desfasaje entre corriemte

y temsidn, se denomina pgtencis mparente:

ap = TerVer

3 cosq = L4 SN
La potencia instanténea (5.32) puede sscribirse como

R(5) =V, Ty cosgeos’ut + V, Ioseny coset senct .
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B1 primer término, cuyo promedio en un ciclo es P, representa la

potencia ackiva
Pplt) = Vo I, conq o

§ el segundo, cuyo promedio es nulo, es la llamada potenola reactiva
Pylt) = VoI, seng coswisenwt 3 Pr=0
que expresa la variaciéa de la potemcia entretenida en los campos
(eléctricos) en los condensadores y (magaéticos) em las bobinas.
Luego, en todo instante:
P(%) = Pp(x) + Pylt) o

Unidades: La unidad de potencia @s, por supuesto, el yatio o watt (W),

Sin embargo, el vatio suele Teserverse pava expresar la po-
tencia sctiva P, mientras gue la potemcia aparente se suele indicar
en volvio-amperios, o sea

[Papjzv.a s [Fl=w .

MEDICION DE LA POTENCIA

MEDICION DE LA POTENCIA: WATIMRIRO

Para medir corrientes, tensiones y potencias se puede emplear un
instrumento llamedo glectrodinamémetro, cuyo esquema se ve.en la fig.
g . Consta de dos bobimas: la 1(mévil, unida a wna eepiral eldstica)
con wna agaja indicedora adosada, y la 2 (fija) que genera una cupla
en la 1 cuando circulan corrientes por ambas espiras. Esia cupla
pueds caleularse & partir de la smergfa magnétics de imteraccién en-
tre las bobinas:

Upp = Hiyig (3.134)

donde B = lij, es la inductancia autua entre ellas.

51 la cuple restauradora de
1la espiral es proporcional & la
desviacibn ©:

W, =TS8
¥ caloulamos le cupla magnética
como en (1,87}

By = 30y /28 = iy 5.2%1/35 ,

en el equilibrio tenemos:
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1 3H . =
o=L 2 i1y s wO) iy (5.35)

donda k(8) se determina experimentalments comectando lss bobizas en
seric, de modo gque iy =ip, com lo cual el ingtrumento queda calibrado.
Pars iy =1, ls desviacién & eo proporcional 2 12(%) 7, por lo tanto,
tieme e mismo semtido cualguiora sea el signo de la corriemte.

Para la comexién indicada en la fig. 9, donde la impedancia de
carga 7 ¢s alimentada por uma f.2.m., se elige Rouly, de modo que

Jiy(8)) = S Jeom wil,

donde V(%) = V,cosut s la cafda de tensién sobre la cerga.
Si Rw»ul, la corriemte por la carge i, =1, cos (wt-¢) es
sproximadanente iguel a iz(t), o sea
[£g1% Toleos (wt ¢l = li, (83

y la desviacién (5.33) serd

008) = k J13] Mol % 5 ¥, T, conwt cos (05 =¢) = F 28,

donde la relacién k/R queda fijada al construir el instrumento.
Como el conjunto bobima 1/egaja/espiral no pusde moverse con la
aiema frecuenmcia angular de la potencia (w,= 2w = 4Ty =600 &1 con
V= 50 Hz para corriente do 1fnea)itha desviacién de la aguja toma mn

valor medio dado por (5.34)s
3

X
5 VerTeroo¢- (5.36)

Consctande un amperimetre A,
un voltimeszo V y un watfmetro §
como se indica em la fig. 10, pode-
nos medir similtémeamente Igg, Ver
y ¥, y asf deterninamos el valor
del factor de potemcia cosy de
wna cerga % dada.

‘POTERCT, CONDICION DE MAXTMA TRANSFRRENCIA

Ses el circuito de la fig. 13, donmde &(%) es un geperador ide-
21 conectado a una impedancia 1 =8+ 1%, (que incluye 1a propia del
generador), que alimemia a uma cargs de impedancia Z, =R + L,

—_—
(+) Por la misma razén, ep 1la inercia dni 1los volti-
Poircs y amperimetros comunes "de alterna’ miden Yaloreo sficaces.
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La corrienta compleja serd r
= 8 i I i1
T, T (Rge Ry + 1 (0% | ‘
|
¥ la potencia media suministrade a la | Zé
carga 1, , como en (5.34), estard da- T INES
da por

| £ (~
c:VerIefcustf I (f 1
donde  com (f = Ro /2 5 Var=TloglZl |

= =1l R, (5.37)

Rsta expresién genersl es completemente andloga a le correspondiente
& corrients continua (2.26).

Iusgo, s
1. et
= —’——*__ﬁ—
of 7 [mgrr)? + (1 x) PR
2 2
= .= ———————2“ s 3 _ BeBer (5.38)
(Rg+R.)® + (Xg+ Xo) |24l

donde 2, es la impedancia fotal del circuito.
A @iferencia de lo visto en el Cap. II, aqui la reactencia totel
% + %, se puede ‘anular, de modo que para um valor fijo de zg pode~
mos elegir
5 _ 2 -2
X, = -xg =¥, = ncxef(ﬂg+nc) Y
que es une expresién idéntica a la hallada para coTTiente continua.
Como en aquel caso, el mixime de P, para reactancia total nule se
obtiene cuando
Ry = Rg.
Las dos expresiones se pueden resumir diciende oue la méxima trang
fersncia de potencia a wna carga enm un circuito de alterna se logra
cuando

(5.39)

es decir que las impedancias del geuerador y de la carga som gonjuga-
dae. 0 sea que s X, es capacitiva, la carga debe ser induotiva, y
viceversa.

cia tronsferidle es
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cue se cumplen ambae condiciones

o siempre es posivle log

“para optimizar la transaisién 4e potenciz 2 le cargs. La mdxima poten-

eficiencia de la trenszisién se mide por la relacién adimensio-

vy 1a

nal s 2
L le . Rofer tf 1% Teoon (5.60)
T [ENE EX|

4 menudo se utiliza la pérdida ep decibeles, definida como

- 10108 {4 R, Re)
(5.41)

p = 10 log 111 =10 1ag(pm/fc), 20loglZ

donde logx expresa el logaritmo decimal de x.

RESONANCIA DE UN_CIRCUITO RLC SERIE

Volvamos al circuito KLC serie de la fig. 1. La corriente eficaz

I=r vale, segin vimos? . Eef Eyp .
it .
TR O 7?2

con Kw) =wl -1/l
A1 variar la frecuencie w dsl generador, opservamos cue
X(w=0) —vw === I - (w=0)=0 ]

12

% () @ =T plw=0)= 0

¥ 2 la frecuencia naturel de oscila-
cidn w,= I/NLC ¢

A(w) =0 == T o= Bge/R =max Iop

La funcién I p=I.s(w) se represen
ta en la fig. 12-a.

La condicién
se verifica que X(w) = 0, defipe la
resopancis. Para esa frecusncia el

=w, pera la cual

circuito adquiere caracteristicas es

pecialess
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) La reactancia K(®) se enulds e modo que la inpedancia es mini-
gz y la corrients ¥ 1o tensifn estén en fase (el circuito es puramen—
4o resistive). Precisamente, 1a condicién de que 12 excitacién (fie.m.) -
est? en fase con la respuesta (corriente) £s 18 caracteristica aue de-
fine la resonancia.

o) vp(6) = - Vglt) @ Bp+Ec = 0, es decir qus las cafdas sobre €
y © estdn desfasadas en T ° 180°. Sin embargo, sus valores de pico
pusden ser mucho BayoTes aue 1o emplitud B, d¢ la f.e.m. Fars esta
recusncia dichas temsiones tienen 12 expresifn

14T _ '\g
}\'E By 2 Re=?

donde R, s 12 resistencia critice gel circuito (Cap. w).

o) kn consecuencia, E=Bg ¥ 1% ~alda sobre la resistencia es igual

N R::
lgg) = Bgl = 35 B

a lz f.e.z. aplicada.
La potencia disipada estd dada por (5.37)%

2 . mEL (5.02)

$ 2 op() = B I5plw) =3T3V .

ef PRI

Su variacién como fumcién de w s¢ puestra en la figs 12-b. La mdxisa
potencie disipeda corresponde & 1a resonencia, donde

P oo P (w=wd)= s2/R .

La forma de la curva P = Plw) variz segin los valores de los
pardsetros R, Ly C. Una manere G611 e describir dicha curve consig
e on ubicar los valores de e pars Lo cuales la potencia disipeda
s 1a mited de la méxima Pg . EStes ¢recuencias de potencis mitad, i
dicadas como w, ¥ w, on ba Tig- 1% atén definidas por la condicién

et

Pl = Ple)= 5 Ta = 2w

o sea, segin (5.42): R E2 82
_BBer  Tef e B2 ) = 2 R
2+ €3 2R

e wn -1 w0)? = B = (w2-wh? a(2aw)?, (5.43)

. 2,2
después de haber multiplicado mismhro a miembro por W /LE -
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souf wle(6)7H y @=3/2L es la constente de amortiguasiento aue
hallamos al estudiar el tramsitorio.

La (5.43) es una ecuscidn de cuarto grado en 1la frecuencie,
valente a

equi-

wiowl = Traw =>u’ L 2aw - 2 -0,

Lzs cuatro rafces de =sta ecuacién son?
PR S AR
e sV o <0 3w =t e

d

Las dos Gltimas carecen de significado FIsico. Bl intervzlo entre las
dos primeras,oue son las oue
su diferencia

, se denomins banda pasante y

Aw= w-w =20 = B/L (5.44)
co el ancho de banda del civeuito RIC.
para caracterizar la forma de la curve definimes 12 cantidad adi-
mensional
W b c

e B 2R

1lamado factor de périto o de calided del circuito. Bste fastor &

(5.45)

factor de DErilo

aide la selectividad del sistema para s} suministro de potencia & R.
Zn efecto, si Q1 == fw es muy pequefio y s8lo oo transmite la po-
teneia on uns banda muy estrecka w € wE . FOT €l contrario un @
baje === Aw grande y el cirouito peraite el paso e corrientes con
frecuencias comprendidas en un rango muy ampiio.

K1 principlo de selectividad recifn esbozade constituye la base
e la sintonia de los eauipos electrénicos. in le fig. 13 esquematiza-
mos dicho principio para un circuite de sintonfa muy sencillos

E, - tensién de entrada o sefial

(p.2j. una entena)
¢ - condensador verizble
f,L - pardmetros de una bobina
g, - tensién de salide sintoni-
zada.
5% le sedial B, es la super—
posicidn de tensiones de muchas
frecuencias, la cafda B, sobre
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1la bobina serd proporcional a la corriente I aque admite el circuito
RLC. Las frecuencias admitidas serén esencislmente las gque se encuen-
tran en la banda pasante (entre &,y ®,, fig. 12), de modo gue la teg
sién de salida E, serd usa superposicisn de contribuciones con fre-
cuencias muy préximas a la de resomancia (warw,) siel Q del cir-
cuito es alto. En los receptores comunes de radic, donde Q suels
ser mayor qus 100, la sintonizaciés (variacién dew) se logra va-
riando la capzoidad C.

ANGY

EN UN C_PARALELO

Consideremos el circuitc de la fig. 14, donés un condensador
ideal estd conectado en paralelo con una bobina con resistencia. En
la misma figure vemos #) disgrama vec-

torial correspondiente, donds tomamos ﬂl%
ceme referencia la fase de la f.e.m.,

comin & embas ramas. Bl disgrama co-

rresponde a X =0 (resonancie). R
Podemos calcouler la impedancia
4ol circuito pasivo emplaando les re- L

lzciones {5.29) donde, ea este caso:

=%y 5 By=R; X=X

2, 2. 22, 42
x5 zylfe RPe L

52
RXG

2 G+ Ko7 4 XD
TR (gexp?

La condicién e resomameia X, = 0, que implica que la f.e.m,

es%é en fese con la corrisnte que gemera, se cumple pera une frecuen-

sla w=w) tal que . R
S

S (wElsw?-sef = 0Pl -a7d)

PRIIN 52_% =0 (5.46)

(5.47)

Esta frecuencia es eiempre memor que lz w, de la resgnancia serie,

sunque para el caso mfs comdn de ¢>1 resulta (1-¢"%) S

(La condicidn Xg=-1/wC=9, que temdién anula X, carece

de interés).
En general

2l - w1

2 g2 edd)

[ agtaeixg) |#
e (i + Xg)?

1 Wa 3K v &)

se anula para w==0 Yy para G—- ot (zveriflczrlc). ;
2 =
En resonancia (5.468) ==> R +Xp = ~Xgky com W=

\ RXG R LG R
Ao g =8 = =T = P
2= 3, RTa w2t kg KpAgr¥s 1+ /X
R R B = 2R,
—_— B R . B
&l 1- Wil l-wHel 1-(1-07%)

Normalmente Q> 1, de modo que este valor de (2,1 suele ser emorme,

%n la fig. 15-& se Tepresenta
jz,] en funcién de la frecusacia. En
1a fig. 15-b se muestra la variacién
de la corriemte eficaz

Teg SRt “_2*(:n‘§938!
°L ozt XGRS Xp)
en funcidn de la frecuencia.

Vemos que en el circulto para-
lelo se presemtan las situaciones
opuestas a las del cirouito serie: a
1los miximos de un €aso le COrTespon-
den los minimos del otro. Por ello
1a resomancia en paralelo se comoce

como antirresomancia.

$RANSFRRENCIA BN CIRCUITOS DR CUATRO TERMINALES: FILTROS
81 eircuwito RLC de la fig. 13 es un caso perticilar de disposi-
tivo de cuatro fermimales que se conoce como filtro: permite el paso
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e las corrisntes con frecuencias comprendidas en la bende pasante, ¢
impide el paso de las demds.

Uz circwito de cuatro terminales 16
puede esquematizarse como en la fig.

16, donde V, es la tensién de entra- — —
day V, lade salida. A memudo imte- e *
resa mfs conocer el comportamiento ex- A CIRCUITO A
terno del circuito (visto desde afuera

de la cajm que se indica) que las co- T =
rrientas o temsiones en su interior.

Para enalizar ofmo varfe este-com | Ve = Re(E, e™%);V, =Re(, &)
portamiento al variar le frecuencia de
la tensién de entrada, convieme definir uma funcién compleja de la
frecuencia w  Llamada

2] &¥f (5.48)

Ee
trensferencia: T{w) =g
o

domde B, y B, son las amplitudes complojes de les tensionmes de en-
trada y de salida, respectivamente. Bl médulo y la fase de la %ranafe-
rencia estdn dedos por

12} = [Byl/IBl v ¢ =ergl= ergR, - avgR;
Calcularemos la transferencia de los filtros més sencillos:

a) Pasa-altos:

Le fig. 17 muestra un circuito BC

T
E,

utilizado como filtro. Bs fAcil ver P
que £
RE e N
B, = RI=—— o . _J0BC g
BR+1/jwC 1+ jwRC PR S—
s JwRC jwz
== 1 agla.duBC _, o7 |
e 1+3wRC 1+ Jut

donde T= RC es la constamte de tiem
po del cirewito (Cap. IV).
Luego,

— R - ar
B = ~are tg WT.
o $= 2 &

Para w—> 0t |2} — 0 , ;(_.Tr/a
w=l/ : |f=1 2, @=m/4

w—>203 |Tf— 1, tf*»O.
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Bn le fig. 18 se ven los grdficos de i) g ¢ en funcién de la
variable adimensional wT. Para frecuercias sltas el condensador e
comporta como un cortocircuito, de mamera que Vo=V, , mientras que
las frecuencias bajas son totalmente blogueadas.

b) Paga=bajos:
La fig. 19 muestre un circuive LR
utilizado como filtre. Se ve fdcil-

mente qus
R

R+ jwl

R 1

—-—2 -1,
R+ jol  1+iwT

donde T =L/R es la constante de
tiempo (Caps IV).
Luego,

[LIp——
MLrwrt
Para w—0: M—21, ¢— 0
w=1/T: =142, §= /4

w0t [Tl—0 5 ¢ — =T/2.

= - arc tg WT.

La fig. 20 miestra el grifico d= Ifl y ¢ en funcidn de wT .
pars frecuencias bajas la bobina se comporia como un corsocircuito
ise altas son blogueadas.

(vs=vs) , misntras que las £

Ejercigio: Caleular ¢l méaulo y ls fase de la transferencia del filtro
RLC de la fig. 13 (B, = B,) . Bxpreser lasbx‘elaclones 1‘13_
1lades en variables adimensionales comveniemtes y snalizer las veria-
ciones en la tranaferencia (médulo y fase) sl variar el factor de mé-
rite del circwito.
La trensferencia de potencia se mide por la relacidns
2 2 2
T, TerRe _ Bserfdl%

2 z
® . To,erBe . Beyer R/ 2,1

donde hemos empleado la expresién (5.37) para las potencies actives

de entrada P, y de selida Fj. Laimpedancia de salida del circuito
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depende de la carga consctads, la cual varfa de un circuito al otro.
Por ellc, en la prdctica se suele ignoTar el factor que contiene a

las impedencias y se define 22 B,
una transferencia de tensién: va_xg_)_’lgﬁ— = Ir2 (5.49)
B
e ef °

Para los circuitos lineales pasives [TI£1, de modo que Tg
representa una pérdida que solemos expresar en decibeles:

P =10 log T, = 20 log ([B,|/|8,]) <0 (5.50)

donde, como em (5.41), s emplean logaritmos decimsles.

TRARSITO 5 _DOS CIRCULTOS MAGNETICAMENTE ACOPLADOS

Betudiaremos el sistema sencillo de la fig, 21, donde vemos dos
circuitos BL cuyas bobinas estdn arrolladas sobre um micleo de mate~
rial ferromagnético, de modo que el fluja conmcatenado poT una ‘tobina
ne difiere mucho del concatenado por la otra.

I, ¥ L, son las autoinductan-
cias y E es la induccibn mu-

tua; Ry ¥ R, som les resisten-
cims totslee de ambos circuitos.

Bl circuito active se llema pri-
mario, ¥ o1 pasive secundaric.
Veramos enseguide que, 2 pesar
de no contener una f.e,m. pro-
pia, una veriacién del flujo
magnético a través de la bobine

el secundario puede inducir una

corriente i,(%) la cual, por la
ley de Lenz, modificard la co-
rriente en el primario. Bs decir Arellsmientar opuectos
que, estrictemente hablando, el .

secundario no es pasivo.

E1 flujo megnético total §, a través de la bobine del primaric
es la suma de las contritvuciones ¢, (debida al campo generade por
la corriente propia i) ¥ q;u (debida sl campo gemerado per ip}:

¢1 = ¢11 * ¢12 .

Anflogamente, el flujo en el secundaric vale

.

q’z = '?21 22
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donde ¢, s 1a contribucitn Gal primeric y ¢, o1 fluje devido a la
coxrients propie. Botas distintas contrivucicmes valen, segin (3.41)
7 (3.44)¢ 4 + .

dupmintys Prp Paips L I P
donde, segin vimes en el Cap. IIT (fig. 16), el signo (+) se aplica
cusndo los arrollamientos de las bobinas alrededor del ndcleo son del
aismo sentido y el signo (=) cuendo som de sentidos opuestos, como en
la fig. 2.

+
Luego, L A

¢

Cuando, ya sea por efecto de la llave § o pov una variacin
de 1a f.e.m. & , las corrientes varfan en el biswpo, ¥ com ellas los
flujos ¢y, » oo gemersn em les Dobizas las fuersas electromotrices
inducidas:

tuig+lyip -

a ai
1., B2
L IR

L ai
- 1 2
Fuiog - lywm oo

dadas por le ley de Faradsy (3.113). Luego, la ley de Eirchhoff de
las tensiones da (con la nmotacién p = d/d%):
Ealam hy = (B s Lp) iy Fupi, - €

(5.51)
0

058 =Ry i, ==>tupi; v (Ry+ Lypk
con un sizno pare cada tipo de arrollamiento.

Anslizaremos el transitoric de este sistema cusndo en el instan-
te t=0 se cierra la llave S, con 1aa condiciones iniciales:

il=i2:0 en t=0.

Bl método més directo de resolucién es la sustitucién elgebreica
Por ejemplo, suponiendo arrollamiemtos opuestos (signos - en 5.51),
gespejamos de la primera ecuacién:

L £
pig= g (Byr Dyl =

e (05, -2 pay + LpRydy - Lpd HRyE O




- 298 -

Dpezivando con respecto al tiempo, con & = const., y definiendo
a2 5y L,- 8250 (ver 3.43), resulta

i 2
ap?i + TR pig ¢ Ry Pl = 0 ==>-pi, = -3—2 P 1]..;42%?11

1a cual sustituimes en la primera de {5.51):

LZH +L1R2 . é
Lypip+ Ry iy -Hpip= 1— p? i+ - Pl +Ry iy =
Definiendo b= L, R1+L1 52 HECE Hl RE ; ¥ sultiplicando miembro
a miembro por R, obiencmos
(ap?ebpro)igfa) = Ry 6. (5.52)

Para resolver esta ecuacidn es conveniente conocer la primera
derivada de i) em $=0.Pare ello escribimos las (5.51) en t=0, recor
dando que 1{0)} :12(0) =03

Lyiy+Hip =§ s Lpip-Wij = 0 , siendo b

ay/at) o
Resolviendo eate par de ecuaciones lineales resulta

= (Lya) & 5 W= (w28

Biercicio: Resolver la ecwacién diferencial (5.52) empleando los méto-
dos del Cap. IV. Verificar que resulta
()L, = RyLy)
%{l+e-n[”12 25y
1

2ap

donde = 3% ¥ ﬁ_ZE'\’hz—Aac.

Repitiendo el procedimiento empleado para caleular i, demostrar

iy (8)= anpt - cnpt]}  (5.53)

i, (0) =€ —!r;s""“shpc. (5.54)

Le constante & en las expomencia
les de (5.53) y (5.54) es el coeficien
te de amortiguamiento, tal que &>f

— 1> /R

1,0 parat—co.
Bn la fig. 22 se den los gréfices de
"1(") e iz(t) para el caso particu-
lar en que By L,= RylLy .
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Bjercicios Verificar que el méximo de la corriente 12 en el secun-
daric se produce ea un imstamts t tel que th A% =f/k.
Demostrar que la carga total que cireula por el secundaric vale

)
NI URE
b

Observemos que en el caso ideal de acoplamiento perfecto (& = 0,
o sea LyL,= M) las ecuaciones del ¥ipo (5.52) son de primer orden,
¥ la forma de las soluciones varfa ds manera esencial.

TRANSFORMADORRS

Recién hemos visto un ejemplo em el cual se transfiere energfa
desde un circuite active {primerio) a otro pasivo (secundaric), a pe-
sar de que ambos mo estén en contecto. La induccién mutua dade por M
&5 respomsable del acoplamiento magnético enire los dos circuites.
Los dispositives basados en este principio se llaman jransforma-

dores. Sus principales aplicaciones précticas soms )

- Da trensformacién de la tensién de un gemersdor em otro voltaje
més conveniente pare su usc, con la menor pérdida posible de potencia
en el proceso. Bsto implica la posibilidad de tremsmitir emergfa eléc-

trica a través do grandes distancias a2 i muy altas y dent
muy bajas. Como hemos visto en {5.37) la potencia disipada en una linea
de trensmisién de impedancia I, = R +JX, es F,= &, 12 of » de medo

gue un objetivo esencial de las estaciones iranefornadoras de potencia
es reducir la corrienmte e la salide de la central generadora, y redu-
cir 1a tensién = la entrada de la red domiciliaria de distribueién.

- EL ajuste de impedencias emtre el gomorador y la carga, de modo
de optimizar la transferencia de potencia a éstas (con o sin dependen~
cia de la frecuencia).

- Bl acoplamiento eficiente em corriente alterna entre dos o més
circuitos que se encuentren a distintos potenciales de continua.

La fig. 23 muestra el esquema
de un transformedor en cuyo prima— i R oue R 23
ric I, es la impedancia del geng i b
rador, Ly es la inductancia y Ry k4 KN E 2
1a resistencia de la bobina. En el | g () e
secundario I, y R, son los pa-
rémetros de la bobina y Z, es la




'
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smpedancin de la caTer-
Supondremos oue les capacidades de
e modo aue podemos salcular lig impedancizs

cade bobine y entre las bobi-
nas son despreciables,
totalest

. Con el secundario zbiezto (2. = ) el primsrio tiene

Zyy = 2t By v el e

_ anflogaments, con el primario =bierto, el secundaric tiene

Zpp = 2o r Rp* 3Wlae

le = ZEI jww
para arrollamientos de las bobinas igualas u couestos,
4n del gemerador y las corrientes em el pri-

- La impedancia ds accplamienso es

Tespectivamente,

Si expresamos la tensi
perio y el secundario, respeciivamente, como:

; uty _ jwt

En) = re(Bed®T) s iy o(8) = Re(Ty o2t

les cafdes de tensifn debidas a las impedoncias del generador y de le

carga sevdn: -
. 3 w
Vgit) = Re(Zslle"wt) §ov ) = ae (2,1, .

Lusgo, las (5.51) tomen aouf la forma:

! -
e i SRR A

i =L
Rpiyrly ST

{5.55)
i at
g S a3
Ta o eRpipr Ly + Vel = 0
En 1o que sigue supondremos gue los arrollemientos son del mismo
entido. Para el caso contrario debemos cambiar el signo de i en las
expresiones donde §ste aparezes.
Las amplitudes complejas en (5.55) verifican:

(Ry+dwly+2) Iy 4wl Ty = 23 T3+ Bypls = E
(5.56)
JWBIy & (Rp+ Jwby+ 2c) Tp = Ty Ty v 2,5Ip= 0
Sste sistema algebraice se resuslve en forma immediata:
3 Z
P . o2
= 5B I 5 (5.57)
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2
slende D8 Iy; Zgp- B0y = (Byg+ 13yy) (Rypv 1Xpp) = (Jem)?a
. . 2,2
(Byy Rpp=Xyy Xpp+ @ H%) + 3 (B Xpp# BypBy)
con Byp=RyeBy i TypawlieIpi BpoRyeRy s Xpp=olprX.
Entonces, ol cocinte de laa corrientes vals, en genstals

(5.58)

Definiendo como en (2.57) la impedancis efectiva viste desde la
fuente, dsta pueds calcularss empleando la exprosién (5.57)s
2

s - B 3 512
= = - = L - o
%4 %1 Tpp = P11 7 Ty (5.59)
donds 2;; es iz ispedsacia propia dol prisario, ¥ el segundo término
T TR
¥ % Ty Tyt ity
se debe a la presencia del secunderic con carga finite y se denomina
impedsmcia refleiads. 31 sfecto del secundario visto desds la fuente
o8 ol mismo que producirfe mna impedancia 2, comectada en serie con

el primario.
lLas componentes de la impedancis reflejada som

By o+ 3%y (5.60)

L Wi, P o 7%
12,512 N 12,2
22| 22l

2
on  [iggl? = (BprR)% (wly+ % )P Vomos que el aigno de la reac-
$ancia del secundario es opuesto al de la reactancia reflejada.

Les amplitudes B) y B, indicadas em ls fig. 23 representan
125 tensiones de eptrada y de salids del {ransformador. Bn gemeral,

valen
(B +Jaly) 2= z12.2]E
>

B =R - 2,1y (
T2 (5.61)
- ¢ 12
N
2
Luego, B 2y - (el iy (5.6
.6

2 Ze 21z
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considerar las pérdidas ni loa efectos cape—
r real varian con la frecuen
siltan al temer en cuenia es

Bn general, sun sim
citivos, los pardmetros de wn tramsforsado
cia do la f.e.m., § les expresiones que Te
4as variaciopes puséen ser muy complicadas. Bl estudio de los distin-
: ortante de la teorfa de circuites, donde las

%os casos €s una rame lmp
nte segfin los valo-

distintas formes de coplemiento varfan esencisime
ros del cosficiemts I = H/NIylpe

TRANSPORMADOR TDEAL

Para en ndcleo "de aire
1as bobimas) el coeficiente
ucho con la frecuencia w del gemerador.
nde hisrro® (materizles forromagaéticos),
mentsl que aproxime bestante bien el compor-
que es el mAs utilizado en la

" (sin material ferromagnético demtro de
x es muy pequefio y el acoplaniento varia
Rsto no sucede con micleos

donde k~l. A continuacién

estudiarenos un modelo ele:
tamiento de este tipo de transformador,
préctica.

Decimos que un transformador es idesl cuando cumple las sigaien-
tes condicliones:

&) k=1 {acoplanmiento perfecto).
b) Les reactancias de sus bobinas son mucko mhs grandes que le
cargas N
wlhy , @l >> |z°| .
o) Las otras impedencias del cireulto son macho menoTes que la
cargat
By 5 By s |Zgl<< izl -

Sn tales condiciones valen las sproximaciones:

s el 3
primario y del secundario tiemen Ny ¥ Ny
lse inductencias velen

Zypw d0lp
51 las bobinas del
wueltas, respectivamente,

ph 42 ph

3 N g (1=1, 2) y H#=-g Ny Wy

aonde p s la permesbilidad del nfeleo del transformador y la comdi-
cién (a) implica que la relacifn A/L = seccifn/longitud de lae bobi—

nag es le misma.

Luego,
(5.63)

81 ca;13nte Ny/N; = n se denomina razén o relacién de transformacién
. arat\m transformador ideal las aproximaciones en las impedancies
os permiten expresar la relacién
general (5,58) e i
e ) entre las corrientes
1

(5.64)

donde el sigmo inferior soTresponde s arrollamientos 0pusstos, en cuyo
cas0 las corrientes 1; e i, estdn en fase. Para arrullann;m:ns h
iguales el desfasaje entre ellas es de T = 180° (-1=ei").

La relacién (5.62) entre las tensiones se convierte en:

2.2

B, —wik By
T1= w" (nl4nuL1)LR2¢JwL?+zc)~ —(uglﬁg_)le(ij2+Zc)
2 e 3
+ ol 3 £ itz
—
(5.65)

con 1a mispa convencidn e (5.54) para los signos @ igual relacién en-
tre las fases de las tensiones de entrada y de salids. Cuendo m<1l
(o sea oue la tensin de salida es mayor que la de entrada) se dice
aue el transformador es a o ele

me de bajada (n>1).
Los valores instrntdneos de las tensiones y las corrientes tienen

dor; en caso contrario se 1lla-

las mispas relaciones que las amplitudes:

AT TR W ol
s Re(1,eiT) €T e (8, ¢09%) ==n,

de modo que los pr s 1
productos i;8; e i,&,, que representan las poten-

cias de entrada y de selida, son iguales:

i,

Rl = Pylv) (5.68)

Scts importante relacin expresa la conservacidn de la energfa, impli-
citn en las hipétesis (a-c), cue expresan que no hay pérdida de flujo
mmemético () ni disipacién resistiva (R; despreciables).
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neforma-
Gao de los efectos mds ftiles del dispoaitivo ss e t);raf;a =

6n de impedancias. Vista desde la gatrada del transformador,

: .61)s

pedencia de la cerga vale, segin (5.57) v (5 .

-z wly) (Ry+ dwly+ 3o} = (Jull)
B (Ryriwly)Zp-lip (Ry + JIy) Ry 2+ T
K - Ry + dwlp+ Og
¢ 222 2

2
jwh,) + jwly B - (i) Ly
7= (k) (Gwlp) & July 2o -
JmLz

(5.67)

i igno que la de
Notemos que la resctancia de entrada tiene el miswo 2.

- ca:ga aice’ni: Z‘:i‘:\:te)os; deses maximizar la transferencia de po-
w-ncx::: un gemerador & una carga (cuyas impedencias som aietintas),
co pusds introducir un trensformador con
una relacién n adecuade, de modo que el
circuito equivalente visto desde la fuem-
e ea ol de la fig. 24. La condicién de
adxima trensferencia g potencia (5.39)
sc cumple si elegimos n tal que

E
=02, =12,

En general, es diffcil que se logre
i} de las impedancies a
ajustar los valores ¢ ! —
esta condicién. Suponiendo gue la impedancia del generad:ra ene
valor fijo, se tratard de ajustar la impedancia de la cazg 5 com
sucede aproximademente en las bobinas, se puede variar fo s m
ea =
oue se comserve una relacidn consvante emtre Xg ¥ Re (o; . {‘ .
i b3 erida
- const.), es fécil demostrar oue la potencia Fo trene
ima para
carga, dada por (5.38), es mixima P! 12 . |zg\. (5.68)
e

i juste debs-
bara aue se verifigue esta condicién, el transformador &e aj

4 tener una relacién 1 = 4|24/ 126!

TRANSFORMADORES REALES

i 1
Uno e lgs transformadores més comdnmente utilizados es e

Jlemado zutotrensformador que se esquemetiza en la fig. 25.
amado
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€l prigario es la bobina entera &3 y el
cundario es el tramo CB de la bobinma. Si
lag longitudes |aBl y |CB| son tales oue

By Jaml . X
T, CTE - m> L oreswta 22

.
O
B

Bl contacto C puede desplazarse, variends asf
la relacién n, lo cual puvde reslizerse autg
wdticomente de modo de pantener K,z comst.,

en cuyo caso el dispositivo funciona como un estabilizador de tensidn,
Los dispositivos controlables con

variable suelen denominarse
"Variac" (es una marce comercial). Obviamente, el autotransformador mo

peraite aislar el primario del secundario con respects a tensiones con—
Timuas.

Los transforma reales mds empleados, de niclec de
hierro, permiten alcanzar rendimientos F,/F) muy eltos, de ms del
90% . Les pérdidas de potencia inevitables se deben a:

a) Corvientes de Foucault: Bstas corrientes aparecen ea todo con—
ductor donde el flujo magnético ¢ varfa en el tiempo. BL campo eldo-
trico inducide hace girar a los electrones libres en érbitas planas ce~
rrades, normales a la direccidn del campo magnético em el nicleo. Eatas
Srbitas son del tipo descripto en la fig. 32 del Cep. III. Pare evitar
estas corrientes es necesario emplear materisles de la mayor resistivie
dad, cortando el micleo gn lémrinas aisladas entre s{ mediante un barniz
especial que evita el pasoc de los slectrones. £E1 sspesor de las l4minas
se elige menor cue el redio de gire de los electrones, calculado parm
uwn velor tf.ico del campo magnético.

b) Bfsctos de higtéresis: Como vimos en el Cep. IIT (fig. 38) un

campe magnético que varfa em el tiempo hace que el hierro recorra en
cada perfodo

T= 2W/w de la corriente un ciclo de histéresis comple-
%o, con una disipacién de energfa por ciclo y por unidad de volumen del
hierro igual al drea encerrada por la curva de histéresis. Pare reducir
esta pérdida es necesario emplear alemciones ferromagnéticas de ciclo
estrecho , como los sceros el silicio. _

c) Pérdidas en lag bobinas: Las bobinas conductoras tienen una
resistencia imevitable. Esta debe disminuirse sumentando la seccidn del
cable de lma bobinas, pero ello implica sumentar el. peso del sistema o
disminuir el mimaro de vueltas disponibles.

d) Rérdidas de flujo magnético: Estas pusden reducirse mediante
un bobinado demso que rodes totalmente al ndcleo.
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