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INTRODUGAO ] Matematica

APRESENTACAO

O Exame Nacional do Ensino Médio, conhecido
popularmente como Enem, foi criado no ano de
1998 a fim de avaliar habilidades basicas dos
estudantes brasileiros. E, com o passar do tempo,
a prova acabou se tornando um dos principais
meios de se ingressar em uma universidade e,
assim, conquistar o diploma do Ensino Superior.
Para isso, os alunos que prestam a avaliacao
podem, caso atinjam uma determinada nota,
optar por entrar em uma instituicao publica
que aceite os resultados do Enem no processo
seletivo ou, ainda, uma faculdade particular pelo
Programa Universidade Para Todos, o ProUni.
Conforme informa o edital: “Os resultados

do Enem 2018 poderao ser utilizados como
mecanismo Unico, alternativo ou complementar
de acesso a educacao superior, desde que exista
adesao por parte das Instituicées de Educacao
Superior (IES). A adesao nao supre a faculdade
legal concedida a érgaos publicos e a
instituicdes de ensino de estabelecer regras
proprias de processo seletivo para ingresso na
educacao superior”.,

Para se ter uma ideia da importancia

dessa alternativa para alcancar uma vaga

na universidade, 7.603.290 de pessoas se
inscreveram no Enem de 2017, superando a
estimativa do Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep) de
7,5 milhdes de inscritos. Deste numero, 59,3% ja
concluiram o Ensino Médio, 31,9% completariam
o nivel escolar em 2017 e 7,8% finalizariam
posteriormente. Na edicao de 2018, segundo

dados do Inep, mais de 5,5 milhdes de estudantes
tiveram suas inscricdes confirmadas para realizar
a prova nos dias quatro e 11 de novembro.

Com a reformulacao da prova feita em 2009,
cresceu o numero de faculdades que passaram
a aceitar o exame como meio de ingresso em
seus cursos. Por isso, quem prestou o Enem
2017, concorreu a 239.601 vagas referentes a
130 institui¢cdes publicas de Ensino Superior,
tanto federais quanto estaduais, para o primeiro
semestre de 2018. Lembrando que a relacdo de
quantidade de vagas e instituicées disponiveis
é realizada pelo Sistema de Selecao Unificada
(Sisu), podendo ser acessada em sisu.mec.gov.br.

Nesta colecao SUPERGUIA ENEM, preparamos

o conteudo necessario para o aluno que deseja
garantir uma das 239.601 vagas disponiveis,
buscando reforcar tudo aquilo que aprendeu em
sala de aula ou estudando em casa. Nas préoximas
paginas, vocé podera conferir uma selecao

das principais teorias explicadas e exercicios
comentados por professores especialistas.

Ao todo, sao seis apostilas que abrangem os
temas trabalhados no Enem: Ciéncias Humanas
e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza e

suas Tecnologias; Linguagens, Cédigos e suas
Tecnologias e Matematica e suas Tecnologias.

Em cada edicao vocé encontrard dicas especiais
e teorias bem explicadas que vao abrir caminho
para seu ingresso no Ensino Superior, garantindo
uma posicao de destaque no mundo profissional.
Bons estudos!

Numeros do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira — INEP, vinculado ao Ministério da Educacao - MEC.
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DICAS

PARA
REVISAO

Organize sua rotina de estudos e, se necessario, faca um cronograma para nao deixar
passar nenhum conteudo e conseguir dar conta das atividades cotidianas.

Livre-se de distracdes na hora dos estudos. Celular, redes sociais, televisao ou
radio podem ser empecilhos para a concentracao e o foco.

Faca simulados ou provas de anos anteriores. Dessa forma, vocé ficara
habituado com o estilo da avaliacao e nao tera surpresas na hora.

Treine seu tempo, pois a prova é longa e o periodo para sua realizagao é curto. Em 2018, no
primeiro domingo de exame, os candidatos terao cinco horas e meia para a realizacao das 90
questodes de linguagens e ciéncias humanas, além da redacao. No sequndo, serao 30 minutos a
mais do que em 2017: cinco horas para as 90 perguntas de matematica e ciéncias da natureza.

Foque no seu objetivo. Tenha consciéncia da nota necessdria para ingressar na
universidade e curso desejados, assim podera se esforcar visando sua meta.

Leia os enunciados com atencao. Interpretar aquilo o que se pede na pergunta é
essencial para escolher a resposta certa.

Responda primeiro as perguntas mais faceis, aquelas que vocé sabe a opcao correta.

Leia. O habito da leitura constréi um vocabulario melhor, auxilia a interpretacao de
texto e desenvolve o raciocinio critico.

Mantenha-se informado. Noticias atuais sdo temas de redacdao em potencial.

Descanse e durma bem. A mente precisa de um tempo para que os conteudos
sejam assimilados.
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1. CONJUNTOS

Assumimos que conjunto é uma colecao de elementos, por
exemplo:

1) Conjunto de vogais;
2) Conjunto de numeros pares;
3) Conjunto de frutos nacionais.

Indicamos um conjunto com letras maiusculas do nosso
alfabeto e escrevemos seus elementos entre chaves. Por
exemplo, se A é o conjunto de vogais: A =1{a, &, i, 0, u}.

Para indicar que um elemento pertence a um conjunto, es-
crevemos a € A (lé-se a pertence a A), caso o elemento nao
pertenca ao conjunto, escrevemos w € A (Ié-se w nao per-
tence a A).

Exemplo:

Seja A o conjunto de vogais e B o conjunto de numeros pa-
res.

h1¢B (IV)cgB

(1A () cgA

Podemos representar o conjunto B dos numeros pares do
seguinte modo:

1°90B=1{0,2,4,6..};

2°) B ={x| x é par}. Lé-se B é igual ao conjunto dos elementos
x tal que x é par.

Podemos representar o conjunto A das vogais da seguinte
forma:

1°)A={a, & i, 0,uf
2°) A={x | x é vogal} (X é uma varidvel e ndo a consoante X);
39) Diagrama de Venn

A

1.1 Conjuntos iguais

Dizemos que um conjunto A é igual ao conjunto B e escre-
vemos A=B quando todo elemento de A pertence a B e todo
elemento de B pertence a A.

Exemplos:
1) A={11213}IB={1I11112I2I3I3}

A = B, pois todo elemento de A pertence a B e todo ele-
mento de B pertence a A.

2) A={1,2},B={1}
A =B (A é diferentede B)2e A,mas2€B

1.2 Conjunto Vazio e conjunto unitario

Chamamos A de conjunto vazio se nao tem elementos e es-
crevemos A={}ouA=0.

Chamamos A de conjunto unitario quando possui apenas
um elemento.

Exemplos:

1) A={1,1}é um conjunto unitario, seu Unico elemen-
toé1,emais, A={1,1}={1}

2) Cuidado, A={@}é um conjunto unitario, cujo Uni-
co elemento é o vazio.

1.3 Subconjuntos

Dizemos que um conjunto A é subconjunto de B quando
todo elemento de A é elemento de B por meio do diagrama
de Venn:

Escrevemos A c B (lé-se A esta contido em B).

Cuidado! Nao escrevemos A € B, o simbolo € sera usado para
relacionar elemento a conjunto.

Exemplo:
A={1I 2/ 3}1 B ={1I 21 3I4I 5}

A c B, pois todo elemento de A é também elemento de B

T

.
///A \

\ 4
"/

Podemos escrever também B D A, |1é-se B contém A. Repare
ainda que B Z A (Ié-se B ndo esta contido em A), pois 4 € B,
mas 4 £ A.

Obs:® c A, sendo A qualquer conjunto.

1.4 Uniao de conjuntos

Se temos dois conjuntos A e B, chamamos de uniaode Ae B



e escrevemos A U B o conjunto de todos elementos de A e B.

Exemplo:
A={1,2,3}eB={1,3,5,7tentaio AUB={1, 2, 3,5, 7}

1.5 Intersec¢ao de conjunto

Se temos dois conjuntos A e B, chamamos de intersecao de
A e B e escrevemos AnB o conjunto de elementos que per-
tencemaAeB.

Exemplos:
YA={1,2,3}eB={1, 3,5, 7}, entao:

)

A={1,2teB=1{3,4},entao AnB=90
A@D
1.6 Diferenca de conjunto

Se temos dois conjuntos A e B, chamamos de diferenca entre
A e B o conjunto formado pelos elementos de A que nao
pertence a B. Escrevemos A - B.

Exemplo:
A = {al bl C}; B = {al el Cl g}
A - B ={b}

1.7 Conjunto de partes

Se temos um conjunto A, chamamos de partes de A e escre-
vemos P (A) o conjunto cujos elementos sao subconjuntos
de A.

Obs: os elementos do conjunto P (A) sao conjuntos.

Exemplo:

A ={1, 2, 3}, lembre-se que vazio é subconjunto de qualquer
conjunto e claro que A é subconjunto de A.

P (A)={9,{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, A}

Obs: se A tem n elementos, entdao P(A) tem 2" elementos.

2. NOCOES BASICAS DE MATEMATICA

2.1 Soma, subtracao, multiplicacao e divisao

Relembremos as operagdes bdsicas com exemplos:

-Soma: 1)130 2)199 3) 123,22 4) 0,321
+132  +299 +13,2 +10,2
262 498 136,42 10,521

Para memorizar: “Virgula embaixo de virgula”

- Subtracao:
1999 2)432 3)12,3 4)100-200=-100
-111 -249 - 98
388 183 02,5

- Multiplicacao:

1) 110 2) 33 3)2x(-3)=-6
X 2 x11 (-3)x(-3)=9
220 33

33 +
363

- Divisao inteira:

) 13 |2
16

dividendo|divisor alb
r

resto quociente q

Ao fazer uma divisao inteira, queremos que o dividendo,
divisor, resto e quociente sejam numeros inteiros (sem vir-
gula).

Repareque 13=2x6+1,emgerala=bxq+r.

- Divisao exata:

132 3|2 113

6,5 1,5 0,333..

Na divisao exata, nao queremos deixar resto.

Obs: ambas divisdes sao importantes, dependendo da situ-
acao.
Exemplos:

1) Tenho 13 carros para dividir entre 2 filhos. Nesse
caso, usamos a divisao inteira, ja que nao tem senti-
do real 6,5 carros;

2) Tenho 13 litros de dgua para dividir entre duas pessoas.
Aqui faz sentido utilizarmos a divisao exata de 6,5 litros.

Para regra de sinais:



(-10) x 10=-100

)

2) 10x10=100
3) 10+(-10)=0
4) 3:(-1)=-3

(ENEM 2015)

O dono de uma oficina mecanica precisa de um pistao das
partes de um motor, de 68 mm de diametro, para o conserto
de um carro. Para conseguir um, esse dono vai até um fer-
ro velho e |4 encontra pistdes com diametros iguais a 68,21
mm; 68,102 mm; 68,001 mm; 68,02 mm e 68,012 mm. Para
colocar o pistao no motor que esta sendo consertado, o
dono da oficina tera de adquirir aquele que tenha o diame-
tro mais préximo do que precisa. Nessa condicao, o dono da
oficina devera comprar o pistao de diametro

68,21 mm.
68,102 mm.
68,02 mm.
68,012 mm.
68,001 mm.

cooTe

~ —

Solucao:

E necessario tomar cuidado com a quantidade de zeros apds
a virgula. Ordenando em ordem crescente, temos 68; 68,001;
68,012; 68,02; 68,102; 68,21; portanto o dono da oficina devera
comprar o pistao com diametro de 68,001 mm. (Alternativa E).

Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
<acesso em 03.05.2018>

2.2 Expressoes numéricas

Expressdes numéricas sao uma sequéncia de operacdes que
devem ser efetuadas sequindo um critério que vamos esta-
belecer:

1) Potenciacao e radiciacao;
2) Multiplicagao e divisao;
3) Soma e subtracao.

Usamos ainda nas expressoes:
« parénteses ();

e colchete [];

e chaves { }.

Exemplos:
Efetue:

1) 2+2x2=2+4=6
2) 2+2x2/2+4=2+4/2+4=2+2+4=8
3) 2+[2x(3x5+3)/2]+3
2+[2x(1543)/2]+3
2+[2x18/21+3

2+([36/2]+3
2+18+3
23

2.3 Multiplos e divisores

Seja a um numero inteiro, chamamos de multiplos de a o
produto (multiplicacdao) de a por inteiros positivos, isto é:

a,2Xa,3xa,4xa..

Dizemos que um nudmero n inteiro é divisor de b outro nu-
mero inteiro, quando a divisao inteira de b por n tem resto
zero.

Exemplos:
Multiplos de 2: 2,4,6,8,10, 12...;

—

)
2) Multiplosde 3: 3,6,9, 12...;
3) Divisoresde2: 2e1;
4) Divisoresde3: 3e1;
5) Divisoresde 12: 2,3,4,6,12.

2.4 Nameros primos

Dizemos que um numero inteiro positivo é primo quando
possui apenas dois divisores inteiros positivos distintos.

Os numeros primos sao: 2, 3,5,7,11,13,17,19...

Obs: existem infinitos nimeros primos.

2.5 MMC (minimo miiltiplo comum)

Dados dois niumeros inteiros positivos n e p, 0 menor multi-
plo que é comum a n e p, chamamos de MMC (n, p).

Exemplos:

1) MMC (2, 3) =6 pois
2: 2,4,6,8,10..
3:3,6,9 12..

2) MMC(10,12)=60
10: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80...
12:12, 24, 36,48, 60, 72...

Para calcular o MMC (p, n), podemos usar um artificio:

Fatore n e p em numeros primos.

Exemplos:

(HMMC(2,3)=6 (2) MMC (10, 12) =60

2,3|2 10,122

1,3|13 ~2x3=6 56 |[2

1,1 5,3 |3 2x2x3x5=60
51 |5
11 >




3) MMC(15,24)=120
15,24
15,12
15,6
15,3
51
1,1

2x2x2x3x5=120

\U’wNNN

2.6 MDC (maximo divisor comum)

Dados dois inteiros positivos n e p, 0 maior divisor comum a
n e p chamamos de MDC.

Exemplos:

1) MDC(8,12)=4
8:1,2,438
12:1,2,3,4,6,12

2) MDC(15,17)=1
15:1,3,5,15
17:1,17 (17 é primo)

Quando o MDC entre dois inteiros positivos é 1, dizemos que
sao primos entre si.

Para calcular o MDC (p, n), podemos usar um recurso:

Fatore n e p em numero primo, verificando quais primos di-
videm p e n simultaneamente.

Exemplos:
MDC (8,12)=4

1) 8,12|2
4,6 (2 2x2:4
2,3 |2
1,3 |3
1,1 /

2) MDC(15,17)=1
15,17 (3
5,17 |5
1,17 117

Propriedade: se a e b sao nimeros inteiros positivosa x b =
MMC (a, b) x MDC (a, b).

2.7 Fragoes

Representamos parte de um inteiro usando fracoes, desde
que essas partes sejam iguais.

Exemplos:
1) Aparte destacada da pizza representa 1/4 da pizza inteira.

&

2) Os pedacos destacados da barra representam 3/8 do
chocolate.

Uma fracao é uma representacao do tipo a/b,ondeaeb
sao numeros inteiros e b = 0.

a -> numerador

b -> denominador
Interpretamos a/b como a: b.
Exemplos: 1) 0,5=1/2 2)0,17=17/10 3)-8=-16/2
2.8 Fragoes equivalentes

Repare que, multiplicando ou dividindo o numerador e o
denominador por um mesmo ndmero inteiro, obtemos fra-
¢Oes que representam um mesmo numero decimal.

Exemplos:

1) 2)

i—>x=2 £->x=2 _6->x10 =0,5 ﬂz/m 2 = 0,6666
2->x2 4->x2 12->x10 30->/10 3

2.9 Soma e subtracao de fragoes

Para somar e subtrair fragdes, precisamos igualar os deno-
minadores.

Exemplos:

1) 1/24+1/4=2/4+1/4=3/4;
2) 5/3-2/4=20/12-6/12=14/12.

2.10 Multiplicacao e divisao de fragoes
Para multiplicar a/b por c/d, fazemos:
a/b.c/d=a.c/bd

Para dividir a/b por c/d, fazemos:
a/b/c/d=a/b.d/c=a.d/b.c

Exemplos:

1) 3/2x4/9=12/18=2/3;
2) 3/2/4/9=3/2x9/4=27/8.

2.11 Calculo com fragoes

Para calcular a/b de uma quantidade X, multiplicamos a/b .
X, lembrando que podemos escrever a/b . x/1 = a.x/b.1.

1) 1/3 de 300: 1/3.300/1 =300/3 = 100;



2) 2/8de400:2/8.400/1 =300/8 =100;
3) 4/7 de 28,5:4/7 . 28,5/1 = 114/7 = 16,2857 (aproxi-
mado).

2.12 Porcentagem

Chamamos de porcentagem fracées com denominador 100
e representamos com %.

Exemplos:

1) 2/100=2%
Cdlculo de porcentagem:
1) 35% de 100:35/100. 100/1 = 3500/100 = 35

2) 28,5de 250:28,5/100.250/1=7125/100=71,25

2) 30/100 = 30%

2.13 Acréscimo

Se um carro é vendido a um valor de X, reais e sofre um
acréscimo de n%, entao o novo valor sera: X, + n% de X .

2.14 Decréscimo

Se um carro é vendido a um valor de X, reais e sofre um des-
conto de n%, entdo o novo valor sera: X,—n% de X,

Exemplos:

Uma televisdao que custa inicialmente R$800,00 passara a
custar quanto se:

1) Sofrer acréscimo de 12%:

800 + 12% de 800 = 800 + 800 .12/100 = 800 + 96
=896

A televisao custara R$896,00.
2) Sofre um desconto de 10%:

800 - 10% de 800 = 800 - 800. 10/100 = 800 - 80
=720

A televisdo custara R$720,00.

Obs: se vendemos um produto por um valorV e esse produ-
to nos custou um valor C, definimos L= V- C. Se L for maior
ou igual a zero 0, chamamos tal valor de lucro. E, caso L seja
menor que 0, chamamos tal valor de prejuizo.

2.15 Razao e propor¢ao
- Razao é o quociente (divisao) entre dois nimeros.

Exemplo:

Joao tem 32 anos e Maria tem 18 anos, a razao da idade de
Joao para a idade de Maria é 32/18 = 1,77... Ja a razao da
idade de Maria para de Joao é 18/32 = 0,5625.

- Proporcao é a igualdade entre duas razoes.

2 pedreiros constroem uma casa em 20 dias, 4 pedreiros
constroem duas casas em 20 dias.

Repare que o numero de pedreiros e a quantidade de casas
construidas sao proporcionais.

2 pedreiros 1 casa

4 pedreiros 4 casas ,repare que 2/4 =",

Sao fragdes equivalentes. Dizemos que essas sao grandezas
diretamente proporcionais.

Ou seja: 2 pedreiros constroem uma casa em 20 dias, 4 pe-
dreiros constroem a mesma casa em 10 dias.

2 pedreiro 10 dias

4 pedreiro 20 dias , repare 2/4=10/20.

Dizemos que sao grandezas inversamente proporcionais.

2.16 Sistema métrico decimal (comprimento,
area e volume)

Para trabalhar com medidas de comprimento, temos uma
unidade basica para medir o comprimento: o metro (m). Po-
rém, quando nos referimos a um comprimento muito grande
ou muito pequeno, precisamos pensar em multiplos e sub-
multiplos. Um exemplo concreto é a régua que utilizamos na
escola, em que a escala nao esta em metro, mas em um sub-
multiplo do metro, o centimetro. Precisamos ter em mente:

* 1 metro = 10 decimetros(dm) = 100 centimetros(cm) =
1000 milimetros(mm);

® 1 Quilometro(km) = 10 hectometros(hm) = 100 decame-
tros (dam)= 1000 metros.

Sabendo disso, podemos utilizar um conhecimento que ja te-
mos para converter entre multiplos e submultiplos: a regra de
trés simples. Por exemplo, para converter 2m para km, basta
lembrar que Tkm equivale a 1000m. Usando a regra de trés,
chegamos que 2m= 0,002 km - isso sera muito util em Fisica.
Podemos fazer um pequeno diagrama para lembrarmos:
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O diagrama também nos fornece um método de conversao,
multiplicando ou dividindo sucessivamente por 10. Com
0 mesmo intuito de medir comprimento, estabelecemos
uma unidade basica para quantificar superficie (drea). Nossa
unidade basica para medir area sera um quadrado de lado
1m, sendo que cada unidade de drea chamamos de 1 metro
quadrado e abreviamos Tm? Novamente aparecem os mul-
tiplos e submultiplos, que vamos retratar com o diagrama
mais uma vez:
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Repare que, na conversao de unidade medida de area, mul-
tiplicamos e dividimos por 10°. Para converter 5km* em m?,
temos que multiplicar trés vezes por 10* de acordo com nos-
so diagrama 5km? =5 x 10> x 10° x 10> m? = 5000000m°.

Além disso, estabelecemos uma unidade basica para medir
volume. Para tal, usamos um cubo de lado 1m, sendo que
cada unidade de volume chamamos 1 metro cubico e abre-
viamos 1m?> Temos o mesmo diagrama, mas agora multipli-
cando e dividindo por 10°.

2.17 Sistema métrico decimal (litros e massa)

Um litro é a capacidade de um cubo de lado (aresta) 1dm”.
Para facilitar, pense que 1 litro de dgua é a quantidade de
agua que cabe em tal cubo. Assim estabelecemos os multi-
plos e submultiplos, como que fizemos com o comprimento:

1 litro(l) = 10 decilitro(dl) =100 centilitro (cl)= 1000 mililitro (ml)
1 quilolitro(kl)= 10 hectolitro(hl) = 100 decalitro(dal) = 1000 litros (1)

O mesmo diagrama que fizemos para conversao de compri-
mento pode ser feito para conversao de unidades de litro.

Tal l6gica ainda pode ser aplicada para a massa. A unidade
basica para medicao de massa é o grama (g), também apre-
sentando a no¢ao de multiplos e submultiplos:

®* 1 grama(g) = 10 decigrama(dg) = 100 centigramas(cg) =
1000 miligrama(mg);

¢ 1 quilorama(kg) = 10 hectograma(hg) = 100 decagramas(dag)
1000 gramas(q).

Novamente cabe aqui o diagrama que fizemos para conver-
sao de unidade de comprimento, facilitando o processo.

3. EQUACAO DO 1° GRAU

Equacao é a igualdade entre expressoes.

Exemplos:
1) x+y =3 éuma equacao;

2) a+ b + cndao é uma equacao (nao tem o simbolo =).

Equacao do 1° grau é toda equagao que pode ser escrita na
forma ax + b = 0, onde a e b sdo numeros reais (veremos
adiante o que sao numeros reais) e a # 0. Chamamos X de
incognita.

Exemplos:
(1) 2x+ 3 =0 é uma equacao do 1° grau;

(2) 8x + 12 =3 é uma equacao do 1° grau, entao basta escre-
ver como 8x +9=0.

3.1 Solugao de equagoes do 1° grau

Estamos interessados em descobrir o valor de X.

Exemplos:

1) 2/x-2=4/xa2x=4(x-2)a2x=4x-8a2x-4x=8a-2x
=8aX=8/-2aX=-4.

(ENEM 2010)

O Salto Triplo € uma modalidade do atletismo em que o atle-
ta da um salto em um sé pé, uma passada e um salto, nessa
ordem. Sendo que o salto com impulsao em um sé pé sera
feito de modo que o atleta caia

primeiro sobre o mesmo pé que deu a impulsao; na passada
ele caira com o outro pé, do qual o salto é realizado.

Disponivel em: www.cbat.org.br (adaptado).

Um atleta da modalidade Salto Triplo, depois de estudar
seus movimentos, percebeu que, do seqgundo para o primei-
ro salto, o alcance diminuia em 1,2 m, e, do terceiro para o
segundo salto, o alcance diminuia 1,5 m. Querendo atingir a
meta de 17,4 m nessa prova e considerando os seus estudos,
a distancia alcancada no primeiro salto teria de estar entre

a)40me5,0m. b) 5,0 me 6,0 m.
c)60me70m. d)7,0me 8,0 m.
e)80me9,0m.

Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
<acesso em 03.05.2018>

Solucao:

Podemos equacionar, chamando x de alcance do primeiro passo:



X+ (x-1,2) + (x-1,2-1,5)=17,4
3x-3,9=17

3x=21,3

X=7,Tm

4. REGRA DE TRES

A regra de trés é um dispositivo pratico para resolver proble-
mas que envolvem grandezas diretamente ou inversamente
proporcionais, aliando nosso conhecimento sobre equacoes
do 1° grau.

4.1 Regra de trés simples

Podemos encontrar um 4° valor tendo apenas outros trés
valores e sabendo que as grandezas sao diretamente ou in-
versamente proporcionais. Para tanto:

1°) Montar tabela de grandezas;

2°) Analisar se é diretamente ou inversamente proporcio-
nais;

3°) Montar a equacao e resolver.

Exemplos:

1)  Maria come 2 bolos em 3 horas, quantos bolos Ma-
ria come em 12 horas?

Bolos tempo
2 - 3
X ----mmm- 12

Quanto maior o numero de bolos, maior é o tempo gasto
por Maria, portanto as grandezas sao diretamente propor-
cionais.

2/x=3/12a3x=24aX=8.
Maria come 8 bolos em 12 horas.

2) 5 pedreiros constroem uma casa em 12 dias, 12 pe-
dreiros constroem em quantos dias?

Pedreiros  tempo
Y — 12
12— X

Quanto maior o numero de pedreiros, maior é o tempo de
construcdo, logo sdo grandezas inversamente proporcionais.

5/12=x/12 =+ 12x=60-> X =5.

12 pedreiros constroem em 5 dias. Repare que se fizer 5/12 =
12/x — X = 28,8 dias, o que nao faz sentido, ha mais pedrei-
ros e o tempo aumenta.

(ENEM 2009)

Uma resolucao do Conselho Nacional de Politica Energé-
tica (CNPE) estabeleceu a obrigatoriedade de adicao de
biodisel ao 6leo disel comercializado nos postos. A exi-
géncia é que, a partir de 1.2 de julho de 2009, 4% do volu-
me da mistura final seja formada por biodiesel. Até junho
de 2009, esse percentual era de 3%. Essa medida estimula
a demanda de biodiesel, bem como possibilita a reducao
da importacao de diesel de petréleo.

Disponivel em: http://www1.folha.uol.com.br.
Acesso em: 12 jul. 2009 (adaptado).

Estimativas indicam que, com a adicao de 4% de biodiesel
ao diesel, serao consumidos 925 milhdes de litros de biodie-
sel no segundo semestre de 2009. Considerando-se essa es-
timativa, para o mesmo volume da mistura final diesel/bio-
diesel consumida no segundo semestre de 2009, qual seria
o consumo de biodiesel com a adicao de 3%?

a)27,75 milhdes de litros.
)37,00 milhdes de litros.
C) 231,25 milhdes de litros.
d)693,75 milhdes de litros.
€)888,00 milhdes de litros.

Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
<acesso em 03.05.2018>

Solucao:

Montamos a tabelinha padrao da regra de trés e analisamos
se as grandezas sao diretamente ou inversamente propor-
cionais:

4%........ 925 milhdes

As grandezas sao diretamente proporcionais, possibilitando a
“multiplicacdo em cruz’; entao 4x =3.925 — x=693,75 milhdes.

4.2 Regra de trés composta

Na regra de trés composta, nossa tabela terd trés ou mais
colunas e nossa analise das grandezas sera mais cuidadosa.
Em geral a confusao ocorre na hora de analisar se as gran-
dezas sao diretamente ou inversamente proporcionais — é
preciso tomar cuidado e nao esquecer de fazer tal avaliacao.
Se 10 pedreiros constroem uma casa em 20 dias trabalhan-
do 8 horas por dia, em quantos dias 12 pedreiros constroem
a mesma casa trabalhando 6 horas por dia?

Pedreiros dias  horas por dia

10 20 8
12 X 6



Analisemos separadamente:

Quanto maior o numero de dias trabalhados, menor é a
quantidade de pedreiros necessarios:

Pedreiros dias

10 20
12 X

Quanto maior o numero de dias trabalhados, menor é a car-
ga de horas por dia:

Dias horas por dia

20 8
X 6
Fica:

Pedreiro dias horas por dia

10 20 8
12 X 6

20/x=12/10.6/8 > 20/x = 12.6 / 10.8 > 20/x = 72/80 =
72x = 1600 -

X=1600/72 =22,22...

Logo 12 pedreiros constroem em 23 dias trabalhando 6 ho-
ras por dia.

(ENEM 2013)

Uma industria tem reservatério de agua com capacidade de
900m?>. Quando ha necessidade de limpeza do reservatorio,
toda dgua precisa ser escoada. O escoamento da dgua é feito
por seis ralos, e dura 6 horas quando reservatorio esta cheio.
Estd industria construird um novo reservatorio, com capaci-
dade de 500m”, cujo escoamento de dgua devera ser realiza-
do em 4 horas, quando o reservatorio estiver cheio. Os ralos
utilizados no novo reservatorio deverao ser idénticos aos ja
existentes. A quantidade de ralos novos sera igual a:

a) 2 b) 4 o5 d) 8 e)9

Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
<acesso em 03.05.2018>

Solucao:
Usando regra de trés composta, temos:
Ralos volume  tempo

6 900m’ 6

X 500m? 4

Analisando a proporcionalidade:

Ralos volume
6 900m’
X 500m?

Ralos tempo
6 6
X 4

Conclui-se que:

Rolos volume tempo
6 900 6
X 500 4

Montando a equacao:

6/x = 900/500. 4/6 = 6/x = 9/5. 4/6 > 6/x = 36/30 > 36x =
180> X =180/36 = 5.

Logo a quantidade de ralos é 5, alternativa C.

(ENEM 2010)

Um dos grandes problemas da poluicao dos mananciais
(rios, corregos e outros) ocorre pelo habito de jogar 6leo uti-
lizado em frituras nos encanamentos que estao interligados
com o sistema de esgoto. Se isso ocorrer, cada 10 litros de
6leo poderao contaminar 10 milhées (107) de litros de dgua
potavel.

Manual de etiqueta. Parte integrante das revistas Veja (ed.2055), Claudia
(ed. 555), National Geographic (ed. 93) e Nova Escola (ed. 208) (adaptado).

Suponha que todas as familias de uma cidade descartem os
6leos de frituras através dos encanamentos e consomem 1
000 litros de 6leo em frituras por semana. Qual seria, em li-
tros, a quantidade de agua potdvel contaminada por sema-
na nessa cidade?

a)10> b)10* <10 d)10° e)10°

Solucao:

10L (6leo) ------ 10’L (dgua)

10°L (6leo) ----- X L (dgua)
Analisando as grandezas, verificamos que sao diretamente
proporcionais, entao resolvemos a seguinte equacao:

10x=10%.107=10", logo x=10'"/10 = 10°, valor encontrado na

alternativa E.
Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
<acesso em 03.05.2018>

5. CONJUNTOS NUMERICOS

5.1 Numeros naturais

Os numeros naturais sao aqueles que usamos para conta-
gem, incluindo o zero. E representamos esse conjunto como:

N={0,1,2,3,4}



5.2 Numeros inteiros

Os numeros inteiros sao todos os naturais, incluindo agora
0s negativos. Representamos:

Z={.-3,-2,-1,0,1,2,3..}

5.3 Numeros racionais

Os numeros racionais sao todos aqueles que podem ser es-
critos a/b, onde a e b sao inteiros e b =.

Representamos Q={a/b:a,beZ b =0}

Repare que qualquer namero inteiro é também racional ( -2
=-4/2).

5.4 Numeros irracionais

Os numeros irracionais no contexto do vestibular serdao to-
dos os nimeros que nao sao racionais. Representamos:

Il ={V2,v3, V2, m 7.}

5.5 Numeros reais

O conjunto dos numeros reais sera a uniao dos racionais Q
com os irracionais Il. Representamos:

R=QUII

5.6 Nimeros complexos

O conjunto dos nimeros complexos é definido da seguinte
forma:

C={a+bi:a,beRei*=-1}

No nosso estudo, restringiremos aos numeros reais.

5.7 Intervalos

Podemos representar os nimeros reais em uma reta:

Repare que, entre dois numeros reais, ha infinitos nimeros
reais. Entre0 e 1, temos 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6...

5.8 Intervalo aberto

Um intervalo aberto é um subconjunto dos numeros reais, o
subconjunto de todos os numeros reais entre dois nimeros
reais.

Exemplo:
Representamos por ] 0, 1[ o conjunto de todos os nimeros

reais maiores que o 0 e menores que 1.

Podemos representar:

bola aberta

A bola aberta indica que 0 ndo esta no intervalo e 1 nao esta
no intervalo.

Podemos escrever:10, 1 [={xeR:0<x< 1}

O intervalo aberto de zero até um é igual ao conjunto de
todo X numero real tal que, X é maior que zero e X é menor
que 1.

5.9 Intervalo fechado

Um intervalo fechado é um subconjunto dos nimeros reais,
o subconjunto de todos os numeros reais entre dois nime-
ros reais incluindo os extremos.

Exemplos:

1) Representamos por [- 5, 7] o conjunto de todos nume-
ros maiores ou igual a — 5 e menores ou iguaisa 7.

Podemos representar [-5,7] ={Xe€R:-5<x<7}

@ I o

C | )

bola fechada bola fechada

2) Temos outro intervalo que sao abertos ou fechados.
Apenas em um dos extremos:

la,b[={XeR:a<x<b}

[a,b]={XeR:a<x<b}

< O o >
a b
< © O >
a b
6. POTENCIACAO

Sendo a € R (a € um numero real) e n € N (n é natural), defi-
nimos:

a’=1quandoa=0,a'=aea"=a.a.a..a a"’>oroene
n vezes

Por exemplo:
1) 2°=2.2.2=8§;



2) 5*=5.5=25;
3) 0°=nao esta definido.

- Propriedades:

Se a e b sdo numeros reais, n € m sao numeros naturais

- Exemplos:

‘I) am . am — am+m
310 . 315 - 325

2)am/a™ =™
220/95 — 215

3)a™=1/am
122=1/12>=1/144

4) (a/b)" = a"/b"
(3/4)*=9/16

6.1 Poténcias de 10

As poténcias de base 10 sao importantes para simplificar a
representacao numeérica.

Exemplos:
1) 10>=100;
2) 10"=1000..0,ondeneN;
3) 102=1/10%2=0,01;
4) 10"=1/10"=0,00...0,1.
7. RADICIACAO

Em uma expressao do tipo ™/a=b,sendoneN,nzoea€R,
"Ja =b se, e somente se, b" = a:

|’ndice—>n\/a aradicando =baraiz

Obs: a raiz de indice par de um numero real positivo é um
numero real positivo.

N&o existe raiz real de "Va, onde n é par e a é negativo.

Exemplos:

1)2/(-2)>=2;
2) /2 =4
3) 24/-4 = ndo é um numero real.

7.1 Propriedades

SejamY, X€R,n,meN.
'I)n\/xm =Xmn3 3\/92 = 923,
2) (X)"=Xa(v9)=9;
3) xy ="x . "My a’+/5.4 = /5. 7/4;
4) "xly ="x /"y a3y5/3 =35 /3/3;
5) M/x = ™/x & 33/2/64 = 5/64 = 2.

Exemplos:

1) 3/343.Uma técnica para achar a raiz de um n-ésimo
de um numero é fatorar em nimero primo:

343( 7
49|7 343=7.7.7=7°logo /343 =3/7°=

7|z

1

2) /8 pode ser simplificada:
2
2 8=2% portanto V8 =+2>=+/222=12%.1/2=22

>

N B~

—

Pode ser interessante substituir /8 por 2+/2.

3) Em fragdes, evitamos deixar raizes aparecerem no
denominador.

1/4/2 pode ser reescrita multiplicando a fracao por v2 /

V2=1
1/N2=1/V2.N2/2=~2/(2°=+2/2

4) Vamos agora reescrever 2 / 2+y/2 a fim de eliminar a
raizdo denominador, multiplicando por 2-v/2 / 2-v/2
=1.

Lembre-se que multiplicar por 1 nao altera o nimero.

2 (2-42) _ 4-242 _ 4-2v2 _ 4-242
(2 +12) (2-2) 4-2V2+2V2-2 4-2 2
8. PRODUTOS NOTAVEIS

Lembre-se que, para efetuar o produto (2+3).(3+4), pode-
mos usar a distributiva

(2+3).3+4)=6+8+9+12=35



Usando a distributiva, concluimos que, se a, b € R:
1) (a+b)’=(a+b).(a+b)=a’*+ab +ab + b’ =a’+2ab
+b’

2) (a-b)*=(a-b).(a-b) =a%-ab-ab-b*=2a%*-2ab +b?
3) (a+b).(a-b)=a*-ab+ab-b*=2a*-b?
4) (a+b)P’=a*+3ab*+3%b+b3
5 (a-b)®=a*-3a%b +3ab*- b’
Exemplos:

1) Simplifique a expressao

X2+ 2x + 1

(x+1)?

Se observarmos que (x+1)* = x* + 2x + 1, verificamos
gue o numerador e denominador sao iguais, portanto:

X2+ 2x + 1

(x+1)*

2) Simplifique:

3x?-12

6x + 12

Repare que 3x°-12=3(x*-4),x* -4 = (x+2).(x-2) e 6x + 12 =
6(x + 2).

3x2-12 3(x*-4) 3(x+2)(x-2) 3(x - 2) (x-2)
6x+12  6(x+2)  6(x+2 6 2
9. GEOMETRIA PLANA

- Angulos: figura formada por duas semirretas de mesma
origem.

N

Angulo de 90° Angulo de 180°
. ou . ou
Angulo reto Angulo raso

N

Angulo menor que 90° Angulo maior que 90°
ou ou
Angulo agudo Angulo obtuso

Angulos formados por duas retas paralelas e uma transversal:

A
v

Onde:

- r e s: retas paralelas;

- t: reta transversal;

- a e ¢: angulos opostos pelo vértice;
- a e é:angulos correspondentes;

- € e &:angulos alternos internos;

- a e §: angulos alternos externos.

- Angulos opostos pelo vértice tem mesma medida;
- Angulos alternos internos tem mesma medida;

- Angulos alternos externos tem mesma medida.

Temos: a=¢ b=d
a=é b=f eassim pordiante.
a=g b=h

Exemplos:

1) Calcule o valor de X de acordo com a figura:

3x + 30°

4x + 20°

Repare que os angulos destacados sao opostos pelo vértice,
logo tém mesma medida.

3x + 300 =4x + 20°

3x + 300 - 20° = 4x

3x+ 10°=4x

10° =4x - 3x
X=10°



2) Calcule o valor de x de acordo com a figura:

B / o I

5x +10°

3x + 50°
Repare que os angulos destacados sao alternos internos.
5x 4+ 10 =3x + 50°
2x+ 10 =500

2x = 40°
X=20°

9.1 Triangulos
Poligono de trés lados.

Classificacao dos triangulos:

Quanto aos lados Quanto aos angulos

Equilatero: tem os trés lados
com a mesma medida;

Retangulo: possui um
angulo reto;

Escaleno: tem os trés lados
com medidas diferentes
entre si;

Acutangulo: tem os trés
angulos agudo;

Isdsceles: tem somente 2 Obtusangulo: tem um

lados de mesma medida. lado obtuso.
- Propriedades:
Isdsceles Equilatero
60°
60° 60°

L
Il
Os angulos da base sao iguais. Os trés angulos medem 60°.

- Teorema de Pitdgoras: em um triangulo retangulo, chama-
mos o lado oposto ao angulo reto de hipotenusa e os dois
outros lados de catetos.

h?=c+¢?

Exemplos:

1) Calcule a hipotenusa do triangulo retangulo

6m Usando teorema de Pitagoras

X>=6+8°=36+64
X?=100
X =100

A hipotenusa mede 10m.

2) Uma escada de 15m de comprimento esta apoia-
da no muro. A base da escada esta distante 12m do
muro. Determine a altura do muro.

muro
o 15 m
h Se
Go'e
12m

Usando teorema de Pitagoras:
15*=h*+ 12

225=h’+ 144

h®>=81

h=9

O muro tem 9m de altura.

9.2 Soma dos angulos internos
de um triangulo

Em qualquer triangulo, a soma dos angulos internos é igual
a 180°

No triangulo ABC: x +y + 3 = 180°

C
y
X 3
A B
Exemplos:
1) Calcule o valor de x:
C
50 X+ 50+ 60 =180°
X+ 110=180°
X =70°
X 60




2) Determine o valor de X
A
650 Solugao: repare que o triangulo
- ABC é isosceles.
1 CBO também é isésceles.
C I I B A ~ . .
Logo os angulos da base saoiguais
——X
D
A Agora somamos os angulos inter-
o nos no triangulo ABD.
—+ 65° + 65° + x + x = 180°
e 130 +2x = 180°
C M X B 2x=50
—+ X =25°
X
D
9.3 Areas

Ja discutimos em sistema métrico decimal o conceito de
area, que é, basicamente, a quantificacdo da superficie por
meio de quadrados de lado 1. Conseguimos estabelecer
algumas férmulas basicas para quantificar a superficie sem
ter que contar o nimero de quadrados de lado 1. Para isso,
algumas defini¢oes se fazem necessarias:

1) Poligono é uma figura plana fechada formada pelo mes-
mo numero de angulos e lados;

2) Um quadrilatero é um poligono de quatro lados.

- Paralelogramo: quadrilatero com dois pares de lados para-
lelos que, para calcular a area, usamos a seguinte férmula:
(Onde b é a base e h a altura).

A=bh

Obs: os lados a e a’ sao paralelos e os lados b e b’ sao para-
lelos.

- Retangulo: um quadrilatero com os quatros angulos me-
dindo 90°. Para calcular a area de tal figura:

A =bh

Obs: para calcular a medida da diagonal de um retangulo,
basta usar o teorema de Pitagoras. Todo retangulo é um pa-
ralelogramo.

- Quadrado: um retangulo que, além dos quatro angulos
medindo 90°, tem todos os quatro lados com a mesma me-
dida. Para calcular a area, usamos a férmula anterior, mas
lembrando que os lados tém mesma medida:

A=P

I
Obs: para calcular a medida da diagonal de um quadrado,
basta usar o teorema de Pitagoras. Todo quadrado é um pa-
ralelogramo

- Triangulo: poligono de trés lados e trés angulos. A altura
(h) de um triangulo é o segmento que parte de um vértice e
“vai” para o lado oposto (chamamos de base), formando um
angulo de 90°. Portanto é possivel ter trés alturas e bases di-
ferentes, mas a drea é sempre a mesma. Para calcular a area:

A = (bh)/2

- Trapézio: um quadrildtero com apenas um par de lados pa-
ralelos. Na figura abaixo, b e B sdo segmentos paralelos, que
chamamos de base menor e base maior, respectivamente. A
altura parte de uma base e “vai” para outra base formando
um angulo de 90°.

A=(B+b).h/2

- Losango: quadrilatero com os quatro lados de mesma me-
dida. Mas, tome cuidado, existe diferenca entre quadrado
e losango: o quadrado, além de lados de mesma medida,



tem todos os angulos medindo 90°. A relacao que temos é
que todo quadrado é losango, porém nem todo losango é
guadrado. Chamamos d de diagonal menor e D de diagonal
maior. Para calcular a area:

A=Dd/2

- Circulo: primeiramente vamos diferenciar circulo de circun-
feréncia. Circunferéncia serd o contorno externo e o circulo,
além do contorno externo, possui o “recheio”. Podemos de-
finir circunferéncia como: dado um centro e uma medida r
que chamamos de raio, o conjunto de pontos que estao a
mesma distancia r do centro chamamos de circunferéncia.
Entdo a distancia do centro até a circunferéncia é sempre r
(raio). Para calcular a drea do circulo:

A=rTr

Obs: m é um numero irracional e é aproximadamente
3,14159.

Exemplos:
(ENEM 2010)

O jornal de certa cidade publicou em uma pagina inteira a

seguinte divulgacao de seu caderno de classificados

26 mm
—>

4
X mm I 4% outros jornais

96% 400 mm

pessoas que
consultam nossos
classificados

260 mm

Para que a propaganda seja fidedigna a porcentagem da
area que aparece na divulgacao, a medida do lado do retan-
gulo que representa os 4%, deve ser aproximadamente?

a) Tmm b)10mm c)17mm
d)160mm e)167mm
Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
<acesso em 03.05.2018>
Solucao:

A drea da pagina interna é:
400mm x 260mm = 104 000mm?
4% dessa area é 4/100 x 104 000 = 416000 / 100 = 4160mm?°.
Um dos lados do retangulo menor é 26mm, entao:
26 X=4160a X=4160/26 = 160mm

A medida do lado é 160mm, alternativa D.

(ENEM 2014)

Uma fotografia tirada em uma camera digital é formada por
um grande numero de pontos, denominados pixels. Comer-
cialmente, a resolucdao de uma camera digital é especifica-
da indicando os milhdes de pixels, ou seja, os megapixels
de que sao constituidas as suas fotos. Ao se imprimir uma
foto digital em papel fotografico, esses pontos devem ser
pequenos para que nao sejam distinguiveis a olho nu. A re-
solucao de uma impressora é indicada pelo termo dpi (dot
per inch), que é a quantidade de pontos que serao impres-
sos em uma linha com uma polegada de comprimento. Uma
foto impressa com 300 dpi, que corresponde a cerca de 120
pontos por centimetro, terd boa qualidade visual, ja que os
pontos serdo tao pequenos, que o olho nao sera capaz de
vé-los separados e passara a ver um padrao continuo. Para
se imprimir uma foto retangular de 15 cm por 20 cm, com
resolucao de pelo menos 300 dpi, qual é o valor aproximado
de megapixels que a foto tera?

a) 1,00 megapixel.

b) 2,52 megapixels.
) 2,70 megapixels.
d) 3,15 megapixels.
e) 4,32 megapixels.

Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
<acesso em 03.05.2018>

Solucao:

Atencao:

Antes da solucdo, lembremos que os prefixos
Kilo=10? Mili=107

Mega=10° Micro=10"°

Giga=10° nano=107

Tera= 10" Pico=10"2



Fazendo regra de trés:

Tcm........ 120p

15cm.....x Logo x=1800 pontos
E

1cm.......120p

20cm......y

y= 2400 pontos

Para descobrir o total, basta fazer:
18002400 =4 320 000 =4,32.10°= 4,32 Mega. Alternativa E.

10. VOLUMES

Ja discutimos em sistema métrico decimal o conceito de
volume, que é basicamente quantificar o espaco por meio
de cubos de aresta 1. Conseguimos estabelecer algumas
féormulas bdsicas para quantificar o volume sem ter que
contar o numero de arestas. Algumas definicbes se fazem
necessarias:

1) Poliedro é um sélido limitado por poligonos;

2) Prisma é um poliedro limitado lateralmente por parale-
logramos.

10.1 Paralelepipedo reto retangulo

Um poliedro de faces retangulares é normalmente o for-
mato de uma sala ou uma caixa de sapato — é bom ter
alguns exemplos na cabecga, isso facilita na resolucao de
exercicios. Para calcular o volume e a diagonal, usamos a
seguinte formula:

V=ab.c

Diagonal = Va’+b’*+c?

10.2 Cubo

E um paralelepipedo reto retdngulo, mas com todas as ares-
tas de mesma medida. Para calcular a drea e o volume, usa-
mos mesma férmula acima - lembrando que todas as ares-
tas tém mesma medida.

V=a’

Diagonal = aV/3

10.3 Prisma regular

E um prisma cuja base é um poligono regular, isto €, um
poligono com todos os lados de mesma medida. Para calcular
o volume, precisamos calcular a drea da base. Uma técnica
que pode ser util quando estamos com dificuldade de calcu-
lar a area da base é dividir a base em triangulos, tentar calcular
as areas dos triangulos e depois somar. O volume do prisma
regular pode ser calculado da seguinte forma:

Al
e

10.4 Piramide regular

V = Ab.h a altura

Area da base

Piramide é um poligono cujas faces laterais sao triangulos
e compartilham um mesmo vértice: “o topo da piramide”.
Quando a base é um poligono regular, chamamos a figura
de piramide regular e, para calcular o volume, utiliza-se a se-
guinte formula:

4

V= (Ab.h)/3

Ab

10.5 Esfera

Podemos definir esfera de modo andlogo a circunferéncia,
mas nao é necessario — basta ter a nocao de que existe um
centro na esfera e que a distancia do centro a qualquer pon-
to da casca exterior tem a mesma medida. Para calcular o
volume, temos:

V=4/3(mr)

10.6 Cone

Para o cone, lembre-se sempre da casquinha de sorvete que
a base é um circulo. Para calcular o volume, faca:



V=1/3(mrh)

10.7 Cilindro

Ja em relacao ao cilindro, lembre-se do rolinho de papel hi-
giénico e de que a base também é um circulo. Para calcular
o volume, resolva:

V=nR*h

N

Exemplos:
(ENEM 2009)

Uma empresa fabrica esferas de aco, de 6cm de raio e utiliza
caixas de madeira na forma de cubo, para transporta-las.

Sabendo que a capacidade da caixa é 13 824 cm?, entdo o
numero maximo de esferas que podem ser transportadas
em uma caixa é igual a:

a) 4 b)8 )16 d)24 e)32

Solucao:
a Sabemos que o volume da caixa
é de 13.824 cm?, logo:
a>=138243a=24
a (lembre-se: 24° = 13.824)
a

Cada esfera tem um raio de 6 cm.

Olhando a caixa de cima:

%

D

24

6
Repare que cabem 2 camadas de bolas na caixa, assim ca-
bem 8 bolas na caixa. Alternativa B.

11. ANALISE COMBINATORIA

A andlise combinatéria é um ramo da Matematica respon-
savel por determinar o conjunto de possibilidades cons-
tituido de elementos finitos. Apesar de parecer distante, a
analise combinatdria nos ajuda em situagdes cotidianas, por
exemplo, em um restaurante que tem 3 tipos de carnes, 5
variedades de saladas e 2 sobremesas. Quantas op¢oes dife-
rentes podem ser oferecidas no cardapio se cada opcao tiver
1 tipo de carne, 1 tipo de salada e 1 tipo de sobremesa? Para
esse calculo, basta multiplicar o nimero de opc¢des 3x5x2=
30 possibilidades. Ja para o estudo da analise combinatéria,
precisamos da nocao de fatorial:

- Fatorial: para um nuamero n natural, definimos:
0'=1;1=1;n'=n.(n-1).(n-2)..2.1
Exemplo: 5!'=5.4.3.2.1=120

11.1 Permutagao simples

Em um conjunto de n elementos, de quantas maneiras dis-
tintas podemos trocar de posicao esses elementos? Para re-
alizar esse calculo, utiliza-se a sequinte férmula:

Pn=n!

Exemplo:

Quantos numeros de 3 digitos podemos formar com os al-
garismos 1,2 e 3?

Repare que podemos formar:123,132,213,231,321e
312

Basta permutar todos algarismos nas posicdes possiveis
para descobrir quantos nimeros podemos formar:

P,=3!=3.2.1 =6 (permutacdo de trés elementos).



11.2 Arranjo simples

Um arranjo de n elementos tomados p a p sao os agrupa-
mentos ordenados diferentes que podemos formar com p
elementos do total de n elementos.

An,p =n!/(n-p)!

11.3 Combinag¢ao simples

Uma combinacao de n elementos tomados p a p sao os sub-
conjuntos com exatamente p elementos que podemos for-
mar com os n elementos totais:

Cn,p =n!/p!(n-p)!

Exemplos:

Dado o conjunto A ={1, 2, 3}, os agrupamentos de dois ele-
mentos do conjunto A sao:

{(1,2),(1,3),(2,1), (2,3), (3,1), (3,2)}

Repare que, em cada arranjo, a ordem importa.
(1,2) #(2,1)

A,,=3!/(3-2)! =31/11=6

Se considerarmos sé os subconjuntos com dois elementos
de A, {{1,2}, {1,3}, {2,3}}, nesse caso, a ordem nao importa:
{1,2}=1{2,1}

3 321 321
T o1@-2r 21 21
12. PROBABILIDADE

A probabilidade p de um evento ocorrer, onde P = numero
de resultados favoraveis / nUmero total de resultados.

Exemplo:

Jogando uma moeda, qual a probabilidade de dar cara?

O numero de casos possiveis sao 2 (cara ou coroa) e os favo-
raveis é 1 (cara).

P=1/2=0,50u50%.

12.1 Evento impossivel e certo

Jogando um dado aleatoriamente, o espag¢o amostral, isto &,
todos os resultados possiveis, é {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Se o evento
A é sair um numero maior que 90, chamamos esse evento
de impossivel, ja que nao faz parte do espaco amostral. Se
o evento B é sair um nimero menor que 100, chamamos de
evento certo, uma vez que isso com certeza acontecera.

12.2 Eventos independentes

Se A e B sao eventos independentes, ou seja, um nao in-
fluencia no outro, a probabilidade de ocorrer A e B é o pro-
duto das probabilidades. E a probabilidade de ocorrer A ou
B é a soma das probabilidades.

P(AnB)=p(A).p(B)
P(AUB)=p(A)+ p(B)

Exemplos:

No lancamento de dois dados, qual a probabilidade de sair 1
no primeiro dado e 2 no segundo? Qual a probabilidade de
sair 1 no primeiro ou sair 2 no segundo?

O dado tem 6 faces, apenas uma face com nimero 1 e uma
face com numero 2.

Chamando de A: sair 1 no primeiro dado; e B: sair 2 no se-
gundo dado.

Probabilidade de sair1e2éP (AnB)=1/6.1/6 = 1/36.
Probabilidade de sairTou2éP(AUB)=1/6+ 1/6 = 2/6.

Cuidado: nem sempre compensa montar todas as possibi-
lidades, é preciso ser cauteloso e analisar cuidadosamente
cada caso. As questdes de probabilidade sao sempre desa-
fiadoras, por isso é necessario treinar bastante. Nas questoes
de probabilidade, € comum ter que usar técnicas de analise
combinatoria.

13. NOCOES DE ESTATISTICA

As noc¢oes de estatistica sao importantes no nosso cotidiano.
Lendo jornais, por exemplo, frequentemente nos depara-
mos com pesquisas de opiniao e precisamos saber interpre-
tar os dados e termos as no¢des de média, moda e mediana.
Os conceitos de média e média ponderada também sao uti-
lizados, por exemplo, no calculo de notas em provas.

13.1 Média aritmética

MA = (a, +a, +..d,) /n

.....

13.2 Média aritmética ponderada
Atribuimos peso para cada valor.
MP = (p,.a,+p,a,+ ...+ p,a) (p, + p, +.+p,,

Onde p,,...p, sa0 0s pesos — em geral, nimeros reais.



13.3 Moda

A moda é o valor mais frequente em um grupo de valores
observados.

13.4 Mediana

Em um grupo de valores, em que é possivel ordena-los de
forma crescente, a mediana sera:

- O numero que ocupa a posicao central se o numero de va-
lores for impar;

- A média aritmética de dois valores centrais se o nimero de
valor for par.

Exemplos:

Em um colégio, ha duas turmas de 1°ano e as notas da prova
de cada turma sao:

1°A=1{5;4;3,5;7;10;7; 6,5}
1°B=1{5;5;4,5;10; 10; 10}

Vamos calcular a média aritmética, moda e mediana de cada
turma.

5+4+35+7+10+7+6,5

1°A: MA= = 6,142
7

Moda = 7 (aparece duas vezes);

Mediana: 3,5; 4; 5;6,5; 7; 7; 10.
_[_I
Mediana

5+5+45+10+10+10
1°B: MA = = 7,416

6

Moda: 10 (aparece 3 vezes);
Mediana: 4,5; 5;5;10; 10; 10;
Mediana=5+10/2=7,5.

14. FUNCOES

As funcdes sdo importantes objetos de estudo que apare-
cem frequentemente na modelagem de problemas biolégi-
cos, geograficos e principalmente fisicos. Em qualquer curso
de exatas, o conceito de funcbes é amplamente estudado.
Quando estudarmos Fisica, esse conceito aparecera em ci-
nematica e veremos que é de grande utilidade, apesar de
teoricamente nao parecer tao aplicado.

Dado dois conjuntos A e B, uma funcao Fde AemB,F: A=>
B é uma relacao que associa cada elemento de A a um Unico
elemento de B.

A ﬁ B A ,~ B

F é funcao. F nao é funcao.

Obs: chamamos A de dominio e B de contra-dominio.

14.1 Fung¢ao afim

Uma funcado F: R=>R é uma func¢ao afim ou uma funcao do 1°
grau quando existe a,b numeros reais, tal que F(x) =ax + b.

Exemplo:

Seja F: R—> R uma funcao, tal que F(x) = x + 2. Podemos mon-
tar a tabela:

RO
7+ °
6 . .
5 + o
4 L
3 + °
X F(x)
1] 3 2T
2 5 1 &
3 7
| | | | | >
T T T T T v
1 2 3 4 5 @

eixo x
representando o dominio

bs: é comum escrever F(x) =Y.

O gréfico de uma funcao afim é sempre uma reta.

14.2 Informagodes da fung¢ao afim

Sendo F: R > R uma func¢do afim F(x) = ax + b com a e b nu-
meros reais.

e Quandoa>0,afuncao é crescente:

v




e Quandoa<0,afuncao é decrescente:
y A

v

Exemplo:
(ENEM 2011)

O saldo de contratacées no mercado formal no setor vare-
jista da regiao metropolitana de Sao Paulo registrou alta.
Comparando as contratagcdes deste setor no més de feverei-
ro com as de janeiro deste ano, houve incremento de 4.300
vagas no setor, totalizando 880.605 trabalhadores com car-
teira assinada.

Disponivel em: http://www.folha.uol.com.br. Acesso em: 26
abr. 2010 (adaptado).

Suponha que o incremento de trabalhadores no setor vare-
jista seja sempre 0 mesmo nos seis primeiros meses do ano.
Considerando-se que y e x representam, respectivamente,
as quantidades de trabalhadores no setor varejista e os me-
ses, janeiro sendo o primeiro, fevereiro, o segundo, e assim
por diante, a expressao é:

a) y =4300x

b) y = 884 905x

c)y =872 005 + 4300x
d) y =876 305 + 4300x
e) y =880 605 + 4300x

Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
<acesso em 03.05.2018>

Solucao:

Essa é uma questao tranquila que podemos rapida-
mente obter a expressao que relaciona a quantidade y
de trabalhadores e o numero de meses x partindo de x:
y = (880 605 — 4 300) + 4300. (x - 1) < y = 872 005 + 4300x.
Alternativa C.

14.3 Equacao do 2° grau

Chamamos de equacao do 2° grau toda equacao que pode
ser escrita na forma ax> + bx + ¢ = 0 com a, b e ¢ nimeros
reaisea = 0.

Para achar as raizes de tal equacao, ou seja, os valores de x
que a satisfazem, usamos a seguinte formula:

Exemplo:
Encontre as raizes de: X2-3x+2=0
a=1b=-3;c=2

-bxVvb%?-4ac
X:
2a
- (-3) £V (-3)2-4.(1).(2)
X:
2.(1)
3+V9-8 3+ 1
X: —_
2 2
Logo:
X'=2eX"=1.

Repare que 2°-32+2=0 e 1*-3.1 +2=0.Portanto a
equacao tem duas solucdes.

- Discriminante:

A = b? - 4ac, chamamos de discriminante. Podemos escrever
agora a formula de resolucdo da equacao do 2° grau, fica:

“bxVA
2a

X =

- Se A > 0, a equacgao tem duas solucoes reais;
-Se A <0, a equacao nao tem solucgdes reais;

- Se A =0, a equagao tem exatamente uma solucao real.

Quando vocé for resolver uma equacao do segundo grau,
sempre comece analisando o discriminante, isso pode eco-
nomizar muito tempo, principalmente nos vestibulares. Se o
discriminante for negativo e no contexto s6 importar solu-
coes reais, entao ja pode parar por ali, pois fica comprovado
que a equagao nao tem solucao real.

14.4 Fungao quadratica

Chamamos F: R & R de func¢ao do 2° grau ou fungao
quadratica quando é da forma F(x) = ax’ + bx + c.

Para encontrar as raizes da funcao, resolvemos por meio da
férmula, lembrando que pode ou nao ter a solucao.

F(x) = ax*>+ bx + ¢

- Grafico da funcao quadratica:

O grafico da funcado do 2° grau ou quadratica é sempre uma
parabola:
F(x)=ax’+bx+c



yA yA
a>0 a<0

ponto de minimo ponto de maximo

> >
14 >

Podemos encontrar o vértice da parabola, seu ponto de ma-
ximo ou de minimo.

y A y A
Y. °
Y, ®
X, X X, X
-b -A
X - —— e = —
Y 2a Yo 4a

Se a parabola interceptar o eixo x, temos:

- Concavidade: a > 0 entao é a forma.

A

v

- Construindo o grafico:

Exemplo:
-bxVA

Construa o graficode F(x) = X*-3x+2 X= ——
- Raizes: X*-3x+2=0 2a
a=1,b=-3,c=2

o , ) - (-3)
Javimosque X'=2eX"=1. X, = 5 =
- Vértice:

Lo AL ram@) -

Y 4a 2 2

y

v

Para esbocar o grafico da funcao do segundo grau, muitas ve-
zes, vocé pode se deparar com uma equagao do 2° grau. Quan-
do o discriminante é negativo, significa que o grafico nao inter-
cepta o eixo x, porém esse grafico existe, o que permite achar o
vértice, analisar a concavidade e esbocar o grafico.

15. LOGARITMOS

O desenvolvimento do logaritmo se deu a muito tempo e
surgiu para facilitar calculos, ja que ndo existiam maquinas
de calcular eficientes como hoje — eram usadas grandes ta-
buas de logaritmos com o valor do logaritmo de milhares
de nimeros. Temos a no¢ao desde muito cedo que somar é
“mais facil” do que multiplicar e é porisso que o logaritmo se
tornou tao importante. Nas propriedades de logaritmo, vocé
percebera que a multiplicacdo é transformada em soma.

Dizemos que x é logaritmo de b na base a quando a*=b.
Log.” = x se, e somente se, a* = b.

Para fazer sentido, consideramos a maior que zero e diferen-
te de um e b maior que zero, ou seja, sé existem logaritmo
de numero positivo.

15.1 Propriedades

—

Log,'=0, poisa’=1;

)
2) Log =1, pois a'=a;
3) Log a"=n, poisa"=a"
4) SeO<a<1leb>1,log®énegativo;
5) Log, (bxc) =log " +log <;
6) Log, (b/c);
7) log, (b") =nlog (b);
8) log°=log"/log2.



Quando omitimos a base, esta implicito que o valor desta
€ 10, ou seja, 1og'® = log, '%= 2. A técnica para calcular lo-
garitmo € igualar a x e usar a regrinha, depois disso temos
que usar as propriedades de potenciacao. Se reparar, o lo-
garitmo é a operacao inversa do exponencial (diferente de
potenciacao).

Exemplos:

Calculemos:
(@) Log,*, para calcular iguale a x e use a definicdo:

Log,** =x se 2*= 32, portanto sabemos que 2° = 32, logo
log,** =5.

(b) Log,*”, usando a mesma tatica anterior. Log** = x
se 9% =243,

Logo, como 9 = 3% podemos escrever (3%)*= 3% =243 =
3°. Entdo 2x =5 e log ** = 5/2.

16. PROGRESSOES
16.1 Progressao aritmética:

Uma sequéncia de numeros (a ; a,..; a_..) sera chamada de

P.A. quando cada termo for obtido do anterior somado a r.
Chamamos de r a razao da progressao aritmética.

Exemplo: 1;3;5;7;9; 11; ... ¢ uma PA,, ja que a diferenca en-
tre dois termos consecutivos é sempre 2, chamamos o 2 de
razao da PA.

Propriedades

(1) Para obter um termo qualquer de uma P.A., sabendo o
primeiro termo a, e um outro termo a, que pode seroa.:
a_=ak+ (n-k) r,onder € arazao da PA,;

(2) Para obter a soma dos n primeiros termos de uma PA:
S=(a,+a)n/2.

16.2 Progressao Geométrica

Uma sequéncia (a, a,, ..., na...) serd chamada de P.G. quando
cada termo for obtido pela multiplicacao do termo anterior
por um g € R. Chamamos q de razao da P.G.

Exemplo:

1,4,16,64...é uma P.G., uma vez que cada termo é o anterior
multiplicado por 4.

- Propriedades:

(1) O quociente de dois termos consecutivos é sempre
igualarazao:q.a_ ,/a =q;

(2) Paraobter o termo nadaPG.usamos:a =a,.q"";

(3) Parasomar os n primeiros teremos de uma P.G. usa-
mos:S=a, (q"_1)/qg-1.

17. JUROS
17.1 Juros simples

Juros sdao o rendimento de uma aplicacao financeira, valor
que é cobrado devido a atrasos ou a quantia a mais que se
paga ao tomar um empréstimo.

Considerando os juros simples, os juros sao calculados com
base no valor emprestado ou aplicado. Temos a seguinte for-
mula:

J=C.i.t, onde:
J=juros;
C = Capital;

i = taxa de juros;

t = tempo de operacao (dias, meses, anos).
e

M = C+ J, onde:

M = montante final;

C = capital;

J=juros.

Exemplo:
(UFPI)

Uma quantia foi aplicada a juros simples de 6% ao més du-
rante 5 meses e, em seguida, o montante foi aplicado duran-
te mais 5 meses, a juros simples de 4% ao més. No final dos
10 meses, o novo montante foi de R$ 234,00. Qual o valor da
quantia aplicada inicialmente?

1° aplicacao:

i =6% ao més=0,06

t =5 meses

Usando a formula, tem-se:
J=Cit

J=C.0,06.5

J=C.0,3
M=C+0,3.c+1,3c

2° aplicacao:

Capital =1,3.c

i =4% ao més =0,04

t=5

Logo J=0,26.c

M=C+)
M=1,3.c+0,26.c
Substituindo:

234 =1,56.c

Entao C=234/1,56 =150.



17.2 Juros compostos

Os juros compostos, diferentemente dos juros simples, sao
calculados com o juro incidindo no valor anterior. Vamos usar
os sistemas de juros compostos para deixar clara a diferenca
dos juros simples. Se uma pessoa aplica R$100,00 durante 3
meses em um banco que paga 5% de juros ao més, entdo:

Més | Capital Juros Montante

1 R$100 5% de 100 =5 R$105

2 R$105 5% de 105 =5,25 R$110,25

3 RS 105,25 | 5% de 105,25=5,5125 [ R$115,7625

Repare que os juros compostos rendem mais do que os juros
simples.

A férmula para os juros compostos é:

M = C.(1+i)

M = montante;
C = capital;

i = taxa de juros;
t = tempo.

Ao fazer empréstimos ou parcelar compras, normalmente
estamos trabalhando com juros compostos, porém o cal-
culo é feito de modo que as parcelas tenham mesmo valor,
assim a pessoa nao se assusta com o crescimento constan-
te das parcelas.

Exemplos:

Calcule o valor do capital que, aplicado a uma taxa de 1% ao
més, renda em 4 meses uma quantia de R$1000.

M = C.(T+i)!

1000 = C.(1+0,01)*

1000 = C.(1,001)*=C. 1,004006
C=1000/1,004006 = 996,009.

18. TRIGONOMETRIA

A trigonometria tenta estabelecer relagdes entre lados e an-
gulos de triangulos. O primeiro passo é olhar para os trian-
gulos retangulos. Vamos estabelecer algumas nomenclatu-
ras. Dado um angulo x diferente do angulo reto, temos:

hipotenusa
cateto oposto
ao angulo x

X

cateto adjacente
ao angulo x

cateto X hipotenusa
adjacente
ao angulo X
—
cateto oposto
ao angulo X

Com base na notacao acima, definimos as seguintes cons-
tantes do ponto de vista de angulo (i). E quando nos refe-
rirmos ao seno de 30° sera um numero constante que mais
tarde descobrira ser igual a 0,5. Determina-se:

- Seno do angulo x = cateto oposto / hipotenusa: Sen(x)=
CO/HI;

- Cosseno do angulo x = cateto adjacente / hipotenusa:
Cos(x)= CA/HI;

- Tangente do angulo x = cateto oposto / hipotenusa:
Tang(x)= CO/CA.

Logo, da definicao, é possivel ver que:
Sen(x)/Cos(x) = (CO/HI) / (CA/HI) = (CO/CA) =Tang(x)

Ou seja, se vocé tem sen(x) e cos(x), facilmente obtém-se
tang(x) = sen(x) / cos(x).

E preciso ter em mente o seno, cosseno e tangente de al-
guns angulos notaveis:

30° 45° 60° 90°
1 \2 V3
Sen — — — 1
2 2 2
V3 2 1
Cos - — — 0
2 2 2
V3 .
Tang ? V3 1 néo existe

Apesar de esses conceitos parecerem ingénuos, na verdade
sao ferramentas muito poderosas para problemas cotidia-
nos. Se, por exemplo, quisermos medir um poste muito alto
e nao temos uma escada, mas dispomos de um laser que
podemos mirar para o topo do poste, como na imagem:

Y. Laser apontado para
. o topo do poste

Poste e

40m



Repare que o poste forma um angulo de 90° com o solo.
Para medir o angulo entre o solo e o laser, podemos usar um
transferidor. Agora chame de x a altura do poste. Usando a
definicdo de tangente, temos:

Tang(30°) = CO/CA = x/40 e sabemos pela tabela que
tang(30°) = /3 / 3, logo x/40 = /3/3. Resolvendo a equacio,
X = (40/3)/3.

Usando 1,73 como aproximacao para /3, temos que a altura
aproximada do poste é de 23,06 m.

Vamos apresentar um novo método de medir angulo que,
geralmente, é mais usado em trigonometria, o radiano (rad).

Tome uma circunferéncia de raio r. O angulo que correspon-
de a um arco de comprimento r é um radiano.

“‘?"m\
/ | / / \‘\\\
/' _1 rad l'5.|

r |

O que vocé precisa se lembrar é que m rad = 180°. Por meio
da regra de trés, é possivel montar a seguinte tabela:

0° 0 rad 180° T rad

30° /6 rad 210° 711/6 rad
45° /4 rad 240° 411/3 rad
60° /3 rad 270° 3m/2 rad
90° /2 rad 300° om/3 rad
120° 213 rad 330° 1111/6 rad
150° 5T1/6 rad 360° 21 rad

Isso é importante, pois agora vamos generalizar o conceito
de seno, cosseno e tangente para angulos de qualquer me-
dida olhando para o ciclo trigonométrico, que é uma circun-

feréncia de raio 1: SEN
'm{ are
L 5 ..‘\. 5 | &L
? 30"
180 S . e COS
-1
2108 -_ V2 =300
- L ]
225" --T Iy )

1 ane

Z7oe

Usando esse circulo trigonométrico, expandimos o conceito.

Repare que o eixo vertical é o eixo do seno e o eixo horizon-
tal é o cosseno. Assim, sen(210°) = -1/2. Claramente nao se
deve decorar tudo, apenas a tabela com os angulos 30°,45° e
60° — vocé pode obter todo o resto partindo desses valores.

18.1 Lei dos senos

Uma importante aplicacao da trigonometria é a lei dos senos:

A B C
SEN{a)  SEN(b)  SEN(c)

Onde A, B e C sdao as medidas dos lados e a, b e c a medida
dos angulos. Repare que nao pegamos o seno de angulos
aleatdrios, mas os opostos aos lados correspondentes.

18.2 Lei dos cossenos

Temos aqui uma generalizacao do teorema de Pitagoras —
lembre-se que este pode ser usado apenas em triangulos
retangulos. A lei dos cossenos nos fornece uma férmula pa-
recida com a de Pitdgoras, mas pode ser usada em quaisquer
triangulos:

Af = B*+C2-2BC (Cos(a))
B = A2+CR-2AC (Cos(b))
C? = B2+AZ-2BA (Cosic))

Para efeito de memorizacao, lembre-se que o cosseno que
aparece na férmula é o do angulo oposto ao lado que estd a
esquerda da operacdo. As trés féormulas sao basicamente as
mesmas, mas aplicadas para cada um dos lados.
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EXERCICIOS

DE MATEMATICA

(VUNESP)

1 - 4x+8 3x 3
« A expressao

*+3x+2 %2 -1

para x#+1, x#-2 é equivalente a:

P

c) —
)t
e) —
(UFJF - MG)

2. A parte colorida no diagrama que melhor representa o
conjuntoD=A-(BnNCQ)é:

a) A B c) A B
C C

by A B d A B
C C

(PUC - MG)

3. se A =1[-2;3] e B = [0;5], entdo os nimeros inteiros que
estdaoem B - A sao:

(ENEM 2017)

4. Os congestionamentos de transito constituem um pro-
blema que aflige todos os dias, milhares de motoristas bra-
sileiros. O grafico ilustra a situacao, representando, ao longo
de um intervalo definido de tempo, a variacao da velocidade
de um veiculo durante um congestionamento.

Velocidade

A

/N A

0 2 4 6 8 10
Tempo (min)

Quantos minutos o veiculo permaneceu imével ao longo do
intervalo de tempo total analisado?

)
)
)

)
)

D ON T W
o =N w >

B. Em uma cantina, o sucesso de venda no verdo sao sucos
preparados a base de polpa de frutas. Um dos sucos mais
vendidos é o de morango com acerola, que é preparado
com % de polpa de morango e % de polpa de acerola. Para

0 comerciante, as polpas sao vendidas em embalagens de
igual volume. Atualmente, a embalagem da polpa de mo-
rango custa RS 18,00 e a de acerola, RS 14,70. Porém, esta
prevista uma alta no preco da embalagem da polpa de ace-
rola no proximo més, passando a custar R$ 15,30. Para nédo
aumentar o preco do suco, o comerciante negociou com o
fornecedor uma reducao no preco da embalagem da polpa
de morango. A reducao, em real, no preco da embalagem da
polpa de morango devera ser de:



6. Um casal realiza sua mudanca de domicilio e necessita co-
locar numa caixa de papelao um objeto cubico, de 80 cm de
aresta, que nao pode ser desmontado. Eles tém a disposicao
cinco caixas, com diferentes dimensoes, conforme descrito:
+Caixa1:86cmx 86 cm x 86 cm

«Caixa2: 75cmx82cmx90cm
+Caixa3:85cmx82cmx90cm
+Caixa4:82cmx95cmx82cm

+Caixa5:80cmx95cm x85cm

O casal precisa escolher uma caixa na qual o objeto caiba,
de modo que sobre o menor espaco livre em seu interior. A
caixa escolhida pelo casal deve ser a de nimero

—

)
)
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7.Uma empresa especializada em conservacao de piscinas uti-
liza um produto para tratamento da dgua cujas especificacoes
técnicas sugerem que seja adicionado 1,5 mL desse produto
para cada 1 000 L de 4gua da piscina. Essa empresa foi contrata-
da para cuidar de uma piscina de base retangular, de profundi-
dade constanteigual a 1,7 m, com largura e comprimento iguais
a 3 m e 5 m, respectivamente. O nivel da lamina d’dgua dessa
piscina é mantido a 50 cm da borda da piscina. A quantidade
desse produto, em mililitro, que deve ser adicionada a essa pis-
cina de modo a atender as suas especificacoes técnicas é

a) 11,25.
b) 27,00.

8. Em um teleférico turistico, bondinhos saem de estacoes
ao nivel do mar e do topo de uma montanha. A travessia
dura 1,5 minuto e ambos os bondinhos se deslocam a mes-
ma velocidade. Quarenta segundos ap6s o bondinho A par-
tir da estacao ao nivel do mar, ele cruza com o bondinho B,
que havia saido do topo da montanha. Quantos segundos
apos a partida do bondinho B partiu o bondinho A?

9. Num dia de tempestade, a alteracao na profundidade de
um rio, num determinado local, foi registrada durante um

periodo de 4 horas. Os resultados estao indicados no grafico
de linhas. Nele, a profundidade h, registrada as 13 horas, nao
foi anotada e, a partir de h, cada unidade sobre o eixo verti-
cal representa um metro.

Registro de profundidade

V' N
g ﬁ
(O]
©
8 / \
5
9
a

S

0 13 14 15 16 17 Hora

Foi informado que entre 15 horas e 16 horas, a profundidade
do rio diminuiu em 10%. As 16 horas, qual é a profundidade
do rio, em metro, no local onde foram feitos os registros?

10.A avaliacao de rendimento de alunos de um curso uni-
versitario baseia-se na média ponderada das notas obtidas
nas disciplinas pelos respectivos numeros de créditos, como
mostra o quadro:

Avaliacao Média de notas (M)
Excelente 9<M=<10
Bom 7<M=<9
Regular 5sM<7
Ruim 3sM<5
Péssimo M<3

Quanto melhor a avaliacao de um aluno em determinado
periodo letivo, maior sua prioridade na escolha de discipli-
nas para o periodo seguinte. Determinado aluno sabe que
se obtiver avaliacao “Bom” ou “Excelente” conseguira matri-
cula nas disciplinas que deseja. Ele ja realizou as provas de
4 das 5 disciplinas em que esta matriculado, mas ainda nao
realizou a prova da disciplina I, conforme o quadro

Disciplinas Notas dé"gﬁgﬁ{&s
| 12
I 8,00 4
1 6,00 8
\Yi 5,00 8
vV 7,50 10




Para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele deve
conseguir na disciplina | é

11. Trés alunos, X, Y e Z, estdo matriculados em um curso
de inglés. Para avaliar esses alunos, o professor optou por fa-
zer cinco provas. Para que seja aprovado nesse curso, o alu-
no devera ter a média aritmética das notas das cinco provas
maior ou igual a 6. Na tabela, estao dispostas as notas que
cada aluno tirou em cada prova.

Aluno Prli/a Pr%ava Priava Pr‘::va Prsoava
X 5 5 5 10 6
Y 4 9 3 9 5
Z 5 5 8 5 6

Com base nos dados da tabela e nas informacdes dadas,
ficara(ao) reprovado(s)

a) apenas o aluno.
b) apenas o aluno Z.
c) apenas os alunos X e Y.
d) apenas os alunos X e Z.
e) osalunos X, Y e Z.

12. Uma pessoa ganhou uma pulseira formada por pérolas
esféricas, na qual faltava uma das pérolas. A figura indica a
posicao em que estaria faltando esta pérola.
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Ela levou a joia a um joalheiro que verificou que a medida
do diametro dessas pérolas era 4 milimetros. Em seu esto-
gue, as pérolas do mesmo tipo e formato, disponiveis para
reposicao, tinham diametros iguais a: 4,025 mm; 4,100 mm;
3,970 mm; 4,080 mm e 3,099 mm. O joalheiro entao colocou
na pulseira a pérola cujo diametro era o mais proximo do
diametro das pérolas originais. A pérola colocada na pulseira
pelo joalheiro tem diametro, em milimetro, igual a

13. Em uma de suas viagens, um turista comprou uma
lembranca de um dos monumentos que visitou. Na base do
objeto ha informacodes dizendo que se trata de uma peca em
escala 1:400, e que seu volume é de 25 cm?. O volume do
monumento original, em metro cubico, é de

a) 100.

b) 400.

c) 1 600.
d) 6 250.
e) 10 000.

14. Em um parque, ha dois mirantes de alturas distintas
gue sao acessados por elevador panoramico. O topo do mi-
rante 1 é acessado pelo elevador 1, enquanto que o topo
do mirante 2 é acessado pelo elevador 2. Eles encontram-se
a uma distancia possivel de ser percorrida a pé, e entre os
mirantes ha um teleférico que os liga que pode ou nao ser

utilizado pelo visitante ——
—

1

Mirante 1 Mirante 2
O acesso aos elevadores tem os seguintes custos:
« Subir pelo elevador 1: RS 0,15:
« Subir pelo elevador 2: R$ 1,80;
« Descer pelo elevador 1: R$ 0,10;
« Descer pelo elevador 2: RS 2,30.
O custo da passagem do teleférico partindo do topo mirante
1 para o topo do mirante 2 é de RS 2,00, e do topo do miran-
te 2 para o topo do mirante 1 é de RS 2,50. Qual é o menor
custo em real para uma pessoa visitar os topos dos dois mi-
rantes e retornar ao solo?

a)2,25 b)390 c)4,35 d)4,40 e)4.45
15. O resultado de uma pesquisa eleitoral, sobre a prefe-

réncia dos eleitores em relacao a dois candidatos, foi repre-
sentado por meio do Grafico 1.
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Ao ser divulgado esse resultado em jornal, o Grafico 1 foi
cortado durante a diagramagao, como mostra o Grafico 2.
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Candidato

Apesar de os valores apresentados estarem corretos e a lar-
gura das colunas ser a mesma, muitos leitores criticaram o
formato do Grafico 2 impresso no jornal, alegando que hou-
ve prejuizo visual para o candidato B. A diferenca entre as ra-
z6es da altura da coluna B pela coluna A nos graficos 1e 2 é

16. Para decorar uma mesa de festa infantil, um chefe de
cozinha usara um melao esférico com diametro medindo 10
cm, o qual servird de suporte para espetar diversos doces.
Ele ira retirar uma calota esférica do melao, conforme ilustra
a figura, e, para garantir a estabilidade deste suporte, dificul-
tando que o melao role sobre a mesa, o chefe fard o corte de
modo que o raio r da secao circular de corte seja de pelo me-
nos 3 cm. Por outro lado, o chefe desejara dispor da maior
area possivel da regiao em que serao afixados os doces.

4— Regido onde serdo
afixados os doces

— Aparte hachurada
sera apoiada na mesa

Calota a ser
cortada e eliminada

Para atingir todos os seus objetivos, o chefe devera cortar a
calota do melao numa altura h, em centimetro, igual a:

2
b) 10 -V91
c) 1
d4
e)5

17. Neste modelo de termdmetro, os filetes na cor preta re-
gistram as temperaturas minimas e maximas do dia anterior
e os filetes na cor cinza registram a temperatura ambiente
atual, ou seja, no momento da leitura do termometro.
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Por isso ele tem duas colunas. Na da esquerda, os nimeros
estao em ordem crescente, de cima para baixo, de -30 °C
até 50 °C. Na coluna da direita, os numeros estao ordenados
de forma crescente, de baixo para cima, de —30 °C até 50 °C.
A leitura é feita da seguinte maneira:

- a temperatura minima é indicada pelo nivel inferior do file-
te preto na coluna da esquerda;

- a temperatura maxima é indicada pelo nivel inferior do file-
te preto na coluna da direita;

- a temperatura atual é indicada pelo nivel superior dos file-
tes cinza nas duas colunas.

Qual é a temperatura maxima mais aproximada registrada
nesse termoémetro?

)5°C
)7°C
)13
d) 15
e) 19

N oW

C



18. Para uma temporada das corridas de Férmula 1, a ca-
pacidade do tanque de combustivel de cada carro passou
a ser de 100 kg de gasolina. Uma equipe optou por utilizar
uma gasolina com densidade de 750 gramas por litro, ini-
ciando a corrida com o tanque cheio. Na primeira parada
de reabastecimento, um carro dessa equipe apresentou um
registro em seu computador de bordo acusando o consu-
mo de quatro décimos da gasolina originalmente existente
no tanque. Para minimizar o peso desse carro e garantir o
término da corrida, a equipe de apoio reabasteceu o carro
com a terca parte do que restou no tanque na chegada ao
reabastecimento.

A quantidade de gasolina utilizada, em litro, no reabasteci-
mento, foi

20
0,075

.20
)075
20
V75
d) 20 x 0,075
e) 20 x 0,75

a)

19.0 grafico apresenta a taxa de desemprego (em %) para
o periodo de marco de 2008 a abril de 2009, obtida com
base nos dados observados nas regides metropolitanas de
Recife, Salvador, Belo Horizonte, Rio de Janeiro, Sdo Paulo e
Porto Alegre.
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IBGE. Pesquisa mensal de emprego. Disponivel em www.ibge.gov.br
Acesso em 30 jul. 2012 (adaptado),

A mediana dessa taxa de desemprego, no periodo de marco
de 2008 a abril de 2009, foi de

a) 8,1%
b) 8,0%

20. Numa avenida existem 10 semaforos. Por causa de uma
pane no sistema, os semaforos ficaram sem controle durante
uma hora, e fixaram suas luzes unicamente em verde ou ver-
melho. Os semaforos funcionam de forma independente; a
probabilidade de acusar a cor verde é de 3ea de acusara cor
vermelha é de -L. Uma pessoa percorreu a pé toda essa ave-
nida durante o periodo da pane, observando a cor da luz de
cada um desses semaforos. Qual a probabilidade de que esta
pessoa tenha observado exatamente um sinal na cor verde?
10 % 2

a) 310

:
10 % 2
[y il
)31[]
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d)am
2
9)31—0

21. Como nio sao adeptos da pratica de esportes, um gru-
po de amigos resolveu fazer um torneio de futebol utilizan-
do videogame. Decidiram que cada jogador joga uma Unica
vez com cada um dos outros jogadores. O campeao serd
aquele que conseguir o maior numero de pontos. Observa-
ram que o numero de partidas jogadas depende do numero
de jogadores, como mostra o quadro:

Quantidade de
jogadores 2 3 4 0 6 !
Numero de
partidas 1 3 6 10 | 15 | 21

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas serao
realizadas?

(ENEM 2016)

22. Afimde acompanhar o crescimento de criangas, foram
criadas pela Organizacao Mundial da Saude (OMS) tabelas
de altura, também adotadas pelo Ministério da Saude do
Brasil. Além de informar os dados referentes ao indice de
crescimento, a tabela traz graficos com curvas, apresentan-
do padrodes de crescimento estipulados pela OMS. O gréfico
apresenta o crescimento de meninas, cuja analise se da pelo
ponto de interseccao entre o comprimento, em centimetro,
e a idade, em més completo e ano, da crianca.
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Idade (més completo e ano)

Uma menina aos 3 anos de idade tinha altura de 85 centi-
metros e aos 4 anos e 4 meses sua altura chegou a um valor
que corresponde a um ponto exatamente sobre a curva p50.
Qual foi 0 aumento percentual da altura dessa menina, des-
crito com uma casa decimal, no periodo considerado?

a) 23,5%
b) 21,2%
) 19,0%
d) 11,8%
e) 10,0%

23.0 procedimento de perda rapida de “peso” é comum
entre os atletas dos esportes de combate. Para participar de
um torneio, quatro atletas da categoria até 66 kg, Peso-Pena,
foram submetidos a dietas balanceadas e atividades fisicas.
Realizaram trés “pesagens” antes do inicio do torneio. Pelo
regulamento do torneio, a primeira luta devera ocorrer entre
o atleta mais regular e 0 menos regular quanto aos “pesos"”.
As informacdes com base nas pesagens dos atletas estao no
quadro:

L 5_ 5_ 5_ o g 2.8
= +R2 |AF2 |wR2 | 3 5 ?S
< 8 8= e~ | = 2 ad
o Q. o
[ 78 72 66 72 72 4,90
[ 83 65 65 71 65 8,49
I 75 70 65 70 70 4,08
v 80 77 62 73 77 7,87

Apds as trés “pesagens”, os organizadores do torneio infor-
maram aos atletas quais deles se enfrentariam na primeira
luta. A primeira luta foi entre os atletas

24. um posto de saude registrou a quantidade de vacinas
aplicadas contra febre amarela nos ultimos cinco meses:

« 1°més: 21;

«2°més: 22;

+ 3° més: 25;

«4°més: 31;

«5°més: 21.

No inicio do primeiro més, esse posto de saude tinha 228
vacinas contra febre amarela em estoque. A politica de re-
posicao do estoque prevé a aquisicao de novas vacinas, no
inicio do sexto més, de tal forma que a quantidade inicial
em estoque para os proximos meses seja igual a 12 vezes
a média das quantidades mensais dessas vacinas aplicadas
nos ultimos cinco meses.

Para atender essas condicoes, a quantidade de vacinas con-
tra febre amarela que o posto de saude deve adquirir no ini-
cio do sexto més é

a) 156.
b) 180.
c) 192.
d) 264.
e) 288.

25. Um petroleiro possui reservatério em formato de um
paralelepipedo retangular com as dimensées dadas por 60
m x 10 m de base e 10 m de altura. Com o objetivo de mini-
mizar o impacto ambiental de um eventual vazamento, esse
reservatério é subdividido em trés compartimentos, A,Be C,
de mesmo volume, por duas placas de aco retangulares com
dimensdes de 7 m de altura e 10 m de base, de modo que
os compartimentos sao interligados, conforme a figura. As-
sim, caso haja rompimento no casco do reservatorio, apenas
uma parte de sua carga vazara.
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Suponha que ocorra um desastre quando o petroleiro se
encontra com sua carga maxima: ele sofre um acidente que
ocasiona um furo no fundo do compartimento C. Para fins
de calculo, considere despreziveis as espessuras das placas
divisérias. Apds o fim do vazamento, o volume de petréleo
derramado tera sido de:

a) 1,4x103 m?
b) 1,8 x 103 m?
c)2,0x103 m3
d)3,2x103 m3
e)6,0x 103 m?



26. Em uma cidade, o nimero de casos de dengue con-
firmados aumentou consideravelmente nos ultimos dias. A
prefeitura resolveu desenvolver uma acao contratando fun-
cionarios para ajudar no combate a doenca, os quais orien-
tarao os moradores a eliminarem criadouros do mosquito
Aedes aegypti, transmissor da dengue. A tabela apresenta o
numero atual de casos confirmados, por regiao da cidade

Regiao Casos confirmados
Oeste 237
Centro 262
Norte 158
Sul 159
Noroeste 160
Leste 278
Centro-Oeste 300
Centro-Sul 278

A prefeitura optou pela seguinte distribuicao dos funciona-
rios a serem contratados:

10 funciondrios para cada regiao da cidade cujo numero de
casos seja maior que a média dos casos confirmados.

7 funcionarios para cada regiao da cidade cujo numero de
casos seja menor ou igual a média dos casos confirmados.
Quantos funcionarios a prefeitura devera contratar para efe-
tivar a acao?

27. Cinco marcas de pao integral apresentam as seguintes
concentragoes de fibras (massa de fibra por massa de pao):
« Marca A: 2 g de fibras a cada 50 g de pao;

- Marca B: 5 g de fibras a cada 40 g de pao;

« Marca C: 5 g de fibras a cada 100 g de pao;

« Marca D: 6 g de fibras a cada 90 g de pao;

« Marca E: 7 g de fibras a cada 70 g de pao.

Recomenda-se a ingestao do pao que possui a maior con-
centracao de fibras.

A marca a ser escolhida é
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28. Ao iniciar suas atividades, um ascensorista registra tan-
to o numero de pessoas que entram quanto o numero de
pessoas que saem do elevador em cada um dos andares do
edificio onde ele trabalha. O quadro apresenta os registros

do ascensorista durante a primeira subida do térreo, de onde
partem ele e mais trés pessoas, ao quinto andar do edificio

Numero de pessoas Térreo 1° andar 2° andar 3° andar 4° andar 5° andar
que entram no elevador 4 4 1 2 2 2
que saem do elevador 0 3 1 2 0 6

Com base no quadro, qual é a moda do niumero de pessoas
no elevador durante a subida do térreo ao quinto andar?

)
)
)

)
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29. Um tunel deve ser lacrado com uma tampa de concre-
to. A secao transversal do tunel e a tampa de concreto tém
contornos de um arco de parabola e mesmas dimensades.
Para determinar o custo da obra, um engenheiro deve calcu-
lar a area sob o arco parabdlico em questao. Usando o eixo
horizontal no nivel do chao e o eixo de simetria da parabola
como eixo vertical, obteve a seguinte equacao para a para-
bola:

y =9 -x% sendo x e y medidos em metros.

Sabe-se que a area sob uma parabola como esta é igual a %
da area do retangulo cujas dimensodes sao, respectiva men-
te, iguais a base e a altura da entrada do tunel. Qual é a area
da parte frontal da tampa de concreto, em metro quadrado?

30. O setor de recursos humanos de uma empresa preten-
de fazer contratacdes para adequar-se ao artigo 93 da Lei
no. 8.213/91, que dispde: Art. 93. A empresa com 100 (cem)
ou mais empregados esta obrigada a preencher de 2% (dois
por cento) a 5% (cinco por cento) dos seus cargos com bene-
ficiarios reabilitados ou pessoas com deficiéncia, habilitadas,
na seguinte proporcao:

® até 200 empregados.........coiuinnn.. 2%;
®* de 201 a500 empregados............... 3%;
® de 507 a 1 000 empregados............. 4%;
edel100lemdiante.................... 5%.

Constatou-se que a empresa possui 1 200 funcionarios, dos
quais 10 sao reabilitados ou com deficiéncia, habilitados.
Para adequar-se a referida lei, a empresa contratara apenas
empregados que atendem ao perfil indicado no artigo 93. 0
numero minimo de empregados reabilitados ou com defici-
éncia, habilitados, que devera ser contratado pela empresa é



31. Uma pessoa comercializa picolés. No segundo dia de
certo evento ela comprou 4 caixas de picolés, pagando RS
16,00 a caixa com 20 picolés para revendé-los no evento. No
dia anterior, ela havia comprado a mesma quantidade de pi-
colés, pagando a mesma quantia, e obtendo um lucro de RS
40,00 (obtido exclusivamente pela diferenca entre o valor de
venda e o de compra dos picolés) com a venda de todos os
picolés que possuia.

Pesquisando o perfil do publico que estard presente no
evento, a pessoa avalia que sera possivel obter um lucro
20% maior do que o obtido com a venda no primeiro dia do
evento.

Para atingir seu objetivo, e supondo que todos os picolés
disponiveis foram vendidos no segundo dia, o valor de ven-
da de cada picolé, no seqgundo dia, deve ser

a) RS 0,96.
b) RS 1,00.
c) RS 1,40.
d) RS 1,50.
e) RS 1,56

32. 0 abaco ¢ um antigo instrumento de calculo que usa
notacao posicional de base dez para representar nimeros na-
turais. Ele pode ser apresentado em varios modelos, um deles
é formado por hastes apoiadas em uma base. Cada haste cor-
responde a uma posicao no sistema decimal e nelas sao co-
locadas argolas; a quantidade de argolas na haste representa
o algarismo daquela posicao. Em geral, colocam-se adesivos
abaixo das hastes com os simbolos U, D, C, M, DM e CM que
correspondem, respectivamente, a unidades, dezenas, cen-
tenas, unidades de milhar, dezenas de milhar e centenas de
milhar, sempre comecando com a unidade na haste da direita
e as demais ordens do numero no sistema decimal nas hastes
subsequentes (da direita para esquerda), até a haste que se
encontra mais a esquerda. Entretanto, no dbaco da figura, os
adesivos nao seguiram a disposicao usual.

Nessa disposicao, o nUmero que esta representado na figura é

a)46171.

b) 147 016.
c) 171 064.
d) 460 171.
e) 610 741.

33. Um reservatorio é abastecido com agua por uma tor-
neira e um ralo faz a drenagem da agua desse reservatério.
Os graficos representam as vazdes Q, em litro por minuto, do
volume de dgua que entra no reservatorio pela torneira e do
volume que sai pelo ralo, em funcao do tempo t, em minuto.

Q (L/min) Q (L/min)
4 Torneira 4 Rab

20 20 f-nmmmseeee e :

5 5)----, :

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Em qual intervalo de tempo, em minuto, o reservatério tem
uma vazao constante de enchimento?

a)De0Oa10.
b) De5a10.
c)De5a15.
d) De 15 a 25.
e) De 0 a 25.

34. Preocupada com seus resultados, uma empresa fez um
balanco dos lucros obtidos nos ultimos sete meses, confor-
me dados do quadro.

Més | Il m (v | v | VI [ VI
Lucro
(em milhoes de reais) 37 133 |35 |22 130 | 35|25

Avaliando os resultados, o conselho diretor da empresa
decidiu comprar, nos dois meses subsequentes, a mesma
quantidade de matéria-prima comprada no més em que o
lucro mais se aproximou da média dos lucros mensais dessa
empresa nesse periodo de sete meses. Nos préximos dois
meses, essa empresa devera comprar a mesma quantidade
de matéria-prima comprada no més

a)l. b) II. olv. dWw e) VII.

35. No tanque de um certo carro de passeio cabem até 50
L de combustivel, e o rendimento médio deste carro na es-
trada é de 15 km/L de combustivel. Ao sair para uma viagem
de 600 km o motorista observou que o marcador de com-
bustivel estava exatamente sobre uma das marcas da escala
diviséria do medidor, conforme figura a sequir.

» t (min) i i : : » t (min)



Como o motorista conhece o percurso, sabe que existem, até
a chegada a seu destino, cinco postos de abastecimento de
combustivel, localizados a 150 km, 187 km, 450 km, 500 km e
570 km do ponto de partida. Qual a maxima distancia, em qui-
|l6bmetro, que podera percorrer até ser necessario reabastecer
o veiculo, de modo a nao ficar sem combustivel na estrada?

a)570 b)500 <¢)450 d)187 e)150

36. Diante da hipétese do comprometimento da qualida-
de da agua retirada do volume morto de alguns sistemas hi-
dricos, os técnicos de um laboratorio decidiram testar cinco
tipos de filtros de agua. Dentre esses, os quatro com melhor
desempenho serdo escolhidos para futura comercializacgao.
Nos testes, foram medidas as massas de agentes contami-
nantes, em miligrama, que nao sao capturados por cada fil-
tro em diferentes periodos, em dia, como segue:

« Filtro 1 (F1): 18 mg em 6 dias;
« Filtro 2 (F2): 15 mg em 3 dias;
« Filtro 3 (F3): 18 mg em 4 dias;
« Filtro 4 (F4): 6 mg em 3 dias;
« Filtro 5 (F5): 3 mg em 2 dias.

Ao final, descarta-se o filtro com a maior razao entre a medi-
da da massa de contaminantes nao capturados e o numero
de dias, o que corresponde ao de pior desempenho.

O filtro descartado é o

37.Em regides agricolas, € comum a presenca de silos para
armazenamento e secagem da producao de graos, no forma-
to de um cilindro reto, sobreposta por um cone, e dimensdes
indicadas na figura. O silo fica cheio e o transporte dos graos
é feito em caminhoes de carga cuja capacidade é de 20m? .
Uma regiao possui um silo cheio e apenas um caminhao para
transportar os graos para a usina de beneficiamento.

12m

3m

Utilize 3 como aproximacgao para m. O numero minimo de
viagens que o caminhao precisard fazer para transportar
todo o volume de graos armazenados no silo é

38. Em uma empresa de mdveis, um cliente encomenda
um guarda-roupa nas dimensdes 220 cm de altura, 120 cm

de largura e 50 cm de profundidade. Alguns dias depois, o
projetista, com o desenho elaborado na escala 1:8, entra em
contato com o cliente para fazer sua apresentacao.

No momento da impressao, o profissional percebe que o de-
senho ndo caberia na folha de papel que costumava usar.
Para resolver o problema, configurou a impressora para que
a figura fosse reduzida em 20%.

A altura, a largura e a profundidade do desenho impresso
para a apresentacao serao, respectivamente:

a) 22,00cm, 12,00 cm e 5,00 cm.
b) 27,50 cm, 15,00 cm e 6,25 cm.
c)34,37cm, 18,75cme 7,81 cm.
d) 35,20 cm, 19,20 cm e 8,00 cm.
e) 44,00 cm, 24,00cm e 10,00 cm.

39. ALondon Eye é urna enorme roda-gigante na capital in-
glesa. Por ser um dos monumentos construidos para celebrar
a entrada do terceiro milénio, ela também é conhecida como
Roda do Milénio. Um turista brasileiro, em visita a Inglaterra,
perguntou a um londrino o diametro (destacado na imagem)
da Roda do Milénio e ele respondeu que ele tem 443 pés.
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Nao habituado com a unidade pé, e querendo satisfazer sua
curiosidade, esse turista consultou um manual de unidades
de medidas e constatou que 1 pé equivale a 12 polegadas,
e que 1 polegada equivale a 2,54 cm. Apds alguns calculos
de conversao, o turista ficou surpreendido com o resultado
obtido em metros. Qual a medida que mais se aproxima do
diametro da Roda do Milénio, em metro?

a)53 b)94 ) 113 d)135 e) 145

40. A permanéncia de um gerente em uma empresa esta
condicionada a sua producao no semestre. Essa producao é
avaliada pela média do lucro mensal do semestre. Se a mé-
dia for, no minimo, de 30 mil reais, o gerente permanece no
cargo, caso contrario, ele sera despedido. O quadro mostro o
lucro mensal, em milhares de reais, dessa empresa, de janei-
ro a maio do ano em curso.

Janeiro Fevereiro Margco Abril Maio

21 35 21 30 38

Qual deve ser o lucro minimo da empresa no més de junho,
em milhares de reais, para o gerente continuar no cargo no
proximo semestre?
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1.c

48 3x3_ 4(+) 3D _ 4 3 7
x243x+2  x2-1 (x+2)(x+1) (x+1)(x-1) (x+1) (x+1) (x+1)

(UFJF - MG)
2.A

Primeiramente, encontre B N C. Depois fica mais simples
concluirqual é A- (B n Q).

(PUC - MG)
3.C
A=]-2,3] e B=[0,5]
A= > &
-2 3
B= & )
0 5

B-A =]3,5] os inteiros nesse intervalo é 4 e 5.

(ENEM 2017)
&4.c

Repare que no intervalo [6,8] o veiculo fica parado, logo o
tempo que o veiculo permaneceu imével foi de 2 minutos.

5.E

Chame de x o preco de reducao na embalagem da polpa de
morango. Entdao podemos montar a equacao:

2 18+ 14.70=2 (18 ;.+'I 15,30
B g e g LA g

Resolvendo a equacao, achamos x = 0,30.

6.c

Repare que a caixa 2 tem uma das arestas 75cm < 80cm, en-
tao esta ja nao serve.

Agora:

Volume da caixa 1: 86x86x86 = 636.056 cm?

Volume da caixa 3: 85x82x90 = 627.300 cm?

Volume da caixa 4: 82x95x82 = 638.780 cm?

Volume da caixa 5: 80x95x85 = 646.000 cm?

Para que caiba e sobre o menor espaco possivel, o casal deve
escolher a caixa 3.

7.8

Lembre-se que 1.000L =1 m3.

O volume da dgua na piscina=3mx5mx(1,7-0,5 m=18
m?3. A quantidade de produto a ser adicionada é 18 x1,5 ml
=27ml.

Chame de D a distancia entre os pontos de partida no nivel

do mar e no topo da montanha. O tempo de percurso de

cadabonde é 1,5 minutos, isso equivale a 90 segundos. (Lem-

bre-se da férmula de velocidade média da fisica V =V,=D)
At

Conseguimos calcular entre a distancia

percorrida Aem40s: _D x 40

920
Pensando em fracées, B percorre 5 xD e otempo de deslo-
camento serd g*D _ 90x5xD _ ..
R =50

a0
Portanto a partir de 10 segundos depois de B.

9.A

Chame de X a profundidade do rio as 13h. Entao as 15h a
profundidade é de x+6 e as 16h x+4, 10% a menos do que as
15h de acordo com enunciado.

Montando a equacao:
X+4=0,9(x+6)=90(x+6)=0,9(x+6)
100

Resolvendo a equacao: x+4=0,9(x+6) achamos x=14m. Por-
tanto x+4=18m.

10.p

Chame de X a nota da disciplina I. Faca a média ponderada
de acordo com o nimero de créditos. Lembrando que a nota
minima seria 7.

12X+4*x8+8x6+8x5+10x7,6=7
12+4+8+8+10

12x+32+48+40+75=7
42

Resolvendo a equacgao, x=8,25. Assim a nota minima que ele
deve conseguir é de 8,25.



11.8

Basta calcular a média de cada aluno:

5+56+5+10+6=6,2

Média de x = =

L . 4+9+3+9+5
Meédia de y= % =6

) 5+3+8+5+6
Media de Z=T+=5’8

S6 o aluno z foi reprovado.

12.c

Basta olhar as diferencas e analisar qual a menor.
4,025-4=0,025

4,100-4=0,1

4,080-4=0,08

4-3,099=0,901

A menor diferenca é com o diametro 4,025.

13.cC

A escala é de 200 €© volume 25cm3. Para o volume, utiliza-
mos (—) Usando a regra de trés: (400)°x25=1600000cm?

400

ou 1600 m3.

14.cC

Teste as possibilidades e conclua que o menor custo é quan-
do a pessoa sobe e desce por um dos elevadores, anda a pé
de um mirante ao outro e sobe e desce pelo outro elevador.
0,15+0,10+1,80+2,30=4,35

15.E
Veja:
30-10=3-1=8
70 50 7 5 35
16.c

Repare que o triangulo OAB é retangulo e podemos usar
o teorema de Pitagoras. Como o diametro da esfera é de
10cm, OB = 5cm.

OB?=R*+0A’=5°=32+0A’=0A=4

17.€

A temperatura maxima mais aproximada registrada que
olhamos no nivel inferior do filete preto na coluna da direita
é de 19°C.

18.8

Na primeira parada, houve um consumo de 4 x 100 =40 kg.
10

Resta, entao, 100-40=60kg e 3lx60=20 kg. Usando a re-
gra de trés para transformar de kg para litros e a densidade
dada:

750g — 11

20 000g — x

Entdo achamos x = 20_,

0,75
19.8
Organizando em ordem crescente: 6,8; 7,5; 7,6; 7,7; 7,9; 8,1;
8,2;8,5; 8,5; 8,6; 8,9;9,0:
Mediana= 79 +81 =8,0(%)

2
20.A

Temos 9 vermelhas e 1 verde. Podemos calcular a probabili-
dade (lembrando de %ombinagéo):
P=c10,1 x (;) X<i>= 10x2x 1 =10x2

3 3 3 3 310

21.E

Escolha um jogador dentre os 8. Combinacao de 8 tomando
2a2.

(ENEM 2016)
22.A

O crescimento de uma menina segue P*°, sendo que com
4 anos e 4 meses tem 105cm de altura. Com 3 anos, essa
menina tinha 85 cm, ou seja, ela teve um crescimento de
(105-85)=20cm. Em porcentagem: 20 = 0,23529 = 23,5%.

85

23.C

O atleta mais regular é aquele com menor desvio padrao,
que é o atleta lll. O atleta menos regular é aquele que possui
maior desvio padrao, que é o atleta Il. Logo Il e lll lutaram.

24. C
Calculandoamédia: 21 +22+25+31+21=120=24
5 5

Do estoque inicial, sobraram 228 - 120 = 108 vacinas, entao
o posto deve adquirir 12 x 24-108=180 vacinas.

25.D

Volume do reservatorio é (60x10x10)=6000m?3.

S6 nao é derramado o que esta em A e B, o volume desses
dois compartimentos é (40x10x7) = 2800 m>. Logo o volume
derramado é de 6000 m3 - 2800 m3 = 3200 m* Usando nota-
cao cientifica: 3,2 x 103 m>.

26.D

Calculando a média: 237 + 262 + 158 + 159 + 160 + 278 + 300 + 378 = 225
8




Nas regides oeste, centro, leste, centro oeste e centro sul, o
numero de casos é maior que a média. Logo 10x5+3x7 =
50+21=71.

27.8

Fazendo o quociente da quantidade de fibras em g pela
quantidade de pao em g:

MarcaA= 2 = 0,04; Marca B = 2 - 0,125; MarcaC= 2 =

50 40 100
0,05;MarcaD= 6 =0,066.;MarcaE= Z =0,1
90 10
O maior valor é de 0,125, logo a marca B deve ser a escolhida.

28.D

O numero de pessoas no elevador nos respectivos andares é
4,5,5,57e1.Amoda é 5.

29.c
Esbocando o graficodey =9 - x2:
Y
IQ A distanciade -3 a3 éigual 6 e
altura do tunel é de 9.
2 x6x9=36
3
—._3 3! P X
30.€

Chame de x 0 numero de empregados reabilitados. Monta-
MOSs a equagao:
10+x=5% (1200 +x) = = (1200+x)

100

Resolvendo a equacéo, encontramos: x = 2000 = 526
100

Como o numero de funcionarios reabilitados é um numero
natural, o nimero minimo é 53.

31.c

4 caixas de picolé custam 4x16=64 reais. Queremos um lucro
superior a 20% do lucro anterior e, portanto, devera ter um
lucro de 1,20 x40 = 48 reais.

Entdo o faturamento do segundo dia deve ser: RS 48,00 +
RS 64,00 = RS 112,00. Se a caixa tem 20 picolés, logo 4 cai-
xas tém 80 picolés. Portanto: R$ 112 =R$ 1,40

80 picolés
32.p
Onumeroé 1+ 70+ 100 + 60 000+ 400 000 =460 171.
33.8

Para a vazao de enchimento ser constante, a quantidade de
agua saindo da torneira e escorrendo pelo ralo devem ser
constantes. Isso ocorre no intervalo de 5a 10.

34.D

Calculando a média dos lucros

mensais=37+33+35+22+30+35+25=217 =31
7 7

A média se aproxima mais do més V.

35.8

O tanque cheio tem 50L, o marcador indica Z do tanque
3

ZX 50 = 37,5 litros. O rendimento é de 15 Km/L. Fazendo

aregra de trés:
1—15
3,75—X

x=37,5 x 15 = 562,5 km, logo devera parar no posto a
500km do ponto de partida.

36.8

Calcule as razbes entre a medida de contaminantes nao cap-

turados e o numero de dias. Verifique que no filtro 2: 15mg

3 dias
serd a maior razao e o filtro de pior desempenho.

37.p

Para calcular o volume do silo, basta calcular o volume do
cilindro e somar com o volume do cone.
Vsilo = Vcilindro + Vcone

Vsilo=11R2H+ L mR2xH
3

Vsilo=3x32x12+ L x3? =357
3

Como o caminhao tem capacidade de 20 m? 351, logo pre-

cisa de 18 viagens. 20
38.a
As dimensdes do guarda roupa na escala 1:8 sao 220=27,5
8
cm; 120 =15 cm; 20 = 6,25¢cm diminuindo em 20%.
8 8

80% de 27,5=22cm, 80% de 15 =12 cm e 80% de 6,25 =5
cm. Temos, entao, 22 cm de altura, 12 cm de largura e 5 cm
de profundidade.

39.0

1 pé = 12 polegadas e 1 polegada =2,54 cm, logo 1 pé =12
X 2,54 cm =30,48 cm =0,3048 m, portanto o diametro da
roda gigante é de 443 X 0,3048 = 135m.

40. e

Chame de x o lucro mensal no més de junho. O minimo da
média é 30 mil reais 21 + 35 + 21 + 30 + 38 + x = 30, resol-
vendo a equacao. 6
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1. MECANICA

A mecanica classica ou newtoniana é a parte da Fisica que
estuda os movimentos dos corpos, sua evolucao temporal e
as equacdes matematicas que os determinam.

De acordo com esta drea de estudos, as leis matematicas per-
mitem a descricao completa do movimento de qualquer cor-
PO No espago e no tempo, conceitos estes que sao absolutos.
O sistema newtoniano foi contestado com o surgimento da
teoria da relatividade e da teoria quantica, que abordaram,
respectivamente, a relatividade do tempo e do espaco e o es-
tudo de sistemas fisicos em dimensdes atdbmicas.

Um movimento, por exemplo, pode ser descrito pela cine-
matica analisando a velocidade do mével, a distancia per-
corrida, o tempo e a aceleragao. Se investigarmos suas cau-
sas, ou seja, as forcas que justificam o movimento, tem-se
um sistema dinamico. Caso as forcas que atuam no corpo
estejam em equilibrio e a aceleracao seja nula, o sistema es-
tara em equilibrio estatico.

.o 00O ® 0o

—_—

R=0 — {equilibrio estatico — repouso
— equilibrio dinamico — M.R.U.

Caso ocorra o equilibrio dinamico e a resultante das forcas
seja nula, ou seja, o corpo esteja com velocidade constante
V em movimento uniforme, a posicao s do mével pode ser
determinada no instante t por meio da seguinte expressao
matematica: S =S, + vt. Com essa formula, partindo da posi-
cao atual do corpo e conhecendo a sua velocidade, é possi-
vel determinar a posicao futura.

No movimento uniforme, o valor do médulo da velocidade é
constante e nao nulo, isto é, o movel percorre espagos iguais
em intervalos de tempo iguais. Se além da velocidade apre-
sentar valor constante e a trajetdria for retilinea, o movimen-
to é dito movimento retilineo uniforme (MRU).

Para o caso de velocidade positiva (v > 0), teremos:

« As posicoes crescem algebricamente com o
tempo, ou seja, o corpo caminha no sentido
positivo da trajetoria. Dizemos que o movi-
mento é progressivo.

Para o caso de velocidade negativa (v < 0), teremos:

« As posicoes decrescem algebricamente com o tempo,

ou seja, 0 corpo caminha no sentido contrario ao po-
sitivo da trajetdria. Nessa circunstancia, dizemos que o
movimento é retrogrado.

A representacao das forcas que atuam sobre um corpo
pode ser feita por um vetor. Os vetores sao representagoes
matematicas por meio de uma seta que indicam médulo, di-
recao e intensidade.

=R,

e
F=20N

- Intensidade (médulo): | F [=20 N;
- Direcao: horizontal;
- Sentido: para a direita.

Observe que:

R=m.a
a=Av _,{ Av — variacao de velocidade
At At — variacdo de tempo

Sistema Internacional de Unidade (SI)

- Forca resultante (R): Newton (N);
« Aceleracao (a): metros por sequndo ao quadrado (m/s2);
« Massa (m): quilograma (kg).

Importante observar: a massa é uma grandeza escalar por-
que ela fica caracterizada quando conhecemos um nimero
ou um numero e uma unidade. Grandezas escalares somen-
te possuem intensidade ou médulo. Sao grandezas escala-
res: massa, variacao de tempo, temperatura, volume e indice
de refracao.

Grandezas vetoriais sao determinadas por uma direcao, um
sentido, um numero e uma unidade. A representacao de
uma grandeza vetorial é por meio de um segmento orienta-

do de uma reta:
Vetor a

Sao grandezas vetoriais: forca, aceleracao, velocidade, im-
pulso e quantidade de movimento.



Func¢ao horaria dos espagos
E a funcdo que determinard a posicdo que um movel vai
apresentar em qualquer instante de tempo.

O movimento uniforme (UM) tem como principal caracteris-
tica a velocidade escalar constante.

Isso porque, quando qualquer mével em movimento com
velocidade escalar constante, nao apresenta variacao da ve-
locidade escolar, portanto a aceleracao escalar é nula. Isso
pode causar estranheza ao aplicarmos o conceito em nosso
dia a dia, ja que devemos acelerar o motor quando quere-
mos que o carro ande mais rapido. Tal pensamento também
acontece nas subidas, uma vez que temos de acelerar para
que a velocidade do carro permaneca a mesma, ou seja,
mantenha-se constante.

Explicando: em Fisica, aceleracao tem a ver com somente
um significado: a variacao da velocidade por unidade de
tempo. Entao, se nao ha variacao de velocidade, nao ha ace-
leracdo. Isso quer dizer que, se um automoével estd em um
movimento uniforme, existirao deslocamentos iguais em
intervalos de tempos iguais também.

Ou seja, quando um corpo esta em movimento uniforme,
sua posicao varia no decorrer do tempo em relagao a um
referencial.

A funcao que relaciona a posicao s com o tempo t é
denominada func¢ao horaria das posicoes do movimento
e é representada por: s = f(t) (Ié-se: s é uma funcao de t).

Para obter essa funcao, considere um corpo percorrendo
com velocidade constante a trajetéria da figura:

t=0 t
v Vv
— Gmmrp —  — Cumre
S, S
Nesse caso:
-5.: s, € a posicao inicial do corpo t, = t, € o instante inicial
(t,=0);

-t:téoinstante final;
-5,:5 € a posicao do corpo no instante final t.
Usando a formula da velocidade média, temos:

S,- S, S-S,

Desta ultima, resulta:

S= s0+vt

Como afuncdos=s,,  ¢édo1°grauem relagdoaotempo,o
) ; +vt
seu grafico é representado por uma reta.

1° caso: velocidade positiva (v > 0).

Neste caso, as posi¢des crescem algebricamente com o tem-
po, isto é, o corpo caminha no sentido positivo da trajetéria.
Dizemos que o movimento é PROGRESSIVO.

Representacao da trajetoria:

O gréfico representativo é:

A 4

2° caso: velocidade negativa (v < 0).

Nesta situacao, as posi¢oes decrescem algebricamente com o
tempo, isto &, o corpo caminha no sentido contrario ao positi-
vo da trajetéria. Dizemos que o movimento ¢ RETROGRADO.

Representacao da trajetoria:




O grafico representativo é:

v

Notas:
No movimento uniforme:
- a velocidade escalar é sempre constante:
v =As=s-s =cte#0
At t-t
- a aceleracdo escalar é sempre zero, ou seja, enquanto o mé-
vel se desloca, nao alteracao da aceleracao nele:

a=a_=constante = 0

No movimento uniforme, o diagrama da velocidade em fun-
cao do tempo v x t € uma reta paralela ao eixo dos tempos
devido a velocidade ser constante e nao variar ao longo do
tempo.

Movimento Retilineo Uniformemente
Variado - MRUV

Um movimento é chamado uniformemente variado quando
a relagcao espaco-tempo é do 2° grau, isto é:

f(x) = c+ bx + ax?

Se a aceleracao escalar de um mével for constante e nao
nula em uma trajetdria retilinea, entao ele estara em movi-
mento retilineo uniformemente variado.

a) funcao horaria do espago no MUV,
s=s,+Vt+at?

2
b) funcao horaria da velocidade no MUV;
v=yv,+ at

) a aceleracao escalar.

O movimento pode ser classificado em:

Movimento acelerado Movimento retardado

O mddulo da velocidade
aumenta.

O modulo da velocidade
diminui.

v e a com mesmo sinal. o
vV e @ com sinais postos.

a=a_= %1 = constante # 0
t

Equacao de Torricelli

A importancia da equacao de Torricelli se justifica por ser a
unica que relaciona espaco percorrido, velocidade e acelera-
¢ao de um movel, mas sem depender do tempo. Ganhou o
nome do fisico italiano Evangelista Torricelli, cientista atuante
no século 17, responsavel por varias descobertas cientificas.

No exercicio seguinte, observamos a aplicacao alguns dos
conceitos de dinamica:

Importante observar:

“As forcas de acao e reacao sao forcas trocadas entre dois
Corpos, por isso, nunca se equilibram.”

|:BA IEAB

‘—

Fael=IF

BA‘

2. ENERGIA

A unidade utilizada para quantificar a energia no sistema in-
ternacional é o joule (J), mas usualmente se utiliza a caloria
(cal) — um joule equivale a 0,24 cal. Nas ciéncias bioldgicas e
na nutricao, utiliza-se a “caloria nutricional” porque a caloria
é uma unidade muito pequena. Uma xicara pequena de café
com acgucar possui 33 kcal ou 33.000 cal ou 33 “cal nutricio-
nais”. O joule e o quilo joule (KJ) sao mais utilizados quando
sao necessarios calculos em sistemas fisicos.

Os sistemas que nao transformam energia sdao chamados de
conservativos. Nesse modelo, a energia final é igual a ener-
gia inicial. Nesses sistemas, nao ocorrem perdas de energia.
Assim, a soma das energias cinética (Ec) e potencial (Ep) é
constante e é denominada energia mecanica.

E. + E; = Constante

A energia cinética esta relacionada ao movimento de um
corpo e é definida pelo produto de sua massa (m) com sua
velocidade (v):



A energia potencial gravitacional (E)) € a energia armaze-
nada que um corpo possui por estar situado a uma certa
altura (h) em relacao a um plano horizontal de referéncia:

E,=m-g-h

A rapidez da transformacao da energia por um disposi-
tivo para cumprir determinada funcao é denominada
poténcia. A poténcia média (Pm) sera a quantidade de
energia transferida em um intervalo de tempo [~ AE

m_E

A unidade utilizada para quantificar a poténcia na sistema internacional é o

Joule  _ J| = Walt = W)
segunda s Y7 . Como (W) & uma unidade muito pequena, usamos seus
multiplos: 1 kKW , 1000 W = 103 W: Megawatt (MW): 1 MW = 106 W; Gigawatt

(GW): 1 GW = 109 W.

Transformacao de energia

As fontes de energia podem ser renovaveis e nao renovaveis.
As renovaveis vém de recursos naturais que sao naturalmen-
te reabastecidos, como o sol, o vento, a chuva e as marés. Ja
as Nao renovaveis tém recursos limitados que dependem da
disponibilidade de riquezas naturais do nosso planeta. Sao re-
Cursos nao renovaveis: petrdleo, carvao, gas natural, minérios
e substancias radioativas.

RICOROE GSTID0 £Y 2608 MASCD DE 2014

Fonte: Ministério de Minas e energia//portal Brasil Publicagao: 17/03/2017;
Petrobras blog: fatos e fotos. Publicacao: 28/03/2014

O método de transformacao de energia ocorre continua-
mente tanto no mundo como nos organismos vivos. A ener-
gia solar que chega até a terra é decorrente do processo de
fusao nuclear. Nos telhados de algumas casas, podem haver
painéis de células fotovoltaicas para captacao de energia
solar e conversao em energia elétrica. Nas usinas nucleares,
ocorre a transformacao da energia produzida por fissao nu-
clear em energia elétrica. J& aerogeradores transformam a
energia mecanica dos ventos em energia elétrica.

Energia solar

O sol é a fonte primordial de energia para nés, humanos.
Fornece luz, calor e parte dela também é assimilada pe-
los organismos vivos e armazenada em substancias orga-
nicas. Em um segundo momento, essa energia absorvida
pode ser disponibilizada como nutrientes para outros
seres vivos ou se torna matéria-prima de combustiveis,
como o petréleo e o alcool. Uma de suas principais van-

tagens é nao causar danos ambientais diretos. Mas ha
métodos mais simples de captar a energia do sol. Por
exemplo, se vocé enrolar metros e metros de mangueira
preta expostos ao sol, a cor escura ‘absorve’ a energia no
feitio de calor, que pode esquentar a agua no interior da
mangueira.

Energia nuclear

E produzida nas usinas termonucleares, que tem o uranio e
outros elementos como combustivel. Com ela, produzimos
eletricidade por meio de varios processos fisico-quimicos.

Energia edlica

E aquela que capta a energia do ar em movimento e, com
isso, transforma o vento, ou melhor, sua energia em energia
elétrica. Isso é feito por meio de aerogeradores. Esta muito
presente em fazendas, chamadas de fazendas de energia
edlica. O norte e nordeste do pais concentram o maior nu-
mero delas.

Biogas

Quando os residuos organicos se decompdem, por meio de
bactérias, produzem o combustivel biogas, que se apresen-
ta em estado gasoso. Em sua composicao, encontram-se o
metano, didxido de carbono e também se detecta a presen-
ca de outros gases em proporcoes infimas. Entre as diversas
transformacoes energéticas que a obtencao do biogas faz,
uma delas é a mecanica, alcancada pelo método de com-
bustao. E, por meio da energia mecanica, chegamos a ener-
gia elétrica, que é ativada por gerador.

Mas o processo que transforma a energia ocorre continu-
amente tanto no mundo como nos organismos vivos. Por
exemplo, ao ingerirmos alimentos, acontecem transforma-
¢oes bioquimicas por acdes de enzimas que os convertem
em subprodutos utilizados por nosso corpo.

Por meio da combustdo da gasolina e de outros derivados
do petroleo, libera-se energia térmica na forma de energia
térmica, que pode ser transformada em energias cinética
(energia de movimento) ou elétrica. Esta ultima, por sua
vez, presente no interior das lampadas, converte-se em
energia luminosa.

Atencao: foi o empresario estadunidense Thomas Edison
(1847-1931) que organizou as primeiras instalacées para a
producao de energia elétrica. Ele desenvolveu o que ficou co-
nhecido como usinas termelétricas, que transformam o calor
da combustao do carvao e do petréleo (energia quimica) em
energia elétrica. A maior parte da produc¢ao mundial de energia
elétrica — cerca de 65% - é feita por usinas termelétricas.

3. HIDROSTATICA

E o campo da Fisica que estuda os fluidos que estdo em
repouso. Apesar de o termo hidrostatica significar “fluido da



agua’, na Fisica, fluidos se referem a liquidos e gases. As forcas
que atuam nos fluidos em repouso sao perpendiculares. Sao
estudados na hidrostatica: massa especifica, densidade, den-
sidade absoluta, densidade relativa, pressao, forca e empuxo.

Densidade (d)

A razao entre a massa e o volume de uma substancia resul-
ta em sua massa especifica (u):

m

=

- 1 = massa especifica da substancia;
- m = massa da substancia;
-V = volume da substancia.

No sistema internacional de unidades, temos kg/m?
como unidade de massa especifica e empregamos esse con-
ceito quando ha corpos homogéneos.

A quantidade da massa que o corpo possui, dividida pelo
volume da massa, determina sua densidade absoluta (d):

|:j:v , unidade no SI (kg/m?

d, =1000kg/m3

dgua

Ja arazao das densidades absolutas de duas substancias de-
finem a densidade relativa:

d =$ , d2 é normalmente escolhida como padrao.
1,2
2 d2

Considera-se a dgua como padrao pois a maior parte das
substancias se contrai a medida que a temperatura diminui.
Ao ser resfriada entre 4 e 0 °C, porém, a dgua se expande. A
temperatura ambiente de 25 °C, uma determinada massa de
agua tem densidade maxima (1 g/cm3).

Pressao hidrostatica

E a forca da gravidade que o liquido exerce. Ou seja, a0 mergu-
lharmos em uma piscina, sentimos a pressao da agua sobre nos.
E, guanto mais fundo vamos, maior ela sera. Se o liquido for mais
denso que a 4gua, maior ainda sera essa pressao.

Entenda: a pressao hidrostatica depende da profundidade,
da densidade do liquido e da gravidade local. Entao conside-
re um recipiente munido de um liquido homogéneo, confor-
me a ilustracao abaixo:

- A = area da base do recipiente;
- h = altura da coluna do liquido.

Como podemos perceber, o liquido exerce, devido ao
seu peso (P), uma pressdo (P,) sobre a area da base (A) do
recipiente. Assim sendo:

Entretanto vimos que P = m.g e que d = m/V, portanto o
peso do liquido pode ser expresso por:

P=d.V.g

Onde:
- d é a densidade do liquido;
-V é o volume do liquido.

Além disso, o volume do liquido no recipiente pode ser
encontrado da seguinte forma.

V=A.h

Em que:
- A = area da base;
- H = altura da coluna.

Assim temos que:
P=d.A.h.g

Portanto:

_P d-h-A.g
-5 =S

PH=d-g-h

P

Importante: quanto maior a profundidade (h), maior
sera a pressao hidrostatica realizada.

Teorema de Stevin

Foi o fisico Simao Stevin que, em 1586, calculou pela primeira
vez a pressao de um liquido em repouso e superficie livre no
contato com a atmosfera. Seu teorema diz: “A diferenca entre
as pressoes de dois pontos de um fluido em equilibrio é igual
ao produto entre a densidade do fluido, a aceleracdo da gravi-
dade e a diferenca entre as profundidades dos pontos”.

Vejamos na ilustragao:



Calculemos agora a diferenca da pressao entre os pontos
AeB.

PAsz'g'hA

A diferenca da pressao entre estes pontos é dada por:

Pi-Fo=de-g-hy-de g-hy

PA- Fe= d[ g (hA- ha)

P.-P,=d. g Ah

Isto nos mostra que a diferenca de pressao entre os dois
pontos de um liquido homogéneo e em equilibrio é igual ao
produto de peso especifico (d;) do fluido pela diferenca no
nivel entre os pontos.

Assim sendo, para dois pontos no mesmo nivel, temos:

Py-Fs =d: -g-Ah, Ah=0  porém ah=0

Pa-Fs=0e g0
P,-P; =0
P =P,

Ou seja, para todos os pontos situados no mesmo nivel
(na mesma profundidade), ha uma mesma pressao (isobari-

ca), pois P, = P, .

Pressao atmosférica

E a pressdo exercida por varios gases sobre a superficie da ter-
ra. Esses gases realizam pressao em todos os corpos. Pelo teo-
rema de Stein, vimos que as pressdes exercidas por fluidos em
equilibrio sao iguais para todos os pontos no mesmo nivel.

Pr=Fy
IPAtm=ng -g-h

A pressao atmosférica em nivel do mar é de 1 x 105 Pa.

1atm=10°Pa

Pressao absoluta
Consideremos agora um liquido homogéneo em equili-
brio em um recipiente exposto a pressao atmosférica.

Segundo o teorema de Stevin, temos que:
P,-P,=d -g-Ah

Entretanto o ponto B esta sujeito a pressao atmosférica e,
portanto, PB = Patm. Assim temos:

P,=P +d-g-Ah

Porém Ah representa exatamente a profundidade h na
qual o ponto B esta situado. Portanto:

Pressao atmosférica

i

Em outras palavras, podemos dizer que o ponto A esta su-
jeito a duas pressoes: a pressao exercida pelo liquido mais
a pressao externa que, nesse caso, é a pressao atmosférica.
Apresentando a expressao acima de maneira diferenciada,
temos:

PI = Pl:xl * pL

1]

P=P_+d. g h

- P, = pressao total;
- P, = pressao externa;
- d-g-h = pressao hidrostatica.

Vasos comunicantes
Sdo recipientes geralmente em formato de U para se estudar
a pressao e a relacao de densidades de liquidos imisciveis.

Considere um vaso comunicante na forma de “U” contendo
dois liquidos ndo misciveis de densidades d, e d, respecti-
vamente, conforme a figura abaixo:

® *——
1 2



Onde dA<dB

- d,= densidade do liquido A;
- d, = densidade do liquido B.

Ao analisarmos os pontos 1 e 2 veremos que estes pos-
suem a mesma pressao, pois pertencem ao mesmo plano
horizontal. Sendo assim, temos:

P =R
%"-dﬁ«'\g'hﬁ\ :%"'ds'\i'ha
da-hp = dg-hg

Ou simplesmente:

hy _ ds

he  da

Isso nos mostra que as alturas sao inversamente propor-
cionais as suas densidades.

Ou seja, quanto maior a densidade, maior sera a coluna
do liquido.

O teorema de Pascal estabelece que a variacdo da pres-
sao exercida num ponto em um liquido ideal em equilibrio
se transmite integralmente a todos os pontos desse liquido
e as paredes do recipiente que o contém.

Considere dois pontos distintos situados em um liquido
de densidade d homogéneo contido em um recipiente, con-
forme a ilustracao abaixo:

Pressio extrema

LN

|

e ——— e

— LA S

A pressao em A é dada por:

Py =Py +d-g-h,

A pressao em B é representada por:
P, =Py +d-g-hy

Suponhamos agora que a pressao externa aumente para
P, Apesar da mudanca, a densidade dos liquidos nao ¢ al-
terada, pois estes sao praticamente incompressiveis (volume
permanente). Assim, temos:

Pa=Pexr+ d-g-hy

Py =Pexr+d-g-hg

AP,=P,-P, @ APy=P;-P;
APp=Peyr+d gy - (Pexr + d-g-115 )
‘ﬁpﬂ - PEXT - PtIExT

APg = Pexr +§>Q”f§- (Pllzrr +M)

|APg = Pexr - Pexr

AP, = AP,

Prensa hidraulica

Esta é constituida de dois cilindros ligados entre si cujas
seccOes transversais possuem areas diferentes. No interior
desse cilindro, existe um liquido incompressivel e homo-
géneo que sustenta dois émbolos de areas (A, e A)) coinci-
dentes com as areas das seccdes transversais dos cilindros,
conforme a figura abaixo.

- Embulo 2

Embulo 1 ==
, Ao

A

A aplicacao de uma forca F, no émbolo de menor area
(A1) resultara em uma variacao de pressao dada por:

AP = 5

1
Conforme a lei de Pascal, a variacao de pressao também
deve ser transferida ao outro ramo do vaso.

Logo:
F?
AE

Igualando as duas expressdes temos que:

AP =

L)
A A;
Empuxo

Segundo Arquimedes, “a forca de empuxo de um corpo
imerso em fluido é igual ao peso do fluido deslocado” Essa é



a definicao a forca de empuxo gerada por um corpo imerso
em um fluido.

O empuxo pode ser observado em corpos que estejam par-
cialmente ou totalmente imersos ou ainda boiando. E des-
crito pelo principio fundamental da dinamica R=mae pela
32 |ei de Newton (da agao e reagao).

JA
— rm—
e sub e
O B d1
FE!-

Sendo que V_, € o volume submerso do bloco, o volu-
me total do objeto somente é utilizado nos calculos quando
este estiver totalmente imerso no fluido.

Caso nao exista nenhuma pressao agindo de cima para
baixo, a forca FB provocada pela pressdao hidrostatica no
ponto B empurra o bloco paracimaE=F,.

E=d .g.h.A

Note que h corresponde a altura submersa do bloco.
Dessa forma:

E=d .g.h , .A
E=d .g.V,

Empuxo resultante em um corpo submerso entre dois flui-
dos ndo misciveis entre si de densidades diferentes.

E
W

| |

Vejamos agora a expressao que determina o valor de
empuxo em casos onde o objeto esta submerso entre dois

fluidos nao misciveis entre si de densidades diferentes.

Suponha um sistema constituido de um bloco totalmen-
te imerso sobre dois fluidos de densidades d,<d,, homogé-
neo, nao misciveis entre si, onde V1 representa o volume do
bloco imerso no fluido 1 e V, representa o volume do bloco
imerso no fluido 2, conforme a ilustracao abaixo.

Qual a expressao que determina o empuxo total realiza-
do pelos dois fluidos?

Na figura, podemos notar novamente que as forcas hori-
zontais provocadas pelas pressées dos liquidos se cancelam,
mas as forcas horizontais nao, pois a forca aplicada na parte
inferior do bloco (F,) € maior que a utilizada na area superior
do bloco (F)).

Sendo assim, podemos perceber que o empuxo pode ser
calculado por meio da resultante dessas forcas da seguinte
forma:

E=A-(Pg-P,)
E=A[(d-gty+d,-g-hy+d, g-hy)-dy-ghy]
E=A-(d;-g-hy+d;-g-h;)

[E=E,+E,|

Note que a expressao acima nos mostra que 0 empuxo
total provocado pela imersao de um bloco entre dois fluidos
distintos é igual na soma entre 0s empuxos provocados por
cada fluido. Este fato também pode ser observado por obje-
tos imersos entre trés ou mais fluidos:

E=E +E +E

4. IMPULSO E QUANTIDADE
DE MOVIMENTO

Quantidade de movimento linear Jé a grandeza fisica
que estuda as transferéncias de movimento de um objeto
para outro, como ocorre com as bolas em um jogo de bilhar. E
também conhecida como quantidade de movimento ou movi-
mento linear e relaciona a massa do corpo com sua velocidade.

O=m-v

O impulso é provocado pela acao de uma forca durante



um intervalo de tempo. Ele mede a variacao da quantidade
de movimento. Por definicao, impulso da forca no intervalo
de tempo At é a grandeza vetorial | dada por:

—

| = F.At

No SI, o médulo do impulso é medido em N.s (Newton
vezes seqgundo).

Para forcas variaveis, é possivel demonstrar que a area sob
o grafico determina a projecao do impulso no mesmo eixo.

& F (N}

1| AREA

A quantidade do movimento é umagrandezainstantanea
porque envolve velocidade vetorial instantanea.

O=m-v

No SI, a unidade de moédulo da quantidade de movimen-
to é Kg.m/s. Esta unidade é equivalente a unidade de impul-
so: N.s=kg-m/s’.

Teorema do impulso (TI)

Na figura acima, temos uma particula de massa (m) sujei-
ta a acao da forca resultante R, constante e de mesma orien-
tacdo que o movimento, sendo a (aceleracdo) comunicada
por R, VO (velocidade inicial) da particula no instante t, eve
sua velocidade final no instante t. O impulso R que imprime
a particula no intervalo de tempo (At=t-t ) € dado por:

_’
.=

F At (I)

N
Como R é a resultante, a aplicacao do principio funda-
mental da dinamica, tem-se:

—

R=m.a(l)

=2 o , ,
SendoRea constantes, é pOSSIVel escrever que:

> &U > v-ﬂ
a= =as=
At At

Substituindo (lll) em (11):

V-V, )
A (V)

F=m -

Trocando (IV) em (I):

oy

V-V, At
At

—

R

Onde:

—

| — —
R—mv-mvo

Entretanto os produtos mv e mv0 nada mais sao do que
as quantidades de movimento da particula nos instantes fi-
nal (t) e inicial (t), respectivamente.

Logo:

-

_’
I res final ~ QianiFﬂ

T=nQ

Principio de conservagao da quantidade de
movimento (CQM)

Tal principio estabelece que, em um sistema mecanica-
mente isolado, a quantidade de movimento total permane-
ce constante. Segundo o teorema do Impulso (Tl), o impulso
resultante é igual a variacao da quantidade de movimento.

final inicial

: = b g
final inicial

Colisoes

Sempre que dois ou mais corpos colidem, ha um choque
mecanico. Na analise dos choques mecanicos, a energia
mecanica pode ou nao se conservar. Mas a quantidade do
movimento do sistema formado pelos corpos que colidem
sempre se mantém nos choques.

Quando a energia mecanica é preservada durante a colisao, os
choques sao chamados choques perfeitamente elasticos. J4 nos
casos em que ha a maxima dissipacao de energia mecanica, sao
chamados choques perfeitamente inelasticos (ou aneldsticos).

Choque perfeitamente elastico (CPE)
Em um choque perfeitamente elastico, a conservacao da



quantidade de movimento, juntamente com a conservacgao
de energia, permite montar duas equacoes relacionando as
velocidades dos corpos antes e apds as colisdes:

W, — Vg=10
Antes do choque
_Q-:ln'. =Ty -y +0 ‘
Vi, e Vg =

(» ) (F\

<& %

Depois do choque

Pela conservacao da quantidade de movimento:

Q,.=Q

dep

mAVA= mAVA + mBVB

Conservagao da energia cinética
E

ant Edep
2 20 o
.ml.lvﬂ"l = m.'\.v.'\. + vaB

2 Zz 2 | teremos:

o S ' 2
!mAVA_ Mm,V, + MgVg

Choque perfeitamente inelastico (CPI)

Nos choques perfeitamente inelasticos, os corpos ficam
unidos apos o choque, de modo que a perda de energia me-
canica € maxima, mas ainda ha a conservagao da quantida-
de de movimento.

vV
—
— Antes do choque
— Q.‘:nl = ml‘x ' V.-'\ x U
V
e
Depois do chogue:

||I|L‘J|

Q.= (M, +my )- v

dep

— —>
Oantes = Qdepois

m, -V,+0=(m,+mg)- V'

Geralmente, os choques sao parcialmente elasticos e
a energia mecanica nao é conservada, mas se dissipa par-
cialmente. Para se ter uma ideia dessa perda de energia em
cada colisao parcialmente elastica, define-se uma grandeza

denominada coeficiente de restituicao de colisao (e):

_ | velocidade relativa depois da colisao
velocidade relativa antes da colisao

Principais .
P . Quantidade
. Coeficiente .
tipos de .. . .| Energia de
de restituicao .
movimento
choque
Choque maxima constante
: dissipacao
.perf’elt.amente . pag Qantes =
inelastico B Eci > Ecf Qdepois
Choque dissipagao constante
. arcial
pa,ra.almente D<ec parc Qantes =
elastico Eci > Ecf Qdepois
conservagao constante
Choqye da energia
perfeitamente o cinética Qantes =
elastico = i
Eci = Ecf Qdepolis
5. OPTICA

E a parte da Fisica que estuda os fendbmenos relacionados a
luz. No Enem, sao mais abordados os seguintes conteudos
de 6ptica: fendbmenos da refracao, reflexao e lentes.

Alguns fendmenos luminosos sao estudados sem que se
conheca anteriormente a natureza da luz. Para tal analise,
basta conhecer a informacao de raios de luz, os principios
fundamentais e geometria basica.

Raios de luz

A direcao e o sentido do desenvolvimento da luz sao repre-
sentadas por linhas. Essas linhas, quando juntas, formam um
conjunto que da origem as linhas de luz. Este pode ser para-
lelo, convergente ou divergente.

o
T

divergente

e
=

convergente

paralelo



Fontes de luz
Dividem-se em:
« Monocromatica ou simples: luz de uma cor Unica;

« Policromatica ou composta: é o resultado da superposi-
¢ao de luzes de cores diversas.

Cor dos objetos

Uma luz branca (emitida pelo sol ou por uma lampada co-
mum) é constituida por uma infinidade de luzes monocro-
maticas, as quais sao divididas em sete cores principais:

Vermelho, laranja, amarelo, verde, azul, anil e violeta

-H'""-.. _/-
1"'5»_‘ & "

_r/
— ~
—
“"‘-a.,_h“
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Os objetos refletem uma parte da luz que os atinge. Suas
cores dependem da frequéncia da luz que é refletida. Um
corpo iluminado pela luz branca se apresenta branco por-
que reflete todas as luzes, enquanto outro corpo, também
iluminado por luz branca, mostra-se negro porque as absor-
ve completamente.

Principios

Principio da propagacao retilinea da luz

A luz se propaga em linha reta nos meios homogéneos e
transparentes. Gragas a consequéncia da propagacao, temos:

* Eclipses:

ECLIPSE TOTAL

) _———a)

ECLIPSE PARCIAL

TERRA

* Principio da reversibilidade dos raios de luz
A trajetéria seguida pela luzindepende do sentido do percurso.

Figura a Figura b

Espelho Espelho

Espelho Espelho

Principio da independéncia dos raios de luz:
Quando raios de luz se cruzam, cada um deles segue seu tra-
jeto como se os outros nao existissem.

Meios de propagacao
Figural Figura Il
Meio Transparente Meio Translucido

Figura Ill
Meio Opaco

-~

]
—_ —_— —
z\\,\i s zm L ==
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| - Meio transparente
Permite a propagacao da luz de modo regular, com visao ni-
tida dos objetos. Sao transparentes: ar, dgua limpa em pou-
cas camadas, vidro comum, etc.

Il - Meio translucido
Permite a propagacao da luz de modo irregular, sem visao
nitida dos objetos. Sao eles: vidro jateado, neblina, papel ve-
getal, etc.

Il - Meio opaco
Aqueles que impedem a propagacao da luz. Saéo meios opa-
cos: madeira, concreto, chapas metalicas espessas, agua em
camadas bastante espessas, etc.

Camara escura

Imagem

Ao pegarmos uma caixa de paredes opacas com um orificio
e a submetermos a exposicao de um corpo luminoso ou ilu-
minado, veremos que, do lado oposto ao orificio, teremos a
imagem invertida desse corpo.



Relagao trigonométrica

Férmula:

O —
p P
Onde:

- 0 =tamanho do objeto;
-i=tamanho da imagem;

- p = distancia do objeto a camara;

- p'=distancia da imagem a camara.

Refracgao

E um fendbmeno éptico que ocorre com a luz quando ela
muda de meio de propagacao. A condicao para ocorrer a re-
fracao é a mudanca da velocidade da luz nos dois meios. As
miragens no deserto, a visao de pocas d’agua em estradas
nos dias ensolarados, o fato de um lapis parecer quebrado
guando imerso na agua e o de a profundidade de uma pis-
cina parecer menor do que realmente é devem-se a refragao
da luz. Quanto menor for a densidade do meio, menor sera
o indice de refracao. A visdao do sol e da lua avermelhados
no horizonte ocorrem porque a atmosfera nao é um meio
homogéneo e possui diferentes densidades.

" YV

meio 1

Observando a figura, verifica-se a posicao aparente do obje-
tivo no meio 2. Devido ao desvio sofrido pelo raio de luz ao
atravessar um meio, ele aparenta se encontrar numa posicao
acima da real.

Snell e Descartes enunciaram que, “na refragéo, o produto do

indice de refracdo do meio, no qual se encontra o raio pelo seno
do dngulo que esse raio forma com a reta normal a interface no
ponto de incidéncia, é constante”.

Analiticamente, a lei de Snell-Descartes pode ser escrita da
seguinte forma:

n1.seni=n2.senr

Considerando dois meios homogéneos e transparentes (1) e
(2), com os respectivos indices de refracao absolutos n. e n,
para uma determinada luz monocromatica entre a superfi-
cie dada, tem-se:

N

Raio
Incidente

Raio

Refratado

Onde:

- S: superficie de separacao entre os meios 1 e 2;

- N: reta normal a superficie no ponto O;

- O: ponto de incidéncia da luz;

- izangulo de incidéncia da luz, como sendo o angulo for-
mado entre o raio incidente e a normal N;

- r: angulo de refracao da luz, como sendo o angulo forma-
do entre o raio refratado e a reta normal N.

Conclui-se que o raio incidente, a reta normal e o raio refrata-
do sao coplanares e que a luz, ao passar de um meio menos
refringente para um meio mais refringente, tem sua velocida-
de reduzida e o raio luminoso se aproxima da reta normal.

Reflexao da luz

A reflexao da luz de forma difusa é responsavel pela visao
dos objetos que nos cercam. A visao dos objetos de uma
sala, o espelho, a transmissao de informagao por meio de
fibra 6ptica sao alguns exemplos do seu préprio fendémeno.
Na reflexao, a luz acerta a superficie de separacao entre dois
meios e retorna ao meio original de propagacao.

g ¥

Reflexao difusa Reflexao regular

Observando a figura anterior, verificam-se trés principios da



Optica geométrica: o principio da propagacao retilinea dos
raios de luz, da independéncia dos raios de luz (que podem
se cruzar sem mudar a direcao) e da reversibilidade. Estes
sao consequéncias do principio da propagacao retilinea dos
raios de luz, a sombra e o eclipse.

Principio de propagacao retilinea

Nos meios homogéneos e transparentes, a luz se pro-
paga em linha reta. Uma observacao bem simples deste fe-
némeno pode ser feita através da abertura de uma janela
em um dia ensolarado. Como podemos perceber na figura
abaixo, a luz penetra no cbmodo da casa de forma retilinea.

Principio da independéncia
Quando os raios de luz se cruzam, cada um deles seque
seu trajeto como se 0s outros nao existissem.

Principio da reversibilidade
O trajeto de um raio de luz nao é alterado quando se tro-
cam posicoes entre a fonte e observador.

A reflexao sempre ocorre segundo duas leis. A 12 diz que
o raio incidente, a reta normal e o raio refletido estdao conti-
dos em um mesmo plano. E a 22 estabelece que o angulo de
reflexdo é congruente ao angulo de incidéncia (6,=0,).

Ri Rr

Plano de
reflexdo

Plano de
incidéncia

Superficie refletora
|

Lentes

Lente esférica é um sistema 6ptico constituido por trés
meios homogéneos e transparentes separados por duas su-
perficies esféricas ou por uma superficie esférica e outra pla-
na. As lentes sao utilizadas em 6culos, cameras, filmadoras,
etc. Elas podem ser classificadas de acordo as suas formas
em bordas finas ou grossas.

Lentes de bordas finas

A B C
face
convexa
face [/ C,
cobncava .’
biconvexa plano-convexa céncavo-convexa
Lentes de bordas grossas
A B C
Lo R2_>_R1
face ]
convexa ,/ R2
4/ face
i+ .cbncava
1 1
\ I\\/01 C,
‘\\ \\ R1
bicbncava plano-concava convexo-cdncava

Em relacao aos raios de luz paralelos que incidem sobre a
lente, as que refratam os raios de luz para um Unico ponto
sao convergentes. Ja as que refratam os raios de luz parale-
los para dire¢oes diferentes sao divergentes.

Lente convergente Lente divergente

Equacao de Gauss

Podemos determinar analiticamente a posicao da imagem
de um objeto, dadas a distancia focal e sua posicao, gragas a
equacao de Gauss.

Considere a seguinte figura, onde esta exemplificada a for-
macao de uma imagem em uma lente esférica.

Nesta imagem, sao utilizadas as seguintes representacoes:

- f: distancia focal, isto &, a distancia de um foco principal



até a lente, com o seguinte sinal convencional:

f > 0; lente convergente
f < 0; lente divergente

- p: distancia do objeto até o espelho ou lente:
p > 0: objeto real
p < 0: objeto virtual

- p: distancia daimagem até o espelho (ou lente) com um
sinal algébrico convencional, de modo que:

p’> 0; imagem real

p’ < 0; imagem virtual

- 0: tamanho (altura) do objeto.

- i: tamanho (altura) da imagem com o seguinte sinal
convencional:

i > 0; imagem direita

i < 0;imagem invertida

Para lentes esféricas, valem as seguintes relacoes:

‘J:L._ Lmp)
f p Plelo P
6. ELETRICIDADE

O crédito da descoberta da eletricidade é dado a Tales de
Mileto, filésofo grego que viveu entre os anos 625 a.C. - 547
a.C. considerado o “pai da ciéncia” Tal evidenciacao - que,
posteriormente, revolucionou a histéria — ocorreu quando
o estudioso esfregou ambar e pele de animal e em seguida
percebeu que pequenos objetos se movimentavam da mes-
ma maneira que o efeito magnético.

Foram vdrios anos de pesquisa sobre o assunto. O fisico ale-
mao Otto von Guericke, por exemplo, inventou uma maqui-
na de cargas elétricas, enquanto o fisico inglés Stephen Gray
buscou estudar a diferenca do comportamento dos condu-
tores e isolantes elétricos.

Mas foi o cientista estadunidense Benjamin Franklin que in-
ventou o para-raios no século 18. Ja no século 19, o italia-
no Luigi Galvani apresentou ao mundo a pilha voltaica. Foi
um grande passo para que o dinamarqués Hans Christian
@Dersted chegasse a relagcao da eletricidade e o magnetismo.
E, com isso, surgiu a hidrelétrica.

A eletricidade é a parte da Fisica que estuda os fenbmenos
elétricos. Estes podem ocorrer com as cargas elétricas em re-
pouso (eletrostatica) ou em movimento (eletrodinamica). Os
fendbmenos elétricos que ocorrem em nosso cotidiano sao
facilmente reconheciveis: as correntes elétricas nos fios e os
reldmpagos ocorrem devido ao movimento dos elétrons.
Em um dia seco, é possivel ouvir pequenos estalos ao manu-

searmos um tecido de la sintética devido as descargas elétri-
cas que ocorrem nos fios (eletrostatica).

A carga elétrica é que determinara o processo da interacao
entre os corpos eletrizados. A eletrizacao podera ser por
atrito, contato ou inducao.

Energia elétrica

A equacao par calculos para a energia elétrica é a seguinte:
Eel=P. At

Onde:

- E_: energia elétrica;
- P: poténcia;
- At: variacao do tempo.

A préxima equacao demonstra o calculo de um consumo
de energia elétrica (dos nossos aparelhos domésticos, por
exemplo).

K=T.P
1000

Onde:

- K: quilowatt hora;
-T: tempo;
- P: poténcia.

Entenda:

Quer saber quanto consome um chuveiro com poténcia de
5000 watts sendo utilizado diariamente por 30 minutos?

Primeiro, deve-se calcular a quantidade dos minutos no
més, que serao 900 minutos mensais, totalizando 15 horas.

Aplicando a férmula:

K=T.P
1000
Teremos:

K= (15.5000)/1000
K=75kWh

Lei de Ohm

Foi 0 alemao Georg Simon Ohm quem descobriu e formulou
a lei que leva seu nome. Ela relaciona trés grandezas elétricas
principais, demonstrando como estdo intrinsicamente liga-
das. Georg realizou um experimento simples, em que ligou
a fonte de tensao elétrica a um material, quando notou que
corria eletricidade nessa passagem. Mudando a tensao, per-
cebeu a variacao da corrente elétrica, entao constatou que



as tensdes e correntes se relacionavam em uma razao cons-
tante. O alemao anotou em seus documentos que, quando
dividia uma tensao pela respectiva corrente elétrica, obtia
0 mesmo numero, chamado por ele de resisténcia elétrica.

Portanto resisténcia elétrica é a oposicao a passagem de cor-
rente elétrica por um material.

Esses estudos propiciaram a Ohm sintetizar uma férmula
matematica para sua lei.

Representando as grandezas temos:
- V: tensao elétrica - volt (V);

- I: corrente elétrica — ampere (A);

- R: resisténcia elétrica — Ohm (Q)).

Portanto temos como féormula da lei de Ohm:

V =|xR

S30 suas variantes
=V R=V
R |

Encontramos variacdes da mesma unidade em diversos cal-
culos em eletricidade quando convertemos as unidades de
medidas para multiplos e submultiplos.

Poténcia elétrica

Entendemos poténcia elétrica como a rapidez com que um
trabalho é realizado - a medida do trabalho realizado por
uma unidade de tempo.

O watt (W) é a unidade de poténcia adotada pelo sistema
internacional de medidas em homenagem a James Watts,
engenheiro e matematico escocés que se dedicou a aprimo-
rar a maquina a vapor.

Vamos entender melhor esse conceito de poténcia elétrica:

Em equipamentos, ird indicar quanta energia elétrica foi trans-
formada em outro tipo de energia por unidade de tempo.

Exemplo:

Temos a lampada incandescente que, em 1 segundo, trans-
forma 100 joules de energia elétrica em energia térmica e
luminosa e tem a poténcia elétrica de 100.

Utilizando a formula:
P=U.i

Sendo,
- P: poténcia (W);
- i: corrente elétrica (A);

- U: diferenca de potencial (V).

Exemplo:
Determine a poténcia elétrica desenvolvida por um motor

sabendo a diferenca de potencial (ddp) nos seus terminais
que éde 110V, além de a corrente que o atravessa ter inten-
sidade de 20A.

Solucao:
P=20.110=2200 W

A poténcia é expressa em kW, multiplo do W, de forma que 1
kW = 1000 W. Sendo assim, a poténcia do motor possui 2,2 kW.

Eletrizacao por atrito

Quando dois corpos neutros de substancias diferentes
sao atritados, percebe-se que um deles adquire uma car-
ga positiva e outra negativa. Isso acontece porque alguns
elementos quimicos tém uma tendéncia maior para ceder
elétrons do que outros. Por exemplo, quando atritamos a la
com o vidro.

Vidro L& "
»
Neutro Neutra
Vidro -
»
Positivo (+) Negativa (-)

Eletrizagao por contato

Este fenbmeno pode ocorrer tanto em materiais condu-
tores quanto em nao condutores, mas estudaremos como
este processo acontece no primeiro tipo. A eletrizacao por
contato ocorre quando dois corpos, um inicialmente com
carga nula e o outro com uma carga positiva ou negati-
va, sao postos em contato entre si. Vejamos as seguintes
experiéncias:

Experiéncia 1:

Temos duas esferas metdlicas condutoras A e B de raios
respectivamente iguais a R, = Re R, = 2R. A esfera A possui
carga Q, = - 24 C e a B esta inicialmente nula, conforme a

figura abaixo: B
A

Q,=-24C
Q. =nula



Se colocarmos os dois corpos em contato, devido a re-
pulsao mutua entre as cargas, havera uma migracao dos elé-
trons da esfera A para esfera B.

B
A
—
QA
Q,
Em contato:
B
A
Q,=8C
Q,=-16C

Eletrizagao por indugao e fio terra

* Inducao e polarizacao

Como vimos anteriormente, cargas de sinais iguais se re-
pelem e de sinais contrarios se atraem. Na ilustracao abaixo,
um bastao positivamente carregado é aproximado de uma
esfera metdlica neutra apoiada em um suporte isolante. Ao
aproximar o bastao, os elétrons da esfera sao induzidos a se
movimentarem para préoximo do bastao (do lado Y para o
lado X). =

7

Ao migrarem para o lado X, os elétrons deixam “sozinhos’
os prétons que estdo do lado Y. Assim o X fica com excesso
de elétrons e 0 Y com excesso de prétons, resultando em
uma polarizacao na esfera, ou seja, um lado fica positivo e o
outro negativo. Observe a ilustracao:

polarizacio
INDUTOR INDUZIDO

* Fio terra

Para sabermos a finalidade do fio terra, considere que a

Terra seja uma enorme esfera condutora. Como vimos, a dis-
tribuicao de cargas entre dois corpos esféricos em contato é
proporcional ao raio da esfera condutora. Entretanto, como
o raio da Terra é muito superior ao de esferas e outros mate-
riais eletrizados, havera uma distribuicao de forma que prati-
camente toda a carga em excesso no condutor passara para
a Terra. Dessa maneira, podemos concluir que todo condu-
tor isolado ligado ao planeta tem suas cargas neutralizadas.

Portanto, para descarregar um material condutor, basta
que o objeto seja colocado junto a Terra. Tal contato pode
ser feito de forma direta, encostando o condutor no solo ou
por meio de um fio condutor. Quando executamos um des-
ses processos, dizemos que o condutor esta aterrado.

A B simbologia

Na ilustracdao acima, o caso A nos mostra o sentido da
corrente elétrica que passa pelo filo em direcdo a Terra. Neste
caso, o chao estd agindo na forma de neutralizar as cargas
negativas em excesso.

No caso B, a Terra esta atuando no sentido de neutralizar
as cargas positivas em excesso no condutor. O fio por onde
passa essa corrente elétrica é chamado de fio terra, cuja sim-
bologia é descrita na terceira ilustragao.

Péndulo eletrostatico

O péndulo eletrostatico é constituido de uma esfera de
um material leve, sustentado por uma base feita de material
isolante por meio de um fio de seda (hao condutor), confor-
me o desenho abaixo:



Seu funcionamento se baseia na inducao eletrostatica.
Ao aproximarmos qualquer corpo carregado (adotaremos
nesse caso um corpo de carga positiva) a uma esfera metali-
ca, por exemplo, obteremos uma polarizacao na esfera. Essa
polarizacdo permite que a forca de atracdo seja maior que a
forca de repulsao. Observe a ilustracao.

Para determinar se um corpo tem ou nao carga elétri-
ca, basta aproxima-lo do péndulo. Se a esfera do péndulo
permanecer parada, o corpo esta neutro (figura A). Mas, se
a esfera for atraida (figura B), é sinal de que esta carregado.
Note, entretanto, que o eletroscépio descrito nao consegue
determinar se o corpo esta com carga positiva ou negativa.
Um outro fator importante de ser comentado é que, se en-
costarmos o corpo na esfera do péndulo (figura C), os dois (a
esfera e o corpo) passarao a ter o mesmo sinal e, portanto, se
repelirao (Figura D).
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O eletroscopio de folhas é constituido de uma garrafa
transparente isolante fechada por uma tampa de material
isolante. Na parte de cima do eletroscépio, é colocada uma
esfera condutora ligada por uma haste, também condutora, a
duas laminas de papel de aluminio, conforme ilustrado acima.

Seu principio de funcionamento é o seguinte: a aproxi-
macao da esfera superior a um corpo carregado com carga
positiva induz os elétrons a subirem, deixando polarizado o
sistema esfera + folhas de aluminio. Assim, as folhas passam
a ter cargas positivas e elas se repelem entre si (Figura A).
Contudo, se o objeto possuir carga negativa, o sistema es-

fera + folhas de aluminio passa a possuir uma polarizacao
inversa da primeira. Ou seja, a esfera fica com excesso de
carga positiva e as folhas ficam com excesso de cargas nega-
tivas, voltando a se repelirem entre si (Figura B). Se o objeto
nao possuir carga, nao havera polarizacao e, desse modo,
nao existira repulsao entre as folhas de aluminio (Figura C).
Entretanto, se encostarmos o corpo carregado no eletrosco-
pio (Figura D), a carga do sistema fica diferente de zero e, ao
afastar o corpo carregado, perceberemos que o eletroscépio
ainda permanece com as folhas abertas (figura E).

No Sistema Internacional de Unidades, a unidade de carga
elétrica é o Coulomb (C). O valor de carga de um proton (+)
ou um elétron (-) € 1,6.10" C.

A lei de Coulomb descreve a interacao eletrostatica entre
particulas eletricamente carregadas:

i k'Q1 ‘Qz
"
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A forca elétrica é inversamente proporcional ao quadra-
do da distancia entre as duas cargas Q, e Q,. A constante ele-
trostatica (k) no vacuo é obtida utilizando o valor de forca
em Newtons (N) da distancia em metros (m) das cargas em
Coulomb (C): k=9.10° Ncme .

A regiao do espaco em que 0s corpos carregados ele-
tricamente ficam sujeitos a acdo de uma forca elétrica é
denominada campo elétrico. A intensidade do campo é
dada pela relacao: > F

lal
Sao aplicacdes do campo elétrico: o eletrocardiograma,

utilizado para identificar arritmias cardiacas, e a eletroforese,
gue é um processo usado em pesquisas para separar parti-
culas muito pequenas.

O poder das pontas

Nas regides com pontas e muitas curvas, ha um grande
acumulo de cargas elétricas, portanto a densidade de cargas
é sempre maior nessas regides do que nas partes nao pon-
tudas. Essa area se eletriza e perde cargas elétricas mais fa-
cilmente, além de atuar com maior intensidade sobre outros



corpos. O poder das pontas é utilizado nos para-raios que
sdo instalados no alto dos edificios para protecao contra as
descargas elétricas (raios).

++++

Para-raios

Geradores e receptores

Os geradores sao dispositivos que geram energia, enquanto
que receptores recebem essa energia, transformando-a em
outra forma.

Gerador

O gerador elétrico é um dispositivo capaz de transformar di-
ferentes tipos de energia em energia elétrica. Todo gerador
tem dois terminais ou polos — um positivo e outro negativo.
Nestes, sdo conectados os extremos dos fios condutores que
o ligam no circuito elétrico e o gerador que mantém a corren-
te elétrica nos fios condutores e no circuito elétrico. Portanto
é a fonte de energia que cria a diferenca do potencial elétrico
(ddp) entre os dois pontos de um circuito, causando o deslo-
camento de cargas elétricas de um lugar para outro.

A corrente elétrica deixa de existir se a relacao de potencial
for nula. A diferenca de potencial ou voltagem tem por sim-
bolo a letra U, e a medida de voltagem no Sl é o volt (V). O
voltimetro é o aparelho que mede a voltagem ou a diferenca
do potencial elétrico (ddp).

Forca eletromotriz (fem) é a mesma razao de um trabalho
realizado e a carga transportada no gerador.

E=W
q

Essa forca é sempre constante e ndao depende da corrente
elétrica que atravessa. A equacao do gerador é a seguinte:

A
&

V,-V,=E-r.I
Onde:

-V, -V,:éad.d.p. mantida entre os pélos do gerador;
- E: é a forca eletromotriz do gerador;
-r.l:éaqueda de tensao interna.

Associac¢ao de geradores:

®* Em série
Associam-se os geradores de forma que o polo positivo
de um se ligue diretamente ao polo negativo do outro.

ra E3 B
M [
¢ Circuito elétrico

O circuito elétrico conectado em série é aquele no qual
0s componentes estao colocados em sequéncia. Dessa for-
ma a corrente que passa por um componente é a mesma
que passara pelo seguinte. Assim é possivel dizer que existe
apenas um caminho para a corrente elétrica.

E1 E2
A r1 rZ
— NN |‘ A |‘|

* Associacao em paralelo

No circuito conectado em paralelo, todos os componen-
tes estao ligados nos dois pontos conhecidos. Nesse caso,
como os elétrons livres tém mais de um caminho a seguir, a
corrente que passa por um elemento pode ndo ser a mesma
gue passa pelos outros. A ligacao residencial deve ser feita
em paralelo, pois, se um dos elementos falhar, os outros con-
tinuarao funcionando.
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* Rendimento do gerador (n)
A corrente vai do polo de menor potencial ao de
maior no interior de um gerador. Ha trés formas de potén-
cia: gerada,fornecida e dissipada, conforme as formulas abaixo.

=E.I

gerada
=U.I

— 2
dissipada r. I

fornecida

OndeUeé V, -V,

O rendimento do gerador é razao entre a Pf e a Pg, assim
como entre a ddp e a FEM do mesmao.

Pg=E.1 Rendimento

__J_ _L__ Pf U

Gerador Pg E

Q_H__,_[E-.-_E———f'x:f Pd=r. I?

= —

Pf=U.lI




Receptor

Receptores transformam energia elétrica em qualquer
outra forma de energia. Parte dessa energia se dissipa na
resisténcia interna, exatamente como acontece no gerador.
Representa-se a tensao necessaria por E’ ou forca contra-
-eleromotriz (fcem).

E retratada pela seguinte equacéo:

r = B
A |
|||
Onde:

-V, -V,: é ad.d.p. mantida entre os polos do receptor;
- E": é a forca contra-eletromotriz do receptor;
-r'.1: é a queda de tensao interna.

Rendimento elétrico do receptor (n)

O receptor trabalha com trés formas de poténcia: recebi-
da (fornecida para o receptor), util (transformada em traba-
Iho) e dissipada internamente.

Pr=U.l Rendimento

,__J ___‘__J Pu E
n=s—=—

T_I_________ix—-_;—_—‘: — Pd=r.P
Pu=E.l
Eletrodinamica

E a parte da Fisica que estuda o aspecto dindmico da
eletricidade, ou seja, o0 movimento constante das cargas
elétricas.

O primeiro tema de estudo da eletrodinamica é a corren-
te elétrica, isso porque corrente elétrica é a carga elétrica
que esta em movimento.

Esse movimento é ordenado e inserido dentro de um
sistema condutor, cujas cargas apresentam diferenca de po-
tencial (ddp). Isso quer dizer que ha cargas positivas e nega-
tivas, sem as quais nao existe corrente elétrica.

Corrente elétrica

Ha corrente elétrica quando nao existe o equilibrio esta-
tico entre as particulas eletricamente carregadas, o que pro-
voca o deslocamento ordenado das cargas num condutor.
Esse deslocamento ocorre devido a diferenca de potencial
entre as extremidades do condutor.

A unidade padrao no sistema internacional para medida
de intensidade de corrente é o ampére (A).

Resisténcia elétrica

A oposicao a passagem de corrente é conhecida como
resisténcia elétrica. Interferem nesta: o comprimento do
condutor — quanto maior for seu comprimento, maior sera
sua resisténcia; a sua area ou secao transversal — quanto
mais fino o condutor, maior a resisténcia; e o tipo de mate-
rial que o condutor é feito, ou seja, sua resistividade. Ohm
estabeleceu que a resisténcia elétrica de um material é dire-
tamente proporcional ao seu comprimento e inversamente
proporcional a sua area de seccao transversal

Um condutor 6hmico é aquele que mantido a
temperatura constante respeita a relacao: .

R:%ﬁ U=R-

Poténcia elétrica
Define-se poténcia elétrica como quantidade de energia
elétrica produzida em um determinado periodo de tempo.

Sua medicao se da por meio da férmula abaixo:
Pot = U.i

Onde:

- Pot: poténcia;

- U: tensao;

- i;intensidade da corrente elétrica.

Circuito elétrico

E um caminho fechado para passar a corrente elétrica.
Ele pode ser constituido por um gerador, condutores, capa-
citores, resistores ou um receptor elétrico. Os condutores
sao 0s materiais nos quais as cargas elétricas circulam com
maior facilidade. Os resistores ou resisténcias dificultam a
passagem da corrente elétrica pelo controle da voltagem e
transformam energia elétrica em térmica. Os capacitores ar-
mazenam as cargas elétricas — as maquinas fotograficas, por
exemplo, acumulam cargas para o flash. Os geradores elétri-
cos mantém uma diferenca de potencial no circuito por mais
tempo — podem ser geradores quimicos (pilhas e baterias),
luminosos (placas solares), mecanicos (usinas hidrelétricas)
e térmicos, que transformam energia térmica em elétrica.
Os receptores elétricos fazem o contrario dos geradores:
transformam a energia elétrica em outros tipos de energia.
Os chuveiros, as lampadas e as geladeiras, por exemplo, sao
receptores utilizados no nosso cotidiano

O circuito é simples quando possui um Unico caminho:
R
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7. ELETROMAGNETISMO

Em 1819, durante um experimento com circuito elétrico
simples em sala de aula, @ersted observou desvios na agu-
Iha de uma bussola localizada préxima ao circuito. Normal-
mente a bussola se orienta na direcao norte-sul magnética
e, como nao havia nenhuma espécie de ima préximo ao
experimento, o cientista tentou compreender e estabelecer
em que condic¢des aquilo ocorria.

Ele observou que a agulha se desviava no momento em
gue o circuito estava fechado, ou seja, quando havia passagem
da corrente elétrica. Durante o tempo que o circuito estava
aberto, a agulha nao se desviava. @ersted concluiu, entao, que
toda corrente elétrica produzia um efeito magnético como se
fosse um ima, isto &, que as correntes elétricas geram campos
magnéticos ao seu redor, podendo interferir em materiais fer-
romagnéticos.

Assim foi estabelecida a primeira relacao entre a eletrici-
dade e 0 magnetismo, e a essa associacao foi dado o nome
eletromagnetismo.

O magnetismo esta associado aos fendbmenos de atracao
ou repulsao observados entre determinados objetos.

« Principais fend6menos magnéticos:

* Limalha de ferro no contato com um ima adere apenas
em certas partes do objeto. No caso de um ima na forma
de barra, tal aderéncia ocorre nas regides préximas as
extremidades, regides essas denominadas polos.

Polo Sul Polo Norte

* Suspendendo um ima pelo seu centro de massa de modo
gue ele possa girar livremente, ele toma a dire¢ao norte-sul ge-
ografica do lugar. O ima que se orienta para o norte geografico
recebe o nome de polo norte magnético, ja o que se orienta
para o sul geografico ganha o nome de polo sul magnético.
Como aplicagao desse fendmeno, surgiu a bussola.

v, geografico
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® Os imas interagem entre si com forcas de atracao e re-
pulsao. Realizando-se experiéncias, chega-se a propriedade
basica do magnetismo: polos de mesmo nome se repelem e
polos de nomes contrarios se atraem.

* Um ima pode ser interpretado como um conjunto de
imas menores, conforme a figura abaixo.
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* Os polos nao existem separadamente. Se seccionarmos
um ima, as partes constituem um novo par de imas, que,
mesmo sendo menores, tém sempre dois polos.
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* Classificacao dos materiais magnéticos:

« Ferromagnéticos: sao intensamente atraidos pelos
imas e podem ser imantados, aproximando outros
materiais no mesmo sentido em que foram atraidos.
Exemplos: ferro, niquel e cobalto.

« Paramagnéticos: fracamente atraidos, imantados, de
forma pouco intensa. Exemplos: aluminio, cromo e es-
tanho.

« Diamagnéticos: repelidos pelos imas, se imantam em
sentido contrario. Exemplos: antimdnio, bismuto, cobre
e chumbo.

Campo magnético

E a regido préxima a um ima onde ocorrem as interacoes
magnéticas. O fendmeno de imantacao de um corpo por
meio de um ima é chamado inducao magnética devido ao
campo magnético criado pelo ima em torno dele.

A cada ponto do campo magnético, associamos um vetor
B, denominado vetor indugao magnética ou vetor campo mag-
nético. Por convencao, o sentido do campo magnético (sentido
das linhas de inducao) é do polo norte para o polo sul.

r




Uma bussola dentro de um campo magnético se orienta na
mesma direcao do campo.
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For¢a magnética

Se uma carga elétrica se movimenta com velocidade V
em uma direcdo diferente da definida pelas linhas de indu-
¢ao magnética, surge nesta carga uma forca perpendicular
ao campo e a direcao do movimento da carga, denominada
forca magnética de Lorentz.

A intensidade da forca é proporcional a carga elétrica, a
intensidade do campo e ao seno do angulo formado pelas
direcbesdeBeV.

F =q.v.B.sen6

B= e Newton N
q.v.send Coulomb. AL C. =
segundo s

Porém vimos que:

& =ampere = B= L. g =Tesla(T)
S A.m

Tesla é a unidade de intensidade de um campo de indu-
¢ao magnética no Sistema Internacional de Unidades.

O sentido da forca magnética é determinado pela regra da
mao esquerda.

Importante: para cargas negativas, o sentido da forca
serd o oposto ao apontado por esta regra.

Por trabalharmos tridimensionalmente em eletromagne-
tismo, adotamos a seguinte convencao para vetares perpen-
diculares ao plano do papel:

@ vetor saindo

Como a forca magnética é sempre perpendicular a velo-
cidade e ao campo, nao vai alterar o médulo da velocidade,
somente sua direcao.

® vetor entrando

Fio condutor
A figura abaixo ilustra 0 movimento dos elétrons dentro
de um fio condutor percorrido pela corrente elétrica i.
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Cada elétron fica submetido a uma forca magnética F_.
Entretanto, quando as forcas possuem a mesma direcao, a
soma de todas as forcas sofridas por cada elétron apresenta-
rd a intensidade da forca resultante sobre o condutor.

02
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02

Sendo:

+ g = |e|: médulo da carga elementar;

« B: intensidade do campo magnético;

«V: velocidade relativa do elétron em relacdo ao fio;

« 0: angulo formado entre o sentido da velocidade V do
elétron e o campo magnético B.

Teremos que cada elétron sofre uma forca magnética
descritapor:F_=e.v.B.senf

Suponha agora que existam n elétrons em um pedaco
de comprimento do fio igual a L. A forca resultante de todos
esses elétrons éiguala: F.=n.e.v.B.send

Entretanto a velocidade, relativa ao condutor, de cada
elétron pode ser expressa por:
V=L
At
Junto a expressao acima, temos:

FT=n.e. L .B.sen6
At
Resultando em:

FT=i.L.B.sen9

Ousimplesmente:F. =B.i.L.sen®



Campo de uma espira circular

Uma espira circular (condutor dobrado segundo uma
circunferéncia) de centro O e raio R apresenta as seguintes
caracteristicas:

« Direcao: perpendicular ao plano da espira;
« Sentido: dado pela regra da mao direita;
« Intensidade: dado pela lei de Biot-Savart.

= _ M-l
B= Mo~
2-R

Justapondo N espiras iguais, temos a denominada “bobi-
na chata”, em que a intensidade de B no centro vale:
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Campo de um solenoide

Solenoide é um fio condutor enrolado em espiras iguais.
Cada volta completa do fio é uma espira e estas espiras sao
igualmente espacadas. No interior do solenoide, o campo é
praticamente uniforme e, externamente, é nulo.

Campo magnético de um solenoide:

! I

No interior do solenoide, o vetor inducao B tem as carac-
teristicas:

« Direcao: do eixo geométrico do solenoide;
« Sentido: dado pela regra da mao direita;
« Intensidade:

g=H 1y
L
* N: n° de espiras;
« L: comprimento do solenoide.

Lei de Faraday

Quando existir variacao do fluxo magnético por meio de
um circulo, gerando nele forca eletromotriz induzida, tere-
mos a lei de inducao eletromagnética ou lei de Faraday. O
inglés Michael Faraday estabeleceu esse principio em 1831
depois de realizar varios experimentos. A determinacao foi
importante para a constru¢ao de dinamos e para a produgao
de energia elétrica em larga escala.

Mas foi o fisico alemao Franz Ernst Neumann que concebeu
a formula para a lei de Faraday, como demonstrada abaixo.

- €: forca eletromotriz induzida (fem) (V);

« AQ: variacdo do fluxo magnético (Wb);

« At: intervalo de tempo (s).
O sinal negativo da férmula indica que o sentido da fem in-
duzida é oposta a variacdao do fluxo magnético.

Lei de Lenz

Gracas a lei de Faraday, em 1834, o fisico estoniano Heinrich
Lenz, baseado em seus trabalhos, chegou a uma regra para
definir o sentido da corrente induzida, partindo do conhe-
cimento prévio de que uma corrente elétrica cria ao seu
redor um campo magnético — mesmo fendbmeno ocorrido
com a corrente induzida.

O que Lenz percebeu foi que o sentido deste campo depen-
dia do aumento ou da diminuicao do fluxo magnético. Ele
estabeleceu que o sentido do campo magnético produzido
pela corrente induzida é contrario a variacao do fluxo mag-
nético. Essa é a lei de Lenz.

8. ONDULATORIA

A ondulatéria estuda as caracteristicas, propriedades e
fendmenos relacionados as ondas.

Movimentos ondulatoérios

Quando se sacode uma das extremidades de uma corda
longa e flexivel, é possivel notar um movimento em forma
de onda se deslocando pelo objeto. Seguindo a l6gica desse
exemplo, a mao provoca ondas ao sacudir a corda. Ao ser sa-
cudida, a extremidade da corda gera uma perturbacao que
se propaga por toda sua extensao.

Quando uma pedra cai sobre a superficie lisa da agua, pro-
porciona uma perturbacao: a dgua sobe e desce. Essa pertur-
bacao nao permanece onde é produzida, mas se propaga por
toda a superficie do liquido. Ela se afasta na forma de um cir-
culo, do ponto onde a pedra caiu, tendo o raio aumentado. Se
a superficie da agua é tocada varias vezes no mesmo ponto,
formam-se diversos circulos consecutivos no mesmo centro.

Classificacao das ondas
Sao divididas quanto a natureza, direcao de vibracao e de
propagacao.

« Natureza: mecanicas ou eletromagnéticas;
« Direcao de vibracgao: transversais ou longitudinais;

- Direcao de propagacao: unidimensionais, bidimensi
onais e tridimensionais.



Grandezas
Elas podem se subdividir em:

« Frequéncia: sao geradas em um intervalo de tempo
especifico. A unidade de medida para frequéncia in-
dicada pelo Sistema Internacional de Unidades é o Hz
(Hertz), que significa ondas por segundo;

« Periodo: trata-se do tempo necessario para a geracao
de uma onda completa;

« Comprimento de onda: é representado pela letra gre-
ga lambda (M);

 Velocidade da onda: determinada pelo produto do
comprimento de onda e a frequéncia.

Fenomenos ondulatérios

Sao eles:
« Reflexao;
« Refracao;
o Interferéncia;
e Ressonancia;
e Eco;
« Polarizacao;
« Efeito Doppler.

Ondas mecanicas e eletromagnéticas

As ondas mecanicas precisam de um meio para se propa-
garem, portanto nao se irradiam no vacuo. Alguns exemplos
de ondas mecanicas ocorrem com as cordas, molas, nas su-
perficies dos liquidos e com o som.

Ja as ondas eletromagnéticas sao capazes de se pro-
pagarem no vacuo e também em alguns meios materiais.
Sao exemplos dessas ondas os raios X, a luz ultravioleta e
a luz visivel.

Quanto a direcao de propagacao, as ondas sao classifi-
cadas em transversais e longitudinais. Nas ondas longitudi-
nais, a direcao da vibracao das particulas é paralela ao des-
locamento. A vibragcdo de uma mola e as ondas sonoras sao
exemplos de ondas longitudinais. Nas ondas transversais, a
vibracao é perpendicular a propagacao da onda. As ondas
eletromagnéticas e a corda do violao tensionada sao exem-
plos de ondas transversais.

X

P Campo elétrico E

Direcado da
propagagao

/

Campo magnético B

Onda eletromagnética tridimensional
Como as ondas nao transportam matéria e somente ener-
gia, é previsivel que se desloquem com velocidade constante.

Logo sua velocidade pode ser expressa porv=A.f.
(™)

Onde:

« A: é a menor distancia entre dois pontos que vibram em
concordancia de fase;

« f: € 0 numero de ciclos por segundo ou o niumero de
cristas por segundo. Um ciclo é também denominado por 1
Hertz = 1 Hz, medida visual de frequéncia.

Ondas longitudinais e tridimensionais

As ondas sonoras sao mecanicas longitudinais e tridi-
mensionais que ndao se propagam no vacuo. A velocidade
de propagacao das ondas sonoras depende do meio e da
temperatura. Por exemplo, a velocidade do som no ar a 25°C
é de 340 m/s e a velocidade do som no ferro é de 3170 m/s.

Diferentes instrumentos musicais produzem ondas com
o mesmo comprimento (M), ou seja, sons da mesma altura e
intensidade, porém com diferentes timbres — o formato da
onda produzido por cada instrumento é distinto e, portanto,
produzird um som variado. Quanto maior a frequéncia de
vibracao (a altura), mais agudo sera o som e, quanto menor
for a frequéncia, mais grave sera o som. A intensidade do
som, seu volume, serd influenciada pela amplitude — um
som com maior volume tera maior amplitude.

A maneira mais simples da corda de um instrumento
musical vibrar se chama primeiro harmoénico ou frequéncia
fundamental. O segundo harménico possui dois ventres e
mais um né além dos dois das extremidades.

som fundamental
(1° harmbnico)
2° harmonico

3° harmonico

4° harmonico

<

O comprimento de onda e a freauéncia do enésimo har-

monico serdo dados por: [ =21 e |f=n-v|
. n n In 2"




Onde:
-f :frequéncia do enésimo harménico;
- \: comprimento da corda;
- v: velocidade das ondas na corda.
Para tubos sonoros abertos, o primeiro harménico pos-
suira um né meio do tubo e as extremidades dois ventres:

n=2

A

2

O comprimento de onda e a frequéncia do enésimo har-

monico serdo dados por: A =21 € [[_n-v]
" 2]

Onde:

~f :frequéncia do enésimo harménico
- \: comprimento da corda

- v: velocidade das ondas na corda

No tubo sonoro fechado mais simples, existe apenas um né na
extremidade do tubo. Esta configuracdo menos complexa é co-
nhecida como o primeiro harménico ou frequéncia fundamental.

n=t T
(a) f —N:
I N|
[ A )
4
n=2 : N - N\\
(b) f i
A
4
n=3 N ‘
. | ]
(C) o :b‘ )‘ :‘.
" . "'
e

O comprimento de onda e a frequéncia do enésimo harmo-
nico serao dados por: 4]

m-lj-— 2 _1
Onde: @1 e

-f :frequéncia do enésimo harménico (Hz);
- v: velocidade do som (m/s);
- t: comprimento do tubo (m).

f.:n-1:={2n - 1)% .

9. RADIOATIVIDADE

Nucleos atdbmicos instaveis emitem ondas eletromagné-

ticas e particulas radioativas para se tornarem estaveis. Um
numero muito grande de prétons torna o nucleo instavel.
Assim, sao radioativos os elementos com nimero atémico
alto (Z > 83), ou seja, com muitos prétons e, consequente-
mente, muitos néutrons. Quanto a natureza, as radiagcoes
podem ser classificadas em:

« Radiacao beta (b): denominada particula beta, tem as
caracteristicas de um elétron. Possui massa desprezivel e car-
ga negativa. Sua velocidade é 9/10 da velocidade da luz, ou
seja, cerca de 270.000 km/sou c=2,7 x 108 m/s;

« Radiacdao gama (g): também conhecida como raio
gama, sao ondas eletromagnéticas de alta energia (outros
exemplos de ondas eletromagnéticas sao a luz, as microon-
das e os raios-X). Tratando-se de ondas eletromagnéticas,
nao possui massa e tem carga zero. Sua velocidade é igual
a da luz (c = 300.000 km/s ou ¢ = 3 X 108 m/s). Sao muito
perigosas, pois atravessam até paredes de aco ou chumbo
com alguns centimetros de espessura;

 Radiacao alfa (a): ou particula alfa, é constituida por
partes formadas pelo agrupamento de dois prétons e dois
néutrons. Tem carga positiva, sendo a mais pesada e lenta
(sua velocidade é 1/10 da velocidade da luz, ou seja, cerca de
30.000 km/s ou c =3 x 107 m/s) e a menos perigosa das trés,
pois pode ser detida por tecido ou papel.

O poder de penetracao das radiacoes:

55'3;:":\/\/’

Pedaco fino de Chapa de Chapa grossa
papel, metal ou metal de chumbo ou
tecido concreto

Leis da radioatividade
« Lei de Soddy (emissao de particulas a)

“Quando um elemento emite uma particula a seu nime-
ro atdmico (Z), decresce de duas unidades e seu numero de
massa (A) decresce de quatro unidades”.

A 4 A-4

Exemplo:
238 4 234
92 U — 2 + LIE}Th

« Lei de Soddy, Fajans e Russell (emissao de particulas f3)

“Quando um elemento quimico radiativo emite uma par-
ticula beta, seu numero atémico (Z) cresce de uma unidade
e seu numero de massa (A) permanece constante.’

Exemplo: 234 (] 234



Meia-vida ou periodo de meia-vida (Pou t 1/2)

E o tempo necessario para que a quantidade de nucleos
radioativos de uma amostra se reduza a metade.

4 Quantidade de matenal (g)

4 6 * Tempo (anos)

Note que, a partir do grafico, pode-se obter o periodo de
meia-vida: basta procurar o instante no qual a quantidade de
matéria radioativa se reduz a metade do valor inicial, 8 gramas.
Assim, para uma massa de 4 gramas, temos o tempo P de 2 anos.

Fissao e fusao nucleares

« Fissao nuclear: é a divisao (quebra) de um nucleo at6-
mico em duas ou mais partes, com liberacao de grande quan-
tidade de energia. Usos: usinas nucleares e bomba atomica.

Kripténio (36)

@ - \\ /V Energia
Neutron ;. @ /// v Neutron
‘—»‘ ® .) » —_ +
< \
Uranio (92) Nudeo/ @
composto Bario (56)

» Fusao nuclear: é a juncao de dois nucleos atébmicos
formando um unico, com liberagcao de energia muito maior
do que na fissdo nuclear. E a fonte de energia do sol (nele, hi-
drogénio é transformado em hélio). Usos: bomba de hidro-
génio e usina de fusao nuclear (atualmente, ainda nao existe
nenhuma em operacgao).

@ Deutério Pésitron
L
v
N S
8 6 . -

Tritio Atomo de hélio

Além de ser uma fonte de energia, a radiagao também
pode ser utilizada no tratamento de doencas (radioterapia
do cancer, por exemplo), em exames diagndsticos médicos e
na datacao arqueoldgica (por exemplo, carbono-14).
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EXERCICIOS

DE FISICA

(ENEM 2017)

1. Em uma colisdo frontal entre dois automoveis, a forca
que o cinto de seguranca exerce sobre o térax e abdémen
do motorista pode causar lesdes graves nos érgaos internos.
Pensando na seguranca do seu produto, um fabricante de
automoveis realizou testes em cinco modelos diferentes de
cinto. Os testes simularam uma colisao de 0,30 segundo de
duracao, e os bonecos que representavam os ocupantes
foram equipados com acelerébmetros. Esse equipamento
registra o médulo da desaceleracao do boneco em funcao
do tempo. Os parametros como massa dos bonecos, dimen-
sdes dos cintos e velocidade imediatamente antes e apds o
impacto foram os mesmos para todos os testes. O resultado
final obtido esta no grafico de aceleracao por tempo.

200

160 - /.\

A i /\ \ —— Cinto 1
E 120 Cinto 2
'% b / \ —— Cinto 3
3 80 AN\ —— Cinto 4
2 \ Cinto 5

w0 / \} /( \

NS I VAN

0,00 005 0,10 0,15 020 025 0,30

Tempo (s)

Qual modelo de cinto oferece menor risco de lesao interna
ao motorista?

2. Um motorista que atende a uma chamada de celular é
levado a desatencao, aumentando a possibilidade de aci-
dentes ocorrerem em razao do aumento de seu tempo de
reacao. Considere dois motoristas, o primeiro atento e o
segundo utilizando o celular enquanto dirige. Eles acele-
ram seus carros inicialmente a 1,00 m/s? Em resposta a uma
emergéncia, freiam com uma desaceleracao igual a 5,00 m/

s O motorista atento aciona o freio a velocidade de 14,00
m/s enquanto o desatento, em situagcao analoga, leva 1,00
segundo a mais para iniciar a frenagem.

Que distancia o motorista desatento percorre a mais do que
o motorista atento, até a parada total dos carros?

a) 2,90 m
b) 14,0 m
c)14,5m

d) 150m
e)17,5m

3.0 brinquedo pula-pula (cama elastica) € composto por
uma lona circular flexivel horizontal presa por molas a sua
borda. As criancas brincam pulando sobre ela, alterando e
alternando suas formas de energia. Ao pular verticalmente,
desprezando o atrito com o ar e os movimentos de rotacao
do corpo enquanto salta, uma criancga realiza um movimen-
to periédico vertical em torno da posicao de equilibrio da
lona (h = 0) passando pelos pontos de maxima e de minima
altura, hmax e hmin respectivamente.

Esquematicamente, o esboco do grafico da energia cinéti-
ca da crianca em funcao de sua posicao vertical na situacao
descrita é:

* h
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&. No manual fornecido pelo fabricante de uma ducha elé-
trica de 220V é apresentado um grafico com a variagao da
temperatura da agua em funcao da vazao para trés condi-
¢odes (morno, quente e superquente). Na condicdao super-
quente, a poténcia dissipada é de 6.500 W Considere o ca-
lor especifico da dgua igual a 4200 J/(kg°C) e densidade da
aguaigual a 1 kg/L.

Elevacao de temperatura x Curva vazao

AT (°C)
40 3
30 1 - morno
2 N 2 - quente
20 1 ~ 3 - superquente
\—
i i Vazéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (Umin)
Com base nas informacdes dadas, a poténcia na condicao

morno corresponde a que fracao da poténcia na condicao
superquente?

W=

a)

b)

@
—

5. Em algumas residéncias, cercas eletrificadas sao utilizadas
com o objetivo de afastar possiveis invasores. Uma cerca ele-
trificada funciona com uma diferenca de potencial elétrico de
aproximadamente 10.000 V. Para que nao seja letal, a corrente
que pode ser transmitida através de uma pessoa nao deve ser
maior do que 0,01 A. Ja a resisténcia elétrica corporal entre as
maos e os pés de uma pessoa é da ordem de 1000 Q.

Para que a corrente nao seja letal a uma pessoa que toca a
cerca eletrificada, o gerador de tensdao deve possuir uma re-
sisténcia interna que, em relacao a do corpo humano, é

a) praticamente nula.

b) aproximadamente igual.

¢) milhares de vezes maior.

d) da ordem de 10 vezes maior.

)
e) da ordem de 10 vezes menor.

6. Para demonstrar o processo de transformacao de energia
mecanica em elétrica, um estudante constréi um pequeno
gerador utilizando:

- um fio de cobre de diametro D enrolado em N espiras cir-
culares de area A;

- dois imas que criam no espaco entre eles um campo mag-
nético uniforme de intensidade B;

- um sistema de engrenagens que lhe permite girar as espi-
ras em torno de um eixo com uma frequéncia f.

Ao fazer o gerador funcionar, o estudante obteve uma ten-
sao maxima V e uma corrente de curto-circuito i.

Para dobrar o valor da tensao maxima V do gerador man-
tendo constante o valor da corrente de curto i, o estudante
deve dobrar o(a)

a) numero de espiras.

b) frequéncia de giro.

c) intensidade do campo magnético.
d) area das espiras.

)
e) a diametro do fio.

7. Fusivel é um dispositivo de protecao contra sobrecorren-
te em circuitos. Quando a corrente que passa por esse com-
ponente elétrico é maior que sua maxima corrente nominal,
o fusivel queima. Dessa forma, evita que a corrente elevada
danifique os aparelhos do circuito. Suponha que o circuito
elétrico mostrado seja alimentado por uma fonte de tensao
U e que o fusivel suporte uma corrente nominal de 500mA.
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Qual é o maximo valor da tensdao U para que o fusivel ndo
queime?

a)20V.
b) 40 V.
c) 60 V.
d) 120 V.
e)185V.

(ENEM LIBRAS 2017)

8. No Brasil, a quantidade de mortes decorrentes de aciden-
tes por excesso de velocidade ja é tratada como uma epide-
mia. Uma forma de profilaxia é a instalacdo de aparelhos que
medem a velocidade dos automoveis e registram, por meio
de fotografias, os veiculos que trafegam acima do limite de
velocidade permitido. O principio de funcionamento desses
aparelhos consiste nainstalacao de dois sensores no solo, de
forma a registrar os instantes em que o veiculo passa e, em
caso de excesso de velocidade, fotografar o veiculo quando
ele passar sobre uma marca no solo, apos o seqgundo sensor.

Considere que o dispositivo representado na figura esteja
instalado em uma via com velocidade maxima permitida de
60 km/h.

Caixa com a
maguina fotografica
1

Faosicio do automavel
S para a fotografia

=

Sentido de
movimenlo

] |
l |
J |
] |
l |
| |
] |
] |
] |
| |
J |
1 |

Sensor 1 Sensor 2 =

No caso de um automével que trafega na velocidade ma-
xima permitida, o tempo, em milissegundos, medido pelo
dispositivo é

a) 83

b) 12,5
) 30,0
d) 45,0
e) 75,0

9. Um experimento bastante interessante no ensino de ci-
éncias da natureza constitui em escrever palavras em tama-
nho bem pequeno, quase ilegiveis a olho nu, em um pedaco
de papel e cobri-lo com uma régua de material transparen-
te. Em seguida, pinga-se uma gota d’agua sobre a régua na
regiao da palavra, conforme mostrado na figura, que apre-
senta o resultado do experimento. A gota adquire o formato
de uma lente e permite ler a palavra de modo mais facil em
razao do efeito de ampliacao.
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Qual é o tipo de lente formada pela gota d’agua no experi-
mento descrito?

a) Biconvexa.

b) Bicbncava.

c) Plano-convexa.

d) Plano-concava.
)

e) Convexa-cOncava.

10. Durante a reforma de sua residéncia, um casal decidiu
que seria pratico poder acender a luz do quarto acionando
um interruptor ao lado da porta e apaga-la com outro inter-
ruptor préoximo a cama. Um eletrotécnico explicou que esse
sistema usado para controlar uma lampada a partir de dois
pontos é conhecido como circuito de interruptores paralelos.

Lampada Interruptor

Como deve ser feita a montagem do circuito da lampada no
quarto desse casal?
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11. As células fotovoltaicas transformam luzem energia elétri-
ca. Um modelo simples dessas células apresenta uma eficiéncia
de 10% Uma placa fotovoltaica quadrada com 5 cm de lado,
quando exposta ao sol do meio-dia, faz funcionar uma peque-
na lampada, produzindo uma tensao de 5,0 V e uma corrente
100 mA. Essa placa encontra-se na horizontal em uma regiao
onde os raios solares, ao meio dia, incidem perpendicularmen-
te a superficie da Terra, durante certo periodo do ano.

A intensidade da luz solar, em W/m?, a0 meio-dia, nessa re-
giao éigual a

a)1x10%

b) 2 x 10%

c)2x 10

d) 1 x106.
e) 2 x 106.

12. O Brasil vive uma crise hidrica que também tem trazido
consequéncias na area de energia. Um estudante do ensino
médio resolveu dar sua contribuicao de economia, usando
para isso conceitos que ele aprendeu nas aulas de fisica. Ele
convence sua mae a tomar banho com a chave do chuveiro
na posicao verao e diminuir o tempo de banho para 5 minu-
tos, em vez de 15 minutos. Sua alegacao baseou-se no se-
guinte argumento: se a chave do chuveiro estiver na posicao
inverno (poténcia de 6.000 W), o gasto sera muito maior do
que com a chave na posicao verao (poténcia de 3.600 W).

A economia por banho, em kWh apresentada pelo estudan-
te para sua mae foi de

a) 0,3.
b) 0,5.

(ENEM PPL 2017)

13.A aquisicao de um telescopio deve levar em considera-
cao diversos fatores, entre os quais estdo o aumento angu-
lar, a resolucao ou o poder de separagao e a magnitude limi-
te. O aumento angular informa quantas vezes mais préximo
de nos percebemos o objeto observado e é calculado como
sendo a razao entre as distancias focais da objetiva (F,) e da
ocular (F,) Aresolucdo do telescépio (P) informa o menor an-
gulo que deve existir entre dois pontos observados para que
seja possivel distingui-los. A magnitude limite (M) indica o
menor brilho que um telescépio pode captar. Os valores nu-

méricos de P e M pelas expressoes: ,_12 , M= 7,74 5(log D),

D
em que D é o valor numérico do diametro da objetiva do
telescopio, expresso em centimetro.

Disponivel em: www.telescopiosastronomicos.com.br.
Acesso em: 13 maio 2013 (adaptado).

Ao realizar a observacao de um planeta distante e de lumi-
nosidade, nao se obteve uma imagem nitida. Para melhorar
a qualidade dessa observacao, os valores de D, F1 e F2 de-
vem ser, respectivamente,

a) aumentado, aumentado e diminuido.

b) aumentado, diminuido e aumentado.

¢) aumentado, diminuido e diminuido.

d) diminuido, aumentado e aumentado.
)

e) diminuido, aumentado e diminuido.

14. A figura mostra a bateria de um computador portatil, a
qual necessita de uma corrente elétrica de 2 A para funcio-
nar corretamente.




Quando a bateria esta completamente carregada, o tempo
maximo, em minuto, que esse notebook pode ser usado an-
tes que ela “descarregue” completamente é

a) 24,0
b) 36,7
c) 132
d) 333
e) 528

15. A capacidade de uma bateria com acumuladores, tal
como a usada no sistema elétrico de um automoével, é es-
pecificada em ampere-hora (Ah) Uma bateria de 12V e 100
Ah fornece 12 J para cada coulomb de carga que flui através
dela.

Se um gerador, de resisténcia interna desprezivel, que for-
nece uma poténcia elétrica média igual a 600 W fosse co-
nectado aos terminais da bateria descrita, quanto tempo ele
levaria para recarrega-la completamente?

a)0,5h
b)2h

c)12h
d) 50 h
e) 100 h

16. As lampadas econémicas transformam 80% da energia
elétrica consumida em luz e dissipam os 20% restantes em
forma de calor. Ja as incandescentes transformam 20% da
energia elétrica consumida em luz e dissipam o restante em
forma de calor. Assim, quando duas dessas lampadas pos-
suem luminosidades equivalentes, a econdmica apresenta
uma poténcia igual a um quarto de poténcia da incandes-
cente.

Quando uma lampada incandescente de 60W é substituida
por uma econdmica de mesma luminosidade, deixa-se de
transferir para o ambiente, a cada segundo, uma quantidade
de calor, em joule, igual a

a)3
)12
c) 15
d) 45
e) 48

O

17.0 osciloscopio é um instrumento que permite observar
uma diferenca de potencial (ddp) em um circuito elétrico em
funcao de tempo ou em funcao de outra ddp. A leitura do

sinal é feita em uma tela sob a forma de um grafico tensao
X tempo.

ddp (V)
200
150
100
&0
]
50
100
150
—200 5 10 t(ms)
BOMFIM, M. Disponivel em: wwaw ulpr.br. Acesso em: 14 age. 2012 (adapiade)

A frequéncia de oscilacao do circuito elétrico estudado é
mais préxima de

a) 300 Hz
b) 250 Hz
c) 200 Hz
d) 150 Hz
e) 125 Hz

DAVIE. J. Disgonivel em: htipoigarisid com. Aces

A faixa espectral da radiacao solar que contribui fortemente
para o efeito mostrado na tirinha é caracterizada como

a) visivel.
b) amarela.
c) vermelha.

d) ultravioleta.
)

e) infravermelha.

(ENEM 2016)

19. A invencao e o acoplamento entre engrenagens revo-
lucionaram a ciéncia na época e propiciaram a invencao de
varias tecnologias, como os reldgios. Ao construir um peque-
no crondmetro, um relojoeiro usa o sistema de engrenagens
mostrado. De acordo com a figura, um motor é ligado ao
eixo e movimenta as engrenagens fazendo o ponteiro girar.
A frequéncia do motor é de 18 rpm e o numero de dentes
das engrenagens esta apresentado no quadro.



Engrenagem Dentes
A 24

B 72
C 36
D 108

Engrenagem B

& G/\EngmnggemA
\

Eixo do motor
/ Engrenagem C

Ponteiro

™~

Engrenagem D

A frequéncia de giro do ponteiro, em rpm é

20. Tres lampadas idénticas foram ligadas no circuito es-
quematizado. A bateria apresenta resisténcia interna des-
prezivel, e os fios possuem resisténcia nula. Um técnico fez
uma analise do circuito para prever a corrente elétrica nos
pontos: A, B, C, D e E; e rotulou essas correntes de |, I, |, | j e
., € respectivamente.

O técnico concluiu que as correntes que apresentam o mes-
mo valor sao

a)l.=1, I,=lel =1,
b)l,=l,=1.el =1,

al, =1, apenas

d)1, =1,=1,apenas

e) | =1, apenas

21. Por apresentar significativa resistividade elétrica, o grafite
pode ser utilizado para simular resistores elétricos em circuitos
desenhados no papel, com o uso de lapis e lapiseiras. Depen-
dendo da espessura e do comprimento das linhas desenhadas,
é possivel determinar a resisténcia elétrica de cada tracado pro-
duzido. No esquema foram utilizados trés tipos de lapis diferen-
tes (2H, HB e 6B) para efetuar trés tracados distintos.

Munida dessas informagdes, um estudante pegou uma fo-
Iha de papel e fez o desenho de um sorvete de casquinha
utilizando-se desses tracados. Os valores encontrados nesse
experimento, para as resisténcias elétricas (R) medidas com
o auxilio de um ohmimetro ligado nas extremidades das re-
sisténcias, sao mostrados na figura. Verificou-se que os resis-
tores obedeciam a lei de Ohm.

Na sequéncia, conectou o ohmimetro nos terminais Ae A do
desenho e, em seguida, conectou-o nos terminais B e C, ano-
tando as leituras RAB e RBC, respectivamente. Ao estabele-
cer a razao RAB/RBC, qual resultado o estudante obteve?

a) 1

b) 4/7
c) 10/27
d) 14/81
e) 4/81

(ENEM PPL 2016)

22. Durante a formacdo de uma tempestade, sao obser-
vadas varias descargas elétricas, os raios, que podem ocor-
rer: das nuvens para o solo (descarga descendente), do solo
para as nuvens (descarga ascendente) ou entre uma nuvem
e outra. As descargas ascendentes e descendentes podem
ocorrer por causa do acumulo de cargas elétricas positivas
ou negativas, que induz uma polarizacao oposta no solo.
Essas descargas elétricas ocorrem devido ao aumento da inten-
sidade do(a)



a) campo magnético da Terra.

b) corrente elétrica gerada dentro das nuvens.

c) resistividade elétrica do ar entre as nuvens e o solo.

d) campo elétrico entre as nuvens e a superficie da Terra.

e) forca eletromotriz induzida nas cargas acumuladas no
solo.

23.0 choque elétrico é uma sensacao provocada pela passa-
gem de corrente elétrica pelo corpo. As consequéncias de um
choque vao desde um simples susto até a morte. A circulacao
das cargas elétricas depende da resisténcia do material. Para
o corpo humano, essa resisténcia varia de 1.000 QQ quando a
pele estda molhada, até 100.000 Q) quando a pele esta seca.
Uma pessoa descalca, lavando sua casa com agua, molhou os
pés e, acidentalmente, pisou em um fio desencapado, sofren-
do uma descarga elétrica em uma tensao de 120 V.

Qual a intensidade maxima de corrente elétrica que passou
pelo corpo da pessoa?

a) 1,2 mA

b) 120 mA
c)83A

d) 833 A

e) 120 kA

24. Em um laboratério, sao apresentados aos alunos uma
lampada, com especificacdes técnicas de 6 Ve 12 W e um
conjunto de 4 pilhas de 1,5V cada.

Qual associacao de geradores faz com que a lampada pro-
duza maior brilho? N

==y

5=

1

S B

25. Uma familia adquiriu um televisor e, no manual do usu-
ario, constavam as especificacoes técnicas, como apresenta-
do no quadro. Esse televisor permaneceu 30 dias em repou-
so (stand-by). Considere que a eficiéncia entre a geracao e a
transmissao de eletricidade na usina é de 30%.

AC 100-240V
Tensao de entrada

50/60 Hz
Consumo de poténcia 45W
Poténcia em repouso TW

Que quantidade de energia, em joules, foi produzida na usi-
na para manter o televisor em stand-by?

a) 2,59 MJ
b) 8,05 MJ
c) 8,64 MJ
d) 117 MJ
e)377 MJ

26. Todo ano, cresce a demanda mundial de energia com o
aumento das populacdes e do consumo. E cada vez mais neces-
sario buscar fontes alternativas que nao degradem os recursos
do planeta nem comprometam a sobrevivéncia das espécies.
Ainda ha muito o que se descobrir sobre o uso eficiente de re-
cursos energéticos provenientes de fontes renovaveis, mas elas
estao mais préximas do que parece da adocao em larga escala.

BARBOSA, M. A sustentabilidade da energia renovavel.
Superinteressante, n. 102, 1996.
Os recursos energéticos do tipo citado sao provenientes de
a) pilhas e baterias.
b) usinas nucleares e hidrelétricas.

c) células solares e geradores edlicos.



d) centrais geotérmicas e termoelétricas.

e) usinas maremotrizes e combustiveis fosseis.

27 . Em 26 de dezembro de 2004, um tsunami devastador, ori-
ginado a partir de um terremoto na costa da Indonésia, atingiu
diversos paises da Asia, matando quase 300 mil pessoas. O grau
de devastacao deveu-se, em boa parte, ao fato de as ondas de
um tsunami serem extremamente longas, com comprimento
de onda de cerca de 200 km Isto é muito maior que a espessura
da lamina de liquido, d, tipica do Oceano indico, que é de cerca
de 4 km. Nessas condi¢des, com boa aproximacao, a sua veloci-
dade de propagacao toma-se dependente de d, obedecendo
arelacdo v =+/gd. Nessa expressao, g é a aceleracio da gravida-
de, que pode ser tomada como 10 m/s?

SILVEIRA, F. L; VARRIALE, M. C. Propagacao das ondas maritimas e dos tsu-
nami. Caderno Brasileiro de Ensino de Fisica, n. 2, 2005 (adaptado).

Sabendo-se que o tsunami consiste em uma série de ondas
sucessivas, qual é o valor mais préoximo do intervalo de tem-
po entre duas ondas consecutivas?

a) 1 min.
b) 3,6 min.
c) 17min.

d) 60 min.
)

e) 216 min.

28. A telefonia movel no Brasil opera com celulares cuja potén-
cia média de radiagao é cerca de 0,6 W. Por recomendacao do
ANSI/IEEE, foram estipulados limites para exposicao humana a
radiacao emitida por esses aparelhos. Para o atendimento dessa
recomendacao, valem os conselhos: segurar o aparelho a uma
pequena distancia do ouvido, usar fones de ouvido para as cha-
madas de voz e utilizar o aparelho no modo viva voz ou com dis-
positivos bluetooth. Essas medidas baseiam-se no fato de que a
intensidade da radiacao emitida decai rapidamente conforme a
distancia aumenta, por isso, afastar o aparelho reduz riscos.

COSTA, E. A. F. Efeitos na saude humana da exposicdo aos campos de

radiofrequéncia. Disponivel em: www.ced.ufsc.br.

Acesso em: 16 nov. 2011 (adaptado).

Para reduzir a exposicao a radiacao do celular de forma mais
eficiente, o usuario deve utilizar

a) fones de ouvido, com o aparelho na mao.

b) fones de ouvido, com o aparelho no bolso da calca.

c) fones bluetooth, com o aparelho no bolso da camisa.

d) o aparelho mantido a 1,5 cm do ouvido, segurado pela mao.

e) o sistema viva voz, com o aparelho apoiado numa mesa
de trabalho.

29. Algumas criangas, ao brincarem de esconde-es-
conde, tapam os olhos com as maos, acreditando que,
ao adotarem tal procedimento, nao poderao ser vistas.

Essa percepc¢ao da crianga contraria o conhecimento cienti-
fico porque, para serem vistos, os objetos

a) refletem particulas de luz (fétons), que atingem os olhos.
b) geram particulas de luz (fétons), convertidas pela fonte externa.

) sao atingidos por particulas de luz (fétons), emitidas pelos
olhos.

d) refletem particulas de luz (fétons), que se chocam com os
fétons emitidos pelos olhos.

e) sao atingidos pelas particulas de luz (fétons), emitidas
pela fonte externa e pelos olhos.

(ENEM 2015)

30. Um estudante, precisando instalar um computador, um
monitor e uma lampada em seu quarto, verificou que preci-
saria fazer a instalacdo de duas tomadas e um interruptor na
rede elétrica. Decidiu esbocar com antecedéncia o esquema
elétrico.

“O circuito deve ser tal que as tomadas e a lampada devem
estar submetidas a tensao nominal da rede elétrica e a lam-
pada deve poder ser ligada ou desligada por um interruptor
sem afetar os outros dispositivos” — pensou.

Simbolos adotados:

Lampada: ® Tomada: Interruptor: J S

Qual dos circuitos esbocados atende as exigéncias?

@,,
9 &%
O;

D

w() O_@

i
i
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1.8

O 2 é o cinto com menor valor de amplitude, portanto o
mais seguro.

2.E

Isolando o que temos como dados do exercicio:

- Motorista atento

Tempo e distancia percorrida até atingir a partir do repouso:
v =vp+at

14=0+1-t; >t =145

v = VDE +Zals

142 =0% +2.1.d; = d; =98 m

Distancia percorrida até parar:

0% =14% +2.(-5)-d;' = d;'=19,6 m

Distancia total percorrida:

Asy=dy+d;'=98+19,6 = As; =117,6 m

- Motorista com celular
t2 :t1*12>t2 =15s

Velocidade atingida e distancia percorrida
repouso:
vp =0+1-156= v, =156 m/s

152 =02 +2-1.d, = dy =1125m

a partir do

Distancia percorrida até parar:
02 =152 +2.(-5)-d," = dy' =225 m
Distancia total percorrida:
Asy, =dy +dy' =112,5+22,5 5 As, =135m
Portanto a distancia percorrida a mais pelo motorista com
celular é de:
As = Asy — As; =135-117,6
SAs=17,4m

3.c

A energia cinética da crianca deve se anular nos pontos de

altura minima e maxima, onde esta convertida em energia
potencial (eldstica ou gravitacional), e maxima no ponto de
altura zero.
Na regido O<h<hp,,,atua a E;=mgh. E na regido
Amin < < 0,age também a kh?

0t =
Logo, devido as relagbes das energias com as alturas, segue
que E_ deve variar linearmente apenas para 0 < h < h,s,-

4.D

Relacao entre os calores Q_e Q_trocados, respectivamente,
L. S m
nas condicdes superquente e morno:

Qg _ mCcAT, - Qs AT

Q. meAT, Q. AT,

Como p_9Q , tem-se que:
At

Pt ATg Fs AT

=
POt AT, P AT,

Substituindo os valores de AT do grafico nessa ultima rela-
¢ao, chegamos a:

s 82 Fn_3

P, 12 P, 8

B.cC

Sendo r o valor da resisténcia interna do gerador, pela 12 lei
de Ohm, temos que:

V =(r-R)i

10000 = (r - 1000)0,01

r=999000Q=10° 0

Em relacao a resisténcia do corpo humano:

LA TS

R 10°

Ou seja, o valor da resisténcia deve ser cerca de 1000 vezes

maior.

6.A
V=
L
2V = iR’



Para dobrar a tensao maxima v do gerador, deve-se manter
constante a corrente de curto i. E necessario dobrar o valor
da resisténcia R.
I3=l\lu—i=N£:>F€=NE
2r 2rR 2rB
Assim uma forma possivel de fazé-lo seria dobrando o nu-
mero de espiras.

7.0
Vamos redesenhar o circuito:
60 Q 60 Q
1 Py 1
L 1 | I
300

Sabemos que deve passar uma corrente de 0,5 A pelo fusi-
vel. A corrente i’ que deve passar pelo resistor de 60QQ em
paralelo com ele deve ser de:

120005=60I"=i"=1A

Sendo assim, por deve passar uma corrente de:
i=ig+i'=05+1=i=16A

Resisténcia equivalente no ramo AC:

120-60

= 20N 40> Rae =800
AC =120+ 60 AC

Como os ramos estao em paralelo, podemos calcular U como:
U=Rpc-i=80-15

~U=120V
8.c
AS=0,5m; v=60km/h = @m;‘s=@mﬁs.
Dados: 3,6 3
v=BS L a-B5_05 15 5035 = | At=30ms.
At v 50/ 50
P

9.c

Temos a vista frontal de uma gota sobre uma régua, e a gota
forma uma lente plano-convexa.

Gota

Gl Reégua

10.8

Aqui temos quatro posi¢coes possiveis que ilustram o funcio-
namento do sistema.

_1.* ® | Circuito fechado:
o 4 lampada acesa,
| & L | Circuito aberto:
™ o lampada apagada.
| ~8_ |  Circuito fechado:
™ @ lampada acesa.
L o, Circuito aberto:
T™s% e | ldmpada apagada.
11.c

Dados: U=5V; i=100mA=01A; L=5cm; n=10%=0,1.
A poténcia elétrica (util) para acender a lampada é:

Py =Ui=56x01=P, =05 W.

Essa poténcia é 10% da poténcia (total) incidente na placa
fotovoltaica.

A drea de captacao de energia da placa é:
A=1?=5x5=25cm? = A=25x10"* m?]

A intensidade da radiacao incidente é:

=P 8 4=[11.2><*|t:n“'u*..f_.--"mz:> | =2x10% W/mZ2,
A 25x10

12.c

Dados:

1
12

P, =6.000 W =6KkW, P, =3.600 W =3,6 kW, t, = 15min—%h; ty =S min=—h.

A economia de energia é:

E—E-Ep =Pt ~Pyly =6+ -3.6.-- =15-0,3= | E=12kWh.
4 12

13.A

Tendo como dados as expressdes de P e M, podemos au-
mentar o valor de para diminuir o menor angulo necessario
e ampliar a magnitude limite. E, jd que o aumento angular é
dado por F./F,, devemos aumentar F. e diminuir F..

14.C

Temos como dados: Ah é unidade de carga elétrica e a quan-
tidade de carga armazenada por hora é igual a 4400 mAh.
Calculando,

Q =4400-107.60 = Q = 264 Amin

Portanto o tempo maximo para utilizacao é de:
A Q _ 264 Amin

i Z2A
s A =132 min



15.8
Carga necessaria para carregar a bateria:
Q=100 Ah

Corrente do gerador:
P=iU—»600=i-12—=i=50A

Logo:
=9 50-1%
At At
~AM=2h
16.p
Temos os seguintes dados:
P=60W

P, :LTV =15 W

Como as energias transferidas para o ambiente sao:
E =0,8-60-1=FE =48
E,=0215.1=E, =3J

Por isso, a cada segundo, deixa-se de transferir para o am-
biente uma quantidade de calor igual a 45 J.

17.k

Tomando a distancia horizontal entre um minimo e um ma-
ximo no grafico, teremos como resultado a metade do peri-
odo. Sendo assim:

T

2 =7-3=T=8ms
Ao aplicarmos a férmula, temos como frequéncia de oscila-
cao do circuito:

_1_ 1
T 8.10°3
- f=125Hz

f

18.D

E a violeta, porque possui menor comprimento de onda do
espectro e, devido a isso, a maior frequéncia e energia trans-
portada, podendo apresentar riscos para as formas de vida
na Terra.

19.8

Sabemos que no, acoplamento coaxial, temos frequéncias
iguais e que no tangencial elas sao inversamente proporcio-
nais aos numeros de dentes. Assim:

fa =fotor =18 rpm.

fBNB:fANA = fB'72:1824 g fBZGI'pm.
fc =fg =6 rpm.

,fDND_fCNC = fD108_636 = fD —2rpm.

A frequéncia do ponteiro é igual a da engrenagem, ou seja:

f=2rpm.

20.A

As trés lampadas estao em paralelo. Como sao idénticas, sao
percorridas pela mesma corrente, i. A figura mostra a inten-
sidade da corrente elétrica em cada lampada e nos pontos
destacados.

3i i
E

||

| I

v 3
De acordo com a imagem:

Portanto:

lﬁ'\:IE 9|C:|D.

21.8

Vamos esquematizar a primeira situacao proposta e fazer as
simplificagdes:

50
WA~ 50
200 VWY
A W B 200
)
10 Q 10 0 A Y B
] c B 20 O
VWA

A resisténcia equivalente nessa situagao 1 é:

1 1 4+1+1 6 3 10
_+_— —

1
= e v AB =5 %4

.1
—+
Rag 5 20 20 20 20 10

Esquematizando a segunda situacao proposta e fazendo as
simplificagdes:

14Q

MAMA
YYYYYYYY

50

200 100

No ramo superior da figura acima, a resisténcia equivalente é:
20-5

BC1 = +10=4+10 = R801=14Q.



A resisténcia equivalente na situagao 2 é:

14-10 140 = Rac :ﬁﬂ.
24 24 6

Rpc =

Fazendo a razao pedida:
10/

Rag 3 _10 B 20 | Rag _4
Rec 35, 4 35 35 Rec 7
22.D

O deslocamento de particulas carregadas (ions) que acarre-
tam descargas elétricas se deve ao aumento do campo elé-
trico entre as nuvens e o solo.

23.8

A intensidade maxima de corrente elétrica ocorre para o va-
lor minimo de resisténcia. Pela 12 lei de Ohm:

U=R.i

. 120 "
- ~120.10

max = 4500

ey = 120 MA

24.C

A lampada produzird maior brilho para a associacao que
produzir a maior poténcia e, como esta é proporcional a ten-
sao, O circuito com maior tensao elétrica equivalente prove-
ra o maior brilho.

Tensao equivalente para os circuitos:

(A: Va =(15//115//15)+15 =V, =3V
[B]: Va = (15+15)//(15+15)= Vg =3V
(€] Vo =15+15+15+15= Ve =6V
D): Vo =(15//15)+(15//115)= Vp =3V
[E]: Ve =15//15/15/115= Ve =15V

Portanto a associacao que produzira o maior brilho é a do
item C.

25.C

Para a poténcia em repouso de 1 W, a poténcia total produ-
zida pela usina é de:

10

P
n= ”:}0,3:1::;Pt= w
P 3

Pt t

Logo a energia produzida em 30 dias devido a esta poténcia
equivale a:
E=P A= 2-30-24-6&6‘3 =8.640.000 J

~E=8,64MJ

26.C

Células solares e geradores edlicos sao fontes renovaveis de
energia, informacao presente na letra C.

27.c

Vamos determinar o periodo a partir da equacao de onda:
A A 200-10°  2.10°

v=—=T

T Jod (10.4.100 2107

~T=1000s =17 min
28.E

A alternativa que melhor responde ao pedido é a E, porque
nao ha contato fisico com o aparelho celular.

29. A

Para um objeto ser observado, é necessario que neste refli-
tam raios de luz e que estes cheguem aos olhos do obser-
vador.

30.€

Os trés dispositivos devem ser associados em paralelo para
ficarem sob mesmo ddp, mas isso desde que a chave ligue e
desligue somente a lampada e permaneca em série apenas
com ela.
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