PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS

Considere um numero real n, e trés nimeros reais a, b e ¢, tais
queO<a=Tlb>0ec>0.
Dessa forma, temos:

LOGARITMO DO PRODUTO

log,(b-c)=log,b+log,c

Demonstragao:
Considere trés numeros reais w, |
log,(b-c)=w,log,b=jelog,c=k.

Pela definicdo de logaritmo temos:

e k tais que

l. log,b=j < a =b

Il. log,c=k <> & =c

. log,(b-c)=wea" =b-c
Substituindo (1) e (11) em (1), temos

a“=b.c=a.a =a"*=a" =a™* = w=j+k
Logo, log,(b-c)=log,b+log,c
Exemplo:

log,6=10g;2-3 =100, 2 +l0g; 3

LOGARITMO DO QUOCIENTE

Ioga(%) =log,b-log,c

Demonstragao:

A demonstragéo da 22 propriedade é inteiramente andloga a
feita na 1@ propriedade. Tente fazer!

Exemplo:

logs 6 =logg [%J =logs12-log; 2

LOGARITMO DA POTENCIA

log,b" =n-log,b

Demonstragao:

Considere dois nimeros reais w e j, tais que log,b"=w e

log,b=]j.

PRE-VESTIBULAR

Pela definigdo de logaritmo temos:

I log,b"=w < a"=b"
Il log,b=] < a=b

Elevando os membros da equagao (I1) a n, temos:
d=b=(a)=(b) = a"=b’

Mas, na equagao (1), temos que b" =a", substituindo temos:
a"=a"=jn=w

Logo, log,b"=n-log,b

Exemplo:

log,3° =5-log, 3

e |

+ SeO<a=zlb>0eneN’, entao

1
log, ¥b =log, br :%~Iogab

A demonstragao dessa observagao é andloga a feita na
32 propriedade.

Tente fazer!

Para relembrar, como ja visto no médulo anterior, também
temos que:

Se 0<a=#1b>0e ne R, entdo:

log r|b:l~|ogab
@ n

Seb,ceR,0<c=1b> 0 entio:

Clogc b _ b

A demonstragao dessa observagao é andloga a feita na
32 propriedade.

Tente fazer!
Exemplo:

5|Og5 7 =7
N\ J

APLICAGOES DAS PROPRIEDADES

Sabendoqueolog2=0,3elog3=0,47, determine os logaritmos
abaixo:

Exemplo1:

logb = log2-3=1log2+10g3=0,3+0,47=0,77
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Exemplo2:
15 3
logl5= Iogﬁ = IogE =log3-log2=0,47-0,3=0,17

Exemplo3:
log,1024 = log, 2'° =10-log,2=10-1=10

Exemplo4:

1 1
log,s 5= |09525=§'|0955= -'|=§

N | —

Exemplo5:

3\0937 _ 3\og3 T _ 7

Exemplo6:

log108 =

Fatorando 0 108, achamos que 108 =27 .3°

log108 = log2?- log3® = log2? +log3* = 2 - log2 + 3 - log3 =
2:03+3047=201

Exemplo7:

8logz 5 — 8I0g2 5 _ (23 )IOgZ 5 — 23<|ng 5 _ 2\092 53 _ 53 =125

01. Se logx + logx? + logx® + logx* = =20 o valor de x é:
a) 10 b) 01 ¢) 100 d) 001 e 1
Resolugao:

logx+2-logx +3-logx +4-logx = 20

10logx =-20— logx =-2

107 =x—>x=0,01

J
02. Para quaisquer reais positivos A e B, o resultado da
expressao log,B?. log,A? ¢
a) 10 b) 6 c) 8 d) ab e) 12
Resolugao:
1

IogABa~IogBA2:3~IogAB~2~IogBA:3-m~2~logBA:3-2:6

1\ J

O logaritmo decimal de 5 pode ser escrito de outra maneira:

IogS:Iog%=Iog10—|ogZ=1—IogZ

Assim, como o valor de log2 é um nudmero irracional, é
necessdria uma aproximagao e vird no enunciado para vocé.
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Apesardeutilizadoem grandeescalanaFisica,aterceira
Lei de Kepler, assim como outras leis matematicas,
envolvem, sobretudo, proporcionalidades entre grandezas.
No entanto, em alguns casos, transforma-las
utilizando logaritmos pode ser util para facilitar a
extragdo de informagbes importantes. Portanto,
deve-se estar atento a aplicacdo do logaritmo e suas
propriedades em equagbdes como a apresentada na
questao a sequir.

01. Um dos grandes legados de Kepler para ciéncia foi a sua
terceira lei: "o quadrado do periodo de revolugao de cada
planeta é proporcional ao cubo do raio médio da respectiva
orbita”. Isto é, sendo T o periodo de revolugao do planeta e
r a medida do raio médio de sua 6rbita, esta lei nos permite
escrever que:T? = K- r’, onde a constante de proporcionalidade
K é positiva.

Considerando x = log (T) e y = log (r), pode-se afirmar que:

a) y:2x—K
2x

) _3|i)<;r<

©) y=3X?2

9 oo

&) y:2x—3logk

Resolugao: E

No enunciado, foi dada a sequinte informagéo: T2 = K-r®
Agora, aplicando em ambos os lados da igualdade teremos:
logT” =log(K-r°)

Pela propriedade do produto teremos:

logT? =logk +log r®

Pela propriedade da poténcia:

2logT =logK+3logr

Substituindo os dados do enunciado:
2x=logk+3y

2x—logk
3 J

Portanto y =

PRE-VESTIBULAR
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PROTREINO J]

01. Calcule o valor de log500.

02. Determine o valor do log, 8°.

03. Aplicando as propriedades estudadas, simplifique ao maximo

os itens abaixo:
a) lo 25 9
) gﬁ( ) c) Iog(%)

b) 1Y
log (—J
16

04. Determine os valores de A abaixo em cada item:
a) A=log30+log7-log21
b) A=log,100-log,25

05. Dado log2=0,3, obter o valor aproximado de:

a) logh
b) log20
c) log/s

EXERCICIOS

PROPOSTOS [=]ex

01. (ENEM PPL) Nas informagbes veiculadas nos ¢rgdo de
comunicagdo quando da ocorréncia de um terremoto, faz-se
referéncia a magnitude (M), que se refere a quantos graus o
fendmeno atingiu na escala Richter. Essa medida quantifica a
energia liberada no epicentro do terremoto, e em seu célculo
utilizam-se como paradmetros as medidas da amplitude sismica
(A), em micrémetro, e da frequéncia (f), em hertz. Esses parametros
sdo medidos por aparelhos especiais chamados sismografos, e
relacionam-se segundo a fungdo M = log (AXf)+ 3,3. Pela magnitude
do terremoto na escala Richter, pode-se estimar seus efeitos de
acordo com o quadro, onde ndo estdo considerados terremotos de
magnitudes superiores a 7,9

M<35 Registrado (pelos aparelhos), mas n&o
- perceptivel pelas pessoas.

Percebido, com pequenos tremores notados

35<M<54 pelas pessoas.

Destrutivo, com consequéncias significativas

<
54<M<60 em edificagdes pouco estruturadas.

Destrutivo, com consequéncias significativas

60<M=<6,3 para todo tipo de edificagéo.

Destrutivo, retiraram os edificios de suas
fundagdes, causam fendas no solo e
danificam as tubulagdes contidas no

subsolo.

69<M<79

PRE-VESTIBULAR

Um terremoto teve sua amplitude e frequéncias medidas e obteve-
se A =1.000 micrometros e f = 0,2 hertz.

Use -0,7 como aproximagao para log (0,2).
Disponivel em: www.mundoeducacao.com.br. Acesso em: 11 jul. 2012 (adaptado).

Considerando o quadro apresentado, e analisando o resultado da
expressao que fornece a magnitude desse terremoto, conclui-se
que ele foi

a) registrado, mas nao percebido pelas pessoas.
b) percebido, com pequenos tremores notados pelas pessoas.

¢) destrutivo, com consequéncias significativas em edificagdes
pouco estruturadas.

d) destrutivo, com consequéncias significativas para todo tipo de
edificagao.

e) destrutivo, com consequéncias nas fundagbes dos edificios,
fendas no solo e tubulagdes no subsolo.

02. (MACKENZIE) Para quaisquer reais positivos A e B (SABENDO
QUEA=1,B#1), 0resultado da expresséo log, B®-logy A” é:

a) 10

b) 6

c) 8

d A'B

e) 12

03. (ENEM) Para realizar a viagem dos sonhos, uma pessoa
precisava fazer um empréstimo no valor de RS 5.000,00. Para
pagar as prestagdes, dispde de, no maximo, R$400,00 mensais.
Para esse valor de empréstimo, o valor da prestagao (P) é calculado
em fungao do numero de prestagdes (n) segundo a férmula

5.000x1,013"x0,013
pP=
(1013 -1)

Se necessario, utilize 0,005 como aproximagéo para log 1,013;
2,602 como aproximacgao para log 400; 2,525 como aproximagao
para log 335.

De acordo com a férmula dada, o menor ndmero de parcelas cujos
valores ndo comprometem o limite definido pela pessoa é

a) 12 b) 14 c) 15. d) 16. e) 17.
04. (Fuvest) Use as propriedades do logaritmo para simplificar a
expressao

S= ! + ! + !
2-l0g,2016 5-l0g,2016 10-log, 2016

OvalordeSé

a) —

2
b) %
c) %
d) ;
e) %
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05. (Fuvest) Seja x > 0 tal que a sequéncia a, = log,x, a, = 10g,(4x),
a, = log,(8x) forme, nessa ordem, uma progressao aritmética.
Entdo, a, +a,+a, eéigual a

a) %
I
c) g
d) %;
e) %

06. (FUVEST) Tendo em vista as aproximagoes log,; 2= 0,30, log, |
3 = 0,48, entdo o maior nimero inteiro n, satisfazendo 10" < 1248,
éiguala

a) 424 d) 457
b) 437 e) 460
c) 443

07. (FUVEST) A magnitude de um terremoto na escala Richter é
proporcional ao logaritmo, na base 10, da energia liberada pelo
abalo sismico. Analogamente, o pH de uma solugdo aquosa é dado
pelo logaritmo, na base 10, do inverso da concentragéo de ions H*.
Considere as seguintes afirmacgdes:

I. Ousodologaritmo nas escalas mencionadas justifica-se pelas
variagdes exponenciais das grandezas envolvidas.

Il. A concentragdo de ions H* de uma solugao acida com pH 4 é
10 mil vezes maior que a de uma solugéo alcalina com pH 8.

IIl.Um abalo sismico de magnitude 6 na escala Richter libera duas
vezes mais energia que outro, de magnitude 3.

Esté correto o que se afirma somente em

a) I b) L. c) . d) lell. e lell

08. (FUVEST) Se x € um nuimero real, x > 2 e log,(x - 2) - log,x = 1,
entao o valor de x é:

a) 4-243

b) 4-+3

c) 2+243

d) 4+243

e) 2+443

09. (MACKENZIE) Se a e b, a < b, sdo solugdes da equagio
1098 :LAS' entéo o valor de %(b—a) é

a) 125 b) 120 c) 60 d) 3 e 1

10. (MACKENZIE) A equacdo do 2° grau x* +x-logt+0,5-logt=0
tem duas raizes reais distintas, se

a) t>0 d) 0<t<2

b) t>1 e) O<t<lout>100

c) t=0out=2
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11. (ENEM) Charles Richter e Beno Gutenberg desenvolveram a
escala Richter, que mede a magnitude de um terremoto. Essa escala
pode variar de 0 a 10, com possibilidades de valores maiores. O
quadro mostra a escala de magnitude local (M) de um terremoto
que é utilizada para descrevé-lo.

Descricéo Magnitude local (M)
(um- Hz)
Pequeno 0<M; <39
Ligeiro 40<M; <49
Moderado 50<M, <59
Grande 6,0<Mg <99
Extremo Ms>10,0
Para se calcular a magnitude local, usa-se a férmula

Mg =330+log(A-f), em que A representa a amplitude maxima

da onda registrada por um sismdgrafo em micrémetro (um) e f
representa a frequéncia da onda, em hertz (Hz). Ocorreu um terremoto
com amplitude maxima de 2.000 um e frequéncia de 0,2 Hz.

Disponivel em: http://cejarj.cecierj.edu.br. Acesso em: 1 fev. 2015 (adaptado).

Utilize 0,3 como aproximagao para log2.

De acordo com os dados fornecidos, o terremoto ocorrido pode ser
descrito como

a) Pequeno. d)
b) Ligeiro. e)
¢) Moderado.

Grande.
Extremo.

12. (PUCMG) O quadrilatero de vértices A, B, C e D é um retangulo;
também sdo retangulos os tridangulos ADE e ECF. Além disso, as
medidas CE = log,k, AD = log, 8k e AB = log, 512 K formam, nessa
ordem, uma progressao geométrica.

F
D E C
A B

Com base nessas informagdes, é correto afirmar que a medida da
area do tridangulo CEF éigual a:

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4

13. (PUCPR) Suponha que a vaz&o de dgua de um caminhao de
bombeiros se da pela expresséo V (1) =V, - 2%, em que V, € o volume
inicial de agua contido no caminh&o e t é o tempo de escoamento
em horas. Qual é, aproximadamente, utilizando uma casa decimal,
0 tempo de escoamento necessario para que o volume de agua
escoado seja 10% do volume inicial contido no caminhao?
(utilize: log2=0,3)

a) 3he30min. d) 2hel5min.
b) 3hel12min. e) 2hel12min.
c) 3hel18min.

PRE-VESTIBULAR
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14. (PUCPR) Sabendo que log20 = 1,3 e log5 = 0,7 , é correto
afirmar que log, 20 corresponde a:

a) Exatamente 2.

b) Exatamente 0,6.

c) Maior ouigual a 0,5 e menor que 0,6.
d) Umvalorentre1,8e1,9.

e) Nenhuma das alternativas anteriores.

15. (PUCSP) Um numero N é obtido triplicando-se a base e o
expoente de 2%, em que y € R. Se N é igual ao produto de 2¥ por xY,
qual é o valor de log x? (Use: log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48)

a) 2,04
b) 2,08
0 212
d) 226
e) 2728

16. (UERJ) Uma calculadora tem duas teclas especiais, A e
B. Quando a tecla A ¢ digitada, o nimero que esta no visor é
substituido pelo logaritmo decimal desse nimero. Quando a tecla
B é digitada, o nimero do visor € multiplicado por 5.

Considere que uma pessoa digitou as teclas BAB, nesta ordem, e
obteve no visor o nimero 10.

Nesse caso, o visor da calculadora mostrava inicialmente o
seguinte nimero:

a) 20
b) 30
c) 40
d) 50

17. (UERJ) Admita que aordem de grandeza de uma medida x é uma

1 1
poténcia de base 10, com expoente n inteiro, para 1072 <x<10"2,

Considere que um terremoto tenha liberado uma energia E, em
joules, cujo valor numérico € tal que log, E =15,3.

A ordem de grandeza de E, em joules, equivale a:
a) 10" c) 10'°
b) 10 d) 10"

18. (Uerj) Para melhor estudar o Sol, os astronomos utilizam filtros
de luz em seus instrumentos de observagao.

Admita um filtro que deixe passar 4 daintensidade da luz que nele
5

incide. Para reduzir essa intensidade a menos de 10% da original,
foi necessario utilizar n filtros.

Considerando log 2 = 0,301, o menor valor de n é igual a:
a) 9 c) 11
b) 10 d)y 12

19. (UECE) Se x é o logaritmo de 16 na base 2, entdo, o logaritmo
(na base 2) de x? - 5x + 5 éiigual a

a) 2. c) -1.

b) 1. d o

20. (UERJ) Admita que, em um determinado lago, a cada 40 cm de

profundidade, a intensidade de luz é reduzida em 20%, de acordo
h

com a equagéo I=1,-0,8% na qual | ¢ a intensidade da luz em uma
profundidade h, em centimetros, e | € a intensidade na superficie.

PRE-VESTIBULAR

Um nadador verificou, ao mergulhar nesse lago, que a intensidade
da luz, em um ponto P, é de 32% daquela observada na superficie.
A profundidade do ponto P em metros, considerando log2 = 0,3,
equivale a:

a) 064 c) 20

b) 18 d) 32
EXERCICIOS DE ]
APROFUNDAMENTO ]

01. (UNIFESP) Em um jogo disputado em vaérias rodadas

consecutivas, um jogador ganhou metade do dinheiro que tinha a

cada rodada impar e perdeu metade do dinheiro que tinha a cada

rodada par.

a) Sabendo que o jogador saiu do jogo ao término da 42 rodada
com RS 202,50, calcule com quanto dinheiro ele entrou na 12
rodada do jogo.

b) Suponha que o jogador tenha entrado na 1@ rodada do jogo com
R$1.000,00, terminando, portanto, essa rodada com RS 1,500,00,
e gue tenha saido do jogo ao término da 202 rodada. Utilizando
log2=0,307, log3=0,477 e os dados da tabela, calcule com
quanto dinheiro, aproximadamente, ele saiu do jogo.

15 32
1,55 35
16 40
1,65 45
17 50
1,75 56
18 63
1,85 71

02. (FGVRJ) Em uma experiéncia de Fisica, para cada valor da
varidvel continua X, obteve-se, no laboratério, um resultado y. A
tabela a sequir mostra os resultados de cinco medidas realizadas
para valores inteiros de x:

1 2,97
2 9,05
3 26,8
4 81,6
5 241

Os resultados sugeriram que, para os valores de x do intervalo
[1,5], uma fungdo adequada para modelar essa experiéncia é
exponencial, ou seja, da forma'y = a*. De fato, para certo valor inteiro
de a, os valores encontrados na experiéncia e os valores dados por
essa funcéo diferem muito pouco.

Usando essa fungao, determine, aproximadamente, para que valor
de x encontra-se y = 100.

Utilize o que for necessario:
Log 2 =0,301
Log3=0477
Log 5= 0,699
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03. (UNESP) O célculo aproximado da area da superficie externa de
uma pessoa pode ser necessario para a determinagdo da dosagem
de algumas medicagdes. A drea A (em cm?) da superficie externa
de uma crianga pode ser estimada por meio do seu “peso” P (em
kg) e da sua altura H (em cm) com a seguinte férmula, que envolve
logaritmos na base 10:

logA=0,425logP +0,725logH + 1,84

(Delafield Du Bois e Eugene Du Bois. A formula to estimate the approximate surface area
if height and weight be known, 1916. Adaptado.)

Rafael, uma crianga com Tm de altura e 16 kg de "peso”, precisa
tomar uma medicagao cuja dose adequada é de 1 mg para cada
100 cm? de éarea externa corporal. Determine a dose adequada
dessa medicagao para Rafael.

Adote nos seus calculos log2 = 0,30 e a tabela a seguir.

X 10x
33 1995
34 2612
35 3162
3,6 3981
3,7 5012
38 6310
39 7943

04. (UNICAMP) A superficie de um reservatério de &gua para
abastecimento publico tem 320.000 m? de area, formato retangular
e um dos seus lados mede o dobro do outro. Essa superficie é
representada pela regido hachurada na ilustragao abaixo. De
acordo com o Cddigo Florestal, é necessario manter ao redor do
reservatorio uma faixa de terra livre, denominada Area de Protecéo
Permanente (APP), como ilustra a figura abaixo. Essa faixa deve
ter largura constante e igual a 100 m, medidos a partir da borda do

reservatorio.

/

N /

a) Calcule a area da faixa de terra denominada APP nesse caso.

b) Suponha que a agua do reservatoério diminui de acordo com
a expressao V(f)=V, 2, em que V, é o volume inicial e t é o
tempo decorrido em meses. Qual é o tempo necessario para
que o volume se reduza a 10% do volume inicial? Utilize, se

necessario, 10g,,2 ~0,30.
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05. (FUVEST) O numero N de &tomos de um isdtopo radioativo
existente em uma amostra diminui com o tempo t, de acordo com

a expressdo N(t)=N,e™, sendo N, o ndmero de atomos deste

isétopo em t = 0 e A a constante de decaimento. Abaixo, esta
apresentado o grafico do log, N em fung&o de t, obtido em um
estudo experimental do radiofarmaco Tecnécio 99 metaestavel
(®*™Tc), muito utilizado em diagndsticos do coragao.

6,01

Iog10N

5,97
5,87
5,71

5,61

5,51 :

S}
0 2 4 6 8 10
t (horas)

A partir do gréafico, determine

a) ovalordelog, N

b) ondmero N, de atomos radioativos de *™Tc ;
c) ameia-vida (T, ,) do *"Tc.

Note eadote: Ameia-vida (T, ,) de umisétopo radioativo € o intervalo
de tempo em que o nimero de &tomos desse is6topo existente em

uma amostra cai para a metade; log,,2=0,3; 10g,;5=0,7.

GABARITO

P EXERCICIOS PROPOSTOS

01.C 05.B 09.C 13.C 17.B
02.B 06.D 10.E 14.D 18.C
03.D 07.D 11.c 15.A 19.D
04.E 08.D 12.C 16.A 20.C

Y EXERCICIOS DE APROFUNDAMENTO
01.

a) v, =R$360,00.
b) V,, =R$56,00.

02.
X=~4,2

03.63,1 mg.
04.

a) A= 10.000(24 +m)m’

b) t=3% meses —aproximadamente3 meses e10 dias.

05.
a) No grafico, log, N, = 6.
b) N,=10° =1 000 000.

¢) logN(t) = 5,7 =t = 6 horas

PRE-VESTIBULAR




