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Prefazione

La Finanza Matematica ha visto un notevole sviluppo in tempi recenti, so-
prattutto per l'introduzione di strumenti finanziari atti a contenere il rischio
nelle operazioni di mercato. Lo studio delle problematiche legate a tali stru-
menti richiede tecniche matematiche talvolta sofisticate e per la maggior parte
legate alla teoria della Probabilita.

Gli ambienti finanziari sono quindi divenuti uno sbocco professionale non
solo per gli economisti, ma anche per i matematici ed in generale i laureati
in discipline tecnico-scientifiche. Con l'introduzione del 3+2 era da aspettarsi
che un certo numero di studenti terminasse gli studi dopo la laurea trienna-
le e cercasse un lavoro. Appariva quindi sensato attivare un corso di finanza
matematica gia a livello di laurea triennale. Molte delle tecniche in uso nella
finanza matematica riguardano modelli a tempo continuo e richiedono quindi
tecniche di analisi stocastica che, in generale, non solo gli economisti, ma nem-
meno i matematici possiedono al livello di laurea triennale. Per un corso alla
triennale risulta quindi opportuno presentare le problematiche della finanza
matematica e le metodologie per la loro soluzione in un contesto accessibile
agli studenti con una formazione matematica di base. Questo puod avvenire
presentando la materia nell’ambito dei modelli a tempo discreto, detti anche
multi-periodali. Da un lato tali modelli generalizzano ad un contesto dinamico
i modelli uni-periodali studiati soprattutto dagli economisti, dall’altro si pre-
sentano come possibili approssimazioni di modelli a tempo continuo. In ogni
caso i modelli multi-periodali hanno una loro importanza autonoma anche in
vista delle applicazioni e permettono di affrontare ugualmente tutte le varie
problematiche della finanza matematica.

Il presente volume e inteso come possibile libro di testo per un corso del
tipo descritto sopra e nasce dall’esperienza di insegnamento degli autori per
tali corsi. Non esistono molti testi per un simile corso nemmeno a livello
internazionale (uno dei riferimenti pitt noti in tale contesto & [18]) ed il libro
intende colmare tale lacuna. Benché concepito maggiormente per un corso di
laurea triennale in matematica, esso dovrebbe adattarsi bene anche a corsi di
tipo quantitativo per le facolta economiche.



VI Prefazione

Evidentemente nel presente libro non si sono potute affrontare tutte le
possibili problematiche della finanza matematica, ma solo alcune che pos-
sono essere considerate basilari. La struttura del testo e originata dall’idea
di insegnare per esempi e controesempi. Successivamente il libro & stato ul-
teriormente sviluppato per diventare un testo completo che contiene anche
la teoria. Tuttavia, a differenza di altri libri di teoria, questo testo contiene
numerosi esempi ed esercizi risolti. Come ulteriori possibili testi per esercizi
citiamo ancora [18] che contiene numerosi esercizi per vari modelli di mercato
a tempo discreto. Citiamo poi [21] che contiene esempi per lo specifico model-
lo binomiale e [19] che contiene esercizi sia per modelli a tempo discreto che
continuo.

La maggior parte dei metodi risolutivi per modelli multi-periodali & ba-
sata su algoritmi ricorsivi la cui complessita di calcolo aumenta col numero
dei periodi. Pertanto nella pratica si usano dei programmi di calcolo per im-
plementare tali algoritmi. Per proporre esercizi in aula ed agli esami e invece
opportuno limitarsi a calcoli fattibili a mano; per questo motivo negli esempi
ed esercizi proposti nel libro consideriamo un numero molto ridotto di periodi
temporali e dati numerici che sono intesi pit per facilitare i calcoli che essere
rappresentativi della realta economica.

Il testo e suddiviso in quattro parti in cui vengono trattati i seguenti
argomenti:

valutazione e copertura di derivati Europei;

ottimizzazione di portafoglio (programmazione dinamica e metodo mar-
tingala);

valutazione, esercizio ottimale e copertura di derivati Americani;

modelli multi-periodali per i tassi di interesse.

In ogni parte, dopo una presentazione sintetica ma completa della teoria,
vengono proposti numerosi esercizi di cui & fornita la dettagliata risoluzione.

Bologna/Padova Andrea Pascucci e Wolfgang J. Runggaldier
6 Agosto 2009
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1

Valutazione e copertura

Iniziamo questo capitolo col fornire le varie nozioni di base per la moderna
finanza matematica, che sono poi quelle usate nel resto del libro. Si tratta
delle nozioni di titoli rischiosi e non, titoli primari e derivati, in particolare le
opzioni, poi strategie di investimento autofinanzianti e loro portafogli. Inoltre
introdurremo la nozione di arbitraggio ed il concetto di misura martingala
equivalente nonché quella di mercato completo.

Le problematiche trattate in questo capitolo riguardano problemi basilari
della moderna finanza matematica e cioe i problemi della valutazione e co-
pertura di derivati. Per definire il prezzo di un derivato non gia trattato sul
mercato, utilizzeremo uno dei criteri piu comuni e cioe quello dell’assenza di
opportunita di arbitraggio, il quale stabilisce che in un mercato in equilibrio i
prezzi dei vari titoli devono essere tali che, investendo nel mercato secondo una
strategia autofinanziante, non & possibile fare un guadagno certo senza rischio.

Descriveremo poi due modelli tipici di mercato a tempo discreto e cioe il
modello binomiale come esempio di mercato completo ed il modello trinomiale
(standard, ossia con un solo titolo rischioso) come esempio di mercato incom-
pleto. Quest’ultimo puo essere completato mediante ’aggiunta di un secondo
titolo rischioso, nel qual caso lo chiameremo modello trinomiale completato,
ed esso costituira un altro esempio di mercato completo. Questi tre modelli
di mercato saranno alla base di tutti gli esercizi discussi nel libro. C’e¢ anche
da notare che, per un orizzonte temporale finito, questi modelli possono in
modo naturale essere definiti su uno spazio di probabilita con 2 finito, come
assumiamo in tutto questo libro.

Una caratteristica dei mercati completi e che in tali mercati un qualunque
derivato puo essere replicato mediante un portafoglio risultante dall’investi-
mento secondo una strategia autofinanziante; inoltre i prezzi dei vari titoli
sono univocamente determinati imponendo la condizione di assenza di op-
portunita di arbitraggio. Accenneremo brevemente a possibili approcci alla
valutazione e copertura in mercati incompleti.

Infine, prendendo lo spunto da una rappresentazione alternativa del prezzo
di una delle opzioni di base, e cioe di un’opzione di acquisto Europea, daremo

Pascucci A, Runggaldier WJ.: Finanza Matematica.
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2 1 Valutazione e copertura

un cenno alla cosiddetta tecnica del cambio di numeraire che si rivela estre-
mamente utile nella risoluzione di varie problematiche in finanza matematica
e che nel presente libro verra utilizzata nel Capitolo 4.

Gli esercizi riguardano prevalentemente la valutazione e copertura di vari
tipi di derivati, in particolare opzioni. Gli ultimi due esercizi formano un
esempio di applicazione delle tecniche citate per la valutazione e copertura
in mercati incompleti. Per la loro risoluzione anticipiamo una metodologia di
ottimizzazione dinamica che sara studiata in dettagli nel Capitolo 2.

Per questo capitolo ci siamo basati principalmente su [17]. Trattandosi di
argomenti molto basilari, essi sono trattati in praticamente tutti i libri intro-
duttivi alla finanza matematica: tra quelli elencati nella bibliografia citiamo
3], [7), [11], [16], [18], [20], [21].

1.1 Titoli primari e strategie

1.1.1 Mercati discreti

Consideriamo uno spazio di probabilitd (£2 F P) con 2 che ha un numero
finito di elementi e in cui assumiamo che F sia l’insieme delle parti di {2 e
P( w ) >0 per ogni w € £2. Fissiamo ty 1 ty € R con

to <t <---<tn

per rappresentare le date di contrattazione: per fissare le idee, nel seguito
to = 0 indica la data odierna e ¢ty = T la scadenza di un derivato.

Fissato d € N, un modello di mercato discreto & costituito da un titolo
non rischioso (bond) B e da d titoli rischiosi (stocks) S* S? 11 bond ha la

seguente dinamica deterministica: se B,, indica il valore del bond all’istante

t,, vale

By =1

0 (1.1)
B, =B,-1(1+1m,) n=1 N

dove r,, tale che 1 + r, > 0, indica il tasso privo di rischio nel periodo
n-esimo [t,—1 t,]. Occasionalmente ci riferiremo a questo titolo anche come
conto bancario.

I titoli rischiosi hanno la seguente dinamica stocastica: se S¢ indica il
prezzo all’istante t,, del titolo i-esimo, allora vale

S € Ry (1.2)
Si=50_1 (1+p) n=1 N

dove p?, & una variabile aleatoria reale che rappresenta il tasso di rendimento
dell’i-esimo titolo nel periodo n-esimo [t,—1 ty).

Poniamo

o = (uy  pd)
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e supponiamo che il processo p, sia adattato ad una filtrazione generica (F,)
con Fg = (0 £ . Siccome nei modelli di mercato considerati in questo libro
e basati sulla (1.2), la successione pu, sard l'unica sorgente di aleatorieta,
supporremo F, generata da p, e cioe

Fa=Fi=op k<n n=1-- N (1.3)

Infine, siccome (1.2) stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i processi p,
ed S, la filtrazione (F,,) coincide allora anche con la filtrazione generata da
S cioe F,, = F2 per ogni n. In situazioni pili generali si avra perd tipicamente
F2 C F, ed occasionalmente, come pilt avanti nella definizione dei derivati,
anche in questo libro useremo F° quando serve mettere in risalto che la filtra-
zione considerata ¢ quella generata dal mercato sottostante S. Nel contesto di
questo libro avremo perd sempre F,, = F* = F2 e tale filtrazione rappresenta
quindi le informazioni sul mercato disponibili all’istante t,,. Assumiamo che
ln sia indipendente da F,,_; per ognin =1 --- N.

Facciamo notare che come elementi w dello spazio di probabilita di base
si possono prendere le varie realizzazioni della successione pu,. Se allora u,
assume un numero finito di valori, come nei due modelli di mercato binomiale
(vedi Sezione 1.4.1) e trinomiale (vedi Sezione 1.4.2) allora, essendo n < N,
I’insieme {2 contiene un numero finito di elementi come avevamo supposto.

1.1.2 Portafoglio autofinanziante e predicibile

Definizione 1.1. Un portafoglio (o strategia) ¢ un processo stocastico in R +1

(a /6) = (ai a;iL ﬁn)n:l N

Nella definizione precedente o (risp. (3,) rappresenta la quantita del titolo
S? (risp. di bond) detenuta nel portafoglio durante il periodo n-esimo, ossia
da t,_1 a t,. Pertanto indichiamo il valore del portafoglio (o B) nel periodo
n-esimo con

V(O‘ﬁ) Za S! + 3,Bn n=1 N (1.4)

e poniamo inoltre

(aﬁ) Za150+/61B0

=1

Il valore V(@ #) del portafoglio & un processo stocastico reale. Notiamo che &
ammesso che a; e By, assumano valori negativi: in altri termini sono ammessi
la vendita allo scoperto di azioni o il prestito di soldi dalla banca. Nel seguito,
essendo la strategia (o 3) fissata, scriveremo spesso V invece di V(@ 9),
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Notazione 1.2 Utilizziamo la notazione vettoriale per il processo dei prezzi
S = (st 59

! a?), indichiamo con

d
aS = Z a'st
i=1

il prodotto scalare in R?. In particolare la (1.4) diventa

Dato o = («

Vi = anSn + BnBn
Definizione 1.3. Un portafoglio (o B) € autofinanziante se vale la relazione
V-1 = anSn—1+ BnBn-1 (1.5)
per ognin =1 N
Per un portafoglio autofinanziante vale 'uguaglianza
Qn—15n-1+ Bn-1Bn—1 = anSn—1+ BnBn-1

che si interpreta nel modo seguente: all’istante t,,_1, avendo a disposizione il
capitale
Vn—l = an—ls'n,—l + ﬂn—an—l

si costruisce la strategia per il periodo n-esimo [tn—1 tn] con le nuove quan-
tita a., Bn tn modo tale da non mutare il valore complessivo del portafoglio.
Sottolineiamo il fatto che (o, Bp) indica la composizione del portafoglio che
st costruisce all’istante t,,_1.

Nel seguito consideriamo solo strategie di investimento elaborate in base
alle informazioni sul mercato disponibili istante per istante (non conoscendo il
futuro). Poiché per una strategia autofinanziante, («,, G,) indica la composi-
zione del portafoglio che si costruisce al tempo ¢,,_1, risulta naturale assumere
che il processo (a0 ) sia predicibile.

Definizione 1.4. Un portafoglio (o 3) € predicibile se (an Brn) € Fn_1-
misurabile per ogni n =1 N.

Notazione 1.5 Indichiamo con A la famiglia delle strategie autofinanzianti
e predicibili.

Poiché la condizione di autofinanziamento (1.5) stabilisce un legame fra i
processi a e (3, si ha che & possibile identificare una strategia in A mediante
la coppia (a () o equivalentemente mediante la coppia (Vo «) dove V5 € R &
il valore iniziale della strategia e o € un processo predicibile d-dimensionale.
Vale infatti la seguente
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Proposizione 1.6. Il valore di una strategia autofinanziante (o B) & deter-
minato dal valore iniziale Vy e ricorsivamente dalla relazione

d
Vi =Vooa(l4ra) + Zail,s'fl,—l (U:L - Tn) (1.6)
i=1
pern =1 N.

Dimostrazione. In base alla condizione (1.5), la variazione di un portafoglio
autofinanziante nel periodo [t,_1 t,] € pari a

V'n, - Vn—l = Qpn (Sn - Sn—l) + /677. (B'n. - Bn—l)

d
= Zaisz—lui + BnBr_1rn = (17)
i=1
(poiché, ancora per la (1.5), vale 8, Bn—1 = Vi1 — @nSn—1)
d
- Z alS' (u; — rn) R VA
i=1

da cui segue la (1.6). O

Corollario 1.7. Dati Vy € R e un processo predicibile o, esiste ed é unico il
processo predicibile B tale che (a ) € A e valga Vo(a A — V.

Dimostrazione. Dati Vy € R e un processo predicibile a, definiamo il processo

Vn—l - anS'n,—l
ﬂ Bn—l "

dove (V,,) ¢ definito ricorsivamente da (1.6). E chiaro che per costruzione (3,,)
¢ predicibile e la strategia (o ) & autofinanziante (vedi (1.5)). O

Osservazione 1.8. Sia (a ) € A. Dalla (1.7), sommando in n, otteniamo
Vi =Vo+ge® n=1 N (1.8)

dove

957 = " (ok (Sk — Sk—1) + B (Br — Br-1))

NE

>
Il
—

(1.9)

[
NE

d
(Z Sy iy, + ﬂkBk—1Tk>

k=1 \i=1

definisce il processo del rendimento della strategia. a
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1.1.3 Portafoglio relativo

A volte & utile esprimere un portafoglio in termini relativi, indicando le pro-
porzioni del valore totale investite nei singoli titoli. Pertanto se V,—1 # 0
indichiamo con

Al S
== i1=1 d 1.10
=y (1.10)
e
BnBn 1 !
0 nDn— i
T, =—=1— s 1.11
R (e
le proporzioni investite nel periodo n-esimo [t,—1 t,] con n =1 N. Inol-
tre, per convenzione, se V,,_; = 0, poniamo 7, = 0 per : =0 d. Notiamo

che 7}, non appartiene necessariamente all’intervallo [0 1].
Esprimiamo ora la condizione di autofinanziamento in termini relativi.

Proposizione 1.9. Il valore di una strategia autofinanziante (o f3) é determi-
nato dal valore iniziale Vy € R e dai processi ! 7 mediante la relazione
TICOTSIVG,

V,=V,_1 (1 + T fbn + 71'27“”) (1.12)

che é equivalente alla

d
V,=V,_1 <1+T‘n+ZTF; (u;—rn)> (1.13)

i=1
come pure alla

V'n, - Vn—l S'n, - Sn—l 0 B'n, - Bn—l
—_— =Ty +n, 1.14
Vn—l " Sn—l " Bn—l ( )
la quale ultima esprime il fatto che il rendimento relativo di un portafo-
glio autofinanziante é combinazione lineare dei rendimenti dei titoli che lo
compongono con pesi espressi dal portafoglio relativo.

Dimostrazione. La (1.12) segue direttamente dalla prima delle (1.7). La (1.13)
si ottiene inserendo la seconda uguaglianza di (1.11) nella (1.12) e la (1.14)
si ottiene dalla (1.12) sostituendo a p., e r, le loro espressioni risultanti dalle
(1.1) e (1.2). O

Osservazione 1.10. A partire da V5 € R e da 7! 7, processi predicibi-
li, ricaviamo facilmente la corrispondente strategia (o ) € A mediante le

formule J
B VA V-1 i
ol = I =L (1S 1.15
l o= = ( > ) (1.13)

n—1

dove V = (V,,) & definito da Vj e i 7% mediante la relazione ricorsiva
(1.13). O
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1.1.4 Mercato scontato

Il prezzo scontato del titolo i-esimo & definito da

~ S

N

e il walore scontato della strategia (o () &
‘777, = angn + ,677,

Notiamo che scontare i prezzi equivale ad utilizzare il titolo B come unita di
misura rispetto alla quale esprimere i prezzi di tutti i titoli del mercato. In
generale e possibile prendere come unita di misura un qualsiasi titolo il cui
prezzo sia sempre positivo: tale titolo viene detto numeraire. B

Osserviamo esplicitamente che in base all’ipotesi By = 1 vale Vy = Vj. La
condizione di autofinanziamento (1.5) si esprime

Vn—l = angn—l + ﬂn n=1 N (116)
o equivalentemente
i§=~@4+an@;—§FQ (1.17)
la quale conduce anche alla
‘777, - vn—l S7'n, - ~n—1
= =Tp——=
Vn—l Sn—l

che esprime anche in un mercato scontato il fatto che il rendimento relativo di
un portafoglio autofinanziante € combinazione lineare dei rendimenti dei titoli
che lo compongono con pesi espressi dal portafoglio relativo. Di conseguenza
la Proposizione 1.6 si estende nel modo seguente:

Proposizione 1.11. [l valore scontato di una strategia autofinanziante (o ()
e determinato dal valore iniziale Vi e ricorsivamente dalla relazione

d
Vi=Vo1+ Za;'g;—lﬂ; (1.18)
i=1

pern =1 N.
Vale inoltre la seguente formula, analoga alla (1.8):
Vo = Vo + G (1.19)
dove
n _ _ n d o 4
A =3 (Sk - sk_l) I T (1.20)
k=1 k=1i=1

definisce il processo del rendimento scontato della strategia.
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1.2 Arbitraggio e misure martingala

Un arbitraggio e un’operazione finanziaria a costo nullo che produce un gua-
dagno certo senza rischio. Nei mercati reali gli arbitraggi esistono anche se
generalmente hanno vita breve perché vengono sfruttati dagli investitori in
modo da ristabilire istantaneamente ’equilibrio di mercato.

Nella modellizzazione matematica dei mercati finanziari il Principio di As-
senza di Opportunita di Arbitraggio (AOA) afferma che in un mercato i prezzi
dei titoli devono essere tali da non permettere guadagni certi senza rischio. In
altri termini un modello matematico di mercato e ritenuto accettabile se non
ammette ’esistenza di opportunita di arbitraggio.

In questo paragrafo introduciamo la nozione formale di strategia d’arbi-
traggio e caratterizziamo la proprieta di assenza da arbitraggi in termini di
esistenza di un’opportuna misura di probabilita, detta misura martingala.

Definizione 1.12. Un arbitraggio é una strategia autofinanziante (o ) € A
che verifica le sequenti condizioni:

i) V"7 =o;

i) VP > 0;

iii) P (VA" ® > 0) > 0

Si dice che un modello di mercato é libero da arbitraggi se la famiglia A, delle
strategie autofinanzianti e predicibili, non contiene arbitraggi.

Ricordiamo la notazione S per il processo dei titoli scontati e diamo la
seguente fondamentale

Definizione 1.13. Una misura martingala (con numeraire B) é una misura
di probabilita Q su (2 F) tale che:

i) Q é equivalente! a P;
it) per ogni n =1 N wale

Sur = B2 [8) Fusi (1.21)

ossia S ¢ una Q-martingala.
Vale il seguente classico risultato.

Teorema 1.14 (Primo Teorema fondamentale della valutazione). Un
mercato a tempo discreto e libero da arbitraggi se e solo se esiste almeno una
misura martingala.

! Due misure di probabilitd si dicono equivalenti se hanno gli stessi eventi di
probabilita nulla.
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Una misura martingala € a volte anche chiamata misura neutrale al rischio
perché la (1.21) puo essere interpretata economicamente come una formula di
valutazione neutrale al rischio. Rispetto ad una misura martingala, non solo
il processo del prezzo scontato di ogni titolo primitivo € una martingala, ma
anche il valore scontato di ogni strategia autofinanziante e predicibile. Vale
infatti la seguente

Proposizione 1.15. Siano @ una misura martingala e (a ) una strategia
in A di valore V. Allora vale

V=B Vo Fun|  n=1 N (1.22)

e in particolare
Vo = B2 [V n=1 N (1.23)

Dimostrazione. Dalla condizione di autofinanziamento (1.17), considerando
I’attesa condizionata a F,, otteniamo

B [V Fua] = Vs + B9 [an(Ba = Bu) Fas| =

(essendo o predicibile)

= Vp-1+ anEQ |:§'n, - ~n—1 _«7:n—1:| = Vn—l
per la (1.21). a

Segue immediatamente la seguente importante versione del principio di non-
arbitraggio:

Corollario 1.16. In un mercato libero da arbitraggi, se due strategie (a (),
(o B') € A hanno uguale valore finale, VIS,O‘ A = VIS,O‘ #) q.c. allora vale
anche

V@B =y 8 g n=0 N

Dimostrazione. Poiché il mercato € libero da arbitraggi, per il Teorema 1.14
esiste una misura martingala Q. Allora per la Proposizione 1.15 vale

Vo = g [V 0 7| = BR [V £ =V e O

1.3 Valutazione e copertura

1.3.1 Titoli derivati

Consideriamo un modello di mercato discreto con processo S, = (S% ... S9)
dei titoli primari rischiosi e fissiamo una scadenza ¢y che indicheremo sempli-
cemente con N.
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Definizione 1.17. Un derivato Furopeo con sottostante S é una variabile
aleatoria X definita sullo spazio di probabilita (2 F P) e misurabile rispetto
alla o-algebra .7-'1% :=0(=S, —n < N9 La X viene anche detta “payoff del
derivato” o anche “claim”.

Osservazione 1.18. Nonostante in questo libro supponiamo F,, = F~ per ogni
n (vedi (1.3) ed i commenti che la seguono), nella definizione precedente di
derivato abbiamo voluto mettere esplicitamente in evidenza la filtrazione (F )
per mettere in risalto il fatto che un derivato deriva il suo valore dai titoli
rischiosi sottostanti S = (S ... S9). i

Un classico esempio di derivati sono le opzioni Call (o di acquisto) Europee.
Esse sono contratti che danno al detentore il diritto ma non ’obbligo di acqui-
stare alla scadenza N un’unita di titolo rischioso sottostante ad un importo
fissato K detto strike o prezzo di esercizio. Il payoff di un’opzione Call & quindi
della forma

X =(Sy - K)"

In questo caso il payoff dipende solo dal valore del sottostante alla scadenza.
Piu generalmente si possono considerare opzioni, sempre di tipo Europeo, ma
che dipendono dalla traiettoria del sottostante per t,, < tx come le cosiddette
opzioni Asiatiche, un esempio delle quali ¢ dato da

1 & *
X = (N;Sn—l(>

Oltre alle opzioni Europee ci sono poi le opzioni Americane (a tempo discreto
anche dette opzioni Bermuda) che possono essere esercitate in un qualsiasi
istante prima della scadenza. Alle opzioni Americane sara dedicato 'intero
Capitolo 3. Vari altri tipi di opzioni si troveranno tra gli esercizi a questo
capitolo.

Tipicamente un derivato permette al detentore di trasferire alla contro-
parte il rischio legato al sottostante. Nel caso di un’opzione Call, il detentore
trasferisce infatti il rischio legato all’aumento del prezzo del titolo da acqui-
stare. Analogamente, nel caso di un’opzione Put (di vendita), il cui payoff &
dato da

X=(K-5Sn)"

il detentore trasferisce alla controparte il rischio di un abbassamento del prezzo
del titolo da vendere.

Molti derivati sono gia contrattati e quindi hanno un prezzo quotato sul
mercato. Spesso pero un derivato viene confezionato specificatamente per una
data situazione contingente e quindi non possiede ancora un prezzo di mercato.
Si presenta allora sia per ’acquirente/detentore, sia per il venditore/emittente
il problema di stabilire un prezzo equo. Questo conduce al problema della
valutazione/prezzaggio (pricing) dei derivati.
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Da parte del venditore/emittente si presenta anche il problema di coprirsi
dal rischio che questi si ¢ accollato e cio conduce al problema della copertura
(hedging) dei derivati.

1.3.2 Valutazione d’arbitraggio

Uno dei problemi basilari della teoria classica della valutazione d’arbitraggio
¢ quello di stabilire condizioni per D'esistenza di una strategia (a ) € A che
assuma a scadenza lo stesso valore di un derivato X, ossia valga

VIS,O‘ A= x q.c.

Se tale strategia esiste, X si dice replicabile e (o ) & detta una strategia
replicante per X.

In base al principio AOA, nella forma del Corollario 1.16, in un mercato
libero da arbitraggi se due investimenti hanno lo stesso valore finale allora
devono avere lo stesso valore anche in ogni istante precedente. Ne viene che il
il prezzo equo (o razionale) del derivato replicabile X deve coincidere con il
valore V,«Ea ? di una strategia autofinanziante e replicante per X.

Questo fatto si puo anche giustificare in termini intuitivi; infatti indichiamo
con H, il prezzo al tempo n del derivato X. Se fosse V,«Ea A < H,, si potrebbe
vendere (allo scoperto) il derivato al prezzo H,, ed investire la parte V,«Ea A nel
portafoglio replicante per X col quale si puo onorare a scadenza all’impegno
assunto con la vendita del derivato: infatti per la condizione di replicazione
vale VIS,Q A — X Tnvestendo la rimanenza H,— TEO‘ A nel titolo non rischioso si
arriverebbe quindi ad avere un guadagno certo senza rischio. In ragionamento
analogo si puo fare se 7ASELEN H,, giungendo in ogni caso alla costruzione
di un arbitraggio.

Il seguente teorema? pone le basi della valutazione d’arbitraggio.

Teorema 1.19. Sia X un derivato replicabile in un mercato libero da arbitrag-
gi. Allora per ogni strategia replicante (o 3) € A e per ogni misura martingala
Q wvale

B,

H,:=V\*" = E? {XB fn} n=0 N (1.24)

N

Il processo H definito in (1.24) ¢é detto prezzo d’arbitraggio di X.
Notiamo che vale in particolare
X
Hy=E® | — 1.25
’ [BN} (1.25)

Poiché Hj e il valore atteso, rispetto ad una misura neutrale al rischio, del
payoff scontato si dice anche che Hy ¢ il prezzo neutrale al rischio di X.

2 Si veda, per esempio, il Teorema 3.19 in [17].
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Sottolineiamo il fatto che per definire il prezzo d’arbitraggio interviene solo la
misura neutrale al rischio ) e non quella fisica P.

Consideriamo ora il caso di un derivato X non replicabile. Poiché non esiste
una strategia replicante per X, la definizione (1.24) di prezzo d’arbitraggio
perde consistenza. D’altra parte, se il mercato & libero d’arbitraggi esiste una
misura martingala ) anche se non € necessariamente unica; quindi per ogni
fissata misura martingala @, possiamo definire il processo (HY) nel modo
seguente:

B,
HY := E° {X— |]—‘n} ) (1.26)
By

La (1.26) definisce in modo non univoco (perché dipendente da Q) un prezzo
per X in base al quale non si introducono sul mercato opportunita d’arbitrag-
go.

Piu precisamente, da una parte osserviamo che, mentre il valore atteso di
un derivato replicabile &, per la (1.24), indipendente dalla misura martingala
Q fissata (ed & dunque ben posta la definizione di prezzo d’arbitraggio) al
contrario se X non & replicabile allora esistono due® misure martingale Q; e
Q2 tali che i processi H?* e H®2 definiti come in (1.26), sono differenti: in
particolare la (1.26) non pud fornire una definizione univoca di prezzo. Vale
infatti il seguente importante risultato®.

Teorema 1.20. In un mercato libero da arbitraggi, un derivato X e replicabile

se e solo se EQ {BLN} assume lo stesso valore per ogni misura martingala Q.

Il secondo fatto importante & che assumendo come prezzo di X, sia esso repli-
cabile 0 meno, il processo (HS) in (1.26) dove Q & una qualsiasi misura martin-
gala fissata, allora non si creano opportunita d’arbitraggio. Piu precisamente
vale la seguente

Proposizione 1.21. Per ogni misura martingala @, il mercato costituito
dal bond B, dai titoli rischiosi (S*,...,S8%) e da H? in (1.26) ¢ libero da
arbitraggi.

Dimostrazione. Poiché H? & una @-martingala, allora @ € una misura mar-
tingala per il mercato (B, S, H?) e dunque la tesi & conseguenza del Teorema
1.14. O

Osservazione 1.22. Una maniera alternativa di provare la Proposizione 1.21 e
di osservare che formando un portafoglio autofinanziante che includa anche
il titolo derivato, il valore scontato di tale portafoglio risulta essere una Q-
martingala (vedi la Proposizione 1.15) e quindi non puo essere un arbitraggio
secondo la Definizione 1.12. |

3 Quindi anche infinite.
4 Per la dimostrazione, basata sul teorema di separazione dei convessi in dimensione
finita, si veda per esempio [18].
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1.3.3 Copertura

Il problema della copertura consiste nel determinare una strategia replicante
(strategia di copertura). Da quanto precede & chiaro che non ogni derivato
e replicabile. Un mercato in cui ogni derivato e replicabile si dice mercato
completo. La completezza del mercato € generalmente ritenuta un’ipotesi
poco realistica, ma che si rivela molto utile negli sviluppi teorici.

In base al Teorema 1.19, in un mercato completo e definito in modo unico
il prezzo d’arbitraggio di ogni derivato. Vale il seguente classico risultato

Teorema 1.23 (Secondo Teorema fondamentale della valutazione).
Un mercato libero da arbitraggi € completo se e solo esiste un’unica misura
martingala (con numeraire B).

1.4 Modelli di mercato

Le (1.1) e (1.2) definiscono un mercato generale a tempo discreto, ma per la
risoluzione di uno specifico problema come quello della valutazione o della co-
pertura, occorre definire il modello in modo piu preciso, in particolare occorre
definire la sequenza di variabili aleatorie p,, che rappresentano i rendimenti
dei titoli rischiosi. Discuteremo due modelli basilari, il primo dei quali fornisce
un esempio di mercato completo, il secondo di mercato incompleto.

1.4.1 Modello binomiale

L’esempio pit semplice di mercato discreto e fornito dal modello binomiale.
Assumiamo che esista un bond B con dinamica (1.1) in cui il tasso a breve
rn =T € costante, ossia

B,=(14+nr)" n=>0 N (1.27)
Inoltre assumiamo che esista un solo titolo rischioso S con dinamica (1.2):

precisamente
S = Sn—1(1+ pin) n=1 N

dove le u,, sono variabili aleatorie i.i.d. e tali che

L+ — u con probabilita p
Hin = d con probabilita 1 — p

con p €]0 1] e 0 < d < w. In altri termini la distribuzione di p, ¢ una
combinazione lineare di delta di Dirac pd,—1 + (1 — p)dq—1. Osserviamo che
vale

P(S, = uFd"*Sy) = <}?> PP —p)nk 0<k<n<N

La Figura 1.1 rappresenta un albero binomiale a tre periodi.
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Fig. 1.1. Albero binomiale a tre periodi

Misura martingala e prezzo neutrale al rischio
Teorema 1.24. Nel modello binomiale la condizione
d<l+4+r<u, (1.28)

e equivalente all’esistenza e unicita della misura martingala Q. Sotto tale
condizione, posto

1+r—d
= 1.29
tred (1.29)
la misura @ é definita da
Ql+pn=u)=1-Q(1+p,=d)=gq, (1.30)
essendo le variabili aleatorie py, ..., un Q-indipendenti. Inoltre vale

Q(Sn = uFd"*Sy) = <]:“> " (1 —q)" 7k, 0<k<n<N. (1.31)

Dimostrazione. In base alla Definizione 1.13, la ) € una misura martingala
se e solo se vale B B
S, , = E° {Sn fn_l} , (1.32)

o equivalentemente

Sn—l(l + T) = EQ [Sn—l (1 + H'n,) fn—l] = Sn—lEQ [(1 + H'n,) fn—l]
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da cui semplificando si ha

r=E° [ Fna] =(u—1)Q (n =u—1-F, 1)
+(d-1)(1-Q (pn =u—1-Fn_1))
In definitiva vale
14+r—d
n — — —V n— = = 1.
Qlun=u—1-F )=y (1.3

La condizione (1.28) equivale al fatto che ¢ appartenga all’intervallo |0 1] e
quindi che @ definita da (1.30) sia una misura di probabilita equivalente a
P. Inoltre poiché la probabilita condizionata in (1.33) & una costante reale,
ne viene che le variabili aleatorie py un sono indipendenti anche nella
misura @ e di conseguenza vale la (1.31). a

Per i teoremi fondamentali della valutazione, sotto la condizione (1.28) il
mercato binomiale & libero da arbitraggi e completo. Di conseguenza, per il
Teorema 1.19, il prezzo d’arbitraggio di un derivato X e pari a

1

e nel caso in cui X = F(Sy),
1 &N — ny\ g N-n—k k N—n—k
H, = W Z k q"(1—q) F(u®d Sn)  (1.35)
k=0

con ¢ definita in (1.29).

Osservazione 1.25. E possibile costruire un modello binomiale con piu di un
titolo rischioso come, per esempio, nell’Esercizio 1.37. Tuttavia affinché tale
modello sia libero d’arbitraggi tutti i titoli rischiosi si esprimono come derivati
di un unico titolo. |

Costruzione di una strategia di copertura

Nel modello binomiale e possibile costruire direttamente un strategia di co-
pertura (o §) per un derivato X con generica scadenza N. Poniamo V,, =
an Sy + BnBr. Se Sy_1 indica il prezzo del titolo rischioso al tempo N — 1, si
hanno due possibili valori finali di S:

uSN—1
S =
" {dSN_1

Dunque la condizione di replicazione Vy = X equivale al sistema

(1.36)

anyuSny_1 + BnBy = X"
andSy-1 + BnBy = X¢
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dove X" e X% rappresentano rispettivamente i payoff in caso di crescita e
decrescita del sottostante date le informazioni al tempo N — 1. Il sistema
lineare (1.36) ha soluzione

X — x4 . uX? - dx"

NS N T A u—d)

ORI (1.37)

e fornisce la strategia da utilizzare al tempo N — 1 che assicura la replicazione
all’istante finale. In base alla condizione di autofinanziamento

Hy_1:=Vn_1=anxSy-1+0nBn-1

determina il prezzo d’arbitraggio di X al tempo N — 1. Una verifica diretta
mostra che tale risultato ¢ in accordo con la formula (1.34) di valutazione
neutrale al rischio: precisamente

gX" + (1 —q)X¢ 1

= EC[X Fn_
1+7r 1+7r [ Nl]

anSn-1+ BnBn-1 =

L’argomento precedente puo essere utilizzato per determinare, procedendo
a ritroso, tutta la strategia di copertura fino all’istante iniziale. Piu precisa-
mente, se S,_1 (che, per fissare le idee, possiamo supporre noto) indica il
prezzo del titolo rischioso al tempo n — 1, si hanno due eventualita:

uSp—
Sn _ n—1
dS'n,—l
Indicando con V,* e V¢ i valori della strategia replicante all’istante successivo

n in caso di crescita e decrescita del sottostante rispettivamente, otteniamo il
sistema

n S'n,— 'n,Bn - Vu
Cntin—1 f " (1.38)
andSn—l + ﬂan = Vn
con soluzione
vu _—yd ~ uVed — dve
7n — n n - — n n 1.
M= e T A - (1.39)

che fornisce la strategia di copertura al tempo n — 1. Per la condizione di
autofinanziamento vale

Hn—l = Vn—l = anS'n,—l + Ban—l (140)
che determina il prezzo d’arbitraggio di X al tempo n — 1. Equivalentemente
vale

qHy;y + (1 - q)Hy, 1

n—1 — nS'n,— nB'n,— - - n n—
H 1 @ 1 /6 1 1 1 E [11 J 1]
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1.4.2 Modello trinomiale

Nel modello trinomiale assumiamo che esistano un bond B con dinamica (1.1)
con r, = r e uno o piu titoli rischiosi la cui dinamica & guidata da un processo
stocastico (A )n=1,..n le cul componenti sono variabili aleatorie i.i.d. e tali
che

1 con probabilita pq,

hn, =< 2 con probabilita ps,
3 con probabilita ps =1 — p; — pa,

dove p1,p2 > 0 e p1 + p2 < 1. Nel seguito consideriamo il caso in cui esista
un solo titolo rischioso S* (in questo caso parliamo di mercato trinomiale
standard) e il caso in cui esistano due titoli rischiosi S e S? (in questo caso
parliamo di mercato trinomiale completato) con S§, S5 > 0 e

Sp=5 1(L+pu'(ha)), n=1..,N, i=12 (142

dove
u; seh=1,
L+ ui(h)=<m; seh=2,
di se h = 3,

e 0 < d; < m; <wu;. La Figura 1.2 rappresenta un albero trinomiale a due
periodi per generici valori di u, m, d.

Nel mercato trinomiale standard S* denota tipicamente il titolo sottostan-
te di un derivato: come vedremo, il modello trinomiale standard rappresenta il
piu semplice esempio di mercato incompleto. Il mercato trinomiale completato
¢ un modello completo e puo essere utilizzato per la valutazione e copertura di
un derivato esotico che generalmente non e trattato sul mercato: la strategia
di copertura & costruita utilizzando i titoli S* e S? che tipicamente rappre-
sentano rispettivamente il sottostante e un’opzione plain vanilla su S, per
esempio un’opzione Call Europea che & generalmente trattata sul mercato.

Consideriamo dapprima il mercato trinomiale standard. Per determinare
una misura martingala @, procediamo come nel caso del modello binomiale
imponendo la condizione di martingalita (1.32) che in questo caso diventa

Sp1(1+7) =E?[S_y (14 u(hn)) Fai], (1.43)
dove pu(h) = p!(h), da cui, usando la notazione
Q;L:Q(hn:] fn—l)v j:17273a ’I'L::l,...,N,

otteniamo il seguente sistema di equazioni

{ulq?+m1q3+d1q§ — 14, (1.44)

@ +a3 +q5 =1
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Fig. 1.2. Albero trinomiale a due periodi con prezzo iniziale Sop = 1

Il sistema (1.44) non ammette soluzione unica e quindi in generale esiste piu
di una misura martingala; di conseguenza (vedi Teorema 1.23) il mercato &
incompleto e inoltre in generale le variabili aleatorie h,, non sono indipendenti
rispetto ad una generica misura martingala. Notiamo che I'incompletezza del
mercato si deduce anche direttamente osservando che la condizione di replica
all’istante finale, Viy = X, per un derivato con payoff X, si traduce nel sistema
lineare di tre equazioni in due incognite

anyuSn—1+ BnBy = X"
aymSy_1 + BnBny = X™
andSy-1+ BnBy = X¢

che in generale non ha soluzione a meno che una delle equazioni non sia linear-
mente dipendente dalle altre due. Quest’ultimo fatto lo si puo anche interpre-
tare dicendo che nel mercato c’e troppa aleatorieta rispetto alla possibilita di
formare un portafoglio replicante.
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Consideriamo ora il mercato trinomiale completato: imponendo la condi-
zione (1.43) per S =S con i = 1 2, otteniamo il sistema lineare

u1qy + migy +digy =1+r
u2qy + maqy +da2qy =147 (1.45)
@ +aey+q¢5 =1

Sotto opportune ipotesi sui parametri del modello (ipotesi equivalenti all’as-
senza di possibilita d’arbitraggio), il sistema (1.45) ha soluzione

n m1(1+r—d2)—d1(1+r—m2)—(1—|—r)(m2—dg)
! ml(UQ - d2) - Ul(mQ - d2) - dl(UQ - mz)
n_ Ul(dg—1—T)—d1(U2—1—T)+(1+T)(U2—d2)
= my (Uz - d2) - Ul(mQ - d2) - dl(UQ - mz) (1.46)
ur(l4+r—mg) —mi(l+r—uz)— (1+7)(uz — ma)
ml(UQ - d2) - Ul(mQ - d2) - dl(UQ - mz)

q

q3 =

e le frazioni in (1.46) sono numeri positivi e minori di uno, ossia definiscono
una misura di probabilita @) equivalente a P. In tal caso la misura martingala
@ ¢ univocamente determinata e inoltre, poiché ¢7, ¢ e g5 sono costanti reali
(non aleatorie) e indipendenti da n, le variabili aleatorie h,, sono i.i.d. rispetto
a . In questo caso il mercato ¢ libero d’arbitraggi e completo.

La strategia di copertura di un derivato di cui H,, indica il processo del
prezzo, si determina procedendo in modo analogo al caso binomiale: per deter-
minare la strategia di copertura (ol a2 8,) per il periodo n-esimo (da n — 1

n), supponendo noti i prezzi al tempo n — 1, si risolve il sistema lineare

ofurSh )+ 02ugSE |+ Ba(l4r)" = HY
almiSE_ +aZmaS%_ | + B,(1+r)" = H™ (1.47)
andlSl 1 —l—anQ 1 +,6n(1—|—r) Hg

dove H*, H™ e H? indicano rispettivamente i prezzi del derivato all’istante
n nei tre pOSSlblh scenari. La soluzione del sistema (1.47) ¢ data da:

 _ do (H' — HyY) + Hymo — Hy'ug + Hyf (—ma + us)
Sp_1 (d2 (my — u1) +mouy — myug + di (ug — my))

o di(Hp — Hp) + Hymy — Hi'uy + Hyy (ug — ma)

no S’?L—l (—m2u1 + do (U1 — ml) +d; (mg — UQ) + m1U2)

do (HYmy — H™uy) +dy (—HEmg + HMug) + HE (mauy — myug)
(14 7)™ (d2 (m1 — u1) + maug — myug + di (—ma + uz))

Q,, =

(%

ﬂn:

Osservazione 1.26. Abbiamo visto che, perché un modello di mercato trino-
miale risulti completo, occorre poter investire in due titoli rischiosi. D’altra
parte si noti che nel nostro modello trinomiale abbiamo tre possibili stati di
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natura in ogni periodo: i prezzi possono entrambi o salire, o rimanere a meta,
o scendere. In generale si ha che, affinché un mercato con m stati di natura
risulti completo, occorre poter investire in almeno m — 1 titoli rischiosi. O

Osservazione 1.27. Si noti che la matrice dei coefficienti in (1.45) & data da

U1 ma d1
(V%) mo dQ (148)
1 1 1

e tale matrice induce una mappa lineare L : X% — R3 (la X3 ¢& il simplesso
= (1 q2qs) @ >0 ;g =1 CR? che alla terna (¢ g5 g})
associa la (1+r 1+ 1).

Il fatto che il sistema (1.45) ammetta un’unica soluzione & equivalente ad
affermare che L & iniettiva.

D’altra parte, considerando come incognite in (1.47) le ! St | i=1 2e
Bn(1+7)" (nel periodo n le S%_; e la B,(1+7)" sono infatti note) la matrice
dei coefficienti in (1.47) &

Ui U 1

mo Mo 1 (1.49)
di dy 1
ed anch’essa induce una mappa lineare L* : R® — R3 che alla terna

(alSE 1 282 | B.(1+7)") associa (H* H™ HZ). 1l fatto che il sistema
(1.47) ammetta soluzione per ogni valore di (H* H™ H¢Y) & equivalente ad
affermare che L* & suriettiva.

La matrice in (1.49) risulta la trasposta di quella in (1.48) e quindi la L*
e Vaggiunta di L. Il fatto che la L* sia suriettiva se la L e iniettiva e viceversa
scende allora da un noto risultato matematico dell’algebra lineare. Questo
fatto ¢ stato illustrato qui per la coppia dei sistemi (1.45),(1.47), ma poteva
anche essere applicato alla coppia formata da un lato dal sistema soddisfatto
da g e 1 —¢ nel modello di mercato binomiale e dall’altro dal sistema (1.38); in
generale questo vale in una qualunque situazione di mercato completo. Il fatto
matematico sopra illustrato fa allora capire ’essenza matematica sottostante
al Secondo Teorema fondamentale della valutazione (Teorema 1.23).

1.5 Cenni alla valutazione e copertura in mercati
incompleti

Nella Sezione 1.4.2 riguardante il modello trinomiale abbiamo visto che un
mercato incompleto pud anche essere completato. Spesso il completamento
non ¢ possibile o non opportuno. Nella presente sezione accenniamo a possibili
procedure per la valutazione e copertura quando il mercato resta incompleto.

Nel Teorema 1.14 abbiamo visto che in un mercato libero da arbitraggi
esiste almeno una misura martingala e che (vedi Teorema 1.19) il prezzo di
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arbitraggio di un derivato replicabile, cioe il prezzo in accordo con il principio
AOA, & dato dal valore atteso rispetto ad una misura martingala del payoff
scontato.

Ne risulta che in un mercato completo il principio AOA da solo basta per
definire univocamente il prezzo d’arbitraggio. Questo non € piu cosi in un
mercato incompleto, in cui sono possibili pitt misure martingala equivalenti.
Ricordiamo che ogni scelta specifica di una misura martingala equivalente
definisce, tramite la (1.25), un prezzo per i derivati coerente con il principio
di AOA. D’altra parte, in base al Teorema 1.23 non & possibile replicare ogni
derivato mediante una strategia replicante.

1. Per quanto riguarda la valutazione: in un mercato incompleto sono a
priori possibili vari prezzi per i singoli derivati che sono in accordo tra
loro secondo il principio AOA. Una maniera di definire univocamente un
prezzo consiste allora nel ricorrere ai dati di mercato per determinare, tra
tutte quelle possibili, una misura martingala ) tale che i prezzi teorici
ottenuti mediante la (1.25) si scostino il meno possibile dai dati effettiva-
mente osservati sul mercato. Questo, che ¢ un problema inverso, conduce
al problema cosiddetto della calibrazione a cui sono dedicati alcuni degli
esercizi nel Capitolo 4.

Alternativamente si possono imporre ulteriori requisiti come per esem-
pio quello di tenere conto della struttura di preferenze degli agenti nel
mercato.

2. Per quanto riguarda invece la copertura: siccome non & possibile replica-
re perfettamente un qualsiasi derivato, occorre rinunciare alla copertura
perfetta ed introdurre dei criteri secondo i quali scegliere la migliore tra le
strategie di copertura non perfette. Prima di descrivere due di tali criteri,
citiamo il cosiddetto criterio della
2.a. Sovra-copertura: si chiede di determinare una strategia autofinan-

ziante tale che
VIS,Q A > X, q.c

Questo criterio ha il difetto principale di richiedere in generale un
elevato capitale iniziale Vj.

Due dei criteri di copertura tra i pitt usati sono

2.b. Minimizzazione del rischio quadratico: si chiede di determinare
una strategia autofinanziante che minimizza

Es, v {(X —vie 5))1 .

La Vj puo essere data, oppure la minimizzazione puo coinvolgere anche
la V4. Si tratta di un criterio simmetrico che ha il vantaggio di essere
abbastanza trattabile matematicamente, ma ha il difetto che penalizza
ugualmente uno scarto in eccesso come in difetto.
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Un criterio asimmetrico e quello della

2.c. Minimizzazione del rischio di “shortfall”: si chiede di determi-
nare una strategia che minimizza

Es, vi {(X —vie ‘”)j .

Anche qui la minimizzazione pud coinvolgere la Vj. E un criterio che
penalizza solo gli scarti per difetto (downside-type risk). D’altra parte
la sua natura asimmetrica lo rende piu difficilmente trattabile dal
punto di vista matematico.

Tra gli esercizi viene anche proposto qualcuno che affronta la copertura in
un mercato incompleto secondo quanto descritto sopra.

Osservazione 1.28. 1 criteri suesposti possono essere applicati anche ad un

mercato completo qualora l’'investitore non possegga sufficiente capitale ini-

X

ziale per ottenere la copertura perfetta, cioe se Vy < E? jege

Osservazione 1.29. Minimizzando in 2.b. e 2.c. anche rispetto a V;, tale valore
minimo & spesso anche considerato come un possibile prezzo del derivato. Tale
prezzo puo infatti anche essere considerato in accordo con il principio AOA nel
senso che esso fornisce il minimo capitale iniziale a partire dal quale ottenere
la migliore replicazione non perfetta secondo il criterio adottato.

1.6 Cenni alla tecnica del cambio di numeraire

Accenniamo qui alla tecnica del cambio di numeraire prendendo lo spunto
dalla formula di valutazione di una Call Europea in un modello binomiale e
descrivendola poi in generale. Come vedremo nel Capitolo 4, questa tecnica
ha delle applicazioni pratiche notevoli.

1.6.1 Un caso particolare
A motivazione di questa Sezione 1.6 riprendiamo la formula di valutazione

(1.35) e la applichiamo al caso di un’opzione Call Europea in cui X = F(Sy) =
(Sy — K)™. Ponendo

an =inf {k «*d""""kS, > K}
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abbiamo
N-—n
1 N —n\ g Nen-kq . kjN—n—k
H'n, = 1-—- n
(1+r)N—"k_Za< k ) (1-q) Snud
N—n
K N —n\ 4 Nen—k
T+ ) k; ( k ) -9
g N-—n N—n qu k (1 q)d N—-n—k
o = k 147 147
N—n
B K <N - n) (1 — gN-n—h (1.50)
N-—n
(1+7) = k
N-—n
N — _ A\ Nen—
k=an,
—_ K iy N —n k(l _ q)N—n—k
(1+ r)N—" = k
=5,Q Sy > K F, K Q Sy >K F
—n N n (1+T)N_n N n
avendo posto q := 1qj_‘r € (0,1) ed indicato con @ la misura che induce g. In

altre parole, il prezzo di un’opzione Call Europea in un modello binomiale puo
essere calcolato determinando le probabilita, condizionate a F,,, dell’evento
Sy > K (cioe che alla scadenza la opzione & “in the money”) nelle due misure
Qe Q.

Risulta ora che non solo ) ¢ una misura martingala equivalente (con nu-
meraire B), ma lo & anche Q. Per verificarlo introduciamo dapprima la nozione
di numeraire. Allo scopo consideriamo un generico mercato discreto (cfr. Se-
zione 1.1.1). Supposto che il processo del prezzo S* sia positivo, utilizziamo
tale titolo come unita di misura rispetto alla quale esprimere i prezzi di tutti
i titoli del mercato, cioe come un numeraire. Pertanto poniamo

B s
Bn:ﬁv 'n,:ﬁv 7’:17' ad

Se il mercato e libero da arbitraggi e completo, esiste un’unica misura
martingala @ relativa al numeraire S', ossia una misura tale che:

i) Q@ & equivalente a P;
ii) i processi dei prezzi B e S sono Q-martingale.
Facciamo ora vedere che, mentre ) ¢ una misura martingala con numeraire

B, ) ha come numeraire S. Lo si pud vedere in modo elementare come segue,
dato che basta che B, ed S, (gli unici titoli nel mercato in considerazione),
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se espressi in unita di S,, siano delle Q —martingale. La g—: = 1 e gia una
martingala. Basta allora fare vedere che vale

5 | Bn 5 | B, B,
E° [ + fn} — E@ [—“ Sn} = (1.51)
Sn+1 S”L-‘rl Sn
e questo e equivalente a chiedere che
1+7r 1+r 1
q 1—q = — 1.52
TG T1-Dg 7 "3, (152)

Si vede ora facilmente che, in base alla § = 1‘1—47; ed al fatto che qu+ (1 —¢q)d =

1+r implica (1 - f—J_‘r) % =1—gq, la (1.52) discende immediatamente dalla
identita

q _ b
s. T s s,

1.6.2 Caso generale

In questa sezione esplicitiamo la relazione fra misure martingale relative a
differenti numeraire e forniamo ’espressione della derivata di Radon-Nikodym
di una misura rispetto ad un’altra.

Nel seguito Y indica il prezzo di un titolo contrattato sul mercato, sia esso
uno dei titoli primitivi S* S? oppure il valore di una strategia autofinan-
ziante e predicibile. Sinoti che il fatto che Y & un titolo contrattato (o quotato)

corrisponde matematicamente al fatto che il processo scontato Y = (% e

una Q-martingala (cfr. Proposizione 1.15).

Teorema 1.30. In un modello di mercato libero da arbitraggi, siano Q una
misura martingala con numeraire B e (Yn)ng N un processo positivo tale che Y
¢ una Q-martingala (Y rappresenta il prezzo di un titolo quotato da assumere
come nuovo numeraire). Allora la misura QY definita da

Y Yy /By "
Q" _ Yy (By (1.53)
aQ Yo \ Bo
¢ tale che
BnE° {1 ]—'n} =Y, EQ" {ﬁ fn} n<N (1.54)
BN YN

per ogni variabile aleatoria integrabile X (qui lo é automaticamente, essen-
do per ipotesi 2 finito). Di consequenza QY ¢é una misura martingala con
numeraire Y .

Osservazione 1.81. Possiamo riscrivere la (1.54) nella forma

E?[D(n N)X F,]=E? [DY(n N)X F,] n< N (1.55)
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dove
Y Yy,
D" (n,N)=—, n < N,
Yn
indica il fattore di sconto da N a n relativo al numeraire ¥ (nel caso ¥ =
B, scriviamo semplicemente D(n, N) invece di D®(n, N)). Notiamo che il
membro sinistro (risp. destro) della (1.55) rappresenta il prezzo d’arbitraggio
al tempo n di un derivato Europeo con payoff X e scadenza N, espresso in
termini di attesa condizionata del payoff scontato rispetto al numeraire B
(risp. Y) nella corrispondente misura martingala Q (risp. Q¥ ). |

Dimostrazione. In (1.53), Z := % indica la derivata di Radon-Nikodym di
QY rispetto a Q: cid significa che vale

EQ" [X] = E? X Z]

per ogni variabile aleatoria integrabile X.
Proviamo che dalla (1.53) deriva la seguente formula

B, [Y,\ !
x e (1) fn], WeN. (L50)

EQ" X F,]=E°
[ ] B \ T

Infatti per la formula di Bayes® abbiamo

. 1 BQ|XEE F,
EQ [X fn]:E]j Q[)[(Zz Z}] _ EQ{{}; fnﬂ

da cui segue la (1.56), poiché per ipotesi Y & una @-martingala e quindi vale

Yiy Y,
E9 | =~ ]—‘n} =,
{BN

Ora la (1.54) & una semplice conseguenza della (1.56), infatti

X B, <Yn)_1YnX ]
-_n Fol =

B,E° {B— ]—‘n} = B9

N By \ Yy Yy

(per la (1.56))

X
—Yv,EQ | = F,|.
{YN f}

5 Si veda, per esempio, il Teorema 2.108 in [17].
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Infine dalla (1.54) segue che QY & una misura martingala con numeraire Y

infatti, per definizione di misura martingala vale

SN
e Q _— e
Sp =B, FE [BN fn}
(per la (1.54) con X = Sn)
—v.B | ).
N

per ogni n < N, e una relazione analoga vale per il titolo B. Questo prova la

tesi.

Corollario 1.32. Nelle ipotesi del Teorema 1.80, per ogni A € F,, vale

QY (4) = B9

Y, (Bn\
<N NE
Yo <Bo) A]

Dimostrazione. La tesi segue dalla relazione

Yy (@) 5

E'Q
Yo \ By

che si prova come segue:

Yy (@) .

EQ
Yo \ By

(per la (1.56))

Y, (B,\" ' v Y,
_In [ Dn EQ' 1 F,| =22
2 (5) = om-2(

O
(1.57)

fn] _

Bn) -t

== . O

By

Esempio 1.33. Consideriamo il modello binomiale del Paragrafo 1.4.1, in cui

la misura martingala con numeraire B ¢ definita da

0= QU+ =) =1-Q(l +ptn =d) = ——

14+r—d

Per determinare la misura martingala Q) relativa al numeraire S, possiamo
procedere come nella prova del Teorema 1.24. In alternativa possiamo usare

direttamente il Corollario 1.32: poiché -1 + p; = u—€ F1, per la

S AN
/ BT(?O 4Q

1+p1=u

1
_ / g0 - M
1+r 1+r

7:=Q(1+p =u)

1+p1=u

(1.57) si ha

(1.58)
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In generale, se consideriamo l’evento elementare
A= = UN = n—€ Fn

dove 1 + i, € -u d—per n =1 N, vale

SN (SN i _ (ug)*(d(1 — )N *

dove k indica il numero dei fi,, che assumono il valore u — 1. O

1.7 Esercizi risolti

Esercizio 1.34. Si consideri un modello di mercato binomiale dove, nelle no-
tazioni del Paragrafo 1.4.1, So = 1, u =2,d =12, r =0e N = 2. Data
un’opzione “look-back Call” con payoff

X =(Sy —mn)T =Sy —mn dove mpy := 71&111\1/5,1

si determini:

i) il prezzo iniziale dell’opzione Hy e i prezzi all’istante n = 1 nei due stati
Sl =1le Sl =1 2;

ii) la proporzione m; da investire nel titolo rischioso all’istante n = 1 nei due
stati S; = 1 e S; = 1 2 per ottenere la copertura. Si determini altresi
la proporzione my da investire nel titolo rischioso in n = 0, sempre per
ottenere la copertura.

Svolgimento dell’Esercizio 1.34
i) In Figura 1.3 rappresentiamo 1’albero binomiale dei prezzi del sottostante
e i valori di my e del payoff dell’opzione.

Per determinare direttamente il prezzo in n = 0, in base alla formula di
valutazione (1.34), dobbiamo calcolare:

1
Ho = (s [ (8 = mind w9 41— ) (ud — mind w ud'

(1+4+r
+q(1 —¢q) (du —min- d du" + (1 —¢)? (d2 — min-1 d dQ—)+}

Nel nostro caso, ricordando la (1.29), la misura martingala e definita in termini
di
14r-d 1

w—d 3
e quindi

1 4
Ho=3q2+0~CJ(1—Q)+§Q(1—Q)+0'(1—q)z=5 (1.59)
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my  Payoff: Sy —mn

1 3
1 0
1/2 1/2
1/4 0

Fig. 1.3. Albero binomiale a due periodi: valore di my := niljl\lr Sy e del payoff di

un’opzione look-back

In n = 1 abbiamo due scenari, 1 + pu; = u e 1 + p; = d relativamente ai
quali indichiamo rispettivamente con H{* e H{ i prezzi del derivato:

1
H = T [q(uQ—min 1w u? )++(1—q)(ud—min 1w ud )ﬂ
T
1
H{ = irr {q(du—min 1ddu )++(1—Q) (dQ—min 1d d? )-1
T
da cui 1
Hi=3¢g=1 Hi=21__2 (1.60)
2 6
In accordo con la (1.41), una semplice verifica mostra che, per la (1.59), vale
4 1 1 21
C —Hy=—(qH'+(1—qH) =>+4+2.2
ii) Per determinare la proporzione da investire in n = 1 nello scenario

S1 =5} := 2, determiniamo dapprima le quantita ay 35 che indicano rispet-
tivamente le unita di titolo rischioso e non rischioso della strategia di coper-
tura nel secondo periodo [t; t2]. Allo scopo, con ovvie notazioni, imponiamo
la condizione di replicazione (1.38):

{CYQUSl + 2By = uS1 —my

; (1.61)
adS1 + BBy = dS; — my
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equivalente a
dog + B2 =3
az+f2=0

e che, in base alla (1.39), ha soluzione
ay =1 Oy =—1
Verifichiamo che, per la condizione di autofinanziamento, vale
HY =V'=a3S]+065 =1

in accordo con la (1.60). In base alla definizione (1.10), la proporzione di titolo
rischioso € pari a
u _ 35t
7'(2 = Hu = ;
1
in altri termini, la strategia consiste, partendo da una disponibilita V;* = 1, nel
prendere a prestito un’unité di bond per comprare un’unita di titolo rischioso
di valore unitario S}
Nello scenario S = Sd := 1, il sistema (1.61) equivale a

con soluzione

Verifichiamo che 1
H®:= Ve =adsd 4 34 =3

in accordo con la (1.60). Dunque

:2'

772: Hii 5

in altri termini, la strategla consiste, partendo da una dlspomblhta Vi = 2,

nell’indebitarsi di 4 5 sul titolo non rischioso per comprare % 2 di unita di titolo

rischioso di valore unitario S = 1.
In n = 0 si deve infine risolvere

a1uSy + /1 B1 = HY
a1dSo + p1B1 = Hf

equivalente a
{2&1 +6i=1
_ 1
% + 61 = G
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con soluzione

Verifichiamo che

4
Hy:=Vy =015 + 01 = 9

in accordo con la (1.59). Dunque

a150 5
v = = —
1 H() 4’

in altri termini, al capltale iniziale Vy = 5, incassato per la vendita dell’opzio-
ne, viene agglunto g» breso a prestito indebitandosi sul titolo non rischioso,
per comperare g 5 di unita di titolo rischioso di valore unitario Sy = 1. o

Esercizio 1.35. In un modello di mercato binomiale con parametri Sy = 1,
u=2d=12r=0eN = 2, si consideri un’opzione Put Asiatica con
“floating strike” e payoff

So + 51+ So

X =(M-Sy)" dove M := 3

i) Sidetermini il processo dei prezzi dell’opzione, chiamiamolo qui (A, )n=0,1,2
e la strategia di copertura;

ii) si consideri ora un’opzione Put Europea H con strike K e payoff Hy =
(K — SQ)+. Si verifichi che esiste un solo K > 0 tale che Hy = Ag e si
determini tale valore. Inoltre si confrontino le corrispondenti strategie di
copertura al tempo n = 0.

Svolgimento dell’Esercizio 1.35

i) In Figura 1.4 rappresentiamo ’albero binomiale dei prezzi del sottostante, i
valori della media M e del payoff dell’opzione. La misura martingala e definita
in termini di ¢ = 11"" dd l

Allora, per la formula di valutamone (1.34), i prezzi del derivato sono dati da

_ 2 vuu _ ud du _ 2 yvdd _Z
Ao—7(1+r)2 (X" +q(1—q) (X" +X™) + (1 -q)°X)
u 1 uu _ ud _2
d 1 du _ dd _2
Af =1 (X + (1 - X ™) = 5

Per quanto riguarda la strategia di copertura al tempo n = 0, consideriamo il
sistema

ai1uSy + ﬂlBl = Aqf

a1dSy + 1 B1 = A¢



1.7 Esercizi risolti 31

Media M Payoff
3 X" =0
P xey
5 X% =0
I

Fig. 1.4. Albero binomiale a due periodi: valore della media aritmetica M :=
§°+—S3J+—SZ e del payoff di un’opzione Put Asiatica con floating strike

equivalente a

{m+ﬂ—§

_ 2

St+B6=3%
e con soluzione )
a1 = 0 ,61 = 5

Inoltre per n = 1, nello scenario S; = 2, dobbiamo risolvere

QQZ’U, + ﬂQBQ = Xuu
a22d + ﬂQBQ = Xud

equivalente a

da+3=0
a+ﬂ:%
e con soluzione
1 L4
Qy = —4 By =3

Analogamente, nello scenario S; = %, si trova

4 L4
“="5 A3
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Dunque la strategia di copertura della Put richiede una posizione corta sul
titolo rischioso che & maggiore (in unita di titolo) nello scenario di ribasso del
titolo rischioso. Infine una semplice verifica mostra che

2 2
Ay = 1Sy + 51 By = 5 e, per S1 = uSy, Aqf = a;‘Sl +,6;Bl = 5

Analogamente per A%.

ii) Vale
(K —4)" +2¢(1 —q)(K - 1) + (1 —q)* (K —1 4)"
Ho(K) = 2
1+7)
e quindi K — Hy(K) & una funzione continua e monotona crescente. Inoltre
1
OZH()(l 4)<A0<H0(1): g

e dunque esiste un solo K €]1 4 1[tale che Ho(K) = Ay = 2. In particolare,
per K €]1 4 1], si ha

Ho(K) = 5 (K ~1 4)

e imponendo la condizione Ho(K) = Ag si ottiene K = %.

Assumiamo ora K = %. Prima di determinare la strategia di copertura
al tempo iniziale, osserviamo che un calcolo immediato mostra H} = 0 e
H¢ = 1. Quindi risolvendo il sistema

{Za +8=0
_1
7tlh=3
otteniamo la strategia iniziale
2 4
Put Put
a = —— ———
! 9 ! 9

Dunque, a differenza della Put Asiatica, la strategia di copertura della Put
Europea richiede di assumere una posizione corta sul titolo rischioso gia
all’istante iniziale e di investire maggiormente sul bond. |

Esercizio 1.36. Si consideri il modello di mercato binomiale, cioé tale che
S = Sn—1(1+ pn) pniid.el+p, € ud Sp=1

ed un’opzione di acquisto con payoff (Sy — K)*. Si prendano come dati
numerici i seguenti: N =3, u=2,d = %, K=1ler=0,

i) ricordando la formula di valutazione (1.50) di un’opzione di acquisto
K
(14N

si determini il prezzo iniziale Hy dell’opzione;

Ho = SQ(Sy > K) — Q(Sy > K)
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ii) si verifichi il risultato con un calcolo diretto mediante la formula di
valutazione neutrale al rischio

L%:ra:%SNEQKSN—lO+]

Svolgimento dell’Esercizio 1.36

i) Determiniamo dapprima le probabilitd degli eventi elementari nelle due
misure martingale. Risulta

1+4r—-d 1
1 n — :7:—::7
QU+pn =u)=——"— =3 =1¢q
u—1—r 2
1 n:d = = —=1- s
Ql+p )= ——7 =3 q

e, ricordando la (1.58),

uq 2
1 n — - = - =4,
Q(l+p u) 1+r 3 q

Q(1+Nn:d):%:%:1_q

Allora vale
Ho = S0Q(S3 > 1) = Q(S5 > 1)
= (@S5 =8)+ Q82 = 2)) - (Q(Ss = 8) +Q(8: = 2))
= 4370 -0) — (@ +37°0 - ) = 2.

Qui abbiamo utilizzato il fatto che le variabili aleatorie y,, sono indipendenti

non solo nella misura P, ma anche nelle misure martingale Q e Q. Infatti,
procedendo come nella prova del Teorema 1.24, vale

QUl+pn=u Fn1)=q=Q(1+ py =u).
ii) Utilizzando la formula di valutazione neutrale al rischio abbiamo
Hy=E9[(S3—1)T] =¢*(«® = 1)* +3¢°(1 — g)(u?d — 1)"
4301 - @R (ud® ~ 1)+ (1- g —1)F = 2.
O

Esercizio 1.37. Sia dato un mercato binomiale in cui si assume ’esistenza di
due titoli rischiosi (oltre a un titolo non rischioso) la cui dinamica & data da

St =8¢ (1 + pi(hy)), n=1,...,N, i=1,2,
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con h,, i.id.avaloriin —11 e

u; seh=1

L= {d se h =-1

2

Post0u1:3,uQ:2,d1:%,d2:§er:0:

i) si mostri che il modello & libero da arbitraggi e completo;

ii) si consideri un’evoluzione su due periodi, ciotc N = 2, a partire da S§ =
S2 =1, e si determini il processo del prezzo d’arbitraggio dell’opzione di
scambio con payoff

Hy = (83— 521)+'

)

iii) infine si determinino tutte le strategie di copertura (a1 a2 1) per il primo
periodo, mostrando che & in generale sufficiente investire su due qualsiasi
dei tre titoli disponibili S* S? e B per replicare il derivato.

Svolgimento dell’Esercizio 1.37

i) Per provare che il modello ¢ libero da arbitraggi e completo & sufficiente
provare ’esistenza e unicita della misura martingala. Per il Teorema 1.24, il
titolo scontato S* & una martingala nella misura definita da

1+r—d;
h:l = -
Qr=1)=——r
Poiché con i dati assegnati si ha
1+T‘—d1_ —%_1 e 1+T—d2_1—%_1
Ul—dl _3—%_4 UQ—dQ _2—%_4

la misura martingala & univocamente determinata da ¢ := Q(h =1) = i.

ii) Poiché ci serviranno al successivo terzo punto, calcoliamo con la proce-
dura a ritroso i prezzi d’arbitraggio nel primo istante nei due scenari possi-
bili h = —1 1 (caso di crescita e decrescita dei sottostanti) che indicheremo
rispettivamente con H* e H{. Allora si ha

H?:liTEQ[HQ hi =1]

:1iTEQ[H2 r—— sfqugg}:i_M%%:i
HleirEQ[Hz hy = —1]

zlirEQ[Hz St =S} SQZdQSg}:ié+%%:%

Infine al tempo iniziale si ha

1 u
Hy = o7 (¢Hy + (1 —q)HY) =
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iii) Per determinare la strategia di copertura nel primo periodo, imponiamo
la condizione di replicazione

o151 +aiSt + /By = H,

equivalente al seguente sistema di due equazioni nelle tre incognite o a? fi:

atu + afu? + B = H*
atdt +a2d? + B, = H¢

Sostituendo i dati otteniamo il sistema,

3af +2af+ 61 =1
sai+3ai+ 01 =3

con soluzione ) 3
2 1 1
a; = —— — 2« =-+4a«a 1.62
1 16 1 b1 S 1 ( )
essendo a} arbitrario. E chiaro che scegliendo opportunamente aj & possibile
formare diversi portafogli di copertura che utilizzano solo due dei tre titoli

disponibili: precisamente, dalla (1.62) scegliendo al = 0 otteniamo una stra-

tegia sui titoli S% e B; con ai = —3% otteniamo una strategia sui titoli S! e
B; con ol = —% otteniamo una strategia sui titoli S* e S2. |

Esercizio 1.38. Sia dato un mercato con due titoli rischiosi (oltre ad uno non
rischioso) i cui prezzi seguono il modello trinomiale (1.42) in cui

St =81 (14 p'(hy)) n=1 N i=12
con h,, i.id.avaloriin 123 e
u; seh=1

L+ p'(h) =< m; seh=2
di se h=3

Scegliendo uy = 2, ug = %, mp =1, mg = g, dy =

%, dy = ger=20 risulta
che per 'unica misura martingala equivalente @ si ha

1 1 1

Q(hn:1)2q1:_ Q(hn:2):qQ:§ Q(hn:?’):(hzg

Si supponga di considerare un’evoluzione su due periodi, cioe N = 2, a partire
da S} = S2 =1 e si consideri un’opzione scambio con payoff

Hy = (S5 - 521)+
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Si determini:

i) il prezzo iniziale Hy dell’opzione;
ii) la strategia di copertura (al a? (3;) per il primo periodo.

Svolgimento dell’Esercizio 1.38

i) In Figura 1.5 & rappresentato l’albero dei prezzi dei sottostanti e i valori
del payoff dell’opzione. Poiché ci serviranno al secondo punto, calcoliamo i
prezzi d’arbitraggio nel primo istante nei tre scenari possibili h = 1 2 3 che
indicheremo rispettivamente con ’apice u, m e d. Abbiamo

w__ 1 +
19

= (Q1 ((u2)® — (U1)2)+ + o (uamg — uyma) " + g3 (uads — u1d1)+> =9

Analogamente vale

1 + )
Hm:—EQ{SQ—Sl h :2}:_
e P S 5)T 81
1 +
Hi =——B9[(s3 - 83)" hi=3]=0
1 =T, (83 5) 1
Allora il prezzo d’arbitraggio all’istante iniziale & pari a
1 4
Hy = E9[H\ = qH" + @H" + ¢zH! = —
0= T, [Hi] = qH + q2H]" + g3 Hj 57

Payoff (S5 — S3)*

Fig. 1.5. Albero trinomiale a due periodi: prezzi dei titoli S*,S? e payoff di
un’opzione di scambio
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Una verifica diretta mostra che lo stesso risultato si ottiene utilizzando la
formula di valutazione neutrale al rischio (1.25).

ii) Per determinare la strategia di copertura iniziale, imponiamo la condizione
di replicazione ol S} + a2S5% + 51 By = H; equivalente a

atu1S§ + atuaS3 + B1(1+1) = HE
aimiS§ + a3maSE + (1 + 1) = HP® (1.63)
a%dlSé + a%dQS(Q) + ,61(1 + ’I“) = Hii
e che fornisce il sistema
201 + 30f + 1 = 32
ol+8ai+p =2
sal+3ai+B1=0

d .
a Cul - 20 - 7 ﬂ B 1
M= 7oy Ty 179
Verifichiamo infine che
20 7 1 4
Vo=—-—8+-824+-By=—=H
0= 79770 T 520 T gho =57 =Ho

O

Esercizio 1.39. Si consideri un mercato con due titoli rischiosi (oltre ad uno
non rischioso) i cui prezzi seguono il modello trinomiale (1.42) in cui S§ =
S2=1e

St =8¢ (14 pi(hy)) n=1 N i=12
con h,, i.id.avaloriin 123 e

u; seh=1
L+ p'(h)=<{{m; seh=2
di se h=3

Scegliendo u; = %, Uy = 29—2, mi=mg=1,d; = %, ds = % er = % risulta che
la misura martingala & definita da

Qhn=1)=q=5 Qn=2)=q@=- Qh,=3)=¢g=;

Si supponga di considerare un’evoluzione su due periodi (N = 2) ed un’opzione
di tipo “Backward Put” con sottostante S2, il cui payoff & dato da

Hy = (My — SQ)+ = My — S, con M, =max S} S2
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Si determini:

i) il prezzo iniziale Hy dell’opzione;

ii) la strategia di copertura (al a? (3;) per il primo periodo.

Svolgimento dell’Esercizio 1.39

i) I derivato riguarda solo il titolo S?. Per semplificare usiamo allora la no-
tazione u = uz, m = mg e d = ds. Notiamo che in questo caso l’albero
trinomiale non & “ricombinante”, ossia per esempio si ha che ud # m?. Gli
scenari possibili sono 9 (cfr. Figura 1.2):

(wu) (wm) (wd) (mu) mm) (md) (du) (dm) (dd)

Abbiamo

1

Hy= ——
T (1+7)2

@ (max—u P — u) + q1¢92 (max— um—— um)

+ q1¢3 (max— ud—— ud) + g2¢q1 (max—m mu—— mu)
+q (max—m m2—— mQ) + ¢2¢3 (max—m md—— md)
+ q3q1 (max—d du—— du) + g3q2 (max—d dm—— dm)
4

+ 43 (max—d d*— d2) o7

ii) Per la strategia di copertura deve essere soddisfatta la condizione

alSt +aiS? + p(1+r) = Hy

in tutti i tre scenari possibili, che contraddistingueremo con ’apice u m e d
rispettivamente. Consideriamo dunque il seguente sistema lineare, corrispon-
dente a (1.47) con n = 1:

atu1 Sy + aduaSg + f1(1+17) = HY
atmi Sy + a3meSE + (L +r) = HP®
atdi Sy +a2dyS2 + p1(1+17) = HE

Dunque ¢ necessario calcolare preliminarmente i tre valori assunti da H; =
1 mQ 27.
o B9 [Hy -S7):

Hy = ke B9 [Ms — 8, -5} =] = f
Hy=(H"= 5B [My — S, -5} = m}:%
H = B9 [My— Sy 57 = d] = &

Abbiamo allora
fo + 5o + 46 = £
a1 + a1 36 = 5
al + al +35 =5
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da cui A
1 2
a; =0 a7 = — =0
1 1= 57 I}
Il capitale Hy = 2;“7 incassato con la vendita dell’opzione viene quindi inte-

ramente investito nel secondo titolo; in altri termini, vengono acquistate 2;“7

quote che, al prezzo unitario di S3 = 1, equivalgono al valore iniziale

4
Vo=aiS§+aiS2+p6= 77 = Hy
O

Esercizio 1.40. Si consideri un mercato con due titoli rischiosi (oltre ad uno
non rischioso) i cui prezzi seguono il modello trinomiale (1.42) in cui S} =
S2=1e

St =81 (14 p'(hy)) n=1 N i=12
con hy, i.i.d. a valoriin {1 2 3} e

u; seh=1
L+ p'(h) =<{m; seh=2
di se h=3
Scegliendo uy =2, m; =1, dy = %, Uy = %, mo = %, do = % er = i risulta
che la misura martingala & definita da

3 3 1
Si supponga di considerare un’evoluzione su due periodi (N = 2) ed un’opzione
di tipo “collar” con sottostante S*, il cui payoff & dato da

Hy = min{maX{SQ1 K} K»} con Ki=1 Koy=2

Si determini:

i) il prezzo iniziale Hy dell’opzione;
ii) la strategia di copertura (a! o? 3) dell’opzione.

Svolgimento dell’Esercizio 1.40

i) In Figura 1.6 & rappresentato I’albero dei prezzi di S! e i valori del payoff
dell’opzione. Come abbiamo visto nell’Esercizio 1.39, per determinare la stra-
tegia di copertura richiesta nel secondo punto, occorre calcolare anche i prezzi
d’arbitraggio del derivato all’istante n = 1. Dunque, invece di applicare diret-
tamente la formula di valutazione (1.25), calcoliamo prima i prezzi al primo
periodo secondo la formula neutrale al rischio Hy = 1= E< [Hy | S7]. Si ha

1 1 7
HY:= ——E°[H g = 2q1 + 2g5 + [
1 147 [ 2 | 51 ’U,d 1 ( q1 q2 Q3) 5

=
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Payoff “collar”

Fig. 1.6. Albero trinomiale a due periodi: prezzo del titolo S* e payoff di un’opzione
“collar”

Analogamente vale
m u—

H™ = —
1710 5

Ora possiamo calcolare il prezzo iniziale dell’opzione

11 . 4
1:

1 1 (3 3 1 91
0= B 1+§<8 IS 1) 100

ii) Per quanto riguarda il primo periodo, la condizione di replicazione

atu1 Sy + aduaSg + (1 +7) = HY
ajmi Sy + afma S + Bi(1 +r) = HY"
atdi Sy + a2dyS2 + p1(1+17) = HY
fornisce il sistema
20} + 10+ 326 =1
of+Iad+36 =4
soi+iad+ 36 =%

da cui
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Verifichiamo che
9 9 91

VZSl__SQ —B :—:H
0= %0~ 5570 T 350 = 75 0

Per quanto riguarda il secondo periodo, si hanno tre scenari: nel caso
S1 = wuy, dobbiamo risolvere il sistema,
1 )

aduiSt + aduaS? + B (1 +1)? = H¥
azmi1 St + admaS? + Bo(1+ 1) = HY™
aldi St + a2deS? + Ba(1 +1)2 = HY

equivalente a
dod + Dol + BB =2
205 + 3305 + Fo 02 =2
o3+ fa3 4+ 226, = 1;

da cui . 9 16
@<y ®m=7 =g
Un semplice calcolo mostra che, se ST = u; = 2, allora
7 9 16 7
VE=-8 28— _—_B =-=H"
Logmt g2t st s

Analogamente, nello scenario S% = my sl ottiene
4 27 56
1 2
g = —— Qg = — = —
2773 27 14 =25
e infine, nello scenario S} = d,

) 16

az=0 a; =0 ﬂ2:2—5 |

Esercizio 1.41. Si consideri un mercato con due titoli rischiosi (oltre ad uno
non rischioso) i cui prezzi seguono il modello trinomiale (1.42) in cui

St =8¢ (14 pi(hy)) n=1 N i=12
con h,, i.id.avaloriin 123 e

u; seh=1
L+ p'(h) =< m; seh=2

di se h=3
Scegliendo u; = %, Uy = 29—2, mi;=mg=1,d; = %, ds = % er = % risulta che
per 'unica misura martingala equivalente @ si ha
1 1 1
Q(hn=1)=m=§ Q(hnZQ)ZQQZE Q(hn=3)=q3=§
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Si supponga di considerare un’evoluzione su due periodi, cioe N = 2, a partire
da S} = S2 =1 ed un’opzione di tipo “forward start” con sottostante S? per
cui N

= (53 - 57
Si determini:

i) il prezzo iniziale d’arbitraggio Hy dell’opzione;
ii) la strategia di copertura (a} o2 1) da seguire nel primo periodo, cio¢ da
n=0an=1.

Svolgimento dell’Esercizio 1.41
i) I derivato riguarda solo il titolo S2. Per semplificare usiamo allora la
notazione u = us, m = mo e d = do. Abbiamo

1
_ Q 2 o2\t
Ho =" [(s3-5%)"]
1 +
TS |:Q1( u)" + qigo (um — )" + qugs (ud — u)*
+ 2 (2 + +
+ g2q1 (mu—m)" +q3 (m* —m) " + gag3 (md — m)
13
+ g3q1 (du — )" + gsga (dm — d)* + ¢3 (d* - dﬁ} =37
ii) Calcoliamo i prezzi in n = 1 nei tre possibili stati:
w_ 1 e o) 286
H; =1 (ql(u —u) + g2 (um —u)" + g3 (ud — u) )-243
m_ 1 o+ 2 \+ o) 13
H7 g (ql(mu m)" 4+ g2 (m* —m) " + g3 (md —m) )-27
Hi = (ql(du—d) +qo (dm — d)t + g3 (&% — d) >:ﬁ

Per la strategia di copertura iniziale, imponiamo la condizione di replicazione
(1.63) che equivale a

7 1,22 2, 35 _ 286
3a1+9a1 36 =953

a1 + al 3/61 = 2_§
sa1 + a1 + 36 = 8—?
da cui 13
aj=0 al = 7 61=0

Nel secondo periodo, nello scenario di “salita” h; = 1, la strategia di copertura
e soluzione di

aduiSt + aduaS? + Ba(1 +1)? = HY

azm1 St + admaS? + Bo(1+ 1) = HY™

aldi St + addaS? + Ba(1 +1)? = HYd
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equivalente a

ol + ol + 10, = B
ot + 203+ 926,=0
Tat+ 203+ 96:,=0
da cui
L 1144 , 13 1144
%27 g9 R 2 729
Nello scenario h; = 2, abbiamo
T + ol + 3 = ¥
o +a3+26:,=0
s+ 3103+ 96, =0
da cui 52 13 52
1 92 2_ 1o _ 9%
927 2Ty b= g
Infine nello scenario h; = 3, abbiamo
fal + Hod+ 10 =
o5+ 3034+ 368, =0
Jo3+ 505+ 4682 =0
da cui 104 13 52
1 2
—_ —_ —— = —— O
92T o7 92T 73 P2 =913

Esercizio 1.42. In un mercato trinomiale con gli stessi dati numerici dell’E-
sercizio 1.41, si consideri un’opzione Put e una Call con strike K = 1 sul titolo
S52. Si determini:

i) i prezzi iniziali d’arbitraggio H e HE;

ii) la strategia di copertura dell’opzione Put.

Svolgimento dell’Esercizio 1.42
i) Ricordiamo che

1 1 1
q1 = 3 q2 = 6 q3 = 3
Si ha
1 +
g Call _ EQ |: 2 _1 :|
O T (1+71)2 (82 -1)
1 2 2 + + +
T+ )2 {‘h (u? —1)" + g2 (um — 1)" + qugs (ud — 1)
+ q2q1 (mu — 1)Jr +q3 (m2 — 1)Jr + g2g3 (md — 1)Jr
481
+g3q1 (du—1)" + gaga (dm — 1) + g3 (d® - 1)+ = =23

Il prezzo della corrispondente opzione Put puo essere ottenuto:
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a) mediante la formula di Put-Call Parity:

K 76
HPut — HCall _ SQ _ .
0 o T aEe T T
b) mediante un calcolo diretto
1 +
HPw = E2[(1-3)"]
0 (1 ¥ T)Q ( 2)

1 + + +
1—u?)" + 1—um)t + 1—ud
a2 [ql ( ) +aa( )"+ q1as ( )
+qoqn (1 —mu)t +¢2 (1- m2)+ + q2q3 (1 — md)™

76
+q3q1 (1 — d“)+ +q3q2 (1 — dm)+ + 43 (1- d2)+} =

729

ii) D’ora in poi indichiamo per semplicith HF% = H. Per determinare la
strategia di copertura, calcoliamo dapprima i prezzi in n = 1:

1 10
0 =177 (00 (=) + a2 (1 —um)* 445 (1 —ud)”) = 5o
= () e (L) g (1 md)) =
1 +) _ 1
= (0 e (a1 a)) =

Per la strategia di copertura iniziale, imponiamo la condizione di replicazione
(1.63) che equivale a

fol + ol + 3 = 4
ai +oi + 36 = 5
bot + ot + 301}
dacui 286 94 64
1_ _— 2 = —— = —
M=o YT e T
In n = 1 per determinare la strategia dobbiamo distinguere i tre scenari

h = 1 2 3. Nello scenario di “salita” h; = 1, corrispondente a Si = u; per
1 =1 2, la strategia di copertura & soluzione di

adu1 St + adusS? + Bo(1 +1)% = HY

aimiSt 4+ a2maS? + B2(1+ 1) = HY™

asdi1St + a2deS? + Be(1+1)% = HY?

equivalente a

49 1 484 2 9 _
gt ozt b =0
22
%aé—i—ja%—i—%ﬂgzo
71,222,943 _ 5
502 + 5505 + 102 = 55
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da cui 130
1_ _— 2 = —— = ——
aQ - 189 aQ /62

Nello scenario h; = 2, abbiamo

da cui
52

9
Infine nello scenario h; = 3, abbiamo

oy =

7 22,2 |
Ea +27a2 4ﬂ2 27

305+ a2 10 =3
jab+ 505+ 96 =3
da cui
a3 =0 ai =1 ﬂg:% ]

Esercizio 1.43. [Copertura in mercati incompleti con vincoli sulla strategial
In un modello di mercato trinomiale standard a due periodi, la dinamica del
prezzo di un titolo rischioso sia data da

Sn = Sn—1(1 4+ pp) n=12

con Sy =1 e u, variabili aleatorie i.i.d. definite su uno spazio di probabilita
(2 F P) e tali che

P(pn=-12)=P(upn=0)=P(pp=1) == n=12

Assumiamo che il tasso privo di rischio sia nullo, » = 0, ed essendo il mercato
incompleto consideriamo il problema della copertura mediante il criterio dello
shortfall di un’opzione Call Europea con payoff

p(S2) = (S2 — 1)F

Utilizzando ’algoritmo della Programmazione Dinamica® si determini la stra-
tegia autofinanziante con valore V non-negativo (ossia tale che V;, > 0 per
ogni n) che minimizza il seguente criterio di rischio

Uz So)]
dove
UV 8) = (p(S) - v)*
¢ la funzione di rischio “shortfall”.

6 Per una presentazione generale dell’algoritmo della Programmazione Dinamica si
rimanda al Paragrafo 2.3.
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Svolgimento dell’Esercizio 1.43
In Figura 1.7 & rappresentato ’albero dei prezzi del sottostante. Poiché r = 0,

in base alla (1.18), la dinamica del valore V' di una strategia autofinanziante
(a B) & data da

anS'n,—l
V'n, = Vn-1+ anSn—lﬂn = Vn—l +<0 (164)

anSn—1
2

Allora condizione necessaria e sufficiente affinché V,, > 0 per ogni n & che
V() Z Oe

_ 2V, —
V'n, 1 S an, S V'n, 1
Sn—l Sn—l

Per un modello a N periodi, l'algoritmo di PD consiste in due passi:

n=12

1) calcoliamo

Ry_1(V S):= mi

aE[—

n  EP UV + Saun S(1+pun))

2V
E]

< =

al variare di S fra i possibili valori assunti da Sy_1. Ricordando che con-
sideriamo strategie predicibili, indichiamo con ay = ay(V) il punto di
minimo al variare di V fra i possibili valori assunti da Vy_1;

Call

Fig. 1.7. Albero trinomiale a due periodi: prezzo del sottostante e payoff di una
Call Europea con strike 1
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2) prne-N—-1N-2 1+ calcoliamo

R,1(VS):= mi

aE[—

n  EP[R,(V+ Sap, SO+ )

2v.
S

<2

al variare di S fra i possibili valori assunti da S,,_1. Indichiamo con a,, =
an (V) il punto di minimo al variare di V' fra i possibili valori assunti da
V1.

Nel nostro caso il primo passo dell’algoritmo di PD consiste nel calcolo di

Ry(V S) per S € {2 1 %} Si ha

Ry (V2)= ae[r_n‘inQ y EP UV + 20 2(1 + p2))]

O‘E[I_H&HQ . EF {((2(1 +u) =)t —(V + 2au2)) -j

1 4
_ . 1 _V—9a)7t 1-*t) = (1)
acoV o v13((3 V—22)"+(1-V) ) 31-V)

essendo il minimo assunto in
Qg = Vv (165)

Inoltre si ha

R (V1) = in ETU 1
1 (V1) aein UV +aps 1+ p2)]

. +
- ae[rzl%/nzv] B {(H; -+ aHQ)) }

1 1
= in ~(1-V-a)t=-01-3V)"
L @) =3 )

essendo il minimo assunto in

ag =2V (1.66)
Infine si ha
1 [ 1
R (V=)= min EFP V+ ape 1+ po
2 ag[—2V 4V] 2 2

u
+
P 1 + ,UQ * al’LQ
= min F —-1] - (V + _) =0
ag[—2V 4V] 2 2

e il minimo & assunto in ogni

ay € [-2V 4V] (1.67)
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Il secondo passo consiste nel calcolare il rischio all’istante iniziale:

Roy(V1)= min EP[R (V+au 1+ m)]

a€g[-V 2V]
1

== mj 1 2
3 ae[IE%/nzv] (B (V1) + R (V+a2)
1 1 4

== mi (170 R 7 +
3 ac[-V2v] <3( ) +3=V+a) )
5 +

=_—(1-3V
S (-av)

essendo il minimo assunto in
ap =2V (1.68)

Dall’espressione di Ry (V' 1) deduciamo che un capitale iniziale V' > % e

sufficiente per annullare il rischio shortfall o, in termini piu espliciti, per
super-replicare il payoff.

Esplicitiamo ora la strategia shortfall, ossia la strategia che minimizza il
rischio shortfall: se indichiamo il capitale iniziale con Vj, per la (1.68) vale

a1 = 2V()

Di conseguenza, per la (1.64) si ha

2V sem:l
Vi=VWV+<0 se up =0
W se p1 = —3

Allora per le (1.65)-(1.66)-(1.67) abbiamo

3V() se Sl =2
Qg = 2V0 se Sl =1
0 se Sl = %

e il valore finale V3 & facilmente calcolabile con la (1.64). In Figura 1.8 ripor-
tiamo l’albero trinomiale in cui all’interno dei cerchi sono indicati i prezzi del
sottostante e il valore della strategia shortfall. In colonna sulla destra sono
riportati i valori della Call Europea e i valori finali della strategia shortfall
di valore iniziale Vj = % Si noti che quest’ultima replica il payoff in tutti i
casi tranne che per la traiettoria Sop = S; = S5 = 1 in corrispondenza della
quale si ha super-replicazione: il valore finale della strategia shortfall V5 = %

3
e strettamente maggiore del payoff dell’opzione Call che & nullo. ]

Esercizio 1.44. [Copertura in mercati completi con insufficiente capitale ini-
ziale] In un modello di mercato binomiale si consideri un’opzione di vendita
con payoff X = (K — Sy) ™. Nelle notazioni del Paragrafo 1.4.1, si assumano
i seguenti dati numerici: Sy =1, u=2,d=12,r=0,K=1e N =2.
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Payoff Valore finale

per Vo = §
3 3
1 1
0 0
1 1
0 3
0 0
0 0
0 0
0 0

Fig. 1.8. Albero trinomiale a due periodi: all’interno dei cerchi sono indicati il
prezzo del sottostante e valore della strategia shortfall

i)

ii)

7

Si verifichi che il prezzo iniziale dell’opzione ¢ Hy = % e si calcoli il prezzo

dell’opzione all’istante n = 1 nei due scenari S; = 2 e S; = % Si de-
termini inoltre la strategia di copertura (m; m2) (espressa in termini delle
proporzioni investite nel titolo rischioso);

supponendo di disporre di un capitale iniziale Vj < %, risulta che non &
possibile avere copertura perfetta. Ricorrendo all’algoritmo della Program-
mazione Dinamica” si determini allora la strategia autofinanziante (71 m2)

in modo da minimizzare il criterio di rischio quadratico
P +)?
E {(VQ—(K—SQ) ) }

assumendo p := P (1 + pu, = u) = %;

Per una presentazione generale dell’algoritmo della Programmazione Dinamica si

rimanda al Paragrafo 2.3.
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iii) procedendo come nel punto precedente, si determini la strategia autofi-
nanziante in modo da minimizzare il criterio di rischio shortfall

"

col vincoloV,, >0, n=1 2.
Svolgimento dell’Esercizio 1.44

i) Abbiamo
1+4r—d 1

u—d 3
Ho=¢(1-u®)" +2¢1—q) (1 —ud)" +(1—¢)*> (1—d?)"
1
= (1—q)2 (1—d2)+ = _
3
Inoltre
H =E2X Si=u=q(1—u®)" +(1-¢)(1—ud)™ =0
1
H=E°X S =d=ql—ud)t +(1-¢q)(1-d*)" = 3
E immediato verificare che

1
HOZEQ[Hl]:qu+(1—q)Hf=§.o+

[SCIR N
DN | =
w

Per determinare la strategia di copertura utilizziamo per « le formule (1.37)
e per [ la definizione stessa di valore del portafoglio:

Hy — HY 1 2
! == ﬂ12H0—6¥1502§

NS u—d) 3

Nel secondo periodo abbiamo, nello scenario S1 = u
u U
ay =0y =0
e nello scenario S; = d

du dd
d _ H2 _HQ

= i d) =-1 B{=H{-afd=1

In definitiva, per la definizione (1.10) di portafoglio relativo (nel nostro caso
usiamo la notazione m,, = 7T71L), abbiamo

a150
Hy

T = =-1
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inoltre

d
ad
71'72‘—0 7Td 2 =-1

27 gd
Hj

ii) In base alla (1.12), essendo per ipotesi r = 0, la dinamica del valore V' di
una strategia autofinanziante (m; m2) & data da

_ Ve (U4 mp(u—1)) = V(14 7,)
Vo = Vnm (L ) = {v (tmd-1)=Voa(1-%) %

2
pern=1 2.

Come spiegato nello svolgimento dell’Esercizio 1.43, il primo passo dell’al-
goritmo di PD consiste nel calcolare

R; (V S1) := min EP

g [0 - 500000

nei due stati S1 =u e S; =d.
Nello scenario S; = u = 2, si ha

T2 €

1 2
R (V2)= 3 mi% <V2(1 + ) + V2 (1 — E) )

2
= V—Q min (571'2 + 41y + 8)
8 meR 2
Il punto di minimo si determina facilmente in 7§ = —%, e quindi vale
912
2) = — 1.70
B (V2)=—; (1.70)
Nello scenario S; =d = %, si ha
1\ 1 3 T\ )’
- (o (v (%)
R1<V2) 2$é%<v(+w2)+ 1V 2

= — min (4V?(5n3 + 47wy + 8) + 12V (13 — 2) + 9)
32 meR

Per individuare il minimo imponiamo
0 = On, (4V?(573 + 4wy + 8) + 12V (w2 — 2)) = 8V?(5mz + 2) + 12V

da cui determiniamo il punto di minimo 7§ = 41‘6*‘}3 e dunque vale
1 9
Ri(V<)=—=(2V-1)? 1.71
(v3) =@ - 1.7)

Nel secondo (e ultimo) passo dell’algoritmo di PD, calcoliamo

Ro (V So) := min B[Ry (V (14 mya) So(1+m))]
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Abbiamo
1 1
Ro(V 1) = 5 min (}21 (V(L+m) 2) + Ry <V (1 - ﬂ) —)) -
(utilizzando le espressioni (1.70) e (1.71))
o 1 . 9 2 2 9 T 2
= iﬁéﬁé(ToV (1 +m) + 56 (v (1-5) -1)

La derivata prima (rispetto a 1) della funzione di cui dobbiamo calcolare il
minimo vale

1%
— 2 1
10 (V(bm +2)+1)
e quindi il minimo € assunto in m; = —2‘5/‘*,'1 e vale
Ro(V 1) = —(3V — 1)2
0 ~ 100

Riassumendo, partendo da una dotazione iniziale V, la strategia che minimizza
il rischio quadratico ¢ data da

2V +1 2 g AV +3
5V

(1.72)

T = Ty =

5 LR T Y2

Utilizzando la (1.69) calcoliamo il valore di tale strategia, rappresentato nella
Figura 1.9: notiamo che se la dotazione iniziale € pari a V = Hy = % allora
si ha replicazione perfetta. Nel caso in cui V' < %, la strategia ha un valore
finale minore del payoff in tutti gli scenari. Si noti anche che, non essendoci

vincoli su 7, i valori in (1.72) possono essere arbitrariamente grandi.
iii) Preliminarmente osserviamo che, assumendo una dotazione iniziale V5 > 0,
dalla dinamica (1.69) di un portafoglio replicante deduciamo che il vincolo
Vi, > 0 si traduce in
1+m, >0 e 1-—- o5 >0

o pit semplicemente 7, € [-1 2] per n =1 2.

Procediamo ora come nel punto precedente: il primo passo consiste nel
calcolare

Ry (V 8):= min EP [((K S (4wt -Vt 772,12))1

7T2€[—1 2]

nei due stati S1 =u e S; =d.
Nello scenario S; = u = 2, si ha

ma =g i (Vi (V(-F)) ) <o
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Valore finale
per V = %

[

Fig. 1.9. Prezzo del sottostante (all’interno dei cerchi) e valore della strategia che
minimizza il rischio quadratico (sopra ai cerchi)

per ogni V' > 0, valendo

(~V(A+m)t + (—V (1 - E))Jr —0

per ogni V. >0em € [-1 2].
Nello scenario S; =d = =, si ha

%
1m32ﬂ(FV0+M”++<§‘V(L_%))j
L, (Gr(-3)

;
)

essendo il minimo assunto in 7§ = —1.
Nel secondo passo dell’algoritmo di PD, calcoliamo

=
N

<

N
N——

Il

Do |

=W NI

Ry (V S()) = min EP [Rl(V (1—}—7‘1’1#1) So (1—}—#1))}

7T1€[—1 2]

1 . 1 1
- 1 2 -1y 2
2 meld o) (Rl(v( Tm) B+ R <V( >) 2))
1 . 3/1 my)
= — - - 1__
2 el 2] 4 (2 V( 2 ))

+
9 (1,
16 \ 3
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Valore finale
per V = %

W[

Fig. 1.10. Prezzo del sottostante (all’interno dei cerchi) e valore della strategia che
minimizza il rischio shortfall (sopra ai cerchi)

essendo anche in questo caso il minimo assunto in 7 = —1.
Riassumendo, partendo da una dotazione iniziale V', la strategia che
minimizza il rischio shortfall & data da®

m=-1 ey =0 7l =—1

e il valore di tale strategia & rappresentato nella Figura 1.10. Anche in questo
1

caso se la dotazione iniziale ¢ pari a V' = Hy = 5 allora si ha replicazione
perfetta. A differenza del caso quadratico, partendo da una dotazione V < %,
la strategia shortfall replica il payoff in tutti i casi tranne S, = d?, a causa del
vincolo V;, > 0. Dunque la strategia shortfall concentra 1’errore di replicazione
nello scenario S, = d?, mentre la strategia quadratica distribuisce 1’errore fra
i differenti scenari finali.

Utilizzando il calcolo fatto per i valori finali di V' delle strategie quadra-
tiche (vedi Figura 1.9) e di shortfall (Figura 1.10) come pure dei valori del
sottostante (vedi le stesse figure), risulta immediato calcolare I’errore medio

27

di replicazione, cioé ET [Viy — X], che nel caso quadratico & pari a 7053V —1)

e nel caso shortfall & pari a 1=(3V — 1) ad

8 Ricordiamo che in base alla definizione data nel Paragrafo 1.1.3, 7% = 0 poiché
Vi* = 0 indipendentemente dal valore iniziale V: a proposito si veda anche la
Figura 1.10.
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Ottimizzazione di portafoglio

Questo capitolo riguarda ’ottimizzazione di portafoglio, che & uno dei primi
problemi matematici affrontati nel campo delle applicazioni finanziarie. Uno
dei problemi pil basilari che in effetti deve affrontare un soggetto (persona
fisica o istituzione), il quale possiede un certo patrimonio, & il seguente: co-
me investire questo patrimonio nel mercato finanziario su un dato periodo di
tempo in modo da poter consumare in maniera ottimale (secondo un dato
criterio) da questo portafoglio lungo il periodo prescelto ed alla fine possedere
ancora un residuo che conduce ad un beneficio, anche questo ottimale secon-
do un dato criterio. Il criterio di ottimalita che considereremo e quello piu
comune, cioé la massimizzazione dell’utilita attesa dei vari importi monetari.

Inizieremo nella Sezione 2.1 a descrivere piu dettagliatamente la problema-
tica distinguendola, come si suole spesso fare, nel sotto-problema piu semplice
della massimizzazione della sola utilita attesa della ricchezza finale e di quello
piu completo della massimizzazione dell’utilita attesa derivante dal consumo
intermedio e dalla ricchezza finale residua. Negli esempi ed esercizi affronte-
remo entrambi i problemi, dove nel secondo problema considereremo esclusi-
vamente il consumo intermedio (alla fine del periodo di interesse si consuma
tutta la ricchezza residua).

Per la risoluzione del problema descriveremo i due approcci principali:
quello cosiddetto “martingala” e quello della Programmazione Dinamica. Il
metodo della Programmazione Dinamica (PD) & un metodo generale per 1’ot-
timizzazione intertemporale sia in un contesto deterministico che stocastico. Il
metodo martingala, anche se utilizzabile al di fuori del campo finanziario, pro-
viene invece dal campo finanziario stesso essendo ispirato al problema della co-
pertura di un derivato. Col metodo martingala il problema dell’ottimizzazione
dinamica viene decomposto in due sotto-problemi:

i) un problema “statico”, in cui si determina il valore terminale ottimale
del portafoglio autofinanziante che & raggiungibile a partire da un dato
patrimonio iniziale;

Pascucci A, Runggaldier WJ.: Finanza Matematica.
© Springer-Verlag Italia 2009, Milano
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ii) il problema della determinazione della strategia di investimento ottima-
le, vista come la strategia che replica il valore terminale ottimo del
portafoglio.

Facciamo notare che, mentre con la PD non occorre distinguere tra mercato
completo ed incompleto, occorre invece fare questa distinzione per il metodo
martingala. Di per se, la completezza di un mercato non gioca infatti nessun
ruolo essenziale nell’ottimizzazione di portafoglio e interviene solo a livello di
metodologia nel metodo martingala appunto perché tale metodo si ispira alla
replicazione di un derivato.

Per la descrizione del problema e dei metodi risolutivi non abbiamo se-
guito nessun testo in particolare. Fra i molti riferimenti generali ai due me-
todi qui descritti, ci limitiamo a citare [7] per il metodo martingala e [2]
per la Programmazione Dinamica. Come riferimento generale riguardante
Pottimizzazione di portafoglio citiamo [15].

Alla Sezione 2.5 degli “Esercizi risolti” abbiamo premesso la Sezione 2.4,
in cui esemplifichiamo i due metodi risolutivi nel caso specifico dell’utilita
logaritmica. Nella Sezione 2.5 degli esercizi risolti considereremo poi funzioni
utilita generalmente diverse da quella logaritmica. Gli esempi, come pure gli
esercizi, riguardano ciascuno dei due sotto-problemi citati: la massimizzazione
della sola utilita attesa terminale e la massimizzazione dell’utilita attesa da
consumo intermedio. Consideriamo mercati completi e cioe¢ quello binomiale
(vedi Sezione 1.4.1) e trinomiale completato (vedi Sezione 1.4.2) e, per la sola
Programmazione Dinamica, anche incompleti ciog¢ il trinomiale standard (vedi
Sezione 1.4.2).

2.1 Massimizzazione dell’utilita attesa

2.1.1 Strategie con consumo

Nell’ambito di un mercato discreto del tipo introdotto nella Sezione 1.1, un
processo di consumo € un processo stocastico non megativo e adattato C' =
(Cp)n=o,...,n, dove Cy, indica ’ammontare di capitale consumato all’istante ¢,,.
Una strategia con consumo ¢ una tripla (o 8 C) dove (a () & una strategia
e C & un processo di consumo.

Definizione 2.1. Una strategia con consumo (o 8 C) & autofinanziante se
vale
Vn—l = anS'n,—l + ﬂnB'n,—l + Cn—l n=1 N (21)

Inoltre una strategia autofinanziante con consumo (o B C) é ammissibile se
vale
VN > Cn

Notiamo che, in particolare, il valore finale Vy di una strategia ammissibile &
non-negativo.
La Proposizione 1.6 ha la seguente semplice estensione:
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Proposizione 2.2. Il valore di una strategia autofinanziante con consumo
(a0 B C) é determinato dal valore iniziale Vi e ricorsivamente dalla relazione

d
Vo= (Va1 = Cno1) (L +70) + Zail,s'fl,—l (U:L - rn) (2:2)

i=1
pern =1 N.

Dimostrazione. In base alla condizione (2.1), la variazione del portafoglio nel
periodo [t,_1 t,] € pari a

V'n, - Vn—l = Qp (Sn - Sn—l) + ﬂn (B'n, - Bn—l) - Cn—l
d
= Z aiLS':L—ll’LiL + ﬂan—lrn - Cn—l = (23)
i=1
(poiché, ancora per la (2.1), vale 8,Bn—1 = Vo1 — @nSpn—1 — Cn_1)
d . . .
=r,Vo_1+ Za;Sfl_l (u; — rn) —Cho1 (T +mp)

i=1

da cui segue la (2.2). O

Corollario 2.3. Dati Vi € R, un processo predicibile o e un processo di con-
sumo C, esiste ed é unico il processo predicibile (8 tale che (o 8 C) sia una
strategia autofinanziante con consumo di valore iniziale pari a Vj.

Dimostrazione. Dati Vy € R e i processi a e C, definiamo il processo

,67;, — Vn—l - anS'n,—l - Cn—l n=1 N (24)
Bn—l

dove (V,,) ¢ definito ricorsivamente da (1.6). E chiaro che per costruzione (3,,)
¢ predicibile e la strategia (o 8 C) & autofinanziante (vedi (2.1)). O

Nel seguito sara conveniente adottare la seguente notazione che risulta
essere ben posta in base al Corollario 2.3.

Notazione 2.4 Fissati Vy € R e un processo predicibile o, indichiamo con
V(@) il processo del walore della strategia autofinanziante (o B) di walore
iniziale V.

Analogamente, fissato anche un processo di consumo C, indichiamo con
V(@ C) 4l processo del valore della strategia autofinanziante con consumo
(a B C) di valore iniziale Vp.

Osservazione 2.5. Dalla dimostrazione del Corollario 2.3, risulta evidente che
il processo ( in (2.4) dipende da Vjp, dal processo predicibile « e dal processo
adattato (Co Cn—-1) ma non dipende da C.
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Allora, dati V5 € R e un processo predicibile «, & ben posta la seguen-
te definizione: diciamo che un processo di consumo C & (V «a)-ammissibile
se la strategia autofinanziante con consumo (o 8 C) di valore iniziale V;
(univocamente determinata dal Corollario 2.3) ¢ ammissibile, ossia vale

Cn < V]S,a ) O

Osservazione 2.6. Sia (o B C) una strategia autofinanziante con consumo.
Dalla (2.3), sommando in n, otteniamo

n—1
Vi=Vo+g"? =Y (2.5)
k=0

dove g(®#) indica il processo del rendimento della strategia definito in (1.9),
ossia

n d
gle B = Z (Z ab Sk b+ ,BkBk_lrk> n=1 N |

k=1 \i=1

Osservazione 2.7. La condizione di autofinanziamento per una strategia con
consumo (o B C), espressa in termini di valori scontati diventa

‘777. = ~n—1 - 6/(n—l + an <§n — §n_1> (26)
ossia
Vi =Voo1—Cor+ Y _0hSh il (2.7)
=1

Sommando in n otteniamo l’analoga della formula (1.19)
Vo=Vo+G-> Cy (2.8)
k=0
dove G(® ) indica il processo del rendimento scontato della strategia definito

in (1.20), ossia
6 = Y o (5 5 )
k=1

Ricordiamo che, rispetto ad una misura martingala, il processo G(® ¢ una
martingala con media nulla (cfr. Proposizione 1.15). Dalla (2.6) otteniamo
direttamente la seguente versione con consumo della formula di valutazione
neutrale al rischio:

Va
1+r

V1= E° { fn_l} +Cpy  n=1 N (2.9)

O
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Infine esprimiamo la condizione di autofinanziamento in termini relativi.
Ricordiamo le notazioni

i Qi
i anS'n,—l

Ty =
Vn—l

i=1 d (2.10)

per la strategia espressa in termini relativi.

Proposizione 2.8. Il valore di una strategia autofinanziante con consumo

(a B C) ¢ determinato dal valore iniziale Vo € R e dai processi m* 7 e
C mediante la relazione ricorsiva
d
Vo= (Va1 = Ct) (L+7m0) + Voot Y 7 (il — 70) (2.11)
i=1

Dimostrazione. La (2.11) segue direttamente dalla (2.2) in base alla notazione
(2.10). O

Osservazione 2.9. Dati V € R, dei processi predicibili ! 7% e un processo

di consumo C, ricaviamo facilmente la corrispondente strategia con consumo
(v B C) mediante le formule

, d
1 U Vn—l Vn—l - Cn—l Vn—l 1
i _ T . - i 2.12
W= e s o B, ;w (2.12)
con (V,,) definito da Vp «* 7? C in base alla relazione ricorsiva (2.11).0

2.1.2 Funzioni d’utilita

Nel seguito I indica l'intervallo reale Ja +o0o[ dove a < 0 & una costante fissata,
eventualmente a = —oo.

Definizione 2.10. Una funzione d’utilita é una funzione di classe C*
u:l — R

che ¢

(H1) strettamente crescente,
(H2) strettamente concava.

Per convenzione si usa estendere il dominio di una funzione d’utilita u a tutto
R ponendo!
u(v) = —o0 perv <a

Alcuni esempi classici di funzione d’utilita sono i seguenti:

! Poiché siamo interessati al problema della massimizzazione dell’utilitd, porre
u(v) = —oo per v € R T equivale ad escludere che i valori al di fuori dell’intervallo
I siano ottimali.
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e la funzione d’utilita logaritmica

u(v) = logv veRL;
e la funzione d’utilita potenza
VY
u(v) = — veRy
Y

dove v € un parametro reale tale che v < 1, v # 0;
e la funzione d’utilita esponenziale

—v

u(v) = —e velR

Nel seguito assumeremo anche la seguente ipotesi di carattere tecnico:

(H3) nel caso a > —oo, vale lim+ u'(v) = +oo; nel caso a = —oo, u €
v—a

superiormente limitata.
Tale condizione e chiaramente soddisfatta da tutte le funzione d’utilita prece-
dentemente introdotte.

Ricordiamo ora la Notazione 2.4: fissati V;; € R, un processo predicibile «
e un processo di consumo C, indichiamo con V(¥ (risp. V(> ©)) il processo
del valore della strategia autofinanziante (o ) (risp. (o 8 C)) di valore ini-
ziale Vy. Assegnate le funzioni d’utilita u ug uy uy, definite su I, siamo
interessati ai seguenti classici problemi di ottimizzazione di portafoglio:

e massimizzazione dell’utilita attesa dalla ricchezza finale:
fissato Vy € Ry, il problema consiste nel determinare, se esiste,

max F {u (V(a)ﬂ (2.13)

[e%

dove il massimo e ricercato fra i processi « predicibili tali che V(a)

e massimizzazione dell’utilita attesa dal consumo intermedio e dal-
la ricchezza finale:
fissato Vp € Ry, il problema consiste nel determinare, se esiste,

Zun )+ u (V(a ) CN)

dove il massimo e ricercato fra i processi « predicibili e C' di consumo
(Vo «)-ammissibili tali che Cy Cvele (V(a 2 —-Cpy) el

Osservazione 2.11. Un caso particolare del problema (2.14) & quello in cui
u = 0, ossia si considera la massimizzazione dell’utilita attesa dal solo consu-
mo intermedio. In questo caso, per la condizione di ammissibilita della stra-
tegia con consumo e per la proprieta di monotonia delle funzioni d’utilita,

max FE

(2.14)

la strategia ottimale & tale che Cny = V]S,a C), ossia all’istante finale tutto il
capitale viene consumato. O

Nelle sezioni seguenti proviamo che in un mercato libero da arbitraggi i
problemi di massimizzazione dell’utilita attesa (2.13) e (2.14) hanno soluzione.
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2.1.3 Utilita attesa dalla ricchezza finale

Nel seguito assumiamo che u sia una funzione d’utilita che gode delle pro-
prieta H1, H2 e H3 e ricordiamo che abbiamo supposto che lo spazio {2 ha
cardinalita finita. Vale il seguente

Teorema 2.12. Esiste una strategia ottimale per il problema (2.13) se e solo

se il mercato é libero d’arbitraggi.

Dimostrazione. Sia « una strategia ottimale di valore iniziale v e supponiamo
per assurdo che esista una strategia d’arbitraggio & per la quale valga

vi¥=0  v{zo0 PV >0)>0
Allora la strategia a + & ¢ tale che

Vit = vt v v v P (T > v) > o0
(2.15)
che contraddice ’ottimalita di «, essendo la funzione u strettamente crescente.
Questo prova che se esiste una strategia ottimale allora il mercato ¢ libero
d’arbitraggi.
Viceversa, indichiamo con V), l'insieme dei valori finali raggiungibili con
una strategia autofinanziante di valore iniziale pari a v:

Vo = {VIS,O‘) a predicibile, V(*) = v}

Per dimostrare la tesi ambientiamo il problema in uno spazio Euclideo: indi-
chiamo con M la cardinalita di 2 e con wq wps gli eventi elementari.
Se Y & una variabile aleatoria su {2 a valori reali, poniamo Y (w;) = Y; e
identifichiamo Y col vettore di RM

(V1 Yur) (2.16)
Allora vale
M
EP Y] =Y Y,P(w; ) (2.17)

e il problema di ottimizzazione (2.13) equivale ad un problema di massimiz-
zazione della funzione

M
FOV) =Y u(V;)P( w; ) =E" [u(V)] Vev,niM

Osserviamo esplicitamente che V,NIM £ () per ogni v > 0: infatti la strategia,
di valore iniziale v > 0, che consiste nel detenere tutto il capitale nel titolo
non rischioso ha valore finale pari? a v(1 + )V > a.

2 Ricordiamo che per ipotesia <0e1l+7 > 0.
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Osserviamo anche che, per le (1.19)-(1.20), vale
N ~ ~
V, = {BN’U + By Z ap (Sn — Sn_1> — predicibile}
n=1

In particolare V, & un sotto-spazio affine di R™ ed & pertanto un insieme
chiuso.

Per 'ipotesi di assenza di opportunita d’arbitraggio e per il primo teorema
fondamentale della valutazione, esiste una misura martingala ). Rispetto a
@, ogni V €V, verifica la seguente condizione

M
v=E? [By'V] = By' ) V;Q(-w;~ (2.18)

j=1

Ora utilizziamo la proprieta H3 di u. Proviamo prima la tesi assumendo che il
dominio I della funzione d’utilita sia inferiormente limitato, ossia I =]a +o0|
con a > —oo. Sia (V™) una successione in V, N I tale che

lim Eu(V*)]= sup Eu(V)] (2.19)

n—oo Vev,nIM

Poiché V* > a, segue dalla (2.18) che le componenti V" sono limitate unifor-

memente in j e n. Allora,Aa meno di passare ad una sotto-successione, (V™) &

convergente ad un limite V' e tale limite appartiene a V,,, essendo V, un insieme

chiuso: in particolare esiste & predicibile tale che V= Vls,d) e Vo(d) = .
Concludiamo ora la prova mostrando che V € IM ossia

Vis>a j=1 M (2.20)

Per assurdo, sia F := -V = a—+# 0. Consideriamo la strategia o, di valore
iniziale v, che consiste nel detenere tutto il capitale nel titolo non rischioso.
Allora per la concavita di u, per ogni € €]0 1] vale

Blu (Vi + 1 - o) - u (V)]
> B [U, (sV}Va) . E)Vz(vd)> (VI(VM _ VJ@@))}

= 5<E {]lpu' (sVIS,O‘) +(1— s)a) (v(@+r)N - a)}

+eF {]lgnpu’ (sVIS;I) +(1- s)VIS,d)> (v(l F )N - VJ&{@))} )
=:e(l1(e) + Ix(e))

A questo punto, per arrivare all’assurdo, basta far vedere che esiste un ¢ per
cui ’espressione sopra e positiva. In effetti

u’ (sVls,a) +(1— s)a) =u (o1 + 1)V + (1 —€)a) — +o0
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per ¢ — 0%, in base all’ipotesi H3. Quindi anche
Li(e) + Ix(e) — 40
per € — 07, essendo I»(¢) limitato come funzione di . Dunque
e(li(e) + I2(e)) > 0

se ¢ ¢ sufficientemente piccolo: questo contraddice lottimalita di V e conclude
la prova.

Proviamo ora la tesi assumendo che u sia superiormente limitata e I = R,

ossia a = —oo. Osserviamo anzitutto che, per la concavita di u, si ha
UEI—HOOU(U) =—00 (2.21)

Come nel caso precedente, consideriamo una successione (V™) in V), che ve-
rifica la (2.19): la tesi consiste nel dimostrare che (V") ammette una sotto-
successione convergente. Procediamo per assurdo ed assumiamo che (V™) non
ammetta nessuna sottosuccessione convergente e sia quindi non limitata. Uti-
lizzando l’equazione (2.18) & facile provare che esistono due successioni di
indici (k) e (jn) tali che

lim VP = —o00
n—oo Jn

Ma allora dall’ipotesi di limitatezza superiore di u e dalla (2.21) segue che

lim Eu(V")] = —-o00

n—oo
e questo contraddice la (2.19). Dunque (V™) & convergente, a meno di sotto-
successioni, in V), al valore finale di una strategia ottimale. O

Osservazione 2.13. 11 valore finale ottimale € unico come conseguenza della
concavita stretta della funzione d’utilita u. |

Osservazione 2.14. Abbiamo assunto nella Sezione 2.1.2 che il dominio I di
una funzione d’utilita non sia superiormente limitato. In effetti rimuovendo
tale condizione I'esistenza di una strategia ottimale per il problema (2.13) non
e garantita anche nel caso in cui il mercato sia libero d’arbitraggi: al riguardo si
veda ’esempio riportato nell’Osservazione 2.57. La non limitatezza superiore
di I e stata anche utilizzata implicitamente nella prova del Teorema 2.12,
nell’argomento per assurdo basato sulla (2.15). m|

Corollario 2.15. In un mercato libero da arbitraggi, sia V = V]Sra) il valore
finale ottimale per il problema (2.13). Allora la misura Q definita da

w'(V(w))By

Q(w):mP(w) wen (2.22)

e una misura martingala.
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Dimostrazione. Per semplicita consideriamo solo il caso uni-periodale® N = 1.
Posto
fla) = Efu(V1")] aeR?

vale, per le (1.19)-(1.20),

max f(o) = £@) = [u (B (v-+ (51~ 5)))

acR?

Di conseguenza si ha
0=0,f(a)=E [u' <31 (v +a (51 - 50))) B, <§§ - 50)}
— E° [5{ - 53} E” [W/(V)B] i=1 d  (2.23)
dove Q @ la misura definita da

dQ | Qw) _ W(V(w)B

PT A TR Sl iy

Per l’ipotesi H1, vale v’ > 0 e quindi le misure P e @) sono equivalenti. Inoltre
@ & una misura martingala poiché la (2.23) equivale a

Si = E? [51} i=1 d O

2.1.4 Utilita attesa da consumo intermedio e ricchezza finale

Il seguente risultato ¢ analogo al Teorema 2.12.

Teorema 2.16. Esiste una strategia ottimale per il problema (2.14) se e solo
se il mercato é libero d’arbitraggi.

Dimostrazione. La dimostrazione e analoga a quella del Teorema 2.12 e quindi
ne diamo solo una traccia. Proviamo prima che se esiste una strategia ottimale
allora il mercato & libero d’arbitraggi. Sia (o C') una strategia ottimale di va-
lore iniziale v e supponiamo per assurdo che esista una strategia d’arbitraggio
a per la quale valga

il=0  v{zo0 PV >0)>0
Allora la strategia (o + & C) & tale che
Vo(a+6z C) — v V]S[a+6z a) > V]S]a )

quindi C & (v «a + @)-ammissibile; inoltre poiché la funzione u & crescente, il
fatto che P (VJS,OH_& RUPS VIS,O‘ C)> > 0 contraddice l'ottimalita di (o C).

3 Per la dimostrazione completa si veda, per esempio, la Proposizione 2.7.2 in [7].
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Viceversa, fissato v > 0, poniamo

Wy = {(V C') —C processo di consumo, Cny <V = VIS,O‘ ©)
; (2.24)
con « predicibile, Vo(a ) = v}

Ambientiamo il problema in uno spazio Euclideo come nella prova del Teo-
rema 2.12 e ricordiamo che la funzione d’utilita u & definita sull’intervallo
I =]a 4oo[. 1l problema di ottimizzazione (2.14) equivale al problema di
determinazione del massimo della funzione

M N
fvey=>" (ZUk(ij) +u(Vj — CNj)) P(-w;-)

j=1 \k=0

sull’insieme
an:WUm_(VC)_ij>a ‘/}—CNj>aj:1 M—
Ricordiamo che, per ipotesi, a < 0 e notiamo che W, , = W,, se a < 0.

In base alla (2.8), abbiamo la rappresentazione

W, = {(V C) — C adattato e non-negativo Cny <V

N N-1
V = By (v + Zak <§k — §k_1> — Z 5’h> o predicibile}
k=1 h=0

e di conseguenza W, & un insieme chiuso. Inoltre, per 'ipotesi di esistenza di
una misura martingala @, vale la condizione di budget
N-1
-1 -1
By'V 4 BMGr
k=0

E? =v (2.25)

per ogni (V C) € W,. Dalla (2.25) segue facilmente che W, ¢ limitato e
quindi & un insieme compatto. Questo ¢ sufficiente a concludere la prova nel
caso a < 0: infatti abbiamo gia notato che in questo caso W, , = W,, e quindi
la funzione continua f ha massimo su tale dominio.

Nel caso a = 0, l'esistenza di una strategia ottimale si prova proceden-
do come nella dimostrazione del Teorema 2.12: consideriamo una successione
(V™ C™) € W, 4 tale che

lim f(V" C") = sup f

n—00 Wy, a
Per compattezza, a meno di passare ad una sotto-successione, esiste

lim (V" C") =: (V C) e W,

n—oo

Infine per provare che in effetti (V' C) € W, , si usa un argomento simile a
quello della prova del Teorema 2.12, basato sull’ipotesi lirn+ u'(v) =400 O
v—0
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2.2 Metodo “martingala”

Il metodo martingala viene utilizzato per la soluzione di problemi di ottimiz-
zazione stocastica, ma trae le sue origini dal problema della replicazione di un
derivato. Abbiamo visto nel Capitolo 1 che dato un derivato Europeo X, ossia
una variabile aleatoria che rappresenta il payoff del derivato, il problema della
copertura consiste nel determinare un valore iniziale V[ = v e una strategia
autofinanziante « tale che VJS,O‘) = X quasi sicuramente in P e quindi anche
quasi sicuramente in ogni misura martingala @. D’altra parte il valore scon-
tato di ogni strategia autofinanziante e predicibile ¢ una martingala rispetto
ad ogni misura martingala. Dunque dall’equazione di replicazione deriva la

condizione N
v=E? [V\] = B [By'X] (2.26)

per ogni misura martingala @. Ricordiamo anche che, per il Teorema 1.20, un
derivato X & replicabile se e solo se E? [B;,lX} assume lo stesso valore per
ogni misura martingala Q.

Il problema di determinare una strategia di copertura puo essere inter-
pretato come un “problema di rappresentazione di martingala” nel senso se-
guente. Fissiamo per il momento una misura martingala @ e definiamo la
martingala .

M, = E9 [By'X —F,] n=0 N

Se determiniamo una strategia « tale che

M, =V =v+Y a (§k - §k_1) n=0 N (2.27)
k=1
dove la seconda equazione segue dalle (1.19)-(1.20), allora partendo dal valore
iniziale v e seguendo la strategia «, abbiamo IN/JS,O‘) =Xe quindi anche VIS,O‘) =
X. Dunque determinare la strategia a equivale a trovare una rappresentazione
per la martingala M della forma (2.27).

2.2.1 Mercato completo: ricchezza finale

Consideriamo il problema della massimizzazione dell’utilita attesa dalla ric-
chezza finale
max E [u (Vi) (2.28)
[0}

a partire dalla ricchezza iniziale v.
Il metodo martingala consiste di tre passi:

(P1) determinare, ricordando la Notazione 2.4, l'insieme dei valori finali
raggiungibili

Vo = {V -V = VIS,O‘) a predicibile, Vo(a) = v} ;
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(P2) determinare il valore finale raggiungibile ottimale Vy che realizza il
massimo in (2.28);

(P3) determinare una strategia autofinanziante & tale che Vls,a) =Vn.

Il primo problema ¢ usualmente risolto utilizzando la condizione di martin-
galita che stabilisce il legame fra il valore atteso finale e il valore iniziale
(cfr. caratterizzazione (2.29)). Il secondo passo consiste in un problema di
massimizzazione che puo essere risolto utilizzando gli usuali strumenti di otti-
mizzazione vincolata come il Teorema dei moltiplicatori di Lagrange (si veda
la prova del Teorema 2.18). Poiché ’ultimo passo corrisponde ad un problema
standard di copertura (dove il payoff da replicare & il valore finale ottimale
VN), nel seguito ci occuperemo principalmente dei problemi P1 e P2.

Notiamo che il metodo martingala decompone 'originario problema dina-
mico di ottimizzazione di portafoglio in un problema statico (la determinazione
del valore finale ottimale) e in un problema di replicazione (corrispondente ad
un “problema di rappresentazione di martingala”).

Nel caso in cui il mercato sia completo e libero da arbitraggi, esiste ed e
unica la misura martingala (. Allora per quanto riguarda il problema P1,
abbiamo la caratterizzazione

V, ={V -E? [By'V] = v} (2.29)

per l'insieme dei valori finali raggiungibili con una strategia autofinanziante
di valore iniziale v.
Prima di affrontare il problema P2 facciamo la seguente

Osservazione 2.17. Sia u una funzione d’utilita. Poiché
UI I — R+

¢ una funzione continua e strettamente decrescente, allora la funzione inversa
T:=@)" (2.30)

€ anch’essa continua e strettamente decrescente. Per esempio:

e per la funzione d’utilita logaritmica, vale

1 1
u(w) =logv u'(v) == Z(w)=— vw e Ry;

v w

e per la funzione d’utilita potenza, vale

v , 1 1
u(v)z: u'(v) =07 T(w) = w71 v weRy;
e per la funzione d’utilita esponenziale, vale
u(w)=—e" Y =e" ZI(w)=-—logw veR weRy O
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Il problema P2 é risolto dal seguente

Teorema 2.18. In un mercato completo e libero d’arbitraggi si consideri il
problema di massimizzazione dell’utilita attesa dalla ricchezza finale (2.28) a
partire dal capitale iniziale v € Ry. Se vale la condizione

u'(I) =Ry (2.31)
allora il valore finale ottimale é pari a

Vv =7 (AL) (2.32)

dove L = B;,lL con L = %, essendo @ la misura martingala, e A € R ¢
determinato dall’equazione

EFP [I (AE) E} —v (2.33)
La (2.33) ¢ detta equazione di budget.

Dimostrazione. Ambientando il problema in uno spazio Euclideo come nella
prova del Teorema 2.12, il problema di massimizzazione dell’utilita attesa dalla
ricchezza finale equivale ad un usuale problema di ottimizzazione vincolata in
RM . Infatti, adottando le notazioni (2.16)-(2.17) e posto, per brevitd P; =
P(wiJ)eQ;=Q(~w;)peri=1 M, possiamo riformulare il problema
in termini di massimizzazione della funzione
M
FV) = 3 u(Vi)Ps = BP [u(V)

=1

soggetta al vincolo V' € V, N I che, per la (2.29), & espresso da

M
g(V):=Y By'ViQi—v=E?[By'V]-v=0 e Vi>a i=1 M

i=1

In base al Teorema 2.12, sappiamo che esiste ed & unica Vy € V,, soluzione
del problema di ottimizzazione, tale che Viy > a grazie all’ipotesi H3 (cfr.
(2.20)). Allora per determinare tale valore ottimale utilizziamo il Teorema
dei moltiplicatori di Lagrange e introduciamo la funzione Lagrangiana per la
funzione f sul vincolo V, = g = 0=

LV A =fV)=Ag(V)
Annullando il gradiente otteniamo il sistema di equazioni
W, LV N =u'(Vi)P; — By*AQ: =0 i=1 M (2.34)

M
MLV AN =D By'ViQi—v=0 (2.35)

i=1
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Per lipotesi (2.31), la funzione u’ & biettiva da I in R, : dunque la (2.34) ha
soluzione unica
- _1, Qi .
(VN)i=I<BN1)\E i=1 M

e tale equazione equivale alla (2.32). Notiamo che, per costruzione, Vy € V,
e VN > a.
Inserendo la (2.32) nella (2.35) per determinare A, otteniamo

M Q
h(A) =Y By'T (3;&#) Qi=v (2.36)
i=1 i

che & equivalente alla (2.33). In base all’Osservazione 2.17, la funzione h defi-
nita in (2.36) & continua e strettamente decrescente. Di conseguenza, per ogni
v € Ry, esiste ed & unico A soluzione di (2.36). 0

Siccome le derivate di Radon-Nikodym di @ rispetto a P giocano un ruolo
importante nel metodo martingala, nei prossimi due esempi ricaveremo le loro
espressioni nel caso del modello binomiale e di quello trinomiale completato.
Gli esempi /esercizi sull’applicazione del metodo martingala stesso seguono poi
nella Sezione 2.4 per il caso dell’utilita logaritmica e nella Sezione 2.5 anche
per altre funzioni d’utilita.

Esempio 2.19 (Modello binomiale). Consideriamo un mercato binomiale a N
periodi con parametri di crescita u, decrescita d, tasso privo di rischio r e
probabilita di crescita p. Possiamo identificare gli eventi elementari w dello
spazio di probabilita, con le N-ple della forma

w=(010010 )
Allora il titolo rischioso si rappresenta
Sp = u""d" """ Sy (2.37)

dove v, € la variabile aleatoria che “conta il numero di crescite” dopo n periodi
(o equivalentemente il numero di 1 fra i primi n elementi della N-pla w).
Osserviamo che vale

E[vn] =pN

Ricordando il Teorema 1.24, la misura martingala & definita da
Q) =g (1 gV wen
dove

_1+r—d
Tou—d
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Inoltre le variabili aleatorie p pn sono Q-indipendenti. Di conseguenza
la derivata di Radon-Nikodym di @ rispetto a P vale

vy (w) N—-vn(w)
) (=)
L(w) = | = — w e 2 2.38
) (p) 1-p (2.38)

Per un suo utilizzo successivo, in particolare nel Teorema 2.24, ricaviamo
I’espressione del processo

Q

_ P _ P
L,=EF[L F,)=E LlP

|

In base alla definizione di attesa condizionata, per ogni w € {2 tale che v, (w) =
k, vale

522 5] 2[4

ossia
Vn 1— n—~vnp
L, = (g) <—q) (2.39)
D 1-p

Un modo alternativo, pilt elementare per provare la (2.39) e che useremo anche
in seguito, € il seguente: per ogni n < N, si ha

UN 1_ N—l/N
=() ()
p L—-p
_ <q)l/n <1_q)n—l/n <q)l/N—l/n <1_q)N—n—(l/N—l/n)
p L—p p L—p

Quindi, essendo v, una variabile aleatoria F,-misurabile e poiché vy — v, ha
la stessa distribuzione di vy_,, ed & @-indipendente da F,,, vale

Lo=E[L F,]= <2) <ﬂ)
D 1-p
VN —Vn N—-n—(vN—vyp)
1 _

G =) g

D 1-p
G .

D 1-p

- B
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O I

P D 1-p

Esempio 2.20 (Modello trinomiale completato). Consideriamo un mercato tri-
nomiale completato (cfr. Paragrafo 1.4.2) a N periodi con parametri u; m; d;
per i due titoli rischiosi S?, i = 1 2, tasso privo di rischio r e probabilita
p1 p2 ps. Possiamo identificare gli eventi elementari w con le N-ple della forma

w=(112313 )
La cardinalita dello spazio di probability £2 & pari a 3% e vale

1 2 ot ()12 (w
P( w ):pll’N(‘*’)p;’N(‘*’)péV ~N(w)—vx(w) w€E N

dove vi;, i =1 2, ¢ la variabile aleatoria che conta rispettivamente i movimenti
u e m dopo N passi (o equivalentemente il numero di 1 e 2 nella N-pla w).
Inoltre vale 4
Elvy] =pN i=12
Si ha la rappresentazione
. 1 2 12

St = mmymd; S i=12 (2.40)

per i processi dei titoli rischiosi. La misura martingala e definita da

1 2 1 2
Q( w ): qll’N(‘*’)q;’N(‘*’)qéV_VN(‘*’)_VN(‘*’) w€E N

con g1 g2 g3 in (1.46). Di conseguenza la derivata di Radon-Nikodym di @
rispetto a P & data da

v (w) v (W) N—vx(w)—vi (@)
L(w) = (ﬂ) <q—2) (q—3) we N (241)
D1 D2 b3

Procedendo come nel caso binomiale, otteniamo per ogni w € 2 tale che
vi(w) =k e v2(w) = ka:

L,=E[L F)(w)=E {Z—g fn} (w)
_ o [dQ 2 Qvn =k vy = ko)
— E |:d—P V'n, = kl V'n, - k2:| P(V'rll, = kl V,,QL - kQ)

ossia

V. n—l/l—l/2
(q—Q) <@) (2.42)
D2 D3
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2.2.2 Mercato incompleto: ricchezza finale

Nel caso in cui il mercato sia libero da arbitraggi e incompleto, 'insieme delle
misure martingale € infinito e dunque in generale il problema P1 & piu delicato.
Osserviamo anzitutto che, in base al Teorema 1.20, I’insieme dei valori finali
generati a partire da un capitale iniziale v ha la seguente caratterizzazione:

Vy = {V E€ [B;,lV} = v per ogni misura martingala Q}

In secondo luogo, la famiglia delle misure martingale (identificate con vettori
di RM come nella prova del Teorema 2.18) & I'intersezione di uno spazio affine
di R™ con Pinsieme delle misure di probabilitd strettamente positive*

RY= Q=@ Qu) Q>0 j=1 M

In particolare esistono delle misure Q") Q" e Rﬂ‘_/" tali che ogni misura
martingala () puo essere espressa come una combinazione lineare del tipo

Q= alQ(l) + CLTQ(T)

in cui la somma dei pesi a; € pari a uno. Di conseguenza vale
Wy = {V gQY [BN'V] =wvper j=1 r} (2.43)

Una volta individuate le misure “estremali” Q1) Q") il seguente ri-
sultato, che generalizza il Teorema 2.18, risolve il problema P2 della determi-
nazione del valore finale raggiungibile ottimale V a partire dal capitale iniziale
vel.

Teorema 2.21. Se vale la condizione

u' (1) =Ry (2.44)
il valore finale ottimale € pari a
Vw=T(> NLD (2.45)
j=1
dove LW = B;,lL(j) con LU) = d?g) e A\ A € R sono determinati dal

sistema di equazioni di budget

I( 3 Akg(m) 706)

k=1

E? = j=1 r (2.46)

4 Per esempio, nel caso uni-periodale, supposto 7 = 0 per semplicitd, si ha che
Qe ]Rﬂ‘_/f € una misura martingala se

M M
SQi=1 e E[si] =Y (s1@i=5 i=1...d
j=1

j=1
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Dimostrazione. La prova e analoga a quella del Teorema 2.18 e consiste nel
riformulare il problema in termini di massimizzazione della funzione

= Z u(V;)P; = E¥ [u(V)]
=1
soggetta al vincolo V' € V, che, per la (2.43), & espresso da

M
gOWV) =Y ByviQY —v=E" [By'V] —v=0 j=1 r

In questo caso consideriamo la funzione Lagrangiana
LV N) Z Aeg® (Vv
e annullando il gradiente otteniamo il sistema di equazioni

Av.L(V \) =/ (V;)P; — By' Z MM =0  i=1 M (247

o, L ZB WiQW —v=0 j=1 r (2.48)

=1

a (2.47), per lipotesi (2.44), & equivalente a

Q(k)
(VNl—I< 12)% ) 1=1 M

ossia alla (2.45).
Inserendo tali espressioni nella (2.48) otteniamo il sistema di equazioni

M
i=1
che & equivalente alla (2.46). O

Osservazione 2.22. Abbiamo visto che la risoluzione del problema della mas-
simizzazione dell’utilita attesa della ricchezza finale col metodo martingala
richiede la determinazione delle misure martingala estremali. Facciamo qui
notare che cido porta a delle difficolta pratiche notevoli soprattutto se N e
grande. Limitandoci al caso di un mercato incompleto dato da un modello
trinomiale, notiamo che le misure martingala, e quindi anche quelle estremali,
sono definite (cfr. Sezione 1.4.2 ed Esempio 2.20) su uno spazio di probabilita
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{2 dove gli eventi elementari w possono essere identificati con le N-uple della
forma

—(112313--)

e la cardinalita di £2 & pari a 3V.
Consideriamo ora il caso di N = 2, scriviamo w = (w! w?) dove w'® €
-1 2 3—per i = 1 2, e scriviamo per brevitd Q(w) invece di Q(—w-). Ab-
biamo Q(w) = Qw! w?) = QY (WHQ(w? —w!), dove la marginale Q*(w?)
e la condizionata Q(w? —w!) soddisfano la (1.44) come conseguenza del-
la (1.43). Quand’anche, come accennato dopo la (1.44), Q(w? —w') pud
in generale dipendere da Fi, cio¢ da w!, la forma della (1.44) ci permet-
te di considerare per semplicita di esposmlone la sottoclasse delle misure
martingala in cui Q(w? —w!) = Q%(w?) per una marginale Q? soddisfa-
cente alla (1.44) ed indipendente da w'. Sempre in base alla (1.44) le ter-
e (¢4 ¢4 ¢) = (QU(1) Q4(2) Q%(3)) per i = 1 2 formano al variare di Q e
quindi delle marginali Q°, uno stesso insieme di possibili valori, dato da un
segmento in R, e che quindi ammette due valori estremali (che sono sem-
pre misure martingala ma non necessariamente equivalenti a P), chiamia-
moli (Q*°(1) Q%°(2) Q%°(3)) e (Q1(1) Q%1(2) Q=*(3)) rispettivamente.

Possiamo quindi scrivere

QL (w!) = Q% (w!) + (1 — HQ (w!) Vw!e -1 23—
Q2(w?) = 12Q%(w?) + (1 — y2)Q* (w?) Vw?e - 2 3—

dove 71 72 € (0 1) e dove, in base all’ipotesi fatta che Q(w? —w!) = Q?(w?),
indipendentemente da w'! e quindi da F;, anche ¥, & scelto indipendente da
w! e quindi da F;. Risulta allora

QW) = (MmO (w") + (1 =" (wh)) (VQQe’O(WQ)ﬂL( -7*)Q%' (w?))
= ”rwzQe’o(wl)Qe’o(w ) +71(1 = 72)72Q% (W) Qe (w?)
+(1 = 71)12Q% (Wh QR (w?) + (1 — 71)(1 — 12)Q%! (wh) R (w?)

cioe Q(w) si presenta, gia nella semplificazione introdotta che Q(w? —w!) =
Q?(w?) indipendente da w', combinazione convessa di quattro misure martin-
gala estremali, cioe

(w) — Qe,O(wl)Qe,O(wQ) QQ(LU) — Q O(Ldl)Qe’l(wQ)
@R  QHw) = Q@R (w?)

Generalizzando, per un generico valore di N si avrebbero allora 2V misure
martingala estremali.

Per tale ragione, negli esercizi col metodo martingala ci limiteremo, sia per
il caso della ricchezza finale, sia per il consumo intermedio, ad un contesto di
mercato completo. O
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2.2.3 Mercato completo: consumo intermedio

In questa sezione consideriamo il problema di massimizzazione dell’utilita
attesa da consumo intermedio

(2.49)

N
D> un(Cn)
n=0

corrispondente al problema (2.14) con v = 0. In (2.49), ug uy sono fun-
zioni d’utilita definite sull’intervallo I. Nel seguito consideriamo solo il caso
I =R, ossiaa=0.

Poiché il massimo in (2.49) & ricercato sull’insieme delle strategie con
consumo ammissibili, ricordando 1’Osservazione 2.11, si ha che il metodo
martingala consiste dei seguenti tre passi:

max F
aC

(P1) determinare, ricordando la Notazione 2.4, l'insieme dei processi di
consumo “raggiungibili”

C, = {C proc. di consumo Cy = VIS,O‘ eon a predicibile, Vo(a - v} ;
(P2) determinare il processo di consumo raggiungibile ottimale C' che realizza

il massimo in (2.49);

(P3) determinare la strategia autofinanziante con consumo relativa al consu-
mo raggiungibile ottimale.

Passo P1. In un mercato completo e libero da arbitraggi, la misura mar-
tingala @ esiste ed & unica: dunque, in analogia con la (2.29), abbiamo la
seguente caratterizzazione della famiglia C,.

= v} (2.50)

Lemma 2.23. Vale

N
> B, 'Cy

n=0

C, = {C’ proc. di consumo E©

Dimostrazione. Se C € C, allora per la (2.8) vale

N-1 N
VG =BV B =Y BC
n=0 n=0

e poiché G'® ha attesa nulla in Q, vale
N

N
> B 'Cy
n=0

Viceversa sia C' un processo di consumo che verifica la (2.51). Poiché per
ipotesi il mercato € completo, per ogni n = 1 N esiste una strategia

E@ =v (2.51)
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autofinanziante e predicibile, senza consumo (a(™ B(™) che replica il payoff
C,, all’istante n, ossia tale che vale

Ve 8" — o, (2.52)
Modifichiamo tale strategia ponendo
a,&")zo ,i")zo per k >n
e consideriamo i processi predicibili

a:a(1)+...+a(N) /6:/6(1)+"'+/6(N)

Allora la strategia con consumo (a0 8 C) & autofinanziante poiché, indicato
con V il suo valore, per n = 1 N si ha

S (050 + 49,8 =

k=n—1

(per la proprieta di autofinanziamento, sul periodo n-esimo, delle strategie
senza consumo (a(k) ﬂ(k)) per k=n N)

= a8y + A" VB,y + Z (a8 1 + 8 Bas) =

(per la condizione di replicazione (2.52))
=Ch_1+ anSp—1+ BnBn-1

Infine, per costruzione si ha ovviamente

VN = a%V)SN —l—,@I(VN)BN =Cy (2.53)
Per concludere mostriamo che Vy = v: essendo la strategia con consumo

(a B C) autofinanziante per costruzione, per la (2.8) vale

N-1
By'Vv+ > B'Cy
n=0

Vo = E°

(per la (2.53) e lipotesi (2.51))

N
> B, 'Cy
n=0
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Passo P2. Il problema della determinazione del processo di consumo
ottimale ¢ risolto dal seguente risultato, analogo del Teorema 2.18.

Teorema 2.24. In un mercato completo e libero d’arbitraggi si consideri il
problema di massimizzazione dell’utilita attesa da consumo intermedio (2.49)
a partire dal capitale iniziale v € Ry. Se vale la condizione

W,R)=R, n=0 N (2.54)
allora il processo di consumo ottimale é dato da
G =T (Ain) n=0 N (2.55)

dove I,, = (u’n)_1 e L, = B 'L, con L, = EF [— —fn}, essendo @ la

misura martingala. Inoltre A € R e determinato dall’equazione di budget

N ~ ~
;::0 LT, ()\Ln>

Dimostrazione. La prova € analoga a quella del Teorema 2.18: il proble-
ma equivale al problema standard di ottimizzazione vincolata in uno spazio
Euclideo, per la funzione

ZZun Cn,i)P; = E”

i=1 n=0

EF (2.56)

S (e

soggetta al vincolo C € C,, espresso in termini del Lemma 2.23. Nell’equazione
precedente, al solito usiamo la notazione Cy, ; = Cp(w;) per i =1 m.

Osserviamo preliminarmente che, essendo il processo C' adattato, la (2.51)
equivale a

N N
v=E?|Y B,'C,| =E"|Y B'C,L
n;o n=0 . i
=E" Y EP [B'C.L —F,]| =E” | > CuLy
n=0

La necessita di introdurre il processo adattato (En> per il cambio di misura

di probabilita risulta evidente dalla formula (2.55), poiché per definizione ogni
processo di consumo ¢ adattato.

Per il Teorema 2.16, esiste un consumo ottimale C € C, tale che C,, > 0
per ogni n. Ne segue che, posto

M N

9(C) =" " CniLniPi—v=E?

i=1 n=0

ZB c,

n=0
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il consumo ottimale puo essere determinato con il Teorema dei moltiplicatori
di Lagrange, annullando il gradiente della funzione Lagrangiana

L(C A) = f(C) = Ag(C)
Otteniamo quindi il sistema di equazioni
8, .L(C A) = uly(Cp )Py — ALy, ;P = 0 (2.57)

peri=1 M n=0 Ne

M N
OL(C N =D CpilniPi—v=0 (2.58)
i=1 n=0

Per l'ipotesi (2.54), la funzione u), & biettiva e quindi la (2.57) ha soluzione
unica

Cp i =T (Ain )

equivalente alla (2.55). B
Inserendo espressione di C,, ; nella (2.58) per determinare A, otteniamo

M N . .
AN =33 Ta (ALn i) L iPi = v (2.59)

i=1 n=0
che & equivalente alla (2.56). In base all’Osservazione 2.17, la funzione h &
continua e strettamente decrescente cosicché per ogni v € R, esiste ed e
unico A soluzione di (2.59). O

Passo P3. Una volta risolto il problema P2 e quindi determinato il pro-
cesso di consumo raggiungibile ottimale C' per il criterio (2.49), il terzo e
ultimo passo consiste nella determinazione della strategia autofinanziante con
consumo relativa a C. Allo scopo si & visto nella dimostrazione del Lemma,
2.23 che la strategia ottimale « si puo esprimere come somma

a:a(1)+...+a(N)
dove a'¥) ¢ la strategia autofinanziante (senza consumo), definita sul periodo
[0 K], che replica Cj. Dunque « si pud determinare risolvendo gli N problemi
di replicazione relativi ai payoffs C Cn.

Tuttavia, ai fini pratici e preferibile utilizzare il seguente algoritmo ricor-
sivo:

e fissato v > 0, si determina (an Oy) imponendo la condizione di replica-
zione

anSy + OBy ZVNZCN (2.60)

che conduce ad un sistema di equazioni lineari;
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e al generico passo n, supponendo di aver calcolato V,,, possiamo determinare
(o, Brn) imponendo B
0y Sy + BB = Vy; (261)

e per determinare V,, che rappresenta il valore in n di un portafoglio autofi-
nanziante corrispondente al consumo dato dai C,, ricordiamo la (2.9) che
fornisce la relazione ricorsiva

V, = r E°V, 1 Fn—+C, (2.62)

A seconda della funzione utilita, quest’ultima ricorsione puo portare a delle
formule esplicite (vedi la (2.64) pilt avanti).

Esempio 2.25. Nel caso dell’utilita logaritmica, in cui (vedi pitt avanti la

(2.103))

Vo=(N+1-n)C, (2.64)

Facciamo vedere la (2.64) per induzione all'indietro su n. Per n = N la (2.64)
¢ vera per la condizione di replicazione Vy = Cy. Supposta vera la (2.64) per
n + 1, dalla (2.62) e tenendo presente la (2.63) abbiamo

si ha

Vo= G+ 2 (N =)

()" (=) 0w () () )

= Cp + (N — n) LS (%)Vﬂ (%ﬁ)nﬂn (p+(1-p))
=(N-n+1)C,

Tenendo presenti la (2.60) e la (2.61), ad ogni periodo n < N il sistema di
equazioni lineari da risolvere per determinare (o, (,) € quindi completamente
analogo 'uno all’altro. ]

Osservazione 2.26. La differenza tra il problema del consumo intermedio in
un mercato completo ed in uno incompleto con r misure martingala estreme
sta essenzialmente nel fatto che, in quello incompleto,

Cn=1I, (Z )\kL(k)>

dove, per determinare i moltiplicatori di Lagrange Mg, anziché avere una sola
equazione di budget cioe la (2.56), se ne hanno r e precisamente (vedi (2.46)),

N r
EP{ZIn (Z Akfgp) zgp}zv j=1---r O
n=0

k=1
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2.2.4 Mercato completo: consumo intermedio e ricchezza finale

In questa sezione accenniamo sinteticamente al problema della massimizza-
zione dell’utilita attesa da consumo intermedio e ricchezza finale

N
max B | Y un (C) + (V}Va ) _ CN) (2.65)
« n=0
corrispondente al problema (2.14). In (2.65), u ug upy sono funzioni

d’utilita definite sul R .
Il metodo martingala consiste dei seguenti tre passi:

(P1) determinare I’insieme dei valori finali e processi di consumo raggiungibili
W, = {(V C) C processo di consumo, Cny <V = VJS,Q ©)
con «a predicibile, Vo(a <) = v};

(P2) determinare il valore finale e processo di consumo raggiungibili e ottimali
(V C) che realizzano il massimo in (2.65);
(P3) determinare la strategia autofinanziante con consumo relativa a (V C).

Passo P1. 1l seguente risultato si prova come il Lemma 2.23.

Lemma 2.27. Vale

W, = {(V C) C proc. di consumo t.c. Cy <V e vale

:U}

Passo P2. Il problema della determinazione del processo di consumo
ottimale ¢ risolto dal seguente risultato, analogo del Teorema 2.24.

. (2.66)

By'V+ > B'Cy

n=0

EQ

Teorema 2.28. In un mercato completo e libero d’arbitraggi si consideri
il problema di massimizzazione dell’utilita attesa da consumo intermedio e
ricchezza finale (2.65) a partire dal capitale iniziale v € Ri. Se wvale la
condizione

allora il processo di consumo ottimale € dato da
G =Ty (Ain) n=0 N (2.68)

dove I, = (U%)_l e En = B;'L, con L, = EF [% fn}, essendo @ la
misura martingala, e il valore finale ottimale € pari a

Vn =In(ALn) +Z(ALy) (2.69)
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dove T = (u/)"". Inoltre A € R ¢ determinato dall’equazione di budget

N
E” |INIOLN) + Y Lo, (Ain) — (2.70)
n=0

Dimostrazione. Diversamente dalla dimostrazione del Teorema 2.24 ’equa-
zione di budget, cio¢ la (2.51), & qui data da

N-1 N-1
v=E? |By'Vy + Y B;'C.| = E” | By'VL+ Y B;'C,L
n=0 n=0
N-1 . N—1~
=E" |By'VwL+ Y E” [B;'CoL —F,]| = EX |LnVy + Y LaCh
n=0 n=0

Anche qui perd il problema di ottimizzazione equivale ad un problema stan-
dard di ottimizzazione vincolata in uno spazio Euclideo ottenuto considerando
gli eventi elementari. Supponendo che il numero degli eventi elementari sia M,
la Lagrangiana e data da

M /N
Z (Z U (Cni) +u(Vi,i — CN,i)) P;

i=1 \n=0

- A

i1

N-1
(EN,iVN,i + Z Emcm> P — v

n=0

Derivando rispetto a Vy; Cn,; e Cy ; abbiamo

’U,/(VN,i — CN,i) — )\EN,i =0
uy(Cn,i) — UNI(VN,i —Cn,;i)=0 (2.71)
U, (Cni) —ALp; =0 per n < N

Sommando le prime due equazioni otteniamo
’U,IN(CN,i) — )\LN,i =0

cioé anche per n = N una relazione come per gli n < N (terza equazione
sopra) e quindi
Cn=ZI,(AL,) per n=0--- N (2.72)

Inoltre, dalla prima equazione delle (2.71) otteniamo
VN —Cn,i = I()\EN,i)
da cui, utilizzando anche (2.72),

Vn =In(ALy) +Z(ALy)
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e la condizione di budget si riscrive

N
E” |INTOLn) + Y LT (ALa ) | = 0

n=0

~ Passo P3. Infine la strategia autofinanziante con consumo relativa a
(V' C) si determina facilmente modificando opportunamente 1’algoritmo del
passo P3 della Sezione 2.2.3.

2.3 Metodo della Programmazione Dinamica

2.3.1 Algoritmo ricorsivo

In uno spazio di probabilita finito (2 F P) consideriamo un processo stoca-
stico (Vi,)n—o n~ (per fissare le idee, si pud pensare a V come al valore di un
portafoglio) la cui evoluzione dipende dalla scelta di un “processo di controllo”
(tipicamente, una strategia di investimento e/o un processo di consumo). Pit
precisamente assumiamo che valga la seguente relazione ricorsiva

Vi = Ge(Vie—1 s me—1(Vie—1)) (2.73)

per k=1 N dove

* pn sono variabili aleatorie d-dimensionali indipendenti (tipicamen-
te esse rappresentano i fattori di rischio che guidano la dinamica dei titoli
di un mercato discreto);

e o nn sono generiche funzioni

n: R — R k=0 N

con £ € N, dette funzioni di controllo o, pitt semplicemente, controlli;
e (G4 Gy sono generiche funzioni

G : RxR{x RS R k=1 N

Esempio 2.29. In un mercato discreto del tipo (1.1)-(1.2), consideriamo una
strategia autofinanziante e indichiamo con 7! 7? le proporzioni investite
sui titoli rischiosi, definite in (2.10). Nell’ipotesi che la strategia sia funzione
del valore del portafoglio, ossia valga

ap = ag(Vi-1) E>1

allora, per la Proposizione 2.8, il valore della strategia di solo investimento
senza consumo verifica la relazione ricorsiva (2.73) dove

d
Gr(v prsme-1) =v (1 tret Y i (uh — Tk)) (2.74)

i=1
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(2.75)

Nk = (741 m.,) perk=0 N -1
0 per k=N

O

Esempio 2.30. Consideriamo una strategia autofinanziante con consumo e as-
sumiamo che i processi della strategia e del consumo siano funzioni del valore
del portafoglio, ossia valga

ap = ak(Vk_l) Cr = Ck(Vk) k>1

Allora, per la Proposizione 2.8, il valore della strategia verifica la relazione
ricorsiva (2.73) con

d
Gr(v pr;me—1) =v (1 e+ Y o (k- Tk)) — (L)t

i=1

dove n ¢ il processo (d+1)-dimensionale le cui componenti sono le proporzioni
investite sui titoli rischiosi e il consumo:

e = G m., Cx) perk=0 N-1
(0 0 Cn) per k=N O

Notazione 2.31 Fissativ e Ry ene 91 N — 1— indichiamo con
Ve Ve w

il processo definito da V¥V = v e ricorsivamente da (2.73) per k > n. Inoltre
poniamo

N
U (na an) = E | u (V" me (V) (2.76)

k=n

dove ug uy somo funzioni assegnate

un R xR — R n=20 N

Siamo interessati al problema di ottimizzazione che consiste nel determinare
’estremo superiore di U ?(nq nn) al variare dei controlli ng 1N, ossia

sup U°"(no nN) (2.77)

U nN

In secondo luogo siamo interessati a determinare, nel caso esistano, i controlli
ottimali che realizzano tale estremo superiore.

Il metodo della Programmazione Dinamica (nel seguito, PD) per risolvere
il problema di ottimizzazione (2.77) & basato sull’idea che se un controllo
e ottimale su un’intera successione di periodi, allora deve essere ottimale su
ogni singolo periodo. Piu precisamente il metodo di PD e basato sul seguente
risultato la cui dimostrazione e rinviata alla Sezione 2.3.2:
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Teorema 2.32. Per ogni n =0 N wale

sup U"’(nn nn) = Wy (v) (2.78)

Nn NN

dove Wy, e definito ricorsivamente da

Wi (v) = Sél@ un(v ) e, pern =N 1
Wno1(v) = Sélﬂge (Un—1(v ) |:Wn<Gn (¥ ftn; )ﬂ) (2.79)

Notiamo esplicitamente che la (2.79) fornisce un algoritmo ricorsivo in cui,
ad ogni passo, si effettua un’usuale ottimizzazione di una funzione di variabili
reali. In particolare, sotto opportune ipotesi che garantiscano che ’estremo
superiore in (2.78) & raggiunto (ossia, in realtad, & un massimo), I’algoritmo
permette anche di determinare i controlli ottimi 7o fn. Infatti essi risul-
tano definiti dai punti di massimo delle funzioni da ottimizzare in (2.79): piu
precisamente, assumiamo che per ogni n esista , € R’ che massimizza la
funzione

= tun 1w )+ B [Wa (G (v s )]

e osserviamo che , dipende implicitamente da v; allora la funzione #,_1
definita da 7,—1(v) = , ¢ un controllo ottimo.

In definitiva il metodo di PD fornisce un algoritmo deterministico in cui
ad ogni passo si determinano (ricorsivamente a ritroso), il valore e il controllo
ottimi mediante un’usuale operazione di massimizzazione scalare.

Esempio 2.33. [Massimizzazione dell’utilita attesa dalla ricchezza finale]
Il valore di una strategia autofinanziante & definito ricorsivamente da

d
Vie = Gr(Vi—1 pr; k) = Vi1 (1 +re+ Y m (ph— Tk)) (2.80)

i=1

Abbiamo
U™ (Tpi1 n) = Efu(Vy")]

e per il Teorema 2.32 vale

_sup Elu(Vy ")) =Wy(v) (2.81)
dove
Wi (v) = u(v) e,pern=N 1
Wao1(v) = sup B (Wa (Gu(v jini )] (282
Tn €ER
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Notazione 2.34 In (2.82) utilizziamo il simbolo soprassegnato T per distin-
guere i vettori in RY dalle funzioni, indicate semplicemente con m nel pro-
blema di ottimizzazione (2.81). Manterremo questa distinzione nei primi e-
sempi ma nel sequito, quando sara chiaro il contesto, ometteremo il simbolo
soprassegnato per non appesantire le notazioni.

Esempio 2.35. [Massimizzazione dell’utilita attesa dal consumo intermedio e
dalla ricchezza finale]

Il valore di una strategia autofinanziante con consumo ¢ definito ricorsivamen-
te da

Vie = Gr(Vie—1 ps; 7 Cr—1)

= (Vi1 — Cro1) (L4 1) + Vi 1Z7Tk )

=1

In questo caso abbiamo

U™ (mp41 mn Chp Z ug (Cr) + u( - Cn)

In base al Teorema 2.32 vale
(Cr) -C =W,
Wg+s1up o Z ug (Cr) + u( ~) (v)

dove

Wy (v) = sup (uN(C’N) +u(v— C’N)) e,pern =N 1

CNSU
Wn—l(v) = sup (un—l(én—l) + E [Wn (Gn ('U Hns Tn C’n—l))} )
7 rd
Cniellék+
(2.83)

O

2.3.2 Prova del Teorema 2.32

Lemma 2.36. Siano X Y wariabili aleatorie reali indipendenti sullo spazio di
probabilita (2 F P) e sia g : R?> — R una funzione misurabile e limitata.
Posto

flz) = Efg(z Y)] z €R

vale
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Dimostrazione. Indichiamo rispettivamente con PX e PY lalegge di X e Y.
Allora si ha

EU0) = [ 1@)PX(dn) = [ Blgle v)) P¥ (o)
= [ [ ste P¥ (@) P¥(ax) -

(per lipotesi di indipendenza)

= //g(x y)P(X Y)(da:dy) =FEg(X Y)] 0

Dimostrazione (del Teorema 2.32). Dimostriamo la tesi per induzione. Per
n = N si ha

Wy (v) = sup un(v ) =supupn(v nn(v))

€R* N
= sup E [un (v v (v))] = sup U * ()
nN NN

Assumendo ora valida la (2.78) per n, proviamo la tesi per n — 1:

Woea(0) = sup B [0 )+ W (G (@ g1 ) )]

=sup B |:'Uzn—1('u Mn-1(v)) + W (G"(U “";n"_l(v)))} -

NMn—1
(per ipotesi induttiva)
= sup E {un_l(v Mn-1(v)) + sup U" Gl "";""‘1(”))(7771 nN)} =
Mn—1 Mn nN
(vedi nota®)
= sup E [un_l(v Mn—1(v)) +U" G (v ”";""‘1(”))(% mv)} =
Mn—1 NN

5 La disuguaglianza “>” & ovvia. Per mostrare la disuguaglianza inversa, fissiamo

€ > 0 e consideriamo delle funzioni 7}, Ny tali che
sup U Gn (v nimno1) (Mn  n)STU™CR (v hnsma () (M IN)+e
Nn NN

Allora in valore atteso otteniamo

E { sup U™ Gn (v unmn—l(v)) (77n 7]1\7)}
M

NN

< oo b)) e

< sup E |:Un Gn (u unmn_l(v)) (1 771\’)} +€
T NN

da cui la tesi, data ’arbitrarieta di €.
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(per la (2.76) e il Lemma 2.36, data 'indipendenza delle variabili aleato-
vew  p)

— E[< Mn-1(v))

NMn—1 NN
N n Gpn (U l"n?"]n—l(”)) n Gpn (U l"n?"]n—l(v))
+ Z ug | V3 e | Vy =
k=n
(osservando che V" Or(v #nimm—1 () —yn=lv per g —p W)
N
= sup F Z Uk (an_1 Y mg (an_l ”))‘|
Mn—1 N k=n—1
= sup U '(pao1 w)
NMn—1 NN
e questo conclude la prova. ]

2.4 Utilita logaritmica: esempi
2.4.1 Utilita finale nel modello binomiale: metodo MG

Utilizziamo il metodo martingala per risolvere il problema della massimizza-

zione dell’utilita attesa dalla ricchezza finale nel caso dell’utilita logaritmi-

ca in un modello binomiale. Ricordando che Z(w) = < nel caso dell'utilita

logaritmica, per il Teorema 2.18 e per l’espressione (2.38) della derivata di
Radon-Nikodym di @ rispetto a P, vale

P = 0F)t = LEDY (g)”N <1 _p)N_VN

A q 1—g
dove A ¢ determinato dalla (2.33):

L
AL

_ UN 1 _ N—l/N
VN = L v(1 +7)N <B) <—p)
L q 1—-g¢

e il valore ottimale dell’utilita attesa &

v=~F =)!

Dunque

_ 1—
E [logVn] =logv + Nlog(l+7) + E [vn] logg + (N — E[vn]) log 7 _Z

1_
= logv + Nlog(1+r) + NplogZ + N (1 - p)log : P
q —dq

in accordo con quanto trovato col metodo della Programmazione Dinamica.
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L’ultimo passo consiste nel determinare la strategia ottimale come strate-
gia di copertura del derivato Vy. Procediamo a ritroso come nella Sezione 1.4.1
e imponiamo la condizione di replicazione per 'ultimo periodo

anSy + BBy = VN; (2.84)

supposto Sy_1 = SouFdN 1% ossia nel caso vx_1 = k per k < N, la (2.84)
& equivalente al seguente sistema di equazioni nelle incognite ay On:

N ktl o) NN—k-1
anuSy—1+ AnBn =v(1 +7) (%) (TZ’\)

andSy_1 + AvBy =v(1+7)V <§>k <%Z> h
Otteniamo

o+ (2) (=) oo

o= g(1—p)Sn_1(u—d)
. (%)k (Z%})N_k ((p— Dau—dp(q— 1))

q(p—1)(u—d)

Osserviamo anche che vale (cfr. Esempio 2.19)

o+ )" (p 1—p) (p)”N-l (p—l)N—l—"N-l
aNzi - — — -

(u—d)Sn-1\¢ 1-q/ \q qg—1
_M@_ﬂ)rl

(u—d)Sn—1\g 1-¢g N-1

In generale per calcolare la strategia nel periodo n-esimo, occorre dapprima
determinare V,,: a tal fine notiamo che, posto

Un 1_ n—vny
L,=E[L F)]= (g) (—q)
D 1-p
per ogni n < N, si ha
UN 1 _ N—l/N
;) (=)
D 1-p
<q)vn <1 _ q)n—vn <q)l/N—l/n <1 - q)N—n—(l/N—l/n)
D 1-p D 1-p
UN—Vn _ N—-n—(vN—vyp)
-=(;) (i)
D 1-

hHES
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Quindi, essendo v, una variabile aleatoria F,-misurabile e poiché vy — v, ha
la stessa distribuzione di vy_,, ed & @Q-indipendente da F,,, vale

_ 1 _
N, 7, @)
vV, = T T)N_nE (Vv Fn)

::m1+erQ{% fﬁ

vl 4"
==

v(l 4 r)"™

B[N, ] ==

(2.85)
Notiamo che V,, ha una espressione simile a Vi cosicché i calcoli per deter-

minare la strategia ottimale «,, (3, sono formalmente analoghi ai precedenti:
infatti la condizione di replicazione

nSp + BuBn =V,

equivale al sistema

In particolare si ha

on = g 1-—g¢

woae (5wt (2.86)

Notiamo infine che la proporzione investita nel titolo rischioso e costante,

indipendente dal periodo e dallo stato del sistema: infatti da (2.85) e (2.86)

si ha

anS'n,—l _ (1 + T)(p - Q)
Vi1 (u—d)q(1—q)

n=1 N (2.87)

n =

Osservazione 2.37. 1l fatto che la strategia ottimale consista nell’investire sul
titolo rischioso la stessa frazione di capitale in ogni periodo e in ogni stato
non significa che la strategia, espressa in unita di titoli in portafoglio, rimanga
costante. Infatti, ad ogni cambiamento del prezzo del sottostante, per man-
tenere invariata la proporzione investita ¢ necessario modificare il numero di
unita di titolo rischioso in portafoglio. |

2.4.2 Utilita finale nel modello trinomiale completato: metodo MG

Utilizziamo il metodo martingala per risolvere il problema della massimizza-
zione dell’utilita attesa dalla ricchezza finale nel caso dell’utilita logaritmica
in un modello trinomiale completato. Come nel caso binomiale, per il Teorema
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2.18 e per l'espressione (2.41) della derivata di Radon-Nikodym di @ rispetto
a P, vale

vy (w) v (w) N—vy (w)=vF (w)
=v(l+r)N <&) <p_2) <p_3) wen
q1 q2 q3

Il valore ottimale dell’utilita attesa finale ¢

E [log V] =logv + Nlog(1 + r) + E [v}] log% + B [v3] log Z—Q
1 2

+ (N—E[1/11\,—|—V12\,D10g2—3
3

=logv+ N <10g(1 +7)+p1 log& + p2 logp—2 + p3 logp—3)
q1 q2 q3
(2.88)

L’ultimo passo consiste nel determinare la strategia ottimale in termi-
ni di strategia di copertura del derivato V. Procediamo a ritroso come nel
Paragrafo 1.4.2 e imponiamo la condizione di replicazione per 1’ultimo periodo

a}VS}V + a?VSIQV + BNBn = VN (2.89)
Supposto S%,_; = Sou™m?2dN~"1""2 ossia nel caso v}_, = n; con ni+ng <
N, la (2.89) & equivalente al seguente sistema di equazioni nelle incognite
ay o% By

1 1 2 2
aNulSN_l +aNuQSN_1 + BN By =

N (ps ni+1 s no s N—1-ni—no
=oen* ()" (2) ()

1 1 2 2
aleSN_l +aNmQSN_1 + BnBNn =

— 1 N ( p1 m P2 n2+l pP3 N—1-ni—na
=o ™ (8)7 () (%)
aldi1Sy | +a3%d2S% | + ByBy =

N ([ p1 m P2 2 pP3 N—na1—na
= o+ (2)7 (%) ()

da cui e possibile ricavarsi la strategia ottimale per I'ultimo periodo. Dalla
formula di valutazione neutrale al rischio abbiamo

1 _
Q
—E (Vv Fn-i]

W

VN-1=

da cui otteniamo il valore ottimale al tempo N — 1:

¥ D1 " D2 " D3 N=tmmmns
VN_l B U(l + T)N_l <_) <_) <_)
q1 q2 q3

Osserviamo che, poiché Vy_; ha un’espressione simile a Vi, i calcoli nei pas-
si successivi sono formalmente analoghi e, procedendo a ritroso, € possibile
determinare tutta la strategia ottimale.
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2.4.3 Utilita finale nel modello binomiale: metodo PD

Consideriamo il problema della massimizzazione dell’utilita attesa dalla ric-
chezza finale nel caso dell’utilitd logaritmica in un modello binomiale (cfr.
Paragrafo 1.4.1) a N periodi, con tassi di crescita u, di decrescita d e tasso
privo di rischio r. Indichiamo con p la probabilita di crescita.

Utilizziamo il metodo della Programmazione Dinamica. Seguendo 1’Esem-
pio 2.33, la dinamica del valore del portafoglio ¢ data da

Vooi(l+r+m(u—1—1r se =u—1
V'n, - Gn(Vn—l Hnyﬂ-'n,) - not ( n( )) Hn
Vo1 (A+r+mp(d—1—1)) se pp,=d—1
dove 7 (che indica la proporzione di titolo rischioso nel portafoglio) costituisce
il processo di controllo. Osserviamo che, a partire da V,,_; > 0, si ha che
V,, > 0 se e solo se
1+r+m(u—1—7)>0
1+r+7m(d—1—-r)>0
o equivalentemente, ricordando che vale la condizione d < 1+ r < u per

I’assenza d’opportunita d’arbitraggio, se vale

1+r b 1+r

n D: = —-— = -
Ty € la b dove a Py Tp—

(2.90)

In base all’algoritmo (2.82) di PD abbiamo, per v > 0,

Wi (v) = logw
Wx_1(v) = max E[logGn(v pn;7n)] = logv + max f
TNED D

dove
f(m)=plogl+r+7n(u—1-7))+ (1 —p)log(l+r+m(d—1-71))

Vale

u—1—r d—1—r

fl(ﬂ-):pl—I—r—l—ﬂ'(u—l—r)+(1_p)1+r+ﬂ'(d—1—r)

e tale derivata si annulla nel punto

(1) pu+ (1-p)d—1-1)
(u—1-r)1+r—d)

7= (2.91)

Un semplice conto mostra che # € D =]a b[ con a b in (2.90), per ogni scelta

di parametri p €]0 1[e d < 1 +r < u. Osservando che

lim f(r) = lim f(r) = —o0

T—at T—b~
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si ha che 7 & punto di massimo globale per f e definisce la strategia ottimale
¥ (v) = 7, v € R4 Inoltre vale

max f = f ()

=plog <%) +(1—p)log <W) +log(1+r)
(2.92)

Al passo successivo abbiamo

Wn_a(v) = ﬁ;r}%lnéD EllogGn_1(v pn—1;TN-1)] + mgxf

=logv + 2f (7)

e una formula analoga vale al generico passo n, ossia

Wx_n(v) =logv + nf ()

In definitiva il valore ottimo dell’utilita attesa a partire da un capitale iniziale
v > 0, € uguale a
Wo(v) = logv + N ()

con f(7) in (2.92), e la corrispondente strategia ottima & costante, pari a

max

Tt (v) =7 veERy n=1 N

con 7 definito in (2.91).

Osservazione 2.38. Ricordiamo ’espressione della misura martingala nel mo-

dello binomiale
14+r—d

u—d
Un semplice conto mostra che si ha la seguente espressione, equivalente alla
(2.91), per la strategia ottimale:

q=Q(L+pun=u)=

1+nr)P-9
(u—d)g(1—q)

che coincide con quella trovata col metodo martingala (vedi (2.87)). Inoltre
vale anche

1—
W, (v) =logv + (N —n) <plog§ + (1 —p)log T

T =

p
q

+ log(1 + r)) O

Esempio 2.39. Consideriamo i seguenti valori numerici per i parametri: N = 2,

r=0,u=2,d= % e p= 2. La dinamica del valore del portafoglio & data da

9
V-1 (1 + 7T'n,)

Vn—l( - W?n)

Vo = Gn(Vn—l Hns 7T'n,) =V, (1 + 7Tnﬂn) = { (293)

dove, al solito, 7 indica la proporzione di titolo rischioso in portafoglio.
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In base all’algoritmo di PD, per v > 0 abbiamo

Wa(v) = logw
Wi(v) = max FE[logGa(v pg;72)]

7T2€]—1 2[

log v + L log(1 4+ 72) + 2o (1 777“’) logv + M

= logv max |— — - =) =
& Ra€]—12[ |9 & 2 9 & 2 &

Wo(v) = max FE[W; (Gi(v pr;71))]

7T1€]—1 2[

4 _ ) m
=logv+ M + ﬁlg]le—qu[ {5 log(1+ 71) + 9 log (1 — 7)}

=logv+2M

dove

4 ) m 1 )
M = ﬁé]]ﬂ—afiz[ {5 log(1 +7) + §log (1 — 5)} = glogZ —log3 + §log5

essendo il massimo assunto in T = %
In definitiva il valore ottimo dell’utilita attesa a partire da un capitale
iniziale v, &€ uguale a

1 5
Wo(v) = logwv + 2 <§log2 —log3 + §log5>

e la corrispondente strategia ottima e costante, pari a

max max 1
T (v) = 73 (U):g veRy

Valore finale

Fig. 2.1. Prezzo del sottostante (all’interno dei cerchi); valore e strategia ottimale
per l'utilita finale logaritmica (sopra ai cerchi)
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Utilizzando la (2.93), nella Figura 2.1 rappresentiamo il valore della strate-
gia ottimale sull’albero binomiale: rappresentiamo anche la strategia ottimale
« calcolata con le formule (2.12) da cui si vede che, nonostante 7 sia costante,
a non lo e. O

2.4.4 Utilita finale nel modello trinomiale standard: metodo PD

Consideriamo il problema della massimizzazione dell’utilita attesa dalla ric-

chezza finale nel caso dell’utilita logaritmica in un modello trinomiale standard

(cfr. Paragrafo 1.4.2) a N periodi, con parametri u m d e tasso a breve r.
Seguendo ’Esempio 2.33, la dinamica del valore del portafoglio ¢ data da

Vo1 (Q+r+m(u—1-7)) se pp=u—1
Vo =GVt pinsmn) =S Vo1t L+r+m(m—1-7)) se pp=m—1
Vo1 (Q+r+mp(d—1=7)) se p,=d—1
dove 7 indica la proporzione di titolo rischioso in portafoglio e costituisce il
processo di controllo. A partire da V,,_1 > 0 si ha che V,, > 0 se e solo se
l+r+m(u—1—7)>0
l+r+m(m—-1—7)>0
l1+r+m(d—1—7r)>0

o equivalentemente, supposto d < 1 + r < u, se vale
1+r 1+r

T, €D :]a b[ dove a = —m = m (294)
In base all’algoritmo di PD abbiamo
Wi (v) = logw
Wx_1(v) = 7?rlrvleeml() ElogGn(v pn;7N)] = logv + mgxf

dove
f(m) =p1log(l +r+ (u—1—7r)7) + p2log(l+ 7+ (m—1—r)m)
+(1—p1—p2)log(l+7+(d—1—r))
Come nel caso binomiale, al passo successivo abbiamo
Wyn_2(v) = max FElogGn_1(v pn—1;7N-1)] + max f = logv + 2max f
TN-1€D D D

e al generico passo n vale
Wx_n(v) =logv + nmgxf

In definitiva il valore ottimo dell’utilita attesa a partire da un capitale iniziale
v, € uguale a
Wo(v) = logv + ngxf

e la corrispondente strategia ottima & costante ed e definita dal punto di
massimo della funzione f.
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=021

-0.8 -

Fig. 2.2. Grafico della funzione f in (2.96)

Esempio 2.40. Consideriamo i seguenti valori numerici per i parametri:
) 1 1

u m 4 9 r P1=Dp2 3

La dinamica del valore del portafoglio & data da

V-1 (1 + 7T'n,)
Vo = Gn(Vn—l Hns 7T'n,) =V, (1 + Wnﬂn) =49 Vh1 (1 + %) (295)
Vi (1-%)
dove 7 indica la proporzione di titolo rischioso in portafoglio.

Osserviamo che vale

Elog Gn(v pn;mn)] = logv + f(mn)

dove f e la funzione

1 1 ™ 1 ™
= ~log(1 Slog(1+7) +5log(1-7) 2.
f(m) 3 og( +7T)+3 og(\l+7)+3log 5 (2.96)
definita per m € D :=] — 1 2[ e il cui grafico & rappresentato in Figura 2.2.

Inoltre poniamo M = ]max[ f e osserviamo che, poiché vale
“12

L 1,1
12(1+2)  3(1+m)

allora f/(m) = 0 per 7 = —1 + /3 e quindi
M= f(-1+/3)

:106g3+%10g <1+%<1—\/§>)+110g<1_i<1_\/§>) (2.97)
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In base all’algoritmo di PD abbiamo

Wy (v) = logw
Wyn_1(v) = max FElogGn(v pn;7n)] =logv+ max f =logv + M
Anel-12] =12
Wy_n(v) = max ElogGn(v pin;TAN—n+1)] + (n—1)M
7TrN_n+1E]—1 2[
=logv +nM

In definitiva il valore ottimo dell’utilita attesa a partire da un capitale
iniziale v > 0, & uguale a
Wo(v) =logv + NM

con M in (2.97) e la corrispondente strategia ottima & costante, pari a
T (y) = —1 4+ /3 veERy n=1 N

of = ov/3(VE- 1)

Fig. 2.3. Prezzo del sottostante (all’interno dei cerchi), valore (sopra ai cerchi) e
strategia ottimale (sotto ai cerchi) per l'utilita finale logaritmica
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Utilizzando la (2.95), nella Figura 2.3 rappresentiamo il valore della strate-
gia ottimale sull’albero trinomiale. Inoltre rappresentiamo anche la strategia
ottimale a calcolata con le formule (2.12). ad

2.4.5 Utilita finale nel modello trinomiale completato: metodo PD

Il problema della massimizzazione dell’utilita logaritmica in un modello trino-
miale completato & essenzialmente analogo al caso trinomiale standard eccetto
per il fatto che bisogna ottimizzare la strategia su due titoli.
Utilizziamo le notazioni generali del Paragrafo 1.4.2 e ricordiamo I’Esempio
2.33: la dinamica del valore del portafoglio ¢ data da
V'n, = Gn(Vn—l Hn; 7T'n,)

Vn_l(1+T‘+7T,}L('U/1_1_T)+7T3L(U2_1_T))
= Vn_l(1—}—7“—1—71'711(7711—1—r)+wi(m2—1—r))
Vn_l(1+r+7r,1L(d1—1—r)+wi(d2—1—r))

(2.98)

dove 7 = (w1 7?) & il vettore delle proporzioni dei titoli rischiosi in portafoglio,

che costituisce il processo di controllo.
Osserviamo che vale

E[logGu(v piniwh, 72)] = logo + f(xl, 72)

dove f e la funzione
f(rt 7)) =pilog (L+r+7' (ur —1—7r)+7*(us —1—1))
+p2log (1+r+a! (my—1—r)+7%(may—1—r)) (2.99)
+p3log(1—|—r+ﬂ'1 (dq —1—r)+7r2(d2—1—r))

definita sull’insieme D dei valori di (7! 72) tali che gli argomenti delle funzioni
logaritmiche in (2.99) sono positivi.

Supponiamo che la funzione f ammetta massimo globale su D (questo
fatto sara verificato di caso in caso, vedi Esempio 2.41) e poniamo

M:
mgxf

In base all’algoritmo di PD abbiamo
W (v) =logw
Wy_1(v) = }nzeul()E logGn(v pn;7Tn)] =logv + M
N

e al generico passo n vale Wy_,(v) = logv + nM. Pertanto il valore ottimo
dell’utilita attesa a partire da un capitale iniziale v & uguale a

Wo(v) =logv + NM

e la corrispondente strategia ottima e costante, pari a
() = (7! 7°) veERy n=1 N

n

dove (7! #2) & punto di massimo della funzione f in (2.99).
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Esempio 2.41. Consideriamo i seguenti valori numerici per i parametri:
1 8 8 1

U1 ma d1 B (15} 3 mo 9 dQ 3 T

ep =pg = % Per la (2.98) la dinamica del valore del portafoglio ¢ data da

Vn—l 1+7T,}L+ %)
2

V'n, = Gn(Vn—l Hnyﬂ-'n,) = Vn—l 1-—- %

Si ha
Elog Gp(v pn; )] = logv + f(my)

dove f & la funzione in (2.99) che in questo caso vale
2

1 1 2
f(rt WQ):§10g<1+771+5i)+§log<1—%)

3
; IR (2.100)
—1 1—- — — —
+3°g< 2 3)

Osserviamo che il dominio D di f & limitato, infatti imponendo che gli argo-
menti dei logaritmi in (2.100) siano positivi si ottengono le condizioni 72 < 9
e
572 472
s —rl—— > -2 (2.101)
3 3

Sommando le due disequazioni in (2.101) si ricava 72 > —9 e dalla limitatezza
di 72 segue facilmente che anche 7! & limitata.

Per determinare il massimo di f, ne calcoliamo le derivate parziali:

1 1

Op1 f(rt 72) = —

T ) o0-% - )

) 1

8.,r2f(7T1 772) = 2N 2N 1 o

9(1+at+25) 21(1-%) 9(1-%-%4)
Il gradiente di f si annulla in

=4 =3 (2.102)

che sono valori che appartengono a D.
Poiché D e limitato, tale punto critico € anche punto di massimo globale
di f esi ha

1 4
In definitiva il valore ottimo dell’utilita attesa a partire da un capitale iniziale
v > 0, € uguale a
Wo(v) =logv+ NM
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che coincide col valore ottimo ottenuto col metodo martingala in (2.88). Coi
dati di questo esempio si ha inoltre

1 4
log(1+7)+ p1 log& —|—pglogp—2 + p3 logp—3) = —-log -
q q2 qs3 3 3
La corrispondente strategia ottima (costante) ¢ data in (2.102). O

2.4.6 Consumo intermedio nel modello binomiale: metodo MG

Utilizziamo il metodo martingala per risolvere il problema della massimiz-
zazione dell’utilita attesa da consumo intermedio nel caso dell’utilita loga-
ritmica in un modello binomiale. Ricordando che Z(w) = 1 nel caso dell'u-

tilita logaritmica e posto L, = E [% —fn} per il processo della derivata di
Radon-Nikodym di @ rispetto a P e L, = B 'L,, per il Teorema 2.24 vale

énzn(nz)zx%- n=0 N

dove A ¢ determinato dalla (2.56):
N
> LTa (ALy)
n=0
Dunque, ricordando V’espressione di L,, in (2.39)
Vn 1— n——uvny
B ()
P I-p

otteniamo la seguente espressione per il consumo ottimale:

n vn(w) n—uvp(w)
~ _o(d+n)" (p 1-p
Ch(w) = N1 <q) <—1 — q) wen (2.103)

v=E" =EF

n=0

Possiamo allora calcolare il valore ottimale dell’utilita attesa:
N
E Z log Cn‘|
n=0

- ni_() (10g <%) + E [vy] logs + (n — E[vy,)) log 1 :Z)

N
p L—p
=(N+1)1 log(1 " log = 1—-p)l
(N + )ogN+1+7LZ=()<og( +7)" +np ogq—i—n( D) ogl_q)
v N p 1—-p
=(N+1)(1 — | log(1 log = 1-p)l
v+ ) (1o 375y + 5 (1o +0) + plog? + (1= py 1o =2 ))

L’ultimo passo consiste nel determinare la strategia di investimento otti-
male seguendo la procedura del passo P3 nella Sezione 2.2.3: imponiamo la
condizione di replicazione per 'ultimo periodo

anSy + ByBy = Cn
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equivalente al sistema di equazioni

N
anuSy-1 + BBy = % (

N
andSy-1+ BnBn = % (

)l/N 1+1< _’)N—l—l/N_l
) =)
da cui

e e R 1) B (= B
o(1+ )N (E 1 —p) L
TN+ D)u-d)Sy1\g 1-—¢g

Nel generico periodo n imponiamo la condizione di replicazione (2.61) cioe
anSn + BnBn =Vy (2.104)

QB Qs

per cui ci serve il valore di V,,. Anche qui troviamo una relazione uguale alla
(2.64) cioe

Vo=(N+1-n)Cp, (2.105)
che puo essere dimostrata per induzione all’indietro su n utilizzando la rela-
zione ricorsiva (2.62). Infatti, per n = N la (2.105) & vera per la condizione
di replicazione Viy = Cy. Supposta vera la (2.105) per n + 1, dalla (2.62) e la
(2.103) otteniamo

iaz———EQ{ —n)Cpy1 Fno1}+Cy

v(l 4 7)™
N +1

(0 G o (2

=(N+1-n)+C,

= (N —n)

Sempre per la (2.103), la (2.105) diventa allora

p, = o+ T);V(]I;L 1-n) <§) " (1%5)”_% (2.106)

Imponendo allora la condizione di replicazione (2.104), un semplice calcolo
mostra che vale

SRR () ()7 ()
va+rwuv+1—n)<p 1_p)L#

(N+1)(u—d)S,1 \q 1—g¢

(2.107)
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Notiamo infine che la proporzione investita nel titolo rischioso & pari a

anSny _ (N+1-n)p-o+r)
Vet (N+2-n)(1 - q)q(u—d) =1 N (2.108)

n =

ed ¢ quindi dipendente dal periodo ma indipendente dallo stato del sistema.

Esempio 2.42. Consideriamo i seguenti valori numerici per i parametri: N = 2,
u=2,d= %, r=0ep= g. Allora in base alla formula (2.103) il processo di
consumo ottimale & dato da

_ ,U231/n—'n,5n—l/n

e cio ¢ in accordo con quanto verra determinato nell’Esempio 2.43 col metodo
della PD.
In base alla (2.107) la strategia ottimale ¢ data da

231/71—1—151—1/71—11}

51—1/71—181/71—1,0
Ay = =

S —12
275, 1 A 27 "

corrispondente a quanto sara riportato in Figura 2.5. O

2.4.7 Consumo intermedio nel modello trinomiale completato:
metodo MG

Come nel caso binomiale vale

_ _ 1+
ananlAan(i =0 N
dove A & determinato dalla (2.56), ossia A = Nj'l Dunque, ricordando

Vespressione di Ly, in (2.42)

V711 l/721 7L—l/7ll—l/721
D1 D2 D3

otteniamo la seguente espressione per il consumo ottimale:

1 2 1 2

= (1l +7r)" <p1)y" <p2)y" <p3)n_y"_y"
C,=——"—|— —= —= 2.109
N+1 \q q2 q3 ( )

Per quanto riguarda la strategia di investimento ottimale, seguendo la pro-
cedura del passo P3 nella Sezione 2.2.3, dalla condizione di replicazione per
I'ultimo periodo

anSy + oSy + By By = C
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otteniamo il sistema di equazioni

1 1 2 2
ozNulSN_l + aNuQSN_l + By Bn

1 2 1 2
v 1 v N—-1—-v —v
_ v(1+r) N pL N-1t p2 )\ N1 (ps N-1"VN-1
N+1 q q2 a3

1 1 2 2
aleSN_l + aNmQSN_l + BN By

1 2 i1 2
_ v(1+r)N pL VN-1 P2 vy_1t1 ps N-l-vy_1—vy_y
N+1 q q2 q3

andiSy_y + a%daS¥_; + BBy
_u@n)™ (p\UN ()Nt (g )V TN TR
- N+1 q1 q2 qs3
(2.110)

Utilizzando la formula di valutazione neutrale al rischio (2.9) e ricordando che
Vn = Ch, calcoliamo

_ 1 _ _
Vo1 =-——E% [V Fna]+Cn

1+r

o(1 )V (pl)”?v—l“ (p)N (pg)”—l—”?v—l—”?v—l
N+1 q1 q2 q3
P Vzlv—l Do VJ2V—1+1 P3 N_l_yll\l—l_l/?\]—l
q1 q2 q3
1 2 1 2
VN-1 VN-1 N—-vyn_1—VN_1
D1 D2 D3 =
+q3 <—) <—) <—) 4+ Cn_1
q1 q2 q3

=20N_1

e in generale possiamo provare per induzione che

1 2 1 2
B B 1 n(N 1— Vn Vn n—v,—vy,
¥, = (N41-n)C, = SLED (N F+1=n) (&) (p_Q) (&3)
N+1 q1 q2 q3

Dunque per determinare la strategia nei passi successivi e sufficiente risolvere
un sistema lineare formalmente analogo a (2.110).

2.4.8 Consumo intermedio nel modello binomiale: metodo PD

Consideriamo il problema della massimizzazione dell’utilita attesa dal consu-
mo intermedio nel caso dell’utilita logaritmica in un modello binomiale a IV
periodi, con tassi di crescita u, di decrescita d, tasso privo di rischio r e con
probabilita p di crescita.
Per la (2.11) la dinamica del valore del portafoglio ¢ data da
V'n, - Gn(Vn—l Hns Tn Cn—l)
= (Vn—l - Cn—l) (1 + T) + Vn—lﬂ-n (/Jn - ’I")

Va—1mp(u—1—r)

= (Vae1 = Cror) (L4 7) + {Vn_m(d —1-7)
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dove 7 indica la proporzione di titolo rischioso nel portafoglio e C' ¢ il processo
di consumo.

Contrariamente a quanto fatto negli esempi con utilita finale, qui non
imponiamo a 7 e C' di garantire che V,, > 0. Questo costituirebbe un vincolo
nel problema di ottimizzazione e introdurrebbe complicazioni nei calcoli. Piut-
tosto ci limiteremo a verificare caso per caso se V,, > 0 come nell’Esempio 2.43
che segue.

Seguendo I’Esempio 2.35 con la scelta delle funzioni di utilita

un(C) =1logC per n=0 N e u(C)=0

in base all’algoritmo (2.83) di PD abbiamo, per v > 0,

Wy (v) = Cgwnan<x un(Cy) = logw
NSvU

e,pern =N 1,

Wno1(v) = max <logC’n_1 +FE [Wn (Gn (v s T Cn_l))} )

Tn Cn_1
= max fnv (ﬁ-n Cj’n—l)

Tn Cn-1

dove
frno(m C)=logC —l—an((v -CO)14+r)+mv(u—1- r))

—|—(1—p)Wn<(v—C)(1+r)+7w(d—1—r)>

Supponendo che f, , ammetta massimo globale nel punto (ﬁ'nu Crn_1 U),
questo definisce la strategia ottimale®:

max 2

T () = T v M (0) =Ch-1 v veRy n=1 N

Esempio 2.43. Consideriamo i seguenti valori numerici per i parametri: N = 2,
r=0,u=2,d= % ep= g. Allora la dinamica del valore del portafoglio &
data da

Vn—1(1 + 7T'n,) —Cho1

Vn = Gn(Vn—l Hn; Tp, Cn—l) = {V 1 ( _ 7"_71) —C 1
n— 2 n—=

In base all’algoritmo di PD abbiamo
Wa(v) =logw
Wi (v) = In%x (log Ci+E [log Ga(v po; T C’l)D
T2 1
= max ( log C; + élog (v(1+472)—Ch) + §log (v (1 - E) - C’l>
72 C1 9 9 2

4.8 24
=91 Zlog= —log == 2.111
ogv + glogz —log— ( )

6 Vale inoltre Cv**(v) = v.
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Fig. 2.4. Grafico della funzione f, in (2.112) conv =1, per m €] —1 2[e C €]0 1]

essendo il massimo assunto in
_ ~ v

T2 = % Cl v = 5

6 2

che & 'unico punto critico della funzione

fou(m C) zlogC—f—glog(v(l—i—w) —C)—i—glog (v (1— g) —C) (2.112)

rappresentata in Figura 2.4 nel caso v = 1. Si noti che C; , > 0 ed & quindi
nel dominio della funzione u(C') = log C. In Figura 2.4 ¢ anche rappresentata
la regione di m e C per cui il valore del portafoglio € positivo.
Calcoliamo ora l'utilita ottima iniziale: ricordando ’espressione di W7 in
(2.111), vale
Wo(v) = {nag( (log Co+ E [Wl (’U (1+71p1) — C'o)} )
™1 0

_ 4
max <logCo + §W1 (v +7i(u—1)) = Co)

71 Co

£ oW (4 m (- 1) - co)>

ot Q)

2 10
=3logv + §10g5+10g%

essendo il massimo assunto in

_ 2 ~ v

v = 5 Coop = g
determinato annullando il gradiente della funzione da massimizzare. Anche
qui risulta Cp , > 0 ed & percio nel dominio della funzione u(C) = log C. La
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strategia ottimale ¢ quindi data da
max 2 max
T (v) 9 T3 (v) = 6
max v max v max
Co ™ (v) = 3 Cr(v) = ) Cy(v) =v

Si noti che la strategia di investimento 7™#* qui ottenuta coincide, per i
dati di questo esempio tra cui N = 2 r = 0 ¢ = £, con quella ottenuta col

metodo MG in (2.108). Con i dati specifici, la (2.108) diventa infatti

S 3—n
" 3(4-n)

e quindi si ha m; = 2

5 T2 = %. Per quanto riguarda i consumi, dall’espressione
(2.105) ottenuta col metodo martingala si ottiene

— Vn
" N+1l—n

equindiC’oz%l C’lz% Coy = Vs.
Nella Figura 2.5 rappresentiamo sull’albero binomiale il valore della stra-
tegia ottimale definita ricorsivamente da Vy = v e

Vo m ¥ (Ve-1)

Vi (V,
V'n, = Vn—-1— ,,an_a)l((Vn—l) + { ! ( 1)
2

dd __ 25v
108

Fig. 2.5. Prezzo del sottostante (all’interno dei cerchi), valore (sopra ai cerchi) e
strategia ottimale con consumo (sotto ai cerchi) per 'utilita logaritmica
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dove 'ultimo termine rappresenta i valori in caso di crescita e decrescita.
Rappresentiamo inoltre la strategia ottimale « calcolata con le formule (2.12):

7.‘.l’l’laX 1
n—
oy = —— n=12

Sn—l
Come si puo verificare direttamente osservando ’albero binomiale, i valori V,,
della strategia ottimale sono positivi per ogni n. o

2.4.9 Consumo intermedio nel modello trinomiale standard:
metodo PD

Consideriamo il problema della massimizzazione dell’utilita attesa dal con-
sumo intermedio nel caso dell’utilita logaritmica in un modello trinomiale
standard (cfr. Paragrafo 1.4.2) a N periodi, con parametri u m d e tasso a
breve 7.

Per la (2.11) (vedi anche I’Esempio 2.35) la dinamica del valore del
portafoglio e data da

Va—1mp(u—1—1r)
Vn: (Vn—l _Cn—l) (1+’I“)+ Vn_lﬂ'n(m—l—’l“)
Vo—1mp(d—1—1)

dove 7 indica la proporzione di titolo rischioso nel portafoglio e C' ¢ il processo

di consumo. Analogamente all’esempio precedente e contrariamente a quanto

fatto negli esempi con utilita finale, qui non imponiamo a 7 e C' di garantire

che V,, > 0. Lo verificheremo caso per caso come nell’Esempio 2.44 che segue.
Seguendo ’Esempio 2.35 con la scelta delle funzioni di utilita

un(C) =logC per n=0 N e u(C)=0

in base all’algoritmo (2.83) di PD abbiamo, per v > 0,
W (v) = max un(Cy) = logv
c

N<v

e,pern =N 1

)

Wp_1(v) = 7mcfax <logC’n_1 +FE [Wn (Gn (v i T C’n_l))} )

- 7III§LX fnv (ﬁ-n Cn—l)
Tn Chn_1

dove
frno(m C)=logC —l—pan((v -C)1+r)+mv(fu—1- r))

+p2Wn<(U— CY1+r)+mv(m—1 —r))

+p3Wn<(v—C)(l—l—r)—i—ﬂ'v(d—l—r))
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Supponendo che f, , ammetta massimo globale nel punto (ﬁ'nu Crn_1 U),
questo definisce la strategia ottimale”:

max

T () = T v maX(y) = Cn_14 veRy n=1 N

Esempio 2.44. Consideriamo i seguenti valori numerici per i parametri: N =2
e, come nell’Esempio 2.40, r =0, u = 2, m = 5 ,d= 5 e p1 = py = =. Allora
la dinamica del valore del portafoglio ¢ data da
Vn—1(1 + 7T'n,) —Cho1
Vo= Va1 (1+ %) —Cpa (2.113)
Vn—l (1 - 7r2_n) - Cn—l

In base all’algoritmo di PD abbiamo

Wa(v) = logw
Wi(v) = 77Irnag< <logC'1 + élog (v (14 m) — 01) + % log (v (1 + %) — C’1>
rgles(v(1-5)-4))
= gzgi f2u(72 C1) (2.114)
dove

fau(m C) =logC + 2 log< (1+m) - C)+3log(v(1+5) - 0)

+gl°g(v(1—§)—0)

Per determinare il massimo, calcoliamo i punti critici risolvendo il sistema

1 1 _
{3 o foo(m C) = <26’+(7r 2)v + 4(v—C)+mv + U(1+7r)—C> =0

2 1 1 _
dc fou(m C) =& + SCT3(r—20 T 30=3e(i=m T T3e=s@Fne = 0

Le soluzioni del sistema sono le coppie

(3C1-) 5) ¢ (3(1+v9) )

e err) = (3 (-148) 5)

appartiene al dominio di f3 ,. In tale punto fs, assume il proprio massimo

1 v 3\/_
Z (= -] = 2.11
fgv<2< 1+\/§> 2) 210gv+310g 550 (2.115)

tuttavia solo

Si noti che C2* > 0 ed & quindi nel dominio della funzione «(C) = log C'.

7 Vale inoltre C**(v) = v.
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Calcoliamo ora l'utilita ottima iniziale: ricordando ’espressione di W7 in
(2.114)-(2.115), vale

Wo(v) = max (10gC’o + E W1 (G1 (v pa; 71 Co))] )

71 Co

= max f1 , (71 C)
71 Co

dove

ol =1 + —log—— + =1 1+7m)—
f ( C) ogC 3 og 956 3 og(v( ) C)

+§log(v(1+£>—C)—i—glog(v(l—g)—C)

Anche in questo caso, due punti annullano il gradiente della funzione

GE-vw5) o () 5)

2 v
(m1%" CovY) = <§ (—1 + \/?_’> g)
appartiene al dominio di f; ,, e in tale punto f; , assume il proprio massimo

2 v 3v/3

Tuttavia solo

max

Anche qui risulta C§2* > 0 ed & percio nel dominio della funzione u(C) =
log C'.

Verifichiamo infine che il valore della strategia ottimale € positivo qualun-
que sia il capitale iniziale v > 0. Infatti utilizzando la formula (2.113) per la
dinamica del valore del portafoglio e inserendo i valori ottimali (72 CFax),
abbiamo al primo periodo

2v/3 3 3 3
e )]

Analogamente inserendo i valori ottimali (75%%* C["2¥) nella formula (2.113)
e indicando con V; il valore (positivo) al primo istante, abbiamo al secondo

istante
3 3 3 3—-+V3
V= £V1 v = +\/_V1 Ve = \/_Vl
2 8 4
Questo prova che il processo V & positivo. O

2.4.10 Consumo intermedio nel modello trinomiale completato:
metodo PD

Il problema della massimizzazione dell’utilita logaritmica in un modello trino-
miale completato ¢ essenzialmente analogo al caso trinomiale standard (vedi
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la sezione precedente) eccetto per il fatto che bisogna ottimizzare la strategia
su due titoli.

Ricordando I’Esempio 2.35 la dinamica del valore del portafoglio & data
da

Vo=Vp-1—Cn_1)(1+71)
Vit (mh (uy —1—=7) + 72 (ug — 1 — 1))
+< V1 (W,ll(ml —1—r)+wi(m2—1—r))
Vi1 (mh(dy—1—r)+72(d2—1—71))

(2.116)

dove 7 = (w1 7?) & il vettore delle proporzioni dei titoli rischiosi in portafoglio,

che costituisce il processo di controllo.
In base all’algoritmo (2.83) di PD abbiamo, per v > 0,

Wy (v) = Cgwnan<x un(Cy) = logw
NSvU

e,pern=N 1,
Wp—1(v) = max <logC’n_1 +FE [Wn (Gn (v i T C’n_l))} )

Tn Cn-1

= 7III§LX fnv (ﬁ-n C’n—l)
Tn Cn_1

dove
frno(m C)=logC
—l—pan((v —OYA+7) +rto(ug — 1 —7) + 7?v(ug — 1 — r))
—l—pQWn((v —OYA+7r)+mv(m—1—7)+7%v(mg —1— r))

+p3Wn<(v —OYA+r)+mv(d—1—7)+72v(dy—1— r))
Supponendo che f, , ammetta massimo globale nel punto (ﬁ'nu Cpn_1 U),
questo definisce la strategia ottimale®:
T () = T v maX(v) = Cn—14 veERy n=1 N
Anche qui si verificherd caso per caso a posteriori se i valori ottimali trovati
per w e C garantiscono la positivita del valore del portafoglio.

8 Vale inoltre Cv**(v) = v.
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2.5 Esercizi risolti

Esercizio 2.45. In un mercato binomiale con v = 2, d = %, r= i ep= %, si

considerino i seguenti problemi di massimizzazione dell’utilita attesa finale:

i) data la funzione d’utilita logaritmica

u(v) = logw v>0

utilizzando la relazione ricorsiva all’indietro della Programmazione Dina-
mica, si mostri che il valore atteso ottimale ¢ della forma

5
W, (v) = lo + logwv 2.117
(v) = (N = n)log = + o (2.117)
Si determini la strategia ottimale;
ii) data la funzione d’utilita esponenziale
u(v) = —e " veR

si mostri che il valore atteso ottimale ¢ della forma
N—n

W, (v) = —MN-"e7ve (2.118)

con M = */_ ,a = % e si determini la strategia ottimale.

Svolgimento dell’Esercizio 2.45
i) Seguendo la Sezione 2.4.3 osserviamo preliminarmente che 1’evoluzione del
valore di un portafoglio autofinanziante ¢ data da

%(54—377”) se pfp=u—1

Vn: n— 1+r+ n \Mn — = —1
1( T+ (H ’I“)) {Vn4—l (5—37Tn) se Hn:d_l

Dato V,,_1 > 0, si ha che V,, > 0 se e solo se

5 5
neD=|-22
men=|-3 3|

L’algoritmo di PD e dato da

Wy (v) = logv e,pern=N 1
Wpn_1(v) = supD (%Wn (% (5+ 37Tn)) + %Wn (% (5 — 37Tn)))
TR €

Proviamo la tesi per induzione. Per n = N la tesi ¢ verificata. Supposta valida
la (2.117), per lalgoritmo di PD abbiamo

Wi-1(v) = (N —n)log —=+ max_fy(m)

3vﬁ ne]-2 2]

dove 1 5
fo(m) =logv —log4 + 3 log (5 + 3m) + 3 log (5 — 3)
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Si ha 1 5
folm) = 5+37 b5-—3rm
e Punico punto critico (e punto di massimo globale) di f & 7 = —g € D.In
definitiva vale . .
Wh_1(v) = (N —n)lo + fo(7) =logv + (N — n)log ——= + lo
1(€) = (V =) log 2= + () = logv -+ (N — ) log = + log ==

che prova la tesi. Inoltre la strategia ottimale & costante, pari a 71> (v) = —g
ii) L’algoritmo di PD & dato da

Wn(v) = —e? e,pern=N 1

Wi—1(v) =sup (3Wn (% (5+ 3m,)) + 2W, (% (5 — 3mn)))

Per provare la tesi per induzione osserviamo anzitutto che il caso n = N &
ovvio. Assumendo ipotesi induttiva (2.118), otteniamo
Wy_1(v) = MN""sup f,(n)

dove

fv(ﬂ') — _le—%(5+37r)aN_" _ 26—%(5—37r)aN_"
3

Annulliamo la derivata prima di f, per determinarne il punto di massimo

= —a ve ve

f{,(ﬂ') _ le N—-n —%(5+37r)aN_" _ %aN—n —’74’(5—37r)aN_"

— iaN—n,Ue—’Z’(ES-i-S'rr)aN_" (1 _ 2e%aN_"7rv> =0
e otteniamo
2log2
o = 3Ny

che definisce la strategia ottimale 7};'**(v). Inoltre si ha

n

Jol®) = ~Me 507"
da cui si ottiene la tesi. O

Esercizio 2.46. In un modello di mercato binomiale a N periodi si consideri
il problema della massimizzazione dell’utilita attesa finale con un capitale

iniziale Vg = v, per la funzione d’utilita

1
u(v):—; v>0

i) Usando il metodo martingala si provi che il valore terminale del portafoglio
che realizza 1'utilita attesa massima ¢ dato da

dove L = B;,lL con L = de derivata di Radon-Nikodym della misura
martingala @ rispetto alla misura P del mondo reale;

(2.119)
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ii) nel caso uni-periodale, ossia per N = 1, si calcoli la strategia ottimale
provando che la proporzione ottimale da investire nel titolo rischioso &

data da
A (y) = - _ (\/7 E) (2.120)

Svolgimento dell’Esercizio 2.46
i) Ricordiamo (vedi ’Esempio 2.19) ’espressione della derivata di Radon-

Nikodym
dQ _ (q\"™ (1=g\" ™™
[ =—=_ (21 2.121
ap <p) <1 —p) ( )

dove v ¢ la variabile aleatoria che indica il numero di movimenti di crescita
del titolo rischioso.

Si ha u'(v) = % e quindi Z(w) = ﬁ Allora per il Teorema 2.18 si ha che
il valore finale ottimale & pari a

Vy = ——= (2.122)

dove A & determinato dall’equazione di budget

T I A R |

Sostituendo ’espressione di A in (2.122) otteniamo la (2.119). Osserviamo che,

per la (2.121), vale
e[ -3 (V) ra-n ()
0(27) (pq)

ii) Nel caso N =1 si ha che L assume solo i valori 4 > e ﬁ, rispettivamente
in caso di crescita e decrescita del sottostante. Per determinare la strategia

ottimale, imponiamo la condizione di replicazione
arS1+/(1+7)=0

N—k
1—¢q 2
1-p

(1-p)(1—q) 7

I I
(1= J;M =
[VIE
[SIE

>
Il

che equivale al seguente sistema di equazioni nelle incognite vy [31:

1
aruSy + fr(1+7) tr \/>

v(l+r) [1-p
a1dSo+ f1(1+ 1) = - {\/f}



2.5 Esercizi risolti 113

Otteniamo come soluzione
1+ 1—
a1 (v) = it r) <\/§ — Tp)
So(u— d)E [\/z} g Vi-g¢

da cui segue la (2.120). O

Esercizio 2.47. In un modello di mercato binomiale a N periodi si consideri
il problema della massimizzazione dell’utilita attesa finale con un capitale
iniziale Vj = v, per la funzione d’utilita potenza
VY
u(v) = — v>0
Y

dove v € un parametro fissato tale che vy <1 ey # 0.

i) Assumendo che il tasso privo di rischio sia nullo, » = 0, si mostri con
I’algoritmo della Programmazione Dinamica che il valore atteso ottimale

¢ della forma ,

W (v) = MN‘"% (2.123)

con M costante opportuna. Si provi inoltre che la proporzione ottimale
per I'investimento nel titolo rischioso & data da

max K -1 p(u — 1) e
0= g e K= ()
(2.124)
ii) Usando il metodo martingala si provi che il valore terminale del portafoglio
che realizza 1'utilita attesa massima ¢ dato da

_ ~ - o -1
Uy =oML7™T M= (EP [LﬁD (2.125)

dove L = B;,lL e L = % e la derivata di Radon-Nikodym della misura
martingala @ rispetto alla misura P del mondo reale.

iii) Sempre nell’ambito del metodo martingala ed utilizzando la formula di
valutazione neutrale al rischio

1

V'n, = (1 + T‘)N_n

E° VN F) (2.126)

si determini il valore del portafoglio ottimale e la strategia ottimale.

Svolgimento dell’Esercizio 2.47
i) Ricordiamo dalla Sezione 2.4.3 che, nel caso r = 0, ’evoluzione del valore
di un portafoglio autofinanziante ¢ data da

V-1 (1 + 7Tn(’u, — 1))

“F:““““W”:{m40+mw—m
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L L L L L L —r
=15 -1.0 =05 0.5 1.0 L5 ! T

\ . . . . . .
| \ -15 -0 -05 05 1.0 15

Fig. 2.6. Grafico della funzione f in (2.127) con v = 1 (a destra) e v = —1 (a

2
sinistra)

1—u

DatoV,,_1 >0sihaV, >0sem € D := }L Tld{ Allora, dato v > 0,
I’algoritmo di PD e il seguente:

Wi (v) = % e,pern=N 1
War(v) = sup (pWa (v (1+ mn(u— 1))
TR €

(1= p)Wo (v (14 ma(d ~ 1)) )

Procedendo per induzione la tesi ¢ ovvia per n = N. Supponiamo dunque che
valga l'ipotesi induttiva (2.123): allora per ’algoritmo di PD abbiamo

N
Wh_1(v) = MmN max f(m)
’7 T

dove f e la funzione

f@)=p(l+7(u—1))"+1—p)(1+n(d—-1))" (2.127)
il cui grafico & rappresentato in Figura 2.6 per v = :I:% e con la scelta di
parametriu =2 e d = % Questo prova la tesi con M = max f(m).

Infine per determinare la strategia ottimale, cerchiamo il punto di massimo
della funzione f in (2.127). Imponendo

F'@) =pylu-1) (1 +m(u-1)""+(1-p)d-1) A +ad-1)"" =0

otteniamo )
1+7T(u—1)_< p(u—1) )m_'K
l+ad-1) \(1-p)(1-—d) '

da cui 'unico punto critico (e punto di massimo) di f & in

K-1
u—14+K(1-4d)

T =

che definisce la strategia ottimale come in (2.124). Verifichiamo che 7 € D:

anzitutto vale
K-1 K 1

W 1+K1-d) “K1l-d 1-d
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Per ’altra disuguaglianza notiamo che se K > 1 allora

K-1 0> 1
u—1+K(1—-d) — 1-u

Per il caso K < 1 notiamo anzitutto che, essendo K > 0, abbiamo
1 < 1
u—1+K(1l-d) u—-1+K(1—-u)

e quindi
K-1 K-1 B K-1 1

W 1+K1-d) u-11K1l-w (K -Dl-w 1-u

ii) Ricordiamo (cfr. (2.38)) lespressione della derivata di Radon-Nikodym

;_dQ _ (a\™ (1=q\"
dP P 1-p

dove v ¢ la variabile aleatoria che indica il numero di movimenti di crescita
del titolo rischioso.
Si ha «/(v) = v*7! e quindi Z(w) = w7 7. Allora per il Teorema 2.18 si
ha che il valore finale ottimale ¢ pari a
1

Vv =T(3L) = (L) (2.128)
dove A & determinato dall’equazione di budget

v=E" {(AE)”_L E}

1 ()

T

equivalente a

Sostituendo tale espressione in (2.128) otteniamo la (2.125). Notiamo esplici-
tamente che vale

N w_kll 2AN—k)

¥ - —q\ 7 k N—k

Bl 00 () e
1—|—rvlkz:0 I-p

N Y(N—k) k N-—k
— q‘v 1 1—q) =1 pr-1 (1—p) ~—1
(1+7“ T k=0

2

(2.129)

iii) Poniamo per brevitd § = % Nel punto precedente abbiamo mostrato

che il valore finale ottimale & pari a Vi = vMLJ da cui, per la (2.126), vale
— vM

n = WEQ |:E6 fn}



116 2 Ottimizzazione di portafoglio

Ricordiamo (cfr. Esempio 2.19) che

s i () ()

e notiamo che, per ogni n < N, si ha
N N—vyN
1—
=(3) (=)
D 1-p
_ <g)vn <1 _q)n—vn <g)l/N—l/n <1 _q)N—n—(l/N—l/n)
D 1-p D 1-p

Quindi, essendo v, una variabile aleatoria F,-misurabile e poiché vy — v, ha
la stessa distribuzione di vy_, ed € indipendente da F, in @, vale

EQ L’ F,]=LyE®[LY_,] (2.130)
In definitiva otteniamo la seguente formula

— vM, 5 0

dove M,, ha un’espressione esplicita che si ricava facilmente come in (2.129).
Possiamo infine determinare la strategia ottimale imponendo la condizione

di replicazione

anSp + BunBn =V,
equivalente al sistema

M,
antSn—1 + BnBn = v

q (Vn— 1+1)6< (n—1-vp_1)8
' ( )8

VUn—1

andS'n,—l +/6an Mv% (%) (1 p)

1-p
(n—vn-1)8

da cui
vM,,

1+ r)NOF)—n(y — d)S, 1 .

(@ -EE =)

T T)N(l-l-;})]—wr?(u —d)Sn_1 ((%)6 (1 : q) ) LY, (2132)

Utilizzando le formule (2.131) e (2.132) possiamo facilmente ricavare la
proporzione ottimale da investire nel titolo rischioso:

Tr(max) _ anSn_l _ (1+T)Mn <g)6 B <1_q)(5
" Vn—l (u - d)Mn—l p 1- p
ax) s

Concludiamo con un’osservazione: dalla (2.124) sappiamo che 7ima) & in.
dipendente dallo stato e dal periodo: questo non sembra evidente dalla formula

Ay =
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precedente. Tuttavia possiamo verificare direttamente che il rapporto Ml‘fjl e
indipendente da n. Infatti, per la (2.131), vale

7 _ 'UM'n,—l F)

Vi1 = (1+ T)N(1+5)—n+1Ln—1
e d’altra parte per la formula di valutazione neutrale al rischio

_ 1 _

Vioi=——E9[V, F,1]=

1= T [ 1]
(per la (2.131))
v M,
_ n QIlrod _
a (1+r)N(1+6)—n+1E [Ln Faa] =
(procedendo come nella prova della (2.131))
- 'UM»,L 5 Q 5
e T e 1]
Allora, eguagliando le due espressioni, otteniamo
§ é
1_
M1 = M,E? [L3] = M, | q (g) ~(1-9g) (—q)
P I-p

da cui la tesi. ]

Esercizio 2.48. In un modello di mercato trinomiale standard a N periodi
si consideri il problema della massimizzazione dell’utilita attesa finale con un
capitale iniziale V = v, per la funzione d’utilita potenza

N
u(v)zv— v>0
v

dove v € un parametro fissato tale che vy <1 ey #0.

i) Assumendo che il tasso privo di rischio sia nullo, » = 0, si mostri con
I’algoritmo della Programmazione Dinamica che il valore atteso ottimale

¢ della forma "

v
W, (v) = MY~ — (2.133)
Y
con M costante opportuna. Si provi inoltre che, nel caso che si scelga
m = 1, la proporzione ottimale per 'investimento nel titolo rischioso &
data da

max/ \ K-1 _(pi(u—1) =
T (v) = P Ry con K= <7) (2.134)

ii) Supponendo che nel modello di mercato le p, siano invece binomiali per
gli stessi valori di u e d come in i), si faccia vedere che valgono gli stessi
risultati come in i) pur di porre

p=Pl+pu,=u— e p3=1—p =P+ p, =d—
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Svolgimento dell’Esercizio 2.48
i) Ricordiamo dalla Sezione 2.4.4 che, nel caso r = 0, ’evoluzione del valore
di un portafoglio autofinanziante ¢ data da
Vo1 (Q+7m(u—1)) se pp=u—1
Vo= Va1 (L +m(m—1)) se pup=m-—1
V-1 (1 + mn(d — 1)) se pp,=d—1
Dato V-1 > 0 si ha V, > 0 se (vedi (2.90)) m € D i= |4 15[ Allora,

dato v > 0, l'algoritmo di PD e il seguente:

Wi (v) = % e,pern =N 1
War(v) = sup (pWa (0(1+ma(u — 1))
T €D

D2 W (0 (14 T (m = 1)) + psWa (v (1 + ma(d — 1)) )

Procedendo per induzione la tesi € ovvia per n = N. Supponiamo dunque che
valga l'ipotesi induttiva (2.133): allora per algoritmo di PD abbiamo

Wp_1(v) = MN_"% max f(m) (2.135)

dove f e la funzione
fm)=pi(I+7mu—1)"+p2(1+7(m—1))" +ps (1 +7x(d—1))" (2.136)

e questo prova la tesi con M = max f(r).
Infine per determinare la strategia ottimale, cerchiamo il punto di massimo
della funzione f in (2.136). Imponendo
/(@) =piyu—1) (L+ m(u— 1))+ poy(m = 1) (1 +w(m — 1))
+p3y(d—1)(1+7(d—1))"" =0
e, ricordando che consideriamo il caso di m = 1, otteniamo
1 m(u—1) _ (m(u—l))ﬁ _ K
1+m(d—1) p3(1—d) )
da cui 'unico punto critico (e punto di massimo) di f & in
K -1
u—1+K(1—-4d)

T =

che, come nel caso dell’utilita logaritmica (vedi Esempio 2.40) ¢ indipendente
da n e da v e definisce la strategia ottimale come in (2.134). Per verificare che
7 € D si puo seguire lo stesso ragionamento come nel precedente Esercizio
2.47.

Sostituendo ’espressione di 7 nella relazione ricorsiva della Programma-
zione dinamica, abbiamo (vedi (2.135) e (2.136))

— N—-nv”
Wn_l('U) =M T

K-—1)(u=1)\" K-1)(d-1) \”
o (1 EEREE) e (14 R
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dove l'ultimo fattore in parentesi quadre rappresenta il valore di M =

max f(m).

ii) Basta porre p; = 0 nel modello trinomiale e tutto il resto rimane inva-
riato anche per il modello binomiale coi risultati che coincidono con quelli
dell’Esercizio 2.47-1). o

Esercizio 2.49. In un modello di mercato trinomiale completato a N periodi
con i dati come nell’Esempio 2.41 si consideri il problema della massimizza-
zione dell’utilita attesa finale con un capitale iniziale Vy = v, per la funzione

d’utilita potenza
oY
u(v) = — v>0
Y

dove v € un parametro fissato tale che v <1 ey # 0.

i) Utilizzando l’algoritmo della Programmazione Dinamica si faccia vedere
che il valore atteso ottimale & della forma

X
W (v) = MN‘"% (2.137)

con M costante opportuna, e che le proporzioni ottimali per I'investimento
nei due titoli rischiosi sono date da
441 v v
2 (542477 —7.37 18 (1+277

_1+2ﬁ+3ﬁ

n

-9
(2.138)

1+2ﬁ+3ﬁ

e sono quindi indipendenti dallo stato e dal periodo.

ii) Usando il metodo martingala e ricordando l'ipotesi = 0, si provi che il
valore terminale del portafoglio che realizza 1’utilita attesa massima e dato
da

_ T
Uy =vML7T con M= (EP [LﬁD (2.139)

dove L = % e la derivata di Radon-Nikodym della misura martingala @

rispetto alla misura P del mondo reale.
iii) Utilizzando la formula di valutazione neutrale al rischio (con r = 0)

Vi =E9 VN Fi (2.140)
si determini il valore del portafoglio ottimale e la strategia ottimale.

Svolgimento dell’Esercizio 2.49
i) Ricordiamo dall’Esempio 2.41 che, nel caso r = 0, I’evoluzione del valore di
un portafoglio autofinanziante ¢ data da

Vn—l 1+7T,}L+ %)

2
Vo= Var (1- %)
t 272
Vi (1 -3 — T">



120 2 Ottimizzazione di portafoglio

e, sempre per I’Esempio 2.41, dato V,,_; > 0si ha V,, > 0 se

2 47T2

)
71',1€D:{(71'1 %) 7T1+%>—1 —771—?>—2}

dove D e un dominio limitato.
Allora, dato v > 0, ’algoritmo di PD e il seguente:

Wi (v) = % e,pern=N 1
Waoa() = sup  3(Wa(v(1+nk+3n2))
(m} n2)eD

W (0 (L= §m2)) + Wa (0 (1= gl = 372) )

Procedendo per induzione la tesi € ovvia per n = N. Supponiamo dunque che
valga l'ipotesi induttiva (2.137): allora per algoritmo di PD abbiamo

.
Wa(t) =MV g St )

dove f e la funzione

12 AN 1 ,\" 1y 2,Y)
f(mt 7%) = 1+7Tn+§71'n + 1—§ﬂ'n + 1—571'”—577 (2.141)

Per determinare il massimo di f, ne calcoliamo le derivate parziali:

-1 1 2\ 71
¥ us 27
L 22
Op1 f(mt w2 <1+7T—|— 7T) 2( 5 3)
5
3

5 y—1 vy 772 y—1
1 1 °.2 1=
(rer3e) -30-%)

Oz f(m %) =

Annullando il gradiente si trova un sistema equivalente al seguente
1+l 8n2 = (177 (1-2 222
37 = \2 2 3
1 2
1, 5.2 _ (1\57 (1_ =°
L+at 4372 = (3) (1 9)
che e un sistema lineare di due equazioni in due incognite la cui soluzione

(7! 72) & data in (2.138). Poiché D & limitato, il punto critico (7! #?) &
anche massimo globale di f e si ha

_1 Ll Y 3\TT .
M—3maxf—3f(ﬂ' ) = 3 (1—}—(2) + 37 )
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ii) Dal Teorema 2.18, e tenendo presente che qui & r = 0 e quindi By = 1,
abbiamo che (vedi la (2.128) nell’Esercizio 2.47)

Uy = T(AL) = (AL)7T

dove (vedi (2.41)),

l/1 w 1/2 w —l/1 w —l/2 w

I (@ N()qQ N()q3NN()N()
@ =+ = =
D1 D2 D3

e 'equazione di budget impone che

v=EQ[L(\)] = ATTE {177} = AT EP {177}

N -1
cosicché, ponendo M := (EP {LW }) (pud essere determinata in analogia
a (2.129)), si ha A = (vM)7~! e quindi

Vn =oM L1

iii) Poniamo per brevita ¢ = ﬁ Essendo Viy = vML° per la (2.126), vale
V., =vME® [L° F,]

Da (2.41) abbiamo

D1 D2 D3
V711 l/721 7L—l/7ll—l/721
D1 D2 D3

1

<q1 ) VNV <q2 ) vi—vi <q3 ) N-n—(vy—vp)—(@wi—v2)
D1 D2 b3

Quindi, essendo v} v2 variabili aleatorie JF,,-misurabili e poiché vk — vi (i =

1 2) hanno la stessa distribuzione di v% _, indipendentemente da F,, in @Q,
vale

L

EQ L’ =F,] = LLE® [LY _,] (2.142)
In definitiva otteniamo la seguente formula
Vi, = vM,L° con M, =ME®[L}_,] (2.143)
dove M,, ha un’espressione esplicita che si calcola analogamente a (2.129).

Quanto alla strategia ottimale di replicazione abbiamo per n < N la
condizione di replicazione

anSy + 0S5 + BuBn = Va
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equivalente al sistema

8 1 (V711,—1+1)6 g2 V721—15
20ls! | 13282 4 g —ul, (-) <_) .
3 D2

=

1
v )
8 n—1
OLSh -4+ S03S2_ + By =M, (q—) -
2

1

2 I 5
.<%)Vn_1 <q_3)(n V1= Vp_1) °
D2 b3

Esercizio 2.50. In un modello di mercato binomiale si assuma r = 0 e si
consideri il problema della massimizzazione dell’utilita attesa finale per una
funzione utilita della forma

ii)

u(v) = —e™ " velR

Sulla base dell’algoritmo di Programmazione Dinamica si provi per indu-
zione che il valore atteso ottimale ¢ della forma

Wy (v) = —g(n)e™" g(n) = (pe™ +(1— p)e_c2)N_n (2.144)

dove, indicata con ¢ = d la probabilita di crescita nella misura martin-
gala,
p(1—q) q(1—p)
=(1-¢q)log——= co = qlog————=
) q(1—p) p(1—q)
Si provi inoltre che la strategia ottima e definita da
1 1-—
T (v) = log pl=q). (2.145)

v(u—d) " q(l-p)’

si consideri il caso di un modello trinomiale standard con m = 1 e si mostri
che vale

N—n
Wa(0) = —h(m)e™  h(n) = (pre™( 9 4+ po + pre™)

dove

1-90 1-d
c:log% con 5:u—d
Si provi inoltre che la strategia ottima e definita da
1 1-6
T (v) = log P ) (2.146)

v(u —d) D30
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Svolgimento dell’Esercizio 2.50

i) Procediamo per induzione a ritroso. La tesi & ovviamente vera per n = N.
Supposto vero il risultato per n, dimostriamolo per n — 1. Ricordando che
I’evoluzione del valore di un portafoglio autofinanziante ¢ data da

V-1 (1 + 7Tn(’u, — 1))

Voo = Va1 (L4 mnpin) = {Vn_l (1+ma(d—1))

per il PD, vale
Wp_1(v) = —g(n)min {e‘”(“”""")}

7TTL
Poniamo

folm)=E {e—u(1+wnun)} — pev(FT(@=1) 4 (1 _ pye—v(i+n(d-1)

e annulliamo la derivata prima di f, per determinare il punto di minimo:
F1(7) = —pulu — D)e 1) _ (1 p)(d — 1)e A1) — g

ossia
p(u — 1) e—v'n(u—d) =1
T-p0-d
da cui si ha che 'unico punto critico (e punto di minimo) di f,
1 -1
T = log pu )

vu—d) = (1-p-d

Questo definisce la strategia ottimale e dunque prova la (2.145). Infine un
semplice calcolo mostra che

fol®) = pe " 4 (1 pe

da cui segue la tesi.

Notiamo che per p = ¢, vale 7#*(v) = 0 e questo fatto si puo giustificare
nel modo seguente: nella misura martingala, il rendimento del titolo rischioso
¢, in media, pari a quello del titolo non rischioso; di conseguenza, per mini-
mizzare il rischio, appare logico che la strategia ottimale consista nell’investire
tutto nel titolo non rischioso.

ii) Come nel punto precedente procediamo per induzione e supposta vera la
tesi per n, proviamo il risultato per n — 1: per la PD vale

Wi_1(v) = —h(n) min E {e—mwn)}
= —h(n) min (ple_”(1+”(“_1)) + ppe~v(Fm(m=1)) (2.147)
+p3e—v(1+7r(d—1))>

Annullando la derivata prima e ricordando 'ipotesi m = 1, si trova
P (u _ 1)e—v(1+7r(u—1)) —|—p3(d _ 1)e—v(1+7r(d—1)) =0
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da cui

h (u - 1)e—v7r(u—d) -1

p3(l —d)
che individua la strategia ottima in (2.146). Infine, utilizzando tale strategia
per calcolare il valore ottimale in (2.147), otteniamo

Wi-1(v) = —h(n) (ple_”_(l_é)c + pae™? +p3e—v—5c>
da cui segue la tesi. 5

Esercizio 2.51. In un modello di mercato binomiale a N periodi si consideri
il problema della massimizzazione dell’utilita attesa finale con un capitale
iniziale Vj = v, per la funzione d’utilita esponenziale

u(v) = —e™"” veR

i) Usando il metodo martingala si determini il valore finale ottimale del
portafoglio;

ii) nel caso uni-periodale, ossia per N = 1, si calcoli la strategia ottimale
provando che la proporzione ottimale da investire nel titolo rischioso &
data da

1 p(l—4q)

og
v(u—d) 7 q(l-p)
che coincide con quanto provato con il metodo della Programmazione
Dinamica in (2.145).

T (v) = (2.148)

Svolgimento dell’Esercizio 2.51
i) Ricordiamo (vedi I’Esempio 2.19) che la derivata di Radon-Nikodym della
misura martingala @ rispetto alla misura reale P ¢ data da

d UN 1_ N—vyn
=49 _ (4 -4 (2.149)
dP P 1-p
dove v ¢ la variabile aleatoria che indica il numero di movimenti di crescita
del titolo rischioso.

Poiché u/(v) = e, vale Z(w) = —logw con w > 0. Allora per il Teorema
2.18 e ricordando che r = 0, si ha che il valore finale ottimale € pari a
VN =Z(AL) = —log L — log A
dove A & determinato dall’equazione di budget
v = E9 [~log(\L)] ossia  —log\ =v + E? [logL]
Allora vale
Vv =v—logL + E° [log L]

dove

1—
E9[log L] = Nqlog <2) + N(1—gq)log <_q)
p L—p
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.. . . 1— . . . .
ii) Nel caso N = 1, L assume solo i valori % e ﬁ, rispettivamente in caso di
crescita e decrescita del sottostante. Inoltre vale

Vi = v—logL—i—qlog% +(1—g¢)log

1—¢q
1_

Per determinare la strategia ottimale, imponiamo la condizione di replicazione

a1S1 + B = Vl

che equivale al seguente sistema di equazioni nelle incognite vy [G1:

1_
auSy+ 61 =v+(1—9q) (IOgl—Z

~log g)
p

1_
a1dSy + 01 :11—|—q<logg — log q)
D 1-p

Otteniamo come soluzione
1
S() (u — d)

(1-9)
(1-p)

da cui segue la (2.148), in base alla definizione m; = a‘l,f . O

a1(v) = logZ

Esercizio 2.52. In un mercato trinomiale standard con r = 0 e m = 1, si
consideri il problema della massimizzazione dell’utilita attesa finale per la
funzione d’utilita logaritmica

u(v) =logv  v>0
Si utilizzi la ricorsione della Programmazione Dinamica per provare che vale
Wy (v) =logv + (N —n)M (2.150)
dove
M =p, logpl(u 1)+ (ps—1)(d-1) + pslog (1—p1)(u—1)—p3(d—1)

1—-d
e la strategia ottimale e costante, definita da
-1 d—1
ﬂ_glax(,u) _ pl(u )+p3( )
(u—1)1—d)

u—1

(2.151)

Svolgimento dell’Esercizio 2.52
L’evoluzione temporale del valore di un portafoglio autofinanziante e, nel
contesto del modello assegnato,

Vi1 (1 + 7Tn(’u, — 1))
V'n, = Gn(Vn—l Hnyﬂ-'n,) = Vn—l (1 + 7T’nﬂn) = Vn—l
V-1 (1 + 7Tn(d — 1))

Dato V-1 > 0siha V, > 0sem € D i= | i3] e lalgoritmo di PD @
dato da
Wy (v) = logv e,pern=N 1

Wn—l('U) = -n—sung E [Wn (Gn(’u Hns Wn))]
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Procediamo per induzione a ritroso e, supposta la (2.150) vera per n, dimo-
striamo la tesi per n — 1. Vale

Wp_1(v) = (N —n)M +logv + sup E[log (1 + mppin)] (2.152)
T €D

Risulta che
f(m) :==E [log (1 + )]
=p1 log(1 + m(u — 1)) + p2 log(1 + m(m — 1)) + p3 log(1 + m(d — 1))

e, ricordando I'ipotesi m = 1,

! pl(u_l) b (d_l)
I = =y 1+37r(d—1)

da cui segue che 'unico punto critico (e di massimo) di f &

pi(u—1)+ps(d—1)
(u—1)(1-4d)

T =

e cio prova la (2.151).
Verifichiamo che © € D: da un lato abbiamo che
B pi(u—1) 1
< <
"Sw-1nD1-d " 1-4d

D’altra parte, essendo m = 1, si ha

pi(u—1)+pe(m—1)+ps(d—1)  (pr+p2+ps3)(d—1) _ 1
(u—1)(1—d) (u—1)(1 —d) 1—u

T =

Utilizzando tale valore ottimale ricaviamo da (2.152) I’espressione di W,,_1:
p1(u—1) + ps(d— 1))

Wy_1(v) = (N —n)M + logv + p; log <1 +

1-d
u—1)+p3(d—1
+ pslog <1_p1( ) +p3( ))
u—1
da cui segue la tesi. ]

Esercizio 2.53. In un modello di mercato binomiale assumiamo u = 2, d =
1 2 e r = 0. Si consideri il problema della massimizzazione dell’utilita attesa
finale con un capitale iniziale Vj = v, per una funzione utilita della forma

1
u(v) =1—— v>0
v

i) Sulla base dell’algoritmo di PD si provi per induzione che il valore atteso
ottimale & della forma
MN—'n,
w0

Wn(v) =1 (2.153)

per un opportuno valore M dipendente dalla probabilita di crescita p;
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, verificando che ¢ la stessa per ogni

max
n

ii) si determini la strategia ottima m
n, e si determinino i valori di p tali che 7);'®* > 0.

Svolgimento dell’Esercizio 2.53
i) La dinamica del valore di un portafoglio autofinanziante ¢ data da
V-1 (1 —+ T (u — 1))
Vi1 (T + 7, (d— 1))

Vi =Gy (V'n,—l Hns 7T'n,) =Vya (1 + 7"'nﬂn) = {
Dunque, posto V;,—1 > 0, la condizione V,, > 0 equivale a
T (u—1) > =1 T (d—1) > -1

o0, utilizzando il fatto che d < 1 < u,
1 < <

< -

1—u " 1-d

Nel nostro caso —1 < m, < 2.

1

per n = N vale
Wyw)=1—==1-"—
~(v) » ”

Come suggerito, per provare la (2.153), procediamo per induzione su n:

Nel passo generico si ha
Wi1(v) = Jmax B Wi (G (v s m0))]

(per lipotesi induttiva)
MN-n MN-n
=z (r (- s+ 02 (-5 =)
MN-n
- PR
dove ) - p
fm) = =+ 1 z (2.154)

¢ la funzione rappresentata in Figura 2.7, nel caso p = 3.

Questo prova la (2.153) con
M = i

Jin f(m)

max g individuata dal punto di minimo della

ii) Poiché la strategia ottima m
funzione f nell’intervallo | — 1 2[, essa ¢ indipendente da n. Per determinarla

calcoliamo la derivata di f:
/ _ 2(1 - p) - D
LAl s e R G
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Fig. 2.7. Grafico della funzione f in (2.154) per p = 1

che si annulla nei punti

_ 2+3y/2p(1—p)

+
( 3p—2

T (p) :

nell’ipotesi p # % Ma poiché 7+ (p) non appartiene all’intervallo | — 1 2[ per
ogni p €]0 1], allora 'unica soluzione accettabile &

max(p) = 2— 3\/ 2p(1 B p)

" 3p—2

e

Notiamo che per p = % vale

Fig. 2.8. Grafico della funzione p — m,;**(p)
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e 'unico punto critico di f in questo caso &

1 : - max
3~ Jmr (o) = (3)

In Figura 2.8 & rappresentato il grafico della funzione p — 72*(p) con p €
10 1[.
Infine la disequazione irrazionale

I () — 2—-3y2p(1-p) 50

" 3p—2

p €0 1]

¢ risolta per p € |3 1[. |

Esercizio 2.54. In un modello di mercato binomiale si assuma u = 2, d =

12,r=0ep= % Si consideri il problema della massimizzazione dell’utilita
attesa finale con un capitale iniziale Vy = v, per la “funzione d’utilita”

’UQ

U(U)ZKU_E v el K]
dove K > 0 ¢ fissato e, per convenzione, u(v) = —oo per v € R [0 K]. Si
noti che la u non & una funzione d’utilita in pieno accordo con la Definizione
2.10: essa corrisponde pero ad un classico criterio, quello di media-varianza, e
risulta comunque soddisfare le due principali condizioni H1 e H2.

i) Si imposti la relazione ricorsiva della Programmazione Dinamica per la
risoluzione del problema di ottimizzazione dato;
ii) si determini la strategia ottimale nell’ultimo periodo, da N — 1 a N;
iii) si consideri infine il problema della massimizzazione dell’utilita attesa
finale per la funzione d’utilita
2

u(v):Kv—% vE]—o0 K|

e si faccia vedere, sulla base della PD, che il valore ottimale ¢ della forma
2

W, (v) = g(n)K? + MN—" <K’U — %) (2.155)

con g funzione opportuna e M = %, e che la proporzione ottimale da

investire nel titolo rischioso ¢ data da

max 2 K
T (U):ﬁ <7—1)

Svolgimento dell’Esercizio 2.54
i) Ricordiamo che, nel contesto del modello assegnato, 1’evoluzione temporale
del valore di un portafoglio autofinanziante ¢ data da (cfr. (2.80))

Vo1 (1 + 7y) se pn=u—1

2.156
Vi1 (1—22) se pp=d—1 ( )

Vi = Gn(Vao1 pnmn) = {
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Ora per V,,_1 € [0 K] si ha che V,, > 0 se e solo se

{1+wn20

ossia —1<7, <2 (2.157)
1-722>0

Inoltre vale V,, < K se e solo se?

<
Va1 (1+m) < K ossia —2( K —1)§7rn§ K -1
Vn—l( _%)SK n—1

In definitiva, dato V;,—1 € [0 K], si ha che V,, € [0 K] se e solo se
a(Vn—l) S Tn S b(Vn—l)

dove

wr=-mnf{i2(5 )} somnfsEoil s

Allora I’algoritmo di PD & dato da
Wi (v) = u(v) e,pern=N 1

2.159)

Wo_1(v) = max EW, (G.(v pn; T, (

(@) = _max  E(Wy (Galv poi )]

con a b definite in (2.158).

ii) Dalla (2.159) abbiamo

Win_ = E G 3 = v
N-1(v) eemax [u(Gn(v pn;TN))] wNef&%ﬁ(u)]f (mn)

(2.160)

dove

f =2 (k0 m—Jaemne) e (5 (1- o (1-3)")

ed il grafico di tale funzione e riportato in Figura 2.9.
Per determinare il massimo in (2.160), calcoliamo la derivata di f,

i) =5 (o= )+ 3 (B3 (14 5) )

2 (2K — (2 + 117)v)

20

e osserviamo che 1'unico punto critico di f, € in

o= = (5 - 1) (2.161)

"1\ v

Si noti che lim+ Ty = +00 e T, appartiene all’intervallo [a(v) b(v)] se e solo se
v—0

T < 2 ossia se v > 1—12 In definitiva il punto di massimo di f, nell’intervallo

[a(v) bv)] &

Z(E-1) sef<vw

11 12

v

D 2 se0<v< &
7 (v):{ 1;{

9 Se V,,_1 = 0 allora V;, < K per ogni 7, € R.
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— 6asS[ R
0.085 _ ~N

0.480 -
0475
0.080,

0.470 -

0465
0075} 0460

04551

L L L L L L L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -04 -03 -0.2 -0.1 0.1 0.2

Fig. 2.9. Grafico della funzione f, sull’intervallo [a(v),b(v)] con la scelta K =1 e

v = 15 (a sinistra) e v = 12 (a destra)
e vale
3v K
32 (2K — 3 0<v<g3
W1 (o) = ?( ] v) . se K_U_12
7 (K* +18Kv —9v?) se 55 <v <K

iii) La funzione u(v) = Kv — ”72 ¢ definita per ogni v € R ma ¢ una funzione
crescente (e verifica le proprieta di una funzione d’utilita) solo per v < K.
La condizione u(v) = —oo per v < 0, assunta nei punti precedenti, esprime il
fatto che la strategia ottimale & ricercata fra le strategie che non espongono a
perdite, ossia per le quali V;, > 0 per ogni n. In questo punto tale restrizione
€ rimossa.

Sia V,,—1 < K. Ricordando la formula (2.156) per la dinamica del valore
di un portafoglio autofinanziante, abbiamo che V,, < K se e solo se m, verifica
la seguente condizione:

Voc1 (14+m,) < K .
1 +7Zr ) ossia.  —2(K —Vu1) <mpVa1 <K —-Vy
Ve (1- %) <K

(2.162)
La (2.155) ¢ valida per n = N ponendo g(N) = 0. Supposta valida la (2.155)
per un generico n, per ’algoritmo di PD abbiamo

o1(v) = g(n) K2 + MN-" v
W 1(1}) g(n) + _Q(K_ir)lgir(ugK—Uf (ﬂ-)

dove
i< (K0 eoe e 5 (10 -5) 7 0-3))

Per determinare la strategia ottimale, annulliamo la derivata prima di f,:
3

) = o) (5 (1)) =

L’unico punto critico di f,

_ 2 (K
Ty=—|(——1
11 \ v
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che verifica la condizione (2.162) e determina la strategia ottimale. Dunque si
ha

Wa1(v) = g(n)K* + MV " f, ()

K? 54 v?
_ KQ MN—'IL Il - K _
gmE+ (110+55< Y 2))

che prova la tesi.
Per completezza, riportiamo infine la dinamica del valore della strategia
ottimale: sostituendo 7, = 7y, _, in (2.156) abbiamo

Vn:{l—ll(QVn_l—f—QK) se fin=u—1 a

=12V —K)  se pp,=d—1
Esercizio 2.55. In un modello di mercato binomiale a N periodi si consideri
il problema della massimizzazione dell’utilita attesa finale con un capitale
iniziale Vy = v, per la “funzione d’utilita”

’UQ

u(v) = Kv — 5 v<K
dove K > 0 e fissato. Si ricordi che la derivata di Radon-Nikodym L = %

della misura martingala @ rispetto alla misura P del mondo reale & data da

UN 1_ N—l/N
=(3) ()
D 1-p

dove v ¢ la variabile aleatoria che indica il numero di movimenti di crescita
del titolo rischioso.

i) Usando il metodo martingalasi provi che, nel caso r = 0, il valore terminale
del portafoglio che realizza 1'utilita attesa massima e dato da
_ L
Vw=K—-———— (K —-v) <K, 2.163
ii) nel caso uni-periodale, ossia per N = 1, supponendo sempre r = 0, si calcoli
la strategia ottimale provando che la proporzione ottimale da investire nel
titolo rischioso ¢ data da

max

(1 K (p—q)
i (”)‘<1 v)EQ[Lup—l)p(u—d)

Svolgimento dell’Esercizio 2.55
i) Si ha v/(v) = K — v e quindi Z(w) = K — w. Allora, per il Teorema 2.18 si
ha che il valore finale ottimale ¢ pari a

V=K — AL (2.164)

dove A & determinato dall’equazione di budget

EC[(K —AL))=v ossia A= EQ_[L]
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Sostituendo ’espressione di A in (2.164) otteniamo la (2.163) dove
N k N—k
N\ ()" (A-9)?
EQ[L] = ) (=9
=5 @) (5) (575

.. . . . 1— . .
ii) Nel caso N = 1 si ha che L assume solo i valori £ e ﬁ, rispettivamente

P
in caso di crescita e decrescita del sottostante, cosicché vale
2 2
1—
EQ [L] = ‘i + ﬂ
P 1-p

Per determinare la strategia ottimale, imponiamo la condizione di replicazione

a1+ 6 =W

che equivale al seguente sistema di equazioni nelle incognite v [31:

qg K—-v

S =K-T——

aiuSy + (1 » B9 [L]
1—q\ K—v

:K— _
01dSy + b1 <1—p) EQ[L]
Otteniamo come soluzione
. (p—9v-K)

o (v) = EQ[L] (p — 1)pSo(u —d)

0, in termini di portafoglio relativo,

max/  _ Soa1(v) K (p—1q)
) == ‘(1‘7)EQ[L]<p—1>p<u—d>

Coi dati dell’esercizio 2.54 abbiamo q = % ER L = —gi per cui 'espres-
sione sopra diventa
2 (K
max e |
) = 4 < v )

in accordo con quanto trovato mediante il metodo della programmazione

dinamica in (2.161). ]
Esercizio 2.56. In un mercato trinomiale standard assumiamo i seguenti va-
lori u' = %, m' = 1 ed" = 3 per i parametri della dinamica del titolo

rischioso. Supponendo che 7 = 0 e la misura del mondo reale sia definita da
pL = P2 = p3 = %, si consideri il problema della massimizzazione dell’utilita
attesa finale per una “funzione utilita” della forma

02
U(U)ZKU_E v< K

dove K > 0 ¢ fissato e assumiamo per convenzione u(v) = —oo per v > K.



134 2 Ottimizzazione di portafoglio

i) Si imposti la relazione ricorsiva della Programmazione Dinamica per la
risoluzione del problema di ottimizzazione dato, e si determini la strategia
ottimale 7%2*(v);

ii 1 i ial 1 do titolo tale che u? = 22

11) nel mercato trinomiale completato con un secondo titolo tale che u* = <,
m?=1ed?= %, si imposti la relazione ricorsiva della Programmazione

Dinamica nel caso uni-periodale, N = 1.

Svolgimento dell’Esercizio 2.56
i) Ricordiamo che I’evoluzione temporale del valore di un portafoglio autofi-
nanziante &, nel contesto del modello assegnato, data da (cfr. (2.80))

Vo = Gn(Vn—l Hns 7T'n,) =V, (1 + Wnﬂn)
Vi1 (1 + %ﬂ'n) se fn = ul —1
=< Vo1 se p, =m!—1

Vn_l(—%") se pp,=d' —1

(2.165)

Di conseguenza, dato V,,_1 < K, si ha che V,, < K per i valori di 7, tali che

70 € D(Vi_1) i= {w (K — Vi q) < 7Viy < % (K — Vn_l)} (2.166)

L’algoritmo di PD e dato da

Wi (v) = u(v) e,pern=N 1
2.1
Woi(v) = sup E[Wn(Ga(v ;)] (2.167)
T €D (V)
In particolare, ricordando che u(v) = —oo per v > K, vale
1
Wrn_1(v) = sup Eu(Gn(v pn;7))] == max fu(7n)
mn€D(v) 3 mnveD(v)
dove
4 v? 47\ 2
() =Ko (1+—) - (14+=
fo(m) v<+3) 2<+3)
v? 0 v? T 2
FRu- S Ko(1-3) =5 (1-5)

Se v = 0 allora f, =0, mentre per v > 0 vale

4Kv  4v? 4 K 2
fi(m) = U—L<1+—W)——U+(1—f)%

3 3 3 2 2

1
= %v(?)OK — (30 + 737)v)

cosicché

€ "unico punto critico e punto di massimo di f,. Si noti che 7, verifica la
condizione (2.166) e dunque definisce la strategia ottimale 7%**(v).
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Si noti inoltre che lim 7, = +o00: sostituendo l’espressione di 7%**(v)

v—0t

in (2.165) per n = N, otteniamo la dinamica la dinamica del portafoglio
corrispondente alla strategia ottimale nell’ultimo periodo:
(40K + 33Vn_1)

Vv =< VN

~(—15K + 88Vy_1)}

ii) Poniamo per semplicita
a'=u"—1

b =mi—1

d=d -1 i=12

L’algoritmo di PD & analogo a (2.167) dove ora

Gn(v Nn§7771L Wi) =

Da qui per N =1 si ha

Wo(v) = sup

(7' #2)eD(v)

E [u (Gn(v p; et 7’1’2))} =

v (1 +mlal + WiaQ)
v (1+mpb' +72b?)
v (1 +mict + 71',2102)

fv (7—_‘_1 7—_‘_2)

1
3 (7 g?exp(u)

dove D(v) indica I'insieme delle coppie (7! 72) tali che Gy, (v pin; 7! 7%) < K

per i vari valori di u, e

2

fo (71'1 71'2) = Kv (1 + ntal + 71'2a2) — % (1 +ntal + 71'2a2)2
2
+ Kv (1 + et + 71'2b2) — % (1 +7ipt + 772b2)2

2
+ Kv (1 +7tet + 72 2) — % (1 +rlet —1—71'2c2)2

Annullando il gradiente della funzione f, otteniamo il sistema di equazioni

lineari
Ka' — val (1 +mlal + 71'2a2)

+Kb' — vb! (1 + il + 7T2b2) + Kct —vet (1 +wlel + 71'202) =0

Ka? — va? (1 +7mlal + 71'2a2)

+Kb% — vb? (1 + 7l + 7T2b2) + Kc? — vc? (1 +wlel + 71'202) =0

con soluzione

1 38(K —w)

Mo = 3v

Un calcolo diretto mostra che vale
K

Gn (v pn; 7, @) =S v
K

11(v — K
77'12; (v )

- v

se pul=ut—1 p2=0u?-1
se pl=m!—1 p2=m?-1
se put=d' -1 p2=d*>-1

1

e quindi (7’1'11, 7’1'12,) € D(v). Allora, essendo il grafico della funzione (ﬂ' 71'2) —
fo (71'1 71'2) un paraboloide rivolto verso il basso, possiamo concludere che

1 2

(ﬁn ﬁn) € un punto di massimo assoluto. |
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Osservazione 2.57. Riprendiamo 1'Esercizio 2.56, assumendo che il tasso privo
di rischio non sia nullo ma pari a r = % Allora la dinamica di un portafoglio
autofinanziante ¢ data da

Vo = Gn(Vn—l /Jnyﬂ-'n,) =V, ( +r+m, (/Jn - ’I"))
3.5 —yl
Vi1 (5 +§7) se pin =u —1 (2.168)
= Vn_l(g—%") se pp,=m'—1
Vi1 (% — 7Tn) se pp,=d' —1

Ne viene che, dato V,,_; < % allora V,, < K per i valori di 7, tali che

K,
6 3
<K__ )<7Tnn1<5<K_§Vn—1)

Tuttavia se V,,_1 > %K allora V,, assume valori maggiori di K per ogni
Tn; in particolare, assumendo che u = —oo su |K +oo, il problema di
massimizzazione a partire da v > %K non ha soluzione. ]

Esercizio 2.58. In un modello di mercato binomiale a N periodi si consideri
il problema della massimizzazione dell’utilita attesa da consumo intermedio
per la funzione d’utilita potenza

N
un(C):% C>0 n<N

dove v € un parametro fissato tale che vy <1 ey # 0.
i) Usando il metodo martingala si provi che il processo del consumo ottimale
e dato da )
Cp = MvL; " (2.169)
dove M & una costante positiva (da determinare) e L, = B;'L, con
L, = EF {% fn}, ossia (Ly) & il processo derivata di Radon-Nikodym

della misura martingala @ rispetto alla misura P del mondo reale;
ii) utilizzando la formula di valutazione neutrale al rischio

Vo1 = [Vn fn—l] + Ch_1 n=1 N (2170)
147
si provi per induzione che il valore del portafoglio ottimale e della forma
V., = M,C, (2.171)
dove My M sono costanti positive da determinare;

iii) infine si determini la strategia ottimale & nel generico periodo n.

Svolgimento dell’Esercizio 2.58
i) Ricordiamo ’espressione in (2.39) del processo Ly,:

Vn 1— n—~vnp
L=(3) (=)
D 1-p
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dove v, ¢ la variabile aleatoria che indica il numero di movimenti di crescita
del titolo rischioso dopo i primi n periodi. Si ha u'(v) = v7~! e quindi Z(w) =
e
Per il Teorema 2.24 si ha che il consumo ottimale & pari a
1

Cn=(ALa) (2.172)
dove A & determinato dall’equazione di budget

N N
SN L. (Ain) ST
n=0

n=0

v=EP —A7TEP

_

Dunque abbiamo

)\v_il = Mv
dove M e la costante definita da
N
M—l — EIP Z EF
n=0

e, sostituendo 1’espressione di A nella (2.172), otteniamo la (2.169):
_ L
C, = MvL;™!

Osserviamo che

M=

Per esempio, per N = 2 vale

M‘1=1+ﬁ (p(z%)ﬁjLu—p) G%Z)ﬁ)
e [ (4 o (24)T
e (2)")

ii) Procediamo per induzione a ritroso: poiché Viy = Cly, allora vale la (2.171)
per n = N con My = 1. Assumiamo ora che valga
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per una certa costante M,: allora per la formula di valutazione neutrale al
rischio si ha

_ M. _ _
1= ——E9[C, Fp_1] + Cpe 2.173
Vi1 Tor [Cr Frnoa] + 1 ( )
Ora per la (2.169) vale
EQ [Cn fn_l} M’UEQ |: 'n, 1:|

T (q (%)— (_tq) o
o) ()7
e ) (2 s

Sostituendo tale espressione nella (2.173), otteniamo

_ M _
Vi, 1= <1+ Ty " ge {L” 1D Ch_1

che prova la tesi con le costanti M,, definite ricorsivamente da

)

o =3 (5[]

k=0

3

MN:1 Mn—1:<

o piu esplicitamente

iii) Per determinare la strategia ottimale al periodo n, imponiamo la condi-
zione di replicazione o, S, + B.B, = V, e utilizziamo 1’espressione di V,,
calcolata al punto precedente, ossia

_ ~1
Vo = MMyvL] ™"

Allora abbiamo

Vp_1+1 n—1-v

= MMy (g} T (1=g)T T
onuSp—1 + BB = () 7T <p> (1_1”

apdSp_1+f 14m T \P
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da cui
_ M M,v
(u—d)S,_1(1+7)7T

(G670
= ()7 ()

Esercizio 2.59. In un mercato binomiale a NV periodi si consideri il problema,
della massimizzazione dell’utilita attesa da consumo intermedio per un capi-
tale iniziale V = v e per una funzione utilita u,, (C) = 2V/C C>0 n<N Si
utilizzi il metodo martingala. I dati numerici per il modello siano Sy = 1 u = 2,
d=2,r=0ep=3

On

O

i) Indicando con v, il numero di “salite” del prezzo fino al periodo n incluso,
si faccia vedere che, nel caso specifico, la derivata di Radon-Nikodym della
misura martingala rispetto a quella fisica & data da

A\ "
Ln - o 2_1/";
(5)

ii) supponendo N = 1, si faccia vedere che risulta

- 8 - %v se 11 =0
Co=— Ci =

17 36 _1.

51V se vy =1;

iii) sapendo che V3 = (i, si determini la strategia di copertura (a; (1) al

primo periodo. Si verifichi il risultato sulla base di Vo = a1.5¢ + 81 + Co

Svolgimento dell’Esercizio 2.59

i) In base all’Esempio 2.19 abbiamo

Vn N—Vn
. 4
P 1-p
Essendo in questo esercizio ¢ = i;_‘(ii = %, risulta

e ) -)

ii) Per il Teorema 2.24 si ha che il consumo ottimale & pari a

O = T (\Ly) (zn - (u;)‘l)
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e la condizione di budget &

EP =0

N
> LnTn(ALy)

n=0

L L, = L, elequazione di budget

Per i dati di questo esercizio, Z,(y) = 2

per determinare A\ diventa

v=tg+ P[] =5 (12 [2])

1 3.3 117
=»(+i3)=%%
Si ha quindi A = ;—Z da cui risultano immediatamente i valori richiesti
di éo e 01.
iii) Seguendo la procedura del passo P3 della Sezione 2.2.3 dobbiamo imporre
a1S1 + P = 01

che e equivalente al sistema
36
201 + 81 = 5gv
1 _ 9
5&1 + /61 — 34 v

e che fornisce come soluzione

aq 1—7 v ,61 =0
Come verifica si ottiene
Vo = ! + S o= O
LT A TR

Esercizio 2.60. In un modello di mercato trinomiale completato a N periodi
si consideri il problema della massimizzazione dell’utilita attesa da consumo
intermedio per un capitale iniziale V) = v e per una funzione utilita u, (C) =
2v/C C >0 n <N Siutilizzi il metodo martingala. I dati numerici per il
modello siano S§ 25(2)21U1:2,m1:1d1:%;u2:%,m2:gd2:%;
r=0ep =pr=p3=3

i) Si faccia vedere che nell’unica misura martingala equivalente @ si ha
1 1 1

Q1=6 QQZE Q3=§

e che, indicando con v! e v2 le variabili aleatorie che contano il numero

dei movimenti corrispondenti a u ed m rispettivamente fino al periodo n
incluso, la derivata di Radon-Nikodym della misura martingala rispetto a

quella fisica e
1 1/711 3 1/7112
L,=|(= —
) )
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ii) Supponendo N = 1, si faccia vedere che risulta
v se vi=1

00:2—011 C, = %v se vi=1

Come si puo verificare la correttezza di questi risultati numerici?

iii) Sapendo che V; = C1, si imposti il sistema di equazioni che deve soddisfare
la strategia di copertura (a} a2 ;) al primo periodo. In base a cosa si
puo verificare la correttezza della soluzione numerica?

Svolgimento dell’Esercizio 2.60

i) I valori per le g; risultano dalla formula (1.46). Per la L,, si ha I’espressione
generale (vedi (2.42))

V711 l/721 7L—l/71l—l/721
D1 D2 D3

Essendo qui g3 = p3 si ottiene 'espressione voluta.
ii) Per il Teorema 2.24 si ha che il consumo ottimale € pari a

Cn=71I,(\Ly,) con Z, = (u'n)_1

e la condizione di budget &

EF {i LnIn()\Ln)} =

n=0

Nel caso specifico abbiamo Z,,(y) = y% Quindi
4\
Cp=A"24" (=
(5)

e ’equazione di budget diventa
2
2\ 2 2 1 20
1424 (5) ] =22 <1+—+—+—) =\
9

cosicché A\72 = 300 €

v=\2EF

2
_ 9 1 4\
= p4vn =
Cn =307 <9)

che, per n =0 ed n = 1, diventa come richiesto.
Una verifica la si puo fare sulla base della seguente relazione, che discende
dalla relazione di autofinanziamento (2.2) e dal fatto che & V4 = C e, per

questo esercizio, r = 0:
EQ [Cl} =V — C()
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Nel caso dell’esercizio la parte di sinistra e uguale a
1 9 n 11 n 1 9y 11
“\6'572'5"7320) 20"
e questo valore coincide con quello della parte destra, cioe con
_ 9 11
—Co=v|(l—-=) ==
voe= < 20) 20"
iii) Il sistema di equazioni, a cui deve soddisfare la strategia di copertura

(O& a% /61)7 e
201 + 3+ 51 =

o

v

1 8 2
a1+§a1+/61 -

S
<

soi+1ad+ 6 =50
Per la verifica della correttezza della soluzione numerica si noti che, coi
dati di questo esercizio, vale v = Vo = ai + o + 3;. D’altra parte, come
gia visto al precedente punto ii), deve valere v — Cy = E9 [C4]. O

Esercizio 2.61. In un mercato binomiale si consideri il problema della massi-
mizzazione dell’utilita attesa da consumo intermedio per una funzione utilita
della forma
un(C):\/E C>0 n<N
1

Assumendo i seguenti valori v = 2, d = %, r=0ep = 3, si utilizzi la
Programmazione Dinamica per provare che l'utilita attesa ottimale e della
forma

Wi (v) = knv/v (2.174)

per un’opportuna costante positiva k,. Si determini inoltre la strategia
ottimale di investimento e consumo.

Svolgimento dell’Esercizio 2.61
La dinamica del valore di una strategia autofinanziante con consumo e data
da

V'n, = Gn(Vn—l Hn; Tn Cn—l) = (V'n,—l - Cn—l) (1 + T) + Vn—lﬂ-n (/Jn - ’I")

— Vn—1(1+77n) _Cn—l
Vn—l ( - WQ_") - Cn—l

dove 7 indica la proporzione di titolo rischioso in portafoglio e C' ¢ il processo
di consumo.

Proviamo la tesi per induzione: per n = N e ovviamente verificata con
knx = 1. Supposta valida la (2.174), per D'algoritmo di Programmazione
Dinamica (vedi (2.83)) abbiamo

1

Wn—l(v) = mCE'LX (\/ Cn—l + knE |:G'n,('U Hns Tn Cn—1)§:|>
m Hn—t 2.175
= macxfn o(m C) ( )
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Fig. 2.10. Grafico della funzione f, . in (2.176) per v =1

dove
fro(m C’):\/E—i—k—;\/—C—l—v—i—wv—i—];—nw/—C—i—v—% (2.176)

¢ definita sull’insieme D dei (7 C) tali che C' > 0 e Gp(v pn;7m C) > 0. 11
grafico della funzione f, ,, per v = 1, e rappresentato in Figura 2.10.
Annulliamo il gradiente di f,, , per determinarne il punto di massimo:

k'n,'U kn’U
6-rr nov C)=—- +
fao(m ©) 8/-C+v—-T 4/-CHv+mu

1 kn kn
O fn o(m C) =—— — - —0
o fno(m C) 2V/C 4/ CH+v-TF 4/-C+v+mv

=0

Il sistema ha un’unica soluzione che & punto di massimo di f;, , e definisce la
strategia ottimale:

™) = 5 oR

9k? 8v
n Cl’l’laX —
n—l(v) ) =+ 9k%

Inoltre per la (2.175) vale
Wn—l(v) = f'n. v(ﬂ-g}ax(’u) 'ran—aX(

1(v))
v kn, 8v 9k2v
—ova, | — Y ] _
V2 s e 2\/” 8ok 2(8+0K2)

n 2 /8 + 9k2
n kn o 8v L 9k2v _ + n /o
2 8+ 9k2 8+ 9k2 2v/2

e questo prova la tesi con la sequenza k,, definita ricorsivamente da ky =1 e

NCER T
2v/2

kn—l =
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Si noti che la massimizzazione € stata fatta sul dominio della funzione f, , e
quindi (72** CR2Y) € D. O

n—1

Esercizio 2.62. In un mercato binomiale si consideri il problema della massi-
mizzazione dell’utilita attesa da consumo intermedio per una funzione utilita
della forma

un(C) = —e= ¢ CeR n<N

Assumendo i seguenti valori u = 2, d = %, r=0ep = % , si utilizzi la
Programmazione Dinamica per provare che l'utilita attesa ottimale e della
forma

W, (v) = —hpe Fn? (2.177)

per opportune costanti positive h,, k,. Si determini inoltre la strategia otti-
male di investimento e consumo.

Svolgimento dell’Esercizio 2.62
Come nell’esercizio precedente, la dinamica del valore di una strategia autofi-
nanziante con consumo e data da

V'n, = Gn(Vn—l Hn; Tn Cn—l) = (V'n,—l - Cn—l) (1 + 7‘) + Vn—lﬂ-n (/Jn - ’I")

_ Vn—1(1+77n) _Cn—l
Vn—l ( - 7r2_n) - Cn—l

dove 7 indica la proporzione di titolo rischioso in portafoglio e C' ¢ il processo
di consumo.

Proviamo la tesi per induzione: per n = N e ovviamente verificata con
hy = kny = 1. Supposta valida la (2.177), per ’algoritmo di Programmazione
Dinamica abbiamo

Wp—1(v) = max (—e_c"‘l + h, FE {e‘k"G"(” HniTn C"‘“D
o Cn (2.178)
= max f, (1 C)

dove

fro(m C) = —e ¢ — h—; <e_k"(_c+”+7”’) + e—kn(—0+v—%)> (2.179)

che e definita per tutti i valori C' > 0 e m € R. Il grafico della funzione f, , &
rappresentato in Figura 2.11.
Annulliamo il gradiente di f,, , per determinarne il punto di massimo:

87-|—fn U(T( C) = _Me_kn(_c"ﬂ)—%) + kn—];n,ue_kn(_c'i‘v-‘rﬂ'v) — 0

8Cfn u(ﬂ' C) = e—C — Me_k"(_c'“’_%) _ Me—kn(—c+v+m}) -0

2 2

o equivalentemente
e3kg7rv —9 knhne(l_i_kn)c_kn(l_i_ﬂ_)v <1 n e3kg7rv> —9
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Fig. 2.11. Grafico della funzione f, , in (2.179) per v = kp = h, =1

Tale sistema ha un’unica soluzione che € punto di massimo di f, . e definisce
la strategia ottimale:

2 22/3
max 2 log 2 max k'n’U + log 3 knhn )
T (v) = Bkov meq(v) = 1 +§€ (2.180)
Inoltre per la (2.178) vale
Wi—1(v) = fou(my ™ (v) CR2(v)) = —hp g€k

dove le sequenze dei h,, e k, sono definite ricorsivamente da hy = ky =1 e

Iy = (2~ 3k ) fpoy = —n 2.181
YTk YT 1k, (2.181)
Poiché la funzione d’utilita esponenziale & definita su tutto R, occorre verifi-
care che il processo C™2* definito in (2.180) sia un processo di consumo e in
particolare valga

Crx >0  0<n<N (2.182)
Si prova facilmente che vale

0< Kn—l S k'n, S 1

N

e di conseguenza, per la definizione (2.180), affinché valga la (2.182) &
sufficiente verificare che

2
yn::knhn§§22/3 0<n<N

D’altra parte, per la definizione (2.181), si ha

1
Yn—1 = (2_%3%) < V273 3yn < VY

da cui risulta y, <1< %22/3. m|
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Opzioni Americane

Le opzioni Americane generalizzano quelle Europee nel senso che esse posso-
no essere esercitate in qualunque momento prima della scadenza. Le opzioni
Americane fanno parte della categoria pilt generale dei derivati Americani che
definiremo nel Paragrafo 3.1 come una sequenza X = (X,,) di variabili casuali
adattate ad una data filtrazione (F,,), tipicamente generata dai prezzi dei sot-
tostanti. Il valore di X, & il premio/payoff pagato al possessore del derivato
qualora questi eserciti la sua opzione al tempo t,.

Oltre ai problemi tipici per i derivati Europei, per quelli Americani si
aggiunge il problema della determinazione della strategia di esercizio ottima-
le. Quest’ultimo & un problema di ottimizzazione, cosa che ci ha indotti a
far seguire il capitolo sulle opzioni Americane a quello sull’ottimizzazione di
portafoglio. I problemi che affronteremo sono quindi:

i) la determinazione del prezzo di arbitraggio di un’opzione/derivato Ameri-
cano;

ii) la determinazione di una strategia ottimale di esercizio;

iii) la determinazione di una strategia di copertura del derivato Americano.

Lo strumento basilare per la risoluzione di questi problemi ¢ dato dal
cosiddetto inviluppo di Snell di una data sequenza di variabili casuali, nel
nostro caso la X = (X,,), che & definito dalla (3.9) per i valori scontati e dalla
(3.19) per quelli non scontati. Vedremo che 'inviluppo di Snell del derivato
Americano X = (X,,) fornisce allo stesso tempo il prezzo di arbitraggio come
pure due strategie di esercizio ottimali, quella minimale e quella massimale.
Si pud anche notare come la forma della (3.9), e rispettivamente della (3.19),
ricorda 1’algoritmo della Programmazione Dinamica.

Rispetto a quello dei derivati Europei, il prezzaggio dei derivati Americani
e reso difficile dal fatto che, in generale, il processo X = (X,,) dei valori
scontati dei payoff non & una martingala e quindi non & possibile determinare
una strategia replicante (a (), cioe tale che V,«Ea A — X, cosa che invece era
uno dei fondamenti del prezzaggio in assenza di arbitraggio nel caso Europeo.
Mentre nella maggior parte dei testi (vedi, per esempio, anche [16] e [20]) il

Pascucci A, Runggaldier WJ.: Finanza Matematica.
© Springer-Verlag Italia 2009, Milano



148 3 Opzioni Americane

prezzo di arbitraggio di un derivato Americano viene definito su base intuitiva
mediante Pinviluppo di Snell di X = (X,,), qui nelle Sezioni 3.1.1 e 3.1.2
seguiamo [17] e definiamo il prezzo di un derivato Americano come ’unico
valore che non genera possibilita d’arbitraggio, facendo poi vedere che esso
coincide anche con il prezzo definito sulla base dell’inviluppo di Snell.

Mentre per il prezzaggio e la copertura & naturale supporre che il mercato
sia completo, cosa che noi faremo anche in questo capitolo, la completezza e
irrilevante nella determinazione di una strategia ottimale di esercizio. Come
vedremo, questo fatto risulta direttamente dall’algoritmo basato sull’inviluppo
di Snell per il quale basta l’esistenza di una misura martingala. D’altra parte
negli esercizi considereremo solo mercati completi.

Risulta naturale porsi la domanda se ci sia una relazione tra opzioni Ameri-
cane ed Europee ed a questo dedicheremo la parte conclusiva della parte
teorica, cioe il Paragrafo 3.2.

Nella sezione degli esercizi affronteremo i tre problemi di prezzaggio, co-
pertura ed esercizio ottimale per vari tipi di opzioni Americane in modelli di
mercato completi, cioe quello binomiale e quello trinomiale completato. Per
permettere un migliore passaggio dalla parte teorica a quella degli esercizi veri
e propri abbiamo premesso la Sezione 3.3.1 di “Preliminari”.

3.1 Derivati Americani e strategie d’esercizio anticipato

Consideriamo un modello di mercato (B S) del tipo introdotto nel Ca-
pitolo 1 e assumiamo che ci sia assenza di opportunita di arbitraggio o,
equivalentemente, che esista almeno una misura martingala Q.

Un derivato Americano € caratterizzato dalla possibilita di esercizio an-
ticipato in ogni istante t,, 0 < n < N, durante la vita del contratto. Per
descrivere un derivato Americano ¢ dunque necessario specificare il premio
(il payoff) che deve essere pagato al possessore nel caso decida di esercita-
re 'opzione al tempo ¢, con n < N. Come i derivati Europei, anche quelli
Americani sono relativi ad uno o piu sottostanti, che tipicamente sono titoli
rischiosi, il cui prezzo € genericamente indicato con S. Per esempio, nel caso di
una Call Americana con sottostante S e strike K, il payoff all’istante ¢,, & pari
a X, = (S,—K)* Anche se in questo libro consideriamo F,, = F* = F~ per
ogni n, per mettere in risalto che un derivato dipende dal mercato sottostante
S, in analogia alla Definizione 1.17 di derivato Europeo, nella seguente de-
finizione di derivato Americano indicheremo esplicitamente la filtrazione con

(F2)-

Definizione 3.1. Un derivato Americano é un processo stocastico X = (Xp,)
non-negativo e adattato alla filtrazione (F5).

Osservazione 3.2. Ricordiamo che abbiamo supposto uno spazio di probabilita
sottostante in cui {2 ha un numero finito di elementi. Conseguentemente tutti
i valori attesi di X, che introdurremo nel seguito, esistono finiti. |
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Poiché la scelta dell’istante in cui esercitare un’opzione Americana deve di-
pendere solo dalle informazioni disponibili al momento, che tipicamente sono
date dalle osservazioni dei prezzi dei sottostanti, la seguente definizione di
strategia d’esercizio sembra naturale.

Definizione 3.3. Una strategia (o tempo) d’esercizio ¢ un tempo d’arresto
ossia una variabile aleatoria

v: 22— 01 N

tale che
v=n € F, n=20 N (3.1)

Indichiamo con Ty la famiglia di tutte le strategie d’esercizio.

Intuitivamente, per ogni traiettoria w € {2 del mercato sottostante, il numero
v(w) rappresenta l'istante in cui si decide di esercitare il derivato Americano.
La condizione (3.1) significa che la decisione di esercitare all’istante n-esimo
dipende solo da F,,, ossia dalle informazioni disponibili al tempo ¢,,.

Definizione 3.4. Dati un derivato Americano X e una strategia d’esercizio
v € Ty, la variabile aleatoria X,, definita da

(X)) (w) = Xy () (W) we N

e detta payoff di X relativa alla strategia v. Data una misura martingala Q,
diciamo che una strategia d’esercizio vy e ottimale per X in @Q se

E° {)?yo} = max £ {)?y} (3.2)

Possiamo considerare la variabile aleatoria )?l, come il payoff scontato di
un’opzione Europea. Allora E? [Xl,} rappresenta un prezzo neutrale al ri-

schio per I’opzione (nella misura martingala @), relativo alla scelta d’esercizio
anticipato v.

3.1.1 Valutazione d’arbitraggio

In un mercato libero d’arbitraggi e completo, il prezzo di un derivato Europeo
con payoff X e per definizione uguale al valore di una strategia replicante: in
particolare, il prezzo d’arbitraggio scontato é una Q-martingala. Nel valutare
un derivato Americano occorre tener conto del fatto che in generale non &
possibile determinare una strategia replicante, ossia un strategia (o 3) € A
tale che VrEa A — Xy, per ogni n. Il motivo ¢ semplice: mentre V@B & una
@-martingala, in generale X e solo un processo adattato.

D’altra parte, in base ad argomenti d’arbitraggio & possibile determinare
un limite inferiore e superiore per il prezzo di X. Per fissare le idee, indichiamo
con Hy un possibile prezzo iniziale di X e definiamo la famiglia delle strategie
super-replicanti per X:

A= (@B eA VA >X, n=0 N



150 3 Opzioni Americane

Per evitare di introdurre opportunita d’arbitraggio, il prezzo Hy deve essere
minore o uguale del valore iniziale Vo(a 7 i ogni (a B) € A%, ossia

Hy< inf V*P
(a B)eAd;

Analogamente, definiamo
Ay = (@ B) e A esisterveTpte X, > V@0

Intuitivamente, un elemento (a ) di Ay rappresenta una strategia d’inve-
stimento sulla quale assumere una posizione corta per ricevere soldi con cui
acquistare l’opzione Americana e cercare di sfruttare il fatto che esiste una
strategia d’esercizio v che garantisce un payoff X, maggiore o uguale a ViR,
tale payoff & quindi sufficiente a chiudere la posizione corta su (a ). Per
evitare di creare opportunita d’arbitraggio, il prezzo iniziale Hy di X deve
necessariamente essere maggiore o uguale a Vo(a A per ogni (a ) € Ay e
quindi abbiamo
sup Vo(a A < H,y
(a B)eA%

In definitiva abbiamo determinato un intervallo per i possibili prezzi d’arbi-
traggio di X. Mostriamo ora che il valore neutrale al rischio del payoff relativo
ad una strategia d’esercizio ottimale appartiene a tale intervallo.

Proposizione 3.5. In un mercato libero da arbitraggi, per ogni misura mar-
tingala @Q wvale

s Vi <maxBQ[X,] < i v? (3.3)
(a B)eAy veTo (a B)eA}

Dimostrazione. Per ogni (a ) € Ay esiste vy € Ty tale che Vl,((;l A < Xy,
Inoltre V(*#) & una Q-martingala e quindi per il Teorema di Optional
Sampling! abbiamo

VO =T = B9 [T ] < B9 R,,] < sup B9[]
vETo

da cui, per larbitrarieta di (o §) € Ay otteniamo la prima disuguaglianza in
(3.3).

D’altra parte, se (o 3) € A} allora, ancora per il Teorema di Optional
Sampling, per ogni v € 7y abbiamo

Vi* ) = B9 [V 9] > B9 [X, ]

da cui otteniamo la seconda disuguaglianza in (3.3), data larbitrarieta di

(a,@)EA}}eve%. m]

! 1l Teorema di Optional Sampling afferma che se M & una martingala (rispettiva-
mente, una sub-martingala) e v &€ un tempo d’arresto limitato allora £ [M,] = Mo
(rispettivamente, F [M,] > My). Per la dimostrazione si veda per esempio il
Teorema 2.122 in [17].
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3.1.2 Prezzo d’arbitraggio in un mercato completo

In analogia a quanto avviene per i derivati di tipo Europeo, per poter dare
una definizione univoca di un prezzo di arbitraggio per un’opzione Americana,
supporremo che il mercato sia completo cioé che esista un’unica misura mar-
tingala equivalente. Per introdurre ora la definizione di prezzo d’arbitraggio
di un derivato Americano abbiamo bisogno del seguente risultato preliminare.

Teorema 3.6. [Teorema di decomposizione di Doob)]
Ogni processo adattato Y puo essere decomposto in modo unico nella somma

Y=M+A (3.4)

dove M é una martingala tale che My = Yy e A € un processo predicibile e tale
che Ag = 0. Inoltre Y ¢é una super-martingala se e solo se A é decrescente.

Dimostrazione. Definiamo ricorsivamente i processi M e A ponendo

MO = Y07 (3 5)
My =My 1+Y, - E[Y, Foi]l, n>1, '

Ay =0,
3.6
{An:An—l_ (Yn—l_E[Yn fn—l])a nZ 1. ( )

Piu esplicitamente vale

n—1
My =Y, + Y (Yi—E[Yiy Fil), (3.7)
k=0
e
n—1
Ay==Y (Vi —EYi Fil). (3.8)
k=0

Allora ¢ facile verificare che M ¢ una martingala, A ¢ predicibile e vale la
(3.4). Si puo provare la tesi anche procedendo per induzione e in tal caso &
sufficiente utilizzare le formule (3.5) e (3.6).

Per quanto riguarda l'unicita della decomposizione, se vale la (3.4) allora
si ha anche

Y'n, - Yn—l = Mn - M'n,—l + A'n, - An—la
e considerando ’attesa condizionata (nell’ipotesi che M sia una martingala e
A sia predicibile), abbiamo
E [Y'n, fn—l] - Yn—l = A'n, - An—la

da cui segue che A deve essere necessariamente definito dalla formula (3.6).
Infine dalla (3.4) e dalla relazione precedente possiamo concludere che M &
definito univocamente dalla relazione ricorsiva (3.5). ad
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Sia per ottenere il prezzo d’arbitraggio e la strategia di copertura in un
mercato completo, sia per determinare una strategia ottimale di esercizio in
un mercato privo di arbitraggio, uno strumento fondamentale & costituito dal
cosiddetto inviluppo di Snell del processo X che definisce un dato derivato
Americano.

In generale nella teoria della probabilita, fissato uno spazio di probabilita
(2 F P) munito di filtrazione (F,,), si da la seguente

Definizione 3.7. Dato un processo adattato X, si dice inviluppo di Snell di
X la piu piccola super-martingala che domina X.

Abbiamo ora il seguente

Lemma 3.8. Dato un derivato Americano X ed indicato con X il suo valore
scontato, il processo H definito ricorsivamente da

~ )N(N n=N
Hn = {max{)?n E° {PNI”_H —fn}} n=20 N-—-1 (3.9)

e la pin piccola super-martingala che domina X ed ¢ quindi Uinviluppo di Snell
di X.

Dimostrazione. Evidentemente H € un processo adattato e non-negativo.
Inoltre, per ogni n, vale

i, > E° [fan —]-‘n} (3.10)

ossia H ¢ una Q-super-martingala. Inoltre Hé¢la pit piccola super-martingala
che domina X : infatti, se Y € una @-super-martingala tale che Y,, > X,,, allora
anzitutto vale _ _

Hy =Xy <Yy

La tesi segue allora per induzione: infatti, supposto che H, < Y,, si ha

H,_ 1= max{)?n_l E° [f[n —.7'-”_1}}

< max{)zn_l E°y, —fn_l]}

< max{)?n_l Yn—l} =Y, 1 O
Nell’ipotesi che il mercato sia libero d’arbitraggi e completo, il seguente

risultato prepara la definizione di prezzo d’arbitraggio dell’opzione America-
na X.

Teorema 3.9. Assumiamo che esista e sia unica la misura martingala Q.
Allora esiste una strategia (o ) € A% N Ay e pertanto si ha:

i) VP >X, n=0  N;
i) esiste vy € To tale che X, = l,((f‘ A,
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Inoltre si ha

EQ {5(}0} = VP = max EQ {5(’4 (3.11)
veTo

e tale valore definisce il prezzo iniziale d’arbitraggio di X.

Osservazione 3.10. In base a quanto osservato nella Sezione 3.1.1, il prezzo
iniziale di X definito in (3.11) & 'unico valore da assegnare a X che evita
di introdurre possibilita d’arbitraggio. Come nel caso Europeo, tale prezzo
corrisponde al valore iniziale di una strategia di copertura per X. Inoltre esso
€ anche pari al valore atteso in () del payoff ottenuto con una strategia ottimale
d’esercizio anticipato. a

Osservazione 3.11. Lesistenza della strategia ottimale di esercizio vy risulta
qui solo per mercati completi. Nella Sezione 3.1.3 faremo vedere 1’esistenza di
una strategia ottimale di esercizio nella sola ipotesi di assenza di opportunita
d’arbitraggio. |

Dimostrazione. La dimostrazione & costruttiva ed e costituita da due passi
principali in cui

1) costruiamo l'inviluppo di Snell del processo X ;

2) usiamo il Teorema di decomposizione di Doob per isolare la parte mar-
tingala del processo H al fine di determinare la strategia (o 8) € AL n
Ay

Infine concludiamo la prova del teorema mostrando che Hy = IN/O(O‘ f = Vo(a 8

e vale la (3.11).

Passo 1: introduciamo il processo H ponendo H,, = anln dove H ¢ definito

ricorsivamente in (3.9). Proveremo nel seguito (cfr. (3.14)) che H definisce il

prezzo d’arbitraggio del derivato Americano X. Tale definizione ha un chiaro

significato intuitivo: infatti I’opzione X vale Hy = Xy a scadenza e, al tempo
tn_1, vale

Xn_1 nel caso sia esercitata;
1—_}_TEQ [Hy —Fn-1] pari al prezzo di un’opzione Europea con payoff Hy
e scadenza N, nel caso non sia esercitata.

Allora sembra ragionevole definire
1

+r

HN—l :maX{XN_1 1 EQ [HN —.7:]\[_1]} (312)
e ripetendo tale argomento a ritroso otteniamo per H, = B 'H, la (3.9).

Il fatto che H sia una (Q—super-martingala significa che H “decresce in
media” e intuitivamente cio corrisponde al fatto che, col passare del tempo, il
vantaggio della possibilita dell’esercizio anticipato diminuisce.

Passo 2: proviamo ora che esiste (o ) € A% N.AY. Poiché H & una Q-super-
martingala, per il Teorema di decomposizione di Doob vale

H=M+A
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dove M e una @-martingala tale che My = PNIO e A & un processo predicibile
e decrescente con valore iniziale nullo.

Poiché per ipotesi il mercato ¢ completo, esiste una strategia (a 3) € A
che replica il derivato Europeo con payoff My, nel senso che I7N(a B) = My.
Inoltre, poiché M e V := V(@8 sono @-martingale con lo stesso valore finale,
sono uguali:

V, = E@ {f/N —]—‘n} — EQ [My ~Fu] = M, (3.13)

Quindi (a0 B) € A} poiché A, < 0. Inoltre, essendo Ag = 0, vale
Vo = My = H, (3.14)

Per verificare che (a ) € Ay, poniamo:

vo(w) = min—n —H, (w) = X, (w)— wen (3.15)

Poiché
g =n—= —ﬁo > X()—ﬂ <N _f:In—l > )?n—l_m —f:fn = j(/n—e Fn

per ogni n, allora vy & una strategia d’esercizio. Inoltre, vy € il primo istante
in cui )Z'n > E9 {PNI”_H —fn} e quindi intuitivamente rappresenta il primo
tempo in cui conviene esercitare ’opzione.

In base al Teorema di decomposizione di Doob (si veda in particolare la
formula (3.7)), per n =1 N, abbiamo

n—1
M, = f]n + Z (ﬁk — EQ |:ffk+1 —fk})
k=0
e di conseguenza N
Ml/o = Hl/o (3.16)
poiché
f[k = EQ |:f[k+1 —.7:4 su —*k < vyo—
Allora, per la (3.13), si ha (ricordiamo che avevamo posto V=Vl )
Vi = M, =
(per la (3.16))
= ﬁl’o =
(per definizione di vp)
=X, (3.17)

e questo prova che (a ) € Ax.
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Conclusione: verifichiamo che v € una strategia ottimale d’esercizio. Poiché
(a B) € A% N A%, per la (3.3) della Proposizione 3.5 otteniamo

Vo = Vo(a A — m@/}_{EQ {X’V}
veTo

D’altra parte, per la (3.17) e per il Teorema di Optional sampling, vale
Vo = EQ [)?yo}

e questo conclude la prova. ]

Osservazione 3.12. Il Teorema 3.9 & significativo dal punto di vista applicativo
poiché fornisce un algoritmo per il calcolo di:

i) il prezzo iniziale d’arbitraggio di X. Infatti per la (3.14) il prezzo iniziale
di X & pari a Hy e si calcola mediante la formula iterativa (3.9) (oppure
anche mediante la seguente (3.19)). Notiamo che tale formula ¢ un caso
particolare dell’algoritmo di Programmazione Dinamica;

ii) una strategia ottimale d’esercizio, data da vy in (3.15), per la quale si ha

59 %] = mage? [ %]
Al riguardo si veda anche la Sezione 3.1.3 dove, senza richiedere la com-
pletezza del mercato, viene anche fatto vedere che ci possono essere piu
strategie ottimali di esercizio, di cui vy € quella che esercita prima di tutte
le altre;

iii) una strategia di copertura per X data da (a 3) € A% N Ay e tale che
vied > x, per ogni n: per la (3.14) il costo iniziale di tale strategia &
uguale ad Hy ed & pari al prezzo d’arbitraggio del derivato, secondo la defi-
nizione data in (3.11). Ricordiamo che (« () ¢ definita come una strategia
replicante per il payoff Europeo My . Il problema della determinazione di
(o B) sara approfondito nella Sezione 3.1.4. ]

Osservazione 3.13. Fissato n < N, poniamo
Tn= veTy v>n

Intuitivamente si pud pensare a 7T, come alla famiglia delle strategie d’esercizio
di un’opzione Americana acquistata al tempo t,. Una strategia d’esercizio
vy, € Ty, si dice ottimale per X in @ se vale

E° {)N(l,n fn} = max F® {)?l, fn}
vETn
Se H ¢ il processo in (3.9), poniamo
Vn(w) =min k >n Hg(w) = Xp(w) wen

Il Teorema 3.9 si estende e si puo provare che v, ¢ il primo tempo ottimale
d’esercizio successivo a n. Per essere piu precisi vale

H, = E? [)?Vn ]—‘n} — max £ [)?y ]—‘n} (3.18)
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Notiamo esplicitamente che per i valori non scontati H,, = anln (vedi anche
la (3.12)) vale

XN n=N
H, = (3.19)

max{Xn £ EQ [H,p —]—‘n]} n=0 N-1

In base al Teorema 3.9 ed all’Osservazione 3.13 & naturale dare la seguente

Definizione 3.14. Il processo H in (3.19) é detto prezzo d’arbitraggio del
derivato Americano X.

Osservazione 3.15. Dalla (3.18) risulta che il prezzo H,, & F,—misurabile. Ri-
cordiamo che avevamo considerato (F,,) = (F5) ossia la filtrazione generata
dai prezzi S dei titoli sul mercato. Se S & un processo di Markov allora, sempre
per la (3.18), risulta che

H, = H,(S,) (3.20)

cioe il prezzo nell’istante m € una funzione dei prezzi dei sottostanti in
quell’istante. O

Osservazione 3.16. Per la Put Americana nel modello binomiale esiste un co-
siddetto prezzo critico. Piti precisamente si ha quanto segue (per maggiori
dettagli si veda il Paragrafo 3.4.5 in [17]): sia H,(x) il prezzo (non scontato)
di una Put Americana nel periodo n quando il prezzo del sottostante ¢ S,, = x.

Se il parametro d nel modello binomiale ¢ minore di 1, allora z — H,(z) &
continua convessa e decrescente ed esiste z); € (0 K) tale che

H,(z)= (K —z)" se z€[0 z}]
Hy(z)> (K —2)" se z €|z} Kd~ V-] (3.21)

H,(z)=0 se ©> Kd-WV-n)
O
Concludiamo la sezione enunciando? un risultato che sara utilizzato nel

seguito. Dato un processo H = (H,,) e un tempo d’arresto v, indichiamo con
HY = (HY) il processo definito da

H,l:(w) = Hnm,(w)(w) w e N
cioe il processo H arrestato al tempo di arresto v.

Lemma 3.17. Se H ¢ adattato anche HY ¢é un processo adattato. Se H é una
martingala (risp. super-, sub-martingala) anche H” é una martingala (risp.
super-, sub-martingala,).

2 Per la dimostrazione si veda, per esempio, il Lemma 2.119 in [17].
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3.1.3 Strategie ottimali d’esercizio

La strategia ottimale d’esercizio per un derivato Americano X non ¢ in gene-
rale unica. Lo scopo di questa sezione ¢ di caratterizzare le strategie d’esercizio
ottimali e determinare la prima e ’ultima di tali strategie.

Mentre per la definizione univoca di prezzo di arbitraggio avevamo sup-
posto che il mercato fosse completo, per la determinazione di una strategia
ottimale di esercizio supporremo solamente che il mercato sia libero d’arbi-
traggi. Fissiamo allora una misura martingala @ e consideriamo I'inviluppo
di Snell H di X relativo a Q (vedi (3.9)).

In base alla Definizione 3.4, una strategia d’esercizio v € 7Ty € ottimale per
X in @ se vale

E€ {)?l—,} = max E¢ {)?l,}
veTo

Lemma 3.18. Per ogni v € Ty vale

E°9|X,| < Hy (3.22)
Inoltre v € Ty €& ottimale per X in Q se e solo se
E®|X,| = Hy (3.23)
Dimostrazione. Vale
~ 7 (1) M~ 7 ~ 12
E° {XV} < EQ[H,| = EQ {H,"V} < H, (3.24)

N

dove la disuguaglianza (1) & conseguenza del fatto che X, < H, e la (2) &
conseguenza del fatto che H (e quindi anche H v per il Lemma 3.17) & una
@-super-martingala, in base alla definizione di inviluppo di Snell.

In base alla (3.22), & chiaro che la (3.23) & una condizione sufficiente per
Pottimalita di v. Per provare che la (3.23) & anche necessaria, basta verificare
che esiste almeno una strategia per cui vale tale uguaglianza: due di queste
strategie verranno costruite esplicitamente nella seguente Proposizione 3.20.
Il lettore puo verificare che la dimostrazione di tale proposizione ¢ indipen-
dente dal risultato che stiamo provando cosicché non c’e rischio di utilizzare
un argomento circolare. Notiamo anche che, nell’ipotesi di completezza del
mercato, avevamo definito nel Teorema 3.9 una strategia d’esercizio per cui

vale la (3.23). a
Corollario 3.19. Se v € Ty ¢ tale che

i) X, =H,,

it) HY ¢ una Q-martingala,

allora v € una strategia d’esercizio ottimale per X in Q.

Dimostrazione. Le condizioni i) e i) garantiscono 1’'uguaglianza rispettiva-
mente nei passaggi (1) e (2) della formula (3.24). Ne segue che E? [X'l,} = Hy
e quindi, per il Lemma 3.18, v & ottimale per X in Q. O
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Per comodita, introduciamo il processo F definito da

1
E,=—E°[H,41 F, <N-1 3.25
S B[Hu A ns (3.29
Ponendo per convenzione Ey = —1, abbiamo (vedi la (3.19)) che
H, = max-X,, E,— n< N

e inoltre gli insiemi -n —X,, > E,—e -n —X,, > E,,—sono diversi dall’insieme
vuoto poiché Xy > 0 per ipotesi. Di conseguenza sono ben poste le seguenti
definizioni di strategie d’esercizio:
Vmin = min-n —-X,, > E,— (3.26)
Vmax = min n —X,, > E,— (3.27)
Proposizione 3.20. Le strategie d’esercizio Vmin € Vmax Sono ottimali per X
mn Q.
Dimostrazione. Proviamo 'ottimalita di vy, € Vmax verificando le condizioni

i) e i1) del Corollario 3.19. Segue dalla definizione (3.26)-(3.27) che
H, = max —X, E, . —=X_.

H E =X

Vmin Vmin

Ve — WAX Xy, By — Vmax

che prova la ). Poi ricordiamo che per il Teorema di decomposizione di Doob
vale B
H,=M,+ A, n<N

dove M & una @Q-martingala tale che My = Hp e A & un processo predicibile
e decrescente tale che Ay = 0. Nello specifico vale (vedi (3.8))

n—1
An:—z<ﬁk—ﬁk> ’I’LSN
k=0
Dalla definizione (3.26)-(3.27) si ha
Hn:En per N < Vpax — 1

cosicché

A, =0 per n < Vpax (3.28)
e

A, <0 per n>vmax+1 (3.29)
Ne viene allora che B

H,=M, per n < Vnpax (3.30)

e quindi, essendo chiaramente vy, < Vmax, abbiamo

[Vmin — ] fVmin [ Vmax — J|fVmax

Di conseguenza, per il Lemma 3.17, si ha che i processi Hvmin HVmax sono Q-
martingale: questo prova la i) del Corollario 3.19 e conclude la dimostrazione.

Osserviamo che questo risultato estende in parte il Teorema 3.9 in cui
avevamo provato lottimalita di v in (3.15) sotto l'ipotesi di completezza del
mercato. O
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Osserviamo infine che vy, € Vmax SOno rispettivamente la prima e ['ultima
strategia d’esercizio ottimale per X in Q.
Proposizione 3.21. Se v € Ty ¢ ottimale per X in Q allora

Vmin S 14 S Vmax P"]'s'

Dimostrazione. Supponiamo che
P (v < Vmin) >0 (3.31)

Per provare che v non puo essere ottimale ¢ sufficiente mostrare che in tal caso
la (1) in (3.24) & una disuguaglianza stretta. Ora, essendo P e @ equivalenti,
da (3.31) segue

Q ()?l, < fL,) >0
e quindi, poiché )Afl, < fNL,, abbiamo
ER {)?y} < E@ {ﬁy}
D’altra parte supponiamo che
P (v > vmax) >0 (3.32)

Per provare che v non puo essere ottimale ¢ sufficiente mostrare che la (2) in
(3.24) & una disuguaglianza stretta. Ora, essendo P @ equivalenti e il processo
A decrescente e non-positivo, dalla (3.29) segue

EQ[A,)] <0

Di conseguenza si ha
E° {ﬁy} = EQ[M,] + E®[A,] < My = H, o

Osservazione 3.22. 1 risultati precedenti si estendono facilmente alle strategie
d’esercizio successive ad un fissato tempo n. In particolare (cfr. Lemma 3.18)
per ogni v € T, vale

B (X, F|<H,

e v € T, & ottimale per X in Q se e solo se E¥ {X’V fn} = H,. Inoltre (cfr.
Corollario 3.19) se v € T, & tale che
i) X, =H,
ii) H" & una Q-martingala,
allora v & una strategia d’esercizio ottimale per X in Q. Infine (cfr. Proposi-
zioni 3.20 e 3.21) le strategie d’esercizio definite da

Vnmin:Inin an Xk zEk

Unmax =min k>n X > Ej

sono rispettivamente la prima e 'ultima strategia ottimale d’esercizio succes-
siva al tempo n. O
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3.1.4 Strategie di copertura

Consideriamo un derivato Americano X in un mercato completo in cui @
indica la misura martingala. Dal punto di vista teorico, il problema della
copertura del derivato X & risolto dal Teorema 3.9 (si veda anche la successiva
Osservazione 3.12): nella dimostrazione di tale teorema, una strategia sub- e
super-replicante (o 3) (ossia una strategia (o 3) € A% N Ay) & definita in
termini di strategia replicante per il derivato Europeo My . Pill precisamente,
se M indica il processo martingala della decomposizione di Doob di H, cioe
dell’inviluppo di Snell di X, per la completezza del mercato esiste una strategia

(a B) € Atale
VD = My

e si prova che (a ) € A} N A%. Ricordiamo che, una volta determinato H
come in (3.9), in base alla (3.5) il processo M si puo calcolare mediante la
formula ricorsiva (in avanti)

My=Hy My =My + oo — B [Hup 7 (3.33)

e di conseguenza la strategia di copertura puo® essere costruita procedendo
come nel caso Europeo. Notiamo tuttavia che dalla formula (3.33), in partico-
lare dal condizionamento rispetto a F,,, risulta che il payoff My e dipendente
dalle singole traiettorie del sottostante S anche nel caso in cui X non lo e.
A causa di ci0o, come verificheremo direttamente nell’Esercizio 3.28, questo
metodo di calcolo della strategia di copertura risulta estremamente oneroso,
in particolare quando il numero dei periodi ¢ elevato.

D’altra parte il processo M dipende dalla traiettoria del sottostante solo
perché deve tenere memoria degli eventuali esercizi anticipati, ma nel mo-
mento in cui il derivato viene esercitato non € piu necessario coprirlo: questa
elementare osservazione suggerisce come il problema della copertura possa
essere drasticamente semplificato. Infatti ricordiamo (cfr. (3.30)) che vale

ﬁn = Mn per n < Vmax

In particolare, prima del tempo vmax la strategia di copertura puo essere cal-
colata utilizzando direttamente il processo H anziché M : il vantaggio ¢ che se
X & Markoviano? allora anche H lo &. Per esempio, consideriamo il caso di un
modello binomiale e indichiamo con

Sp k= u"d" kS, n=0 N k=0 =n (3.34)

il valore del sottostante, individuato dalle coordinate Markoviane n (tempo)
e k (numero di movimenti di crescita). Analogamente indichiamo con H,, j
il valore di H nel nodo di coordinate (n k) sull’albero binomiale. Allora la

3 Nel senso che X,, dipende dal sottostante tramite i valori di un processo di Markov
che (vedi I’Osservazione 3.15) pud essere il valore S, del sottostante stesso nel
periodo n se S &€ Markoviano.
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strategia di copertura per il periodo n-esimo con n < v,y € semplicemente

data da
H'n, k+1 — H'n, k

(u — d)Sn_l k

proprio come nel caso Europeo.

Al tempo vmax non & necessario calcolare la strategia di copertura «,,
(relativa al periodo (Vmax + 1)-esimo) perché vy & ultimo istante in cui &
possibile esercitare il derivato Americano in modo ottimale. Se il possessore
dell’opzione erroneamente non esercitasse in un tempo precedente o uguale
a Vmax, allora il venditore potrebbe realizzare un guadagno certo e privo di
rischio (ossia un arbitraggio): infatti, essendo il valore della strategia di coper-
tura, precedentemente costruita, pari a M, ___, per il venditore e sufficiente
utilizzare nel periodo (Vmax + 1)-esimo la strategia

k=0 n-1 (3.35)

Qp k=

o Myt1 k1 = My 41k
maxt1 k=
Vet (4 — d)Sypps

per ottenere all’istante successivo il capitale

Ml/max+1 > Hl/max"l'l > XVmax+1

strettamente maggiore del payoff. Rimandiamo anche all’Esercizio 3.29 per
un esempio concreto di calcolo della strategia di copertura nel caso in cui il
possessore dell’opzione decida di esercitare in modo non ottimale.

3.2 Opzioni Americane ed Europee

In un mercato libero d’arbitraggi e completo, indichiamo con H il processo
del prezzo d’arbitraggio di un derivato Americano X. Indichiamo inoltre con
HP il processo del prezzo del derivato Europeo con payoff Xy. Ricordiamo
(vedi (3.18)) che vale

PNI,L = max F® {)?l, fn} PNIf = E° {)N(N fn} n=>0 N

veTn

dove al solito @ indica la misura martingala; inoltre Hela piu piccola Q-
super-martingala maggiore di X.

In questo paragrafo studiamo la relazione fra i prezzi H e H. In particola-
re presentiamo due modi per far vedere che, in assenza di dividendi e supposto
r > 0, un’opzione Call Americana vale quanto la corrispondente Europea e
quindi una strategia ottimale di esercizio € data da v = vy.x = N.

Proposizione 3.23. Vale
H, > HY n=0 N (3.36)

Inoltre se Hf > X, per ogni n, allora H = HE ev =N ¢ una strategia
ottimale d’esercizio.
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Dimostrazione. La prima affermazione ¢ conseguenza della proprieta di super-
martingala di H, infatti vale

H, > E? {fIN —]—‘n} — EQ [)?N —]—‘n} — HE

Cio ¢ intuitivo poiché un’opzione Americana, rispetto alla corrispondente Eu-
ropea, da in piu al possessore la liberta di scelta del momento di esercizio e
dunque ha un valore maggiore.

Per quanto riguarda la seconda affermazione, 'ipotesi HZ > X,, per ogni
n implica che HZ & una martingala (e quindi anche una super-martingala) che
domina X: essendo perd (vedi Lemma 3. 8) H la pitt piccola super-martingala
che maggiora X si ha l'uguaglianza H = HF da cui anche H = HE. ]

Corollario 3.24. Nel caso X,, = (S, — K)+ er >0, si ha HE > (S, — K)+
e quindi H = HF: in altri termini, una Call Americana vale quanto la
corrispondente Call Europea.

Dimostrazione. Posto B, = (1 4+ )", vale anzitutto

gE = B—lNEQ (Sw - K)" Fa] > B—lNEQ [Sy — K ~Fp] =8, — B—va
Di conseguenza, essendo r > 0, si ha
Hfzsn—Kﬁzsn—K
By
ed essendo Hf > 0, vale anche
HE > (s, - K)* m

Forniamo ora una seconda condizione sufficiente affinché un’opzione Ame-
ricana valga come la corrispondente Europea.

Proposizione 3.25. Se X ¢ una Q-sub-martingala, ossia vale

X, < E? [)?n+1 —]—‘n} n=0 N-1

allora H = HE,

Dimostrazione. Per I'ipotesi di sub-martingalita e per il Teorema di Optional
sampling, vale

EQ [)?y —]—‘n} < EQ [)?N —]—‘n} (3.37)

per ogni n e v € Ty,. Segue dalla (3.37) che N & un tempo ottimale d’esercizio
ed anche che
PNI,L = max F® {)N(l, —fn} < E¥? {)?N —fn} = f[f

veTn

e quindi, per la (3.36), concludiamo che H = HE.
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Possiamo anche dare la seguente prova diretta della (3.37): per ogni v € T,
vale

[M]=

E“ {)N(l, —]—'n} = E° :]l{y:k})N(k _fn}

>
Il
3

IA
M
=
Q

:]l{l,:k}EQ [)?N —fk} —]-"n}

>
Il
3

I
[]=
|
QO

:EQ [myzk})?,v —fk} —]-"n}

>
Il
3

I
[M]=

B [y Xy Fa] = B [Xn ] 0

>
Il

n

Presentiamo la seguente dimostrazione alternativa del Corollario 3.24. In

base alla Proposizione 3.25, ¢ sufficiente mostrare che se X,, = (S, — K)+ e
r > 0 allora X e una @-sub-martingala: si ha infatti
=~ 1
B X1 Fa] = 5B (S — K)" ]
Bn+1
1 ~ K
> EQ[Sn—&-l_K_fn]:Sn_ >

Bn+1 Bn+1

(essendo r > 0)

K
>SS, — —
2 B,

da cui la tesi, essendo E¥ {)N(,H_l —fn} > 0.

Forniamo ora un criterio piti generale affinché H = H¥, basato sulla
proprieta di convessita della funzione di payoff.

Corollario 3.26. Se X,, = g(§n) con g funzione convessa, allora X ¢ una
Q-sub-martingala. In particolare, nel caso r = 0, non solo la Call ma anche
la Put Americana vale come la corrispondente Europea.

Dimostrazione. La tesi & conseguenza della disuguaglianza di Jensen: vale
infatti

E@ {)?nﬂ —]—'n} — B9 {g(§n+1) —]—‘n} > g (EQ {§n+1 —an = ¢(8,) = X

Infine, se_ r = 0, ¢ chiaro che il payoff della Put Americana ¢ del tipo X,, =

X = g(Sn) = g(Sy) dove g(z) = (K — )" & una funzione convessa e dunque
la tesi segue dalla Proposizione 3.25. |

A questo punto, visto che nella versione “non scontata” sia la Call che la
Put sono funzioni convesse del sottostante, ci si puo chiedere cosa distingua
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la Put dalla Call per rendere la versione Americana della Put non equivalente
alla Europea (almeno nel caso r # 0). Nell’ipotesi che valga X,, = ¢(S,,) per
ognin e sia r > 0, il risultato seguente fornisce una condizione su ¢, aggiuntiva
alla convessita, che garantisce che H = HF.

Corollario 3.27. Sia r > 0 e assumiamo che X, = ¢(S,) per ogni n. Se ¢

é funzione convessa tale che ¢(0) = 0, allora X ¢ una Q-sub-martingala e di
consequenza H = HF .

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che, per la convessita di ¢, vale
plaz + (1 - a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y) zyeR! ael0l]
e in particolare, per y = 0, si ha
plaz) < ap(x) z € R? (3.38)
Allora abbiamo

1
Xn=0p(Sn)=¢ <mEQ [Snt1 fn]) <

(per la (3.38) con a = 1_}_r €]0 1], essendo r > 0)

1

<
1+

¢ (B9 [Sny1 Ful) <

(per la disuguaglianza di Jensen)

1
1+r

1
E9[p(Sn+1) Fnl = 1+TEQ (Xn+1 Ful

<

da cui segue la tesi. ]

A conclusione notiamo che la Call e la Put si distinguono anche per il fatto
che nella Call la ¢ € monotona crescente e nella Put decrescente. Osserviamo
pero che le proprietd di convessita e monotonia crescente di ¢ non sono in
generale sufficienti a garantire che, posto X,, = ¢(Sy), il processo X sia
una @-sub-martingala. Per esempio, la funzione ¢(x) = 1+ =z, con = € R, &
convessa, monotona crescente e tale che, nel caso r > 0, il processo X & una
Q-super-martingala: infatti si ha

1
X,=1+8,=1 E9[Sni1 Fn
+ t 1 [Snt1 ]
1 1
> EC1+ Spi1 Fol= E°[Xny1 Fn
1+T‘ [ + +1 ] 1+T‘ [ +1 ]
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3.3 Esercizi risolti

3.3.1 Preliminari

Introduciamo le notazioni che utilizzeremo sistematicamente nella risoluzione
degli esercizi in cui considereremo modelli di tipo binomiale e trinomiale. Nel
caso binomiale, come gia nel Paragrafo 3.1.4, indicheremo con Y, ;, il prezzo
di un titolo Y individuato sull’albero binomiale dalle coordinate n (tempo) e
k (numero di movimenti di crescita del sottostante).

Piu in generale, quando sia necessario identificare le singole traiettorie del
processo dei prezzi, adotteremo una notazione del tipo

dove, al solito, I'indice n al pedice indica l’istante di tempo mentre la sequenza
all’apice indica i movimenti di crescita u e decrescita d della traiettoria del
sottostante, riportati in modo ordinato dal tempo iniziale fino al tempo n.

Nel caso del modello trinomiale useremo una notazione analoga alla
(3.39) in cui all’apice compaiono non solo le lettere u e d ma anche m in
corrispondenza del movimento “intermedio”.

Nella parte teorica si & visto che il prezzo H di un’opzione Americana X
¢ definito dalla relazione ricorsiva

X =N
H, =" " (3.40)
max —-X,, FE,— n=20 N -1

dove il processo E ¢ definito da Exy = —1 e
1
E, = E°[H, 1 —Fn <N-1 3.41
B [Hu F) n< (3.41)

Per la proprieta di Markov del processo dei prezzi binomiale e trinomiale, nel
caso il payoff sia del tipo X,, = X,,(S,) si ha (vedi Osservazione 3.15) che
anche H,, si esprime in funzione di S, ad ogni istante n.

Una volta determinato il processo E in (3.41), la minima e massima fra le
strategie ottimali d’esercizio sono definite rispettivamente da

Vmin = min—n —-X,, > F,,— (3.42)
Vmax = min—n —-X,, > E,— (3.43)

Infine, per quanto riguarda il problema della copertura, abbiamo osservato
nella Sezione 3.1.4, che fino al tempo vy« la strategia di copertura puo essere
calcolata utilizzando direttamente il processo H anziché M, la parte martin-
gala della decomposizione di Doob di H. Ne segue che la strategia di coper-
tura (o, B), costruita all’istante n — 1 per il periodo n-esimo, si determina
imponendo la condizione di replicazione

nSn + BnBn = Hy (3.44)

per n < Vpax-
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3.3.2 Esercizi e loro risoluzione

Esercizio 3.28. In un modello di mercato binomiale si consideri una Put
Americana con payoff X,, = (K — S,)". I dati numerici siano u = 2,d =
%, So=1,K = % e lorizzonte temporale sia di tre periodi, cioe N = 3. Al
variare del tasso di interesse r, si determini:

i) il processo H del prezzo dell’opzione e la minima e massima strategia
ottimale d’esercizio; B

ii) la martingala M della decomposizione di Doob di H e, nel caso r > 0, la
strategia di copertura del derivato Americano. (Questo punto dell’esercizio
e inteso a far vedere la onerosita del calcolo della strategia di copertura
basato sulla replica del processo martingala M calcolato secondo le (3.83)
ed il vantaggio della procedura alternativa descritta al Paragrafo 3.1.4).

Svolgimento dell’Esercizio 3.28
i) Affinché il modello sia libero d’arbitraggi deve valere la relazione d < 14+r <
u che in questo caso equivale a

1
—5 <r<L (3.45)

Assumendo valida la (3.45), si ha che la misura martingala € definita in termini
di

14r—d 1 2
T 2142 1—qg=2(1—7).
w—a 30t ¢=31=7)

Fig. 3.1. Albero binomiale dei prezzi del sottostante
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Rappresentiamo in Figura 3.1 I'albero binomiale dei prezzi del sottostante.
Ricordiamo che il processo del prezzo d’arbitraggio del derivato Americano &
definito ricorsivamente da

(% -8 N)+7 n=N s

H, =
max{(%_sﬂ-)-i_vEn}, nzO,...,N—l,

(3.46)

dove E ¢ il processo in (3.41):

E, = ﬁEQ [Hpy1 Ful.

Con le notazioni della Sezione 3.3.1, all’ultimo periodo abbiamo
H3s = X335=(3— 8)+ =0,
H3o=X30=(3— 2)+ =0,
H3y=X31=(3— %)Jr =0,
Hso=Xs0=(3-3)" =2

Successivamente, seguendo la (3.46), si ha
Xoo=Xo1=Foo=Fy; =0,

da cui Hy 9 = Hy 1 = 0. Inoltre
oo (1 1y _1
207\ ) Ty

1 3(1—q 1/1-r
Eao=——(qH 1 q)Hso) == - - .
2,0 1—|—r(q 31+ (1 —q)Hs ) 8( ) 1 <1—|—r>

Allora si ha
Hjyo=max Xz, F2p0

11/1—7r 3 se 0<r<l1,
- max 44 \1+r - l<1_r> se —f<r<o
1\ 11r 2 = U
Al passo precedente X1 1 =FE11=H;1=0e
Fio0=—(qgH 1—-q)H
1,0 1+r(q 21+ ( q)Hs )
1— —r
i(ug):%(hr) se 0<r<l,
T ) 10-9@-r) _ 1 (1-r 1
1(1({1—77‘)2_6<1+7‘> se—5<r§0.

In ogni caso, essendo X; ¢ = 0, vale Hy 9 = E; . Infine, al primo istante, si
ha Xo,0 = 0 e quindi

1
Hopo=FEoo=——(qH11+(1—q)Hip)

1+7r
2
%%:%(ﬁ_:) se 0<r<l,
T ia-9a=r% _ 1 (1-2\" 1
P =i (5) . —i<rso
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Fig. 3.2. Valori dei processi X (dentro al cerchio) e E (sopra al cerchio) nel caso
0<r<1

Per facilitare i calcoli seguenti, nella Figura 3.2 rappresentiamo i valori dei
processi X (dentro al cerchio) e E (sopra al cerchio) nel caso 0 < r < 1,
evidenziando in grassetto il massimo fra i due, pari al prezzo H dell’opzione
Americana.

Osservando la Figura 3.2 possiamo facilmente determinare la prima e 1’ul-
tima strategia ottimale d’esercizio nel caso 0 < r < 1. Infatti, per definizione
vale

1 i = —
Vmin = min-n —X,, > E,—= ?n =1 =511
2 in —Sl = Sl,O_
Analogamente si ha
2 in —SQ = 527()_

Vmax = MDA —Xp > B == {3 altrimenti.
In Figura 3.3 rappresentiamo la prima e 'ultima strategia ottimale d’esercizio
nel caso 0 < r < 1.

Consideriamo ora il caso —% < r < 0: in Figura 3.4 rappresentiamo i
valori dei processi X (dentro al cerchio) e E (sopra al cerchio), evidenziando
in grassetto il massimo fra i due, pari al prezzo H dell’opzione Americana.

Per quanto riguarda le strategie d’esercizio ottimale, consideriamo prima
il caso r < 0: per definizione vale

1 in —Sl = 51,1—
Vmin = min-n —Xn Z En—: 2 in —Sl = Sl,o—ﬁ —SQ = 52,1—
3 in —SQ = 527()_



3.3 Esercizi risolti 169

Vmax

Fig. 3.3. Minima (a sinistra) e massima (a destra) strategia d’esercizio ottimale nel
caso 0 <r <1

Fig. 3.4. Valori dei processi X (dentro al cerchio) e E (sopra al cerchio) nel caso
1

—5<r<o0
2

Vmax — min—n —X,, > E,—= 3

In Figura 3.5 rappresentiamo la prima e 'ultima strategia ottimale d’esercizio
nel caso —3 <7 < 0.
Infine nel caso r = 0, abbiamo vy =3 €

1 in —Sl = Sl 1—
Vpin = min—n =X, > K,—= ’
m "= " {2 in —Sl = Sl,O_
Notiamo che in questo caso (come nel caso r < 0) N = vpax € un tempo otti-
male d’esercizio e quindi il derivato Americano vale quanto il corrispondente
Europeo, in accordo con il Corollario 3.26.
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Vmax

Vmax

Vmax

Vmax

Fig. 3.5. Minima (a sinistra) e massima (a destra) strategia d’esercizio ottimale nel
caso —% <r<o0

ii) Determiniamo il processo M utilizzando la formula ricorsiva in avanti (3.33)
che in questo ambito diventa

MO = H(), Mn+1 = Mn + ﬁn-&-l - En

Poiché il processo M dipende dalla traiettoria del sottostante, la notazione
M,, 1, non e piu adeguata poiché i valori di M al tempo n non dipendono solo
dal numero di movimenti di crescita del sottostante, ma anche dall’ordine in
cui sono avvenuti. Pertanto nel seguito utilizziamo la notazione (3.39).

Consideriamo dapprima il caso 0 < r < 1. Allora osservando la Figura 3.2,
possiamo facilmente determinare tutto il processo M:

1/1—7r\?
M0=Ho=—< 7“)’

9\1+r
2 2
~ 1/1—r 1/1—r
! L1t Mo 0 +9<1+r) 9<1+r>
2 2
~ 1—r 1/1—r 1/1—r
M{=H o+ My—FEy= ——s + =~ — =
! 1o+ Mo 0 6(1+r)2+9<1—|—r> 9<1+r>
fr— 1_7' .
- 6(1+7)%
nel secondo istante abbiamo
M;"=ﬁ2,2+Mf—El,1 =0,
My = Hyy + M — Ey, =0,
~ ~ 1—r 1—r
M = Hyy + M{' —E10=0 - =0
e R R S el
~ ~ 1 1—r 1—r
Mg =Hy g+ M — E1 = -
2 = Mot M = B = e T2 T 6 )2
1

4(1+r)?’
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e nel terzo istante abbiamo
M = Hy 3+ M3™ — By =0
M3 = Hs o+ M3" — Ez5 =0
M3® = Hy o+ M3? — E»1 =0
M = ff3,2 + Mg — EQ,l =0
M3 = ﬁ3,1 + My - EQ,l =

Méiu{i:ﬁ:i,l—f—MQdu_EQ,l:
~ ~ 1 1—r r
3 3,1+ My 20 =0 AT Tl 20 e
3 1 1—-7r

Mddd — f Ml _F o B
3 ot Mt = B0 = e s Y T 2 A

s ()

In accordo con quanto osservato nel Paragrafo 3.1.4, possiamo verificare che
vale semplicemente

M, = H, per 7 < Vpax (3.47)

In particolare nel caso r < 0, poiché vpax = N, si ha che il processo M
coincide col processo H.

Infine determiniamo la strategia di copertura nel caso r > 0. A posteriori,
come gia osservato nel Paragrafo 3.1.4, per calcolare la strategia di copertura
non & necessario determinare il processo M : infatti ricordiamo che & sufficiente
calcolare la strategia per n < vmax € quindi, per la (3.47), possiamo diretta-
mente utilizzare 'usuale formula di copertura (3.35) che qui riportiamo per

comodita
Hn,k+1 - H'n,,k

n = = — 1
Oln ks ( — )51 r k=0 n

Qui oy, 1, indica la strategia di copertura per il periodo n-esimo, che si costrui-
sce all’istante n — 1 nel caso S,,—1 = S,,—1,%. La strategia per il primo periodo
¢ pari a

1+r

T T w—as -z i

O_l 1—r
- H171 _HLO - 6 \ 147 - 1 <1 —’I")

Dalla relazione di autofinanziamento

Hy =015 + 1By

si ricava facilmente anche la quota di titolo non rischioso che & pari a

2 2
1/1—r 1/1—7r 4rs — 17r + 13
—Hy—a1 =~ —") 4= _
fr=Ho-ao 9<1+7~) +4<1+7~) 36(1 + r)2
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Fig. 3.6. Strategia di copertura nel caso 0 < r <1

Dunque nel primo periodo si vende allo scoperto una quantita pari a i (1;:)

di titolo rischioso e lo si investe, insieme all’ammontare ricevuto dalla vendita
del derivato, nel bond.
Nel secondo periodo, la strategia e la seguente

gy = Hy9— Ho _
’ (u —d)Sl,l

a0 = Hyp — Hapo _ 0—3 _ 1
’ (u — d)Sl,() % . % 3

Dunque, se il prezzo e salito si investe tutto nel bond, altrimenti ci si inde-
bita ulteriormente di un terzo nel titolo rischioso. Infine nell’ultimo periodo
dobbiamo calcolare la strategia solo nel caso in cui So = Sz2 e S2 = S21
perché in Sy = S5 o si ha esercizio anticipato (si veda I’albero a destra nella
Figura 3.3). Si ha

o — H33— H3 o _0
T (w—d)Ss,
et — H3o—H31 0
T (u—d)San
La strategia di copertura « € rappresentata in Figura 3.6. O

Esercizio 3.29. In un modello di mercato binomiale si consideri una opzione
Americana con premio di esercizio

X, =min max S, K; K>
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cioe un’opzione di tipo “collar”. I dati numerici siano

e lorizzonte temporale sia di due periodi, cioe N = 2.

i) Si determini il processo del prezzo dell’opzione Americana e le strategie di
esercizio minimale e massimale;

ii) si determini la strategia di copertura;

iii) si faccia vedere cosa succederebbe se il cliente esercitasse erroneamente
l'opzione in n = 2.

Svolgimento dell’Esercizio 3.29
i) Notiamo innanzi tutto che, sulla base dei dati numerici, per la misura
martingala vale

14 r—d 2

u—d 3

In Figura 3.7 rappresentiamo ’albero binomiale del prezzo del sottostante
(dentro al cerchio) e del payoff dell’opzione Americana (sopra al cerchio).
All’ultimo periodo il prezzo d’arbitraggio del derivato H & pari a

Hy" = X§" = min max 4,1 ,2 =2,

HY? = X¥? = min max 1,1 ,2 =1,

HYd = Xdd = min{max{i,l},Q} =1

Xy =2

Fig. 3.7. Albero binomiale dei prezzi del sottostante S (all’interno dei cerchi) e dei
valori del payoff X (sopra i cerchi)
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Calcoliamo ora il prezzo d’arbitraggio al tempo n = 1: per definizione si ha

1
H =max Xi EY} :max{? r(qH%‘“—I—(l—Q)H;d)}
T

2 (2 1 10
—maX{Q §<§~2+§-1)}—max{2 3}—2

H{ = max{Xf Ef} = max{l ﬁ (qu“ +(1 —q)Héid)}

= 12 2 1—|—1 1 = 12 =1
= max 313 3 = max 3=

Inoltre al tempo iniziale si ha

1
Hy = max Xy Eq—= max{l s (qu +(1- q)Hf)}
r

B L2025, L L o) _ 10
= max 3 3 3 = max 9 —9

Confrontando i valori di X e E appena calcolati, otteniamo
U := Umin = min—n —X,, > E,,—= Vpax = min—n —-X,, > E,—=1
e quindi in questo caso ’opzione Americana non si riduce ad un’Europea.

Cio e anche in accordo con la Proposizione 3.25 dato che X qui non & una
@-sub-martingala. Infatti si ha p.es.

~ 4 ~
Xi'=3 > E9-X, F =

Rappresentiamo la strategia d’esercizio ottimale in Figura 3.8.

ii) Per quanto osservato nel Paragrafo 3.1.4, poiché vmax = 1, & sufficiente cal-
colare la strategia di copertura solo per il primo periodo. Inoltre tale strategia
coincide con la strategia di copertura di H; e dunque si ottiene imponendo la
condizione di replicazione

a1S1 + /1By = Hy

che fornisce il sistema di equazioni lineari
a1uSy —l—,@l(l + ’I“) = Hf
a1dSy —l—,@l(l + ’I“) = Hii

R

Fig. 3.8. Strategia d’esercizio ottimale
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equivalente a
200 + 361 =2
fon+ 36 =1

La soluzione di tale sistema e
2 4
o = - = - 3.48
1=3 B 9 (3.48)
Verifichiamo che il costo iniziale di tale strategia e pari al prezzo iniziale
dell’opzione Americana: ricordando che Sy = By = 1, vale infatti
2 4 10
=So+ =By=— =H
370 T g0 T g O
Alternativamente si poteva anche calcolare la strategia utilizzando la formula

(3.35) che qui diventa
HY — HY

So(u—d) B 0o—a15p

aq

iii) Assumiamo ora che il possessore dell’opzione non eserciti in modo razionale
all’istante n = 1. Per esempio, supponiamo che per S; = S} = 2 il possessore
non eserciti. In tal caso € necessario coprire il payoff X5 e a tal fine costruiamo
la strategia di copertura (as (2) tale che

28y + B2 By = Xo

0, piu esplicitamente,

aguS“f + ,62(1 + 7“)2 = X;u
a2dSY + Po(1+ 1) = X3¢

Tale sistema fornisce

402+%ﬂ2=2
ar+ 26 =1

con soluzione
1 8
a =g B2 = o7
Notiamo tuttavia che il costo per la costruzione di tale strategia in S; = S} =
2 e pari a
Vlu :agsqf—f—ﬂgBl:%Q—f—%g:%o
che & strettamente minore di H}* = 2, pari al valore della strategia di coper-

tura costruita all’istante iniziale. In definitiva il venditore dell’opzione deve
10

impegnare solo 3 per coprire ’opzione, a fronte di un capitale disponibile
pari a 2 (derivante dalla vendita iniziale dell’opzione e dall’investimento nella
strategia di copertura (3.48) nel primo periodo). Il risultato & un profitto certo
e privo di rischio per il venditore pari a
8
H -V =—
1 1 9
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Analogamente, se il possessore non esercita nel caso S; = S§ = %,

costruiamo la strategia di copertura tale che

auS¢ + B2 (14 7)2 = Xyd
anSji + ,62(1 + T‘)Q = ng

Tale sistema fornisce

az+ 46 =1
iaz + %,@2 =1
con soluzione A
Qg = 0 ,62 = 5

In questo caso il costo per la costruzione della strategia in S; = S¢ = % ¢ pari
a
4 3 2
Ve =088 + 3B = = - = ==
1 257 + G281 93" 3
che ¢ strettamente minore di H{ = 1, pari al valore della strategia di copertura
costruita all’istante iniziale. Il risultato € ancora un profitto certo e privo di
rischio per il venditore pari a

1
Hf—Vldzg O

Esercizio 3.30. In un modello di mercato binomiale si consideri una Call
Americana “up-and-out” con payoff

x _{(Sn—K)+ se Sy <3 perognik<n

0 altrimenti

Assumendo i seguenti dati numerici
1 1

u=2 dZE r=20 Sp=1 K:§

e lorizzonte temporale di tre periodi, cioe N = 3, si determini:

i) il processo H del prezzo dell’opzione;
ii) la minima e massima fra le strategie ottimali d’esercizio;
iii) la strategia di copertura dell’opzione per il primo periodo.

Svolgimento dell’Esercizio 3.30

i) Si tratta di un’opzione con barriera il cui payoff ¢ path-dependent, ossia X,
dipende dalla traiettoria del sottostante e non solo da S,. In particolare per
ogni n occorre distinguere le traiettorie tali che, in qualche istante minore o
uguale a n, il prezzo del sottostante € maggiore della barriera 3, caso in cui il
payoff si annulla. In Figura 3.9 rappresentiamo 1’albero binomiale del prezzo
del sottostante (dentro al cerchio) e del payoff dell’opzione Americana (sopra
al cerchio).
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Fig. 3.9. Albero binomiale dei prezzi del sottostante S (all’interno dei cerchi) e dei
valori del payoff X (sopra i cerchi)

All’ultimo periodo il prezzo d’arbitraggio del derivato H & pari a

Huuu Xéj,uu _ 0’
ngd — Xé““i 0’

Hé“iu — Xéuiu — (2 _
Hé“id — Xé“id —
Hgdd _ ngd

|
Wl Lol W=
S~— —
+ ¥
Il |

SN—
+
Il
O o ol

Calcoliamo ora il prezzo d’arbitraggio al tempo n = 2: per definizione si ha
HY" = max X§“, E3* =max{0,qgH{"" + (1 — q)Hy"} =0,

3

q
215,211 22)_2
T3 37373 T M 33 T

HY = maX{X2 d} = maX{O qHI™ (1 - q)Hgdd}
1 1 2 1

Hy? = maX{ng,E;‘d} = max{2
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Al tempo n =1 si ha

Z
IS
I
g
I
"
—_
ket
IS8
&
=y
I
g
IS4
"
—N
=
(S
&
S
_|_
_
|
)
N—
T
<
IS8
——

_ 215, 2 71 _ . J2591 59
TWA 3 3733 o7 T M 3 81 T Bl

ii) Confrontando i valori di X e E calcolati nel punto precedente, possiamo fa-
cilmente determinare la prima e I'ultima strategia ottimale d’esercizio. Infatti,
per definizione vale

1 in —Sl = Sqf—
Vmin = min—n —X,, > E,—= {2 in -9 = S¢*—

3 altrimenti

v = min—n X, > E,—=
max " " 3 altrimenti.

{1 in —S; = Su—

In Figura 3.10 rappresentiamo la prima e ’'ultima strategia ottimale d’eserci-
zio. Si noti che il fatto che sia ottimale esercitare anticipatamente se S; = uSy,
€ dovuto alla presenza della barriera. Per i valori di S “lontani” dalla barrie-
ra, ’esercizio anticipato non & ottimale come nel caso standard della Call
Americana senza barriera che ¢ equivalente alla Call Europea.

iii) Calcoliamo la strategia di copertura per il primo periodo: poiché vyax >
1, per quanto osservato nel Paragrafo 3.1.4, tale strategia coincide con la
strategia di copertura di H e dunque si ottiene imponendo la condizione di
replicazione

a1S1 + /1By = Hy

che fornisce il sistema di equazioni lineari

a1uSy —l—,@l(l —l—’l“) = Hf
a1dSy —l—,@l(l —l—’l‘) = Hii
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Fig. 3.10. Minima (a sinistra) e massima (a destra) strategia d’esercizio ottimale

equivalente a (ricordiamo che r = 0)

{2&1 +61=2

1 _ T
50414-,61—2—7

La soluzione di tale sistema &
76 17

“=5 TR

Verifichiamo infine che il costo iniziale di tale strategia & pari al prezzo iniziale
dell’opzione Americana: ricordando che Sy = By = 1, vale infatti
76 17 59
—S— —By=—=H
817 81 81 °
Alternativamente si poteva anche calcolare la strategia utilizzando la
formula (3.35) che qui diventa

Hy — HY

= So(u—d p1 = Ho — a150

aq

O

Esercizio 3.31. Si consideri un’opzione Put Americana su un basket di due
titoli in un modello di mercato trinomiale completato (cfr. Sezione 1.4.2), con

payoft
S14+52\*
X, — <2 _ @)
2
Si assuma che i parametri per il processo dei titoli rischiosi S = (S 1 SQ) siano
11 5 1

Ulzg 'U/QZE m1:m2:1 d1:§ d2:2 Sé:S(Q)Zl T:Z

Si consideri 'orizzonte temporale di due periodi, cioe N = 2, e si noti che, in
base ai dati numerici, per 'unica misura martingala equivalente @ si ha

Qh=D=m=3 Qh=2=p=7 Qh=3=a-=;

dove per il significato di h si veda la Sezione 1.4.2. Si determini:
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i) il processo del prezzo dell’opzione Americana,;
ii) le strategie minimale e massimale di esercizio ottimo;
iii) la strategia di copertura.

Svolgimento dell’Esercizio 3.31
i) Utilizziamo le notazioni (3.39), (3.41) e riportiamo in Figura 3.11 I’albero
trinomiale (dei prezzi dei sottostanti) che in questo caso non & “ricombinante”
in quanto u;d; # mf. Si noti che al movimento di crescita di uno dei due titoli
corrisponde un movimento di decrescita dell’altro.

All’ultimo periodo abbiamo

121

25

Hy" = xgv = (1- 575)
H;mzxgm=(1_%+%)+ 2

37
17
247

=0,

d _ d _ 3+
= X3 —( Ti

Prezzo finale Hs

0

wIN

[

Fig. 3.11. Albero trinomiale a due periodi: prezzi dei titoli S*,S? e prezzo finale
Hs> = X3 dell’opzione Put
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Successivamente, per definizione di prezzo d’arbitraggio, si ha
H1 = maX—X1 El—

dove

inoltre F1 = LEQ [Hy —F1] e in particolare
1

4 (1 12 1 17 5
Eu__ Huw Hum _Hud ==(Z.0 -2 - .0 _
1—|—r< 2 +6 27 T3 ) 5(2 T 373 24) 18

4 (1 2 1 1 3 7

Hmu Hmm Hmd [ —.0 —_ .=
1+r < T T3t ) 5(2 376" "3 4) 15
1 1 4 (1 17 1 3 1 23
Hdu H _Hdd e P— _. = —
< 2t *3 2) 5(2 24176413 O) 60

Quindi vale

2

Infine si ha Xg =0e
1 /1 1 1 412 1 7 1 3\ 119
Ey=—(-H'+-H"+-H¢) == (- 24-. 4 _-.2)=—
0 1—|—7“<2 Lty 1) 5(2 376 1573 4) 225

da cui abbiamo che il prezzo iniziale dell’opzione Americana & pari a
119
225

15

H() = max —X() EQ—:

ii) Per quanto riguarda le strategie d’esercizio ottimali, per definizione vale
1 in —h1:1—U—h1:3—

. . (3.49)
2 altrimenti

Vmax = min—-n —X,, > F,—= {

ed ¢ immediato verificare che vy, = Vmax =: V. Rappresentiamo la strategia
ottimale 7 in Figura 3.12.

iii) Ricordiamo che, per quanto osservato nel Paragrafo 3.1.4, occorre de-
terminare la strategia di copertura (o, B,) dell’opzione Americana solo per
n < Vmax: inoltre in tali istanti di tempo, la strategia coincide con la strategia
di copertura di H.

Data ’espressione di vpax in (3.49), & dunque sufficiente calcolare la stra-
tegia iniziale (ay (1) per il primo periodo e la strategia (ag (B2) per il secondo
periodo, solo nel caso h; = 2 ossia quando Si = S7 = 1. Infatti n = 1 & l'ulti-
mo istante di esercizio ottimale nel caso hy =1 o hy = 3: in altri termini, se i
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Fig. 3.12. Strategia d’esercizio ottimale

titoli crescono o decrescono nel primo periodo allora ’opzione va esercitata e
pertanto non & necessario determinare la strategia di copertura per il secondo
periodo.

Determiniamo la strategia di copertura per il primo periodo imponendo la
condizione di replicazione

o151 +aiSt + /By = H

Otteniamo
atu1S§ + auaSE + B (1+1) = HE
aimiS§ + a3maSE + (1 + 1) = HP®
a%dlSé + a%dQS(Q) + ,61(1 + ’I“) = Hii
che fornisce il sistema
Ba + 3o + 3 =2
at +ai+ 36 = %
bal+ 201 + 351 = 3
con soluzione

8
270

121 4 — 56
270 1™ 7995

o = of =

Verifichiamo che il costo iniziale di tale strategia e pari al prezzo iniziale
dell’opzione Americana: ricordando che S} = 82 = By = 1, vale infatti

89 ., 121, 56 119

970”0 T 27070 T 22570 T 225 0

Determiniamo ora la strategia di copertura per il secondo periodo, nel caso
S = S? = 1, imponendo la condizione di replicazione

@353 + 385 + 2B = H
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Otteniamo
aduy + adus + B (1+1r)? = H™
aimy +a3ms + Ba(1 + 1) = H'™
a%dl + agdg + ,62(1 + 7“)2 = H;nd
che fornisce il sistema
ob + $o + =3
ab+a+388=0
1 25 3
303+ 205+ 10 = §
con soluzione
19 23 112
» e
18 18 75
Anche in questo caso verifichiamo che il valore di tale strategia ¢ pari al prezzo
dell’opzione Americana: infatti, essendo S} =57 =1 e By = 2, vale
19 23 112 7
—Sl 4+ =82 _ "B =—=H"
187 T 18Tt s Tt s Y
Si osservi che, pur trattandosi di un’opzione di vendita, la strategia di co-
pertura consiste nell’assumere posizioni di acquisto sui titoli rischiosi: cio e
dovuto al comportamento controvariante tra i titoli rischiosi, ossia al fatto

che al movimento di crescita di uno dei due titoli corrisponde la decrescita
dell’altro titolo. |

1 _ 2 _
Qg = Qy =

Esercizio 3.32. Si consideri un’opzione Call Americana su un basket di due
titoli in un modello di mercato trinomiale completato, con payoff

X, = Si —m, dove m,, = min{S}l Si}

Si assuma che i parametri per il processo dei titoli rischiosi S = (S 1 SQ) siano

i seguenti
11 ) 1
ulzg ’U,QZE m1:m2:1 d1:§ d2:2 56252:1 T:Z

Si consideri 'orizzonte temporale di due periodi, cioe N = 2, e si noti che, in
base ai dati numerici, per I’'unica misura martingala equivalente @ si ha

Qh=D=m=3 Qh=2=p-7 Qh=3=-an-1

dove per il significato di h si veda la Sezione 1.4.2. Si determini:

i) il processo del prezzo dell’opzione Americana,;
ii) le strategie minimale e massimale di esercizio ottimo;
iii) la strategia di copertura al secondo periodo negli scenari in cui Vpayx > 1.

Svolgimento dell’Esercizio 3.32

i) Utilizziamo le notazioni (3.39), (3.41) e riportiamo in Figura 3.13 l’albero
trinomiale (dei prezzi dei sottostanti) che in questo caso non & “ricombinante”
in quanto u;d; # mf.
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Prezzo finale Hs

0

L)

N

Fig. 3.13. Albero trinomiale a due periodi: prezzi dei titoli S*,S* (indichiamo in
grassetto il minimo dei due, pari al valore di m.,) e prezzo finale Hy = X» dell’opzione
Put

All’ultimo periodo abbiamo

Hy" = X3 =3 -5 =0,
Hym=Xym=2_-2=0
Hy' =X = § - =%
Hpm = Xim =

Hypd=Xpd=2-1=3

dd _ ydd _ 115
H3" = X3 =4-3=7

Successivamente, per definizione di prezzo d’arbitraggio, si ha

H1 — max Xl,El 5

dove
Xp=3-2=o
XP=1-1=0,
X{=2-3=1%
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inoltre F1 = ——E® [Hy —F] e in particolare
1+r

o 1 1H““+1H“m+1H“d 41 04 0+1 3 1
P74, \272 T6772 372 ) 7 5\2 3 4) 5
1 1 1 1 4 (1 1 1 3 2
E™m — Zgmu Z gmm _Hmd —_ (. .0 -.2)1_ 2
! 1—|—7“<2 2 gt g ) 5(2 05 0t3 2) 5
1 1 1 1 4/1 3 1 1 15 13
Ed: _Hdu _Hdm _Hdd —__(Z.2 2.0 .2 - =
! 1—|—7“<2 2 tghz T3t s\l 176731 10

Quindi vale

1 2 3
HY = EY = = > XY H' = BY" = < > X7 Hf:Xf:§>E1

Infine si ha Xg =0e

1 1 1 1 4 /1 1 1 2 1 3 8
Ey=— (zH'+ -H "+ -H) =2 (= 4. 24-.2) =2
0 1+r<21+61+3 1) 5( 5573 2) 15
da cui abbiamo che il prezzo iniziale dell’opzione Americana & pari a
8

H() = maX—Xo EQ—: EQ = 1—5

ii) Per quanto riguarda le strategie d’esercizio ottimali abbiamo

1 in -hy =3-
Vmin = Vmax = { o ! (350)

2 altrimenti

iii) Data D’espressione di vmax in (3.50), & sufficiente calcolare la strategia
(aa B2) per il secondo periodo, nei casi hy =1 e hy = 2.
Iniziamo col caso S = S? = 1 (hy = 2), imponendo la condizione di
replicazione
383 + 0383 + 2Bz = Hy

Otteniamo

aduy + aus + B (1+1)? = H™

aimy +a3mg + Ba(1 + 1) = H'™

ald; +a3dy + Be(1 +7)2 = H

che fornisce il sistema
11 .1, 5,2, 250 __
Fag + Eag + 1_6’62 =0
1 2, 25
a5 + Qs + 1_6’62 =0
1.1 2, 255 _ 3
§a2+2a2+1_6/62 - 5

con soluzione

32

ﬂ2=—2—5

W =
[ SR )
w| o
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Anche in questo caso verifichiamo che il valore di tale strategia ¢ pari al prezzo
dell’opzione Americana: infatti, essendo S} =57 =1 e By = £, vale

1., 5., 32 2
Sl 4282 g = Zopgm
3ot 3o g =g =1
Passiamo quindi al caso S = & S} = 2 (hy = 1), imponendo la

condizione di replicazione
@385 + 553 + 2By = H

Otteniamo

161a2u1 + a2u2 + Ba(1 +71)% = H

6 Lodm, + a2m2 + B2(1+7)% = Hy™
6 a2d1—|— a2d2 +,62(1+7") H;d

che fornisce il sistema

1,5.2 253 _
Fag + Eag + 1_6’62 =
11 1.1 5 2, 252 _ 3
T 2 t2 gt k=3
con soluzione 1 16
1 2
oy = — a5 =1 fo = ——
271 2 25

Anche in questo caso verifichiamo che il valore di tale strategia ¢ pari al prezzo
dell’opzione Americana: infatti, essendo S} = 1—61 52 = % e B; = %, vale

1 16 1

—S + 8- —B;=-=H} O

TR T R
Esercizio 3.33. Sia dato un modello di mercato trinomiale completato (cfr.
Sezione 1.4.2) con un titolo non rischioso e due titoli rischiosi S} S2, in modo
che S, = (S! S2). Si consideri un’opzione scambio di tipo Americano con il
processo di premio dato da

X, =(K+582-8)"

I dati numerici siano
7 22 1 1
Uy == Up=— m=mop=1d == do== Si=8=1r==
1=3 W= 1 2 1=5 @2=3 9o 0 5
e orizzonte temporale sia di due periodi, cioe N = 2. Si noti che, in base ai
dati numerici, per 'unica misura martingala equivalente @) si ha
1 1 1
2 6 3
dove per il significato di h si veda la Sezione 1.4.2.
i) Nel caso K = 0 si calcoli il prezzo dell’opzione Americana. Si determinino
le strategie di esercizio minimale e massimale e si riconosca che questa
opzione Americana si riduce ad una Europea;
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ii) nel caso K < 0, utilizzando la proprietad di convessita della funzione di
payoff, si verifichi che questa opzione Americana si riduce ad una Europea;

iii) nel caso K = %0 si calcoli il prezzo dell’opzione Americana e si verifichi
che all’istante iniziale ¢ maggiore del prezzo della corrispondente opzione
Europea. Si determinino inoltre le strategie di esercizio minimale e mas-
simale. Infine si imposti il sistema di equazioni a cui deve soddisfare la
strategia di copertura nel primo periodo.

Svolgimento dell’Esercizio 3.33
i) Utilizziamo le notazioni (3.39), (3.41) e riportiamo in Figura 3.14 I’albero
trinomiale dei prezzi dei sottostanti. All’ultimo periodo abbiamo

Hy = Xy = ()= 8
Him =X = (5T =,
Hy =Xy = (2 7)<
Hpm = X1 :(1_1) o,
A
Xt~ G4} o

Successivamente, per definizione di prezzo d’arbitraggio, si ha
H1 — max Xl,El 5

Prezzo finale Ha

49 | 484 43
81 81

=

Fig. 3.14. Albero trinomiale a due periodi: prezzi dei titoli S*,S? e prezzo finale
Hs> dell’opzione di scambio nel caso K =0
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dove X; = (5% — S%)+ e in particolare

22 T 1 1\"
X}‘:<§—§) == X"=(1-1D"=0 Xf:(———) =0;

inoltre By = ——FE®[H, JFi] e in particolare
1+r

1 1 1 1
Bt = o (e + g+ g

L+r\2 6 3
_2(143 11 1\ _ 46
~3\2 8 6 9 3 243
1 /1 1 1
E™m — Zgmu Z gmm _Hmd
! 1+r<22+62 +32)
2/1 1 1 1 1
= (2. 24+2.04+2.0)=—
3(2 976" "3 ) 27
1 /1 1 1 2 (1 1 1
Fl= — (-H& 4 —HIm 4+ ZHI ) =2 (-.04+=-0+=-0]=0
11+r<22+62+32 sz "6 "3
Quindi vale
HY =By = o5 H' = BT = Hl=Xx{=0
Infine si ha Xo=(1-1)" =0e
1 /1 1 1
FEy=——|(-H'+ -H" 4+ -H¢
0 1—|—r<2 1ty 1)

2 /1 46 1 1 1 49
:_<_._+_._+_.O)

3\2°243 6 27 3 ) 729
da cui abbiamo che il prezzo iniziale dell’opzione Americana ¢ pari a
49
H():max X() EQ :ﬁ

Per quanto riguarda le strategie d’esercizio ottimali, per definizione vale
1 in h1 = h‘li
Vmin =min n X, > E, =
i e {2 altrimenti
Umax =min n X, >k, =2

Poiché N = wvp.x = 2 & una strategia ottimale d’esercizio, in base alla
definizione di prezzo d’arbitraggio

Hy = max E@ {)?y} = B9 [)?VW} — E° {552}
veTo

e quindi l'opzione Americana equivale all’Europea con payoff X,. In Figura
3.15 rappresentiamo la prima e 'ultima strategia ottimale d’esercizio.
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Vmax

Fig. 3.15. Minima (a sinistra) e massima (a destra) strategia d’esercizio ottimale
nel caso K =0

i) I payoff & dato da X,, = g(S;,52) = (K + S}, — S,QL)+ con g convessa e tale
che g(0) = 0 essendo K < 0. In base al Corollario 3.27 si pud quindi concludere
che X,, & una Q-sub-martingala e quindi una possibilita di esercizio ottimale &
di continuare fino alla scadenza. Si puo verificare anche direttamente che X,

€ una @-sub-martingala, infatti si ha

+
( K S S;H) fnl

EQ {)?n fn} — E°
i Bn+1 Bn+1 Bn+1

+
e
- Bn+1 Bn+1 Bn+1

K 82 SN\'_ (K s s\T <
— -_n _ n > = -_n _ n — Xn

dove, nel secondo passaggio, abbiamo utilizzato la disuguaglianza di Jensen e
nel quarto passaggio, il fatto che K < 0 e r > 0. Allora in questo caso, la tesi
segue dalla Proposizione 3.25.

iii) Nel caso K = {5, all’ultimo periodo abbiamo
Hp == G+ - 9) - B
Ay = Xpr = (h+ -4 =
Hyt = X5t = (g + 5 - 3) 7 =0 (3.51)
Hypm = Xt = (L +1-1)" = &, '
Hyd = Xpd = (4 +1-1)" =0,
A= Xt = (G- ) =0
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Successivamente, per definizione di prezzo d’arbitraggio, si ha

1 +
lemax{<1—0+5f—5%) ,El}, (352)

dove

3)+ :_LO, (3.53)
)-‘r

qu — i (1H;u+1H;m+1H;d)
(% gi(l)—’—ﬁ 90"’3 0):&
B =g (3H5™ + §HP™ + 3HY)
(G-ots o+s 0)=f—5
Bl = ks (44 G )
(3:0+%-0+1- 0)_0.

(3.54)

[

Quindi vale
284

1215’
1

1_07
H{ =max {X{,E{} = B{ = X{ = 0.

u Uu u u __
H{ =max X{,E! =E|=

m __ m m m o __
H" =max X{",E" =X{"=

Infine si ha Xo=(1—-1)" =0e

1 /1 1 1
Fy=——|(-H'+ -H" 4+ -H¢
0 1+r<2 1ty 1)

2 (1 284 (3.55)

3

RS S PR 7
2 1215 6 10 3 - 7290’

da cui abbiamo che il prezzo iniziale dell’opzione Americana & pari a
649

H():maX XQ,EQ :%

Verifichiamo che tale valore & maggiore del prezzo HE della corrispondente
opzione Europea: infatti, in base alla (3.51), vale

1 ~
HEziEQ{X}
MCEESE ’
,511 19,1\ 317
- 2 2 1) 22 g,
9( Nz " ‘“‘%0“’210) 3645 =0

Determiniamo ora la minima e massima fra le strategie d’esercizio ottimali:
in base alla definizione (3.42)-(3.43) & sufficiente confrontare i valori di X e F
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Fig. 3.16. Strategia d’esercizio ottimale per I'opzione Americana di scambio con
payoft X,, = (% +52 — S}L)

calcolati precedentemente in (3.52), (3.53), (3.54) e (3.55) per verificare che

vale
{1 in hy = hd A {1 in hy = A
Vmin = Vmax =

2 altrimenti 2 altrimenti

come riportato in Figura 3.16.

Infine determiniamo la strategia di copertura iniziale: poiché vy > 1
la strategia di copertura dell’opzione Americana nel primo periodo coinci-
de con la strategia di copertura di Hi, in accordo con quanto osservato nel
Paragrafo 3.1.4. Dunque imponiamo la condizione di replicazione

o151 +aiSt + /By = H,

equivalente a
atu1S§ + atuaSE + B (1+1) = HE
aimiS§ + a3maSE + B1(1+17) = HP®
atdi Sy +a2dyS2 + p1(1+ 1) = HE

che fornisce il sistema
701,22 2, 33 _ 284
s+ 5ai+ 501 = 1555
1 2, 3 1
Qg + aq + 5/61 = 710 a

1.1 1.2 3 —
5a1+§a1+5ﬂ1—0

Esercizio 3.34. Sia un modello di mercato trinomiale completato con due
titoli rischiosi S e S? (oltre ad uno non rischioso). I dati numerici siano

1 7 7 1 1
= 2 = 1 = — = — = — = — 1 = 2 = 1 = —
U1 ma d1 B (V%) 3 mo 9 dQ 3 S, SO T 1
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Risulta che per 'unica misura martingala equivalente @ si ha
3 3 1
Qh=1)=q=2, Qh=2)=¢=-, Qh=3)=q¢gp=-,
8 8 4
dove per il significato di h si veda la Sezione 1.4.2. Su un orizzonte temporale
di due periodi, cioe N = 2, si consideri un’opzione Put Asiatica Americana
con floating strike, il cui payoff e

Xo=(An— D), A= > st

Si determini:

i) il processo del prezzo dell’opzione;
ii) le strategie minimale e massimale di esercizio ottimo e la strategia di
copertura per il primo periodo.

Svolgimento dell’Esercizio 3.34

Fig. 3.17. Albero trinomiale a due periodi: all’interno dei cerchi sono riportati i
valori di S' (a sinistra) e della media A (a destra). Fuori dai cerchi sono riportati i
valori del payoff X
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i) L’opzione dipende solo dal primo titolo e il payoff & path-dependent, ossia
X, dipende dalla traiettoria del sottostante fino al tempo n e non solo dal
prezzo S}. In Figura 3.17 rappresentiamo ’albero trinomiale in cui distinguia-
mo le singole traiettorie e riportiamo all’interno dei cerchi il prezzo S* e la
corrispondente media A, e all’esterno dei cerchi riportiamo i valori del payoff
X.

All’ultimo periodo il prezzo d’arbitraggio del derivato H & pari a

Hy = X3 — (- 4)" =0
Hym = Xym = (3 —2)" =0
Hyt =Xyt = (3-1)" =3
Hyv =Xy = (4-2)" =0
Hy™ = X3m = 0

Hyd = Xp = (3= 3)" =3
ngzxgu:(g_1)++:o
Héim:Xéim:(%—%)+ =3
Hi' = X§' = (5 -1) =3

Calcoliamo ora il prezzo d’arbitraggio al tempo n = 1: per definizione si ha

1
HY =max Xi EY —maX{O T+ (1 X3 +q2X§‘m+q3X§‘d)}

4 (3 3 1 1 1
_3<§0+§0+Z§)_B

1
H" =max X" E" = maX{O Tor (X5 + @ X5 + qug“i)}

4 (3 3 1 1 1
_3<§0+§0+Z§)_B

1 1
H{ = max {X¢ E{} :max{Z s (qugu+q2X§im+Q3X§d)}
1 4/3 0+3 1+1 1 1 7 1
= S,z — max =
T T s5\8 78613 160 1
Infine al tempo iniziale si ha
Hy=max Xy Ey = { 1+ (Q1H1 +qH" +Q3H1)}
_4 3013 1 1.1\ _ 09
815 '8 15 4 4) 100

ii) Per quanto riguarda le strategie d’esercizio ottimali, ricordando la defini-
zione
Vmin = min n X,, > E,, Umax = min n X, > FE,
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Fig. 3.18. Strategia d’esercizio ottimale

otteniamo

1 i =
Vmax = { o hl 5 (356)

2 altrimenti

ed ¢ immediato verificare che vy, = Vmax =: V. Rappresentiamo la strategia
ottimale 7 in Figura 3.18.

Infine calcoliamo la strategia di copertura per il primo periodo: osservando
che vmax > 1 per la (3.56), tale strategia coincide con la strategia di coper-
tura di H (cfr. Sezione 3.1.4) e dunque si ottiene imponendo la condizione di
replicazione

a1 St +aiSt + 1B = Hy (3.57)

Osserviamo che nel modello trinomiale completato anche se ’opzione dipende
solo dal titolo S!, tuttavia la strategia di copertura richiede di investire su
entrambi i titoli rischiosi. Infatti, con la sola possibilita di investire in S! il
mercato sarebbe incompleto.
La (3.57) fornisce il sistema di equazioni lineari

aturS§ + afusSE + B (1 +r) = HY

atmi Sy + a3meSE + fi(1+7r) = HP

a%dlSé + a%dQS(Q) + ,61(1 + ’I“) = Hii

equivalente a
201 + fai+ 261 = &
ol + To + 36 — &
sol+ 30l +38 =1
La soluzione di tale sistema &

LT ,_ 11 89

M=y T MTog
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Verifichiamo che il costo iniziale di tale strategia e pari al prezzo iniziale
dell’opzione Americana: ricordando che S§ = SZ = By = 1, vale infatti
7o, 11 5, 89 9
= = —By = — = H,.
900 T30 T 53550 = 795 = Ho

Dunque la strategia di copertura della Put Asiatica, richiede di assumere una

posizione corta sul sottostante e nel contempo di acquistare un numero di

quote del secondo titolo rischioso S? e del bond B rispettivamente pari a ;—(1)
89

€ 225 O

Esercizio 3.35. Sia dato un modello di mercato trinomiale completato con

due titoli rischiosi S* e S? (oltre ad uno non rischioso). I dati numerici siano

1 7 7 1 1
u1:2,m1:1,d1:§,uQ:§,m2:§,d2:§,Sé:S(Q)zl,r:Z.
Risulta che per 'unica misura martingala equivalente @ si ha
3 3 1

dove per il significato di h si veda la Sezione 1.4.2. Su un orizzonte temporale
di due periodi, cioe N = 2, si consideri un’opzione Backward Put Americana,
il cui payoff e
Xn:Mn—S}l, Mn:maXSi.
k<n

Si determini:

i) il processo del prezzo dell’opzione;
ii) le strategie minimale e massimale di esercizio ottimo e la strategia di
copertura per il primo periodo.

Svolgimento dell’Esercizio 3.35
i) Come nell’Esercizio 3.34, I’opzione dipende solo dal primo titolo e il payoff
¢ path-dependent, ossia X, dipende dalla traiettoria del sottostante fino al
tempo n e non solo dal prezzo S:. In Figura 3.19 rappresentiamo 1’albero
trinomiale in cui distinguiamo le singole traiettorie e riportiamo all’interno
dei cerchi il prezzo S! e il corrispondente massimo M, e all’esterno dei cerchi
riportiamo i valori del payoff X.

All’ultimo periodo il prezzo d’arbitraggio del derivato H & pari a
H"=X3*=4—-4=0,
Hym™ =Xy =2-2=0,
Hyd = X3d =2 -1=1,
H = XTI =2 —-2=0,
Hpm™ =XIm =1—-1=0,
Hy?=Xpt=1-3=3,
H¥v =X =1-1=0,
Hgm = Xgm =11 =1,

dd _ ydd _ 1 _ 3
H§d = x4 =1-1=3
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X3 =0
X3 =0
Xyd =1
Xy =0
Xrm =0
X5 =3
Xdv =0
X§m =1
Xgt=3

Fig. 3.19. Albero trinomiale a due periodi: all’interno dei cerchi sono riportati i
valori di S* (a sinistra) e del massimo M (a destra). Fuori dai cerchi sono riportati
i valori del payoff X

Calcoliamo ora il prezzo d’arbitraggio al tempo n = 1: per definizione si ha

17 (1 X3" + @ X3™ + Q3X§d)}

43 3 1
_3<§'0+§'0+Z'

H" =max {X{",ET"} = maX{O 157 (@ X3 + g X5 +q3X§"d)}

4 (3 3 1
:_<_.0+_.0+Z.

5\ 8 8

1
2
Hf = maX{Xl,Ed} = max{

11
SEPR—
143 g 3 L 131 _ 131_1
B CXA W) 8 2 a ) T 210 2
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Infine al tempo iniziale si ha

1
Hy = max Xo Ep—= max{O Trr (Q1H?+QQHT+Q3HSZ)}
431,83 1 . 11)_19
T 5\8 5 8 10 4 2/ 100

ii) Per quanto riguarda le strategie d’esercizio ottimali, ricordando la defini-
zione

Vmin = min-n —X,, > E, — Vmax = min—n —-X,, > K, —
otteniamo
1 in —h1 =3—
Vmax = 3.58
e { 2 altrimenti ( )

ed ¢ immediato verificare che vy, = Vmax =: V. La rappresentazione della
strategia ottimale ¥ e la stessa che nella Figura 3.18 dell’Esercizio 3.34.
Infine calcoliamo la strategia di copertura per il primo periodo: osservando
che vmax > 1 per la (3.58), tale strategia coincide con la strategia di coper-
tura di H (cfr. Sezione 3.1.4) e dunque si ottiene imponendo la condizione di
replicazione
1S} 4+ a3St + 1By = Hy (3.59)
Osserviamo nuovamente che nel modello trinomiale anche se I’opzione dipende
solo dal titolo S*, tuttavia la strategia di copertura richiede di investire su

entrambi i titoli rischiosi.
La (3.59) fornisce il sistema di equazioni lineari

atu1S§ + atuaSE + B (1+1) = HE
atmy S+ atmeSE + Bi(1+71) = HP
a%dlSé + a%dQS(Q) + ,61(1 + ’I“) = Hii

equivalente a
20f + L2 + 533 =1
al +gai + 301 = 15
soi+3a0i+ 36 =3
La soluzione di tale sistema &
, 27 21
1

aj = —2 a =355 ﬂ1=2—5

Verifichiamo che il costo iniziale di tale strategia e pari al prezzo iniziale
dell’opzione Americana: ricordando che Sj = S§ = By = 1, vale infatti

27 21 19

— H, 0
25 0
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Tassi d’interesse

In questo capitolo consideriamo la struttura a termine dei tassi ed i derivati
dei tassi. I tassi sono intimamente legati al mercato obbligazionario; infatti, da
un lato abbiamo i tassi a termine e dall’altro i prezzi a termine. Introduciamo
quindi i tassi in relazione ai piu semplici titoli del mercato obbligazionario ad
essi legati, cioe i cosiddetti T-bonds i quali sono contratti che garantiscono
un’unita monetaria alla scadenza T ed esprimono le aspettative del mercato
sul valore futuro della moneta.

Per determinare le varie quantita di interesse legate ai tassi ci servono dei
modelli stocastici per ’evoluzione dei tassi stessi. In analogia alla modelliz-
zazione dei tassi a tempo continuo, anche a tempo discreto consideriamo due
classi di modelli: modelli tipo “short” e modelli tipo “forward”.

Tra i modelli tipo short un ruolo particolare & giocato da quelli cosiddetti
“affini”. Per una trattazione generale di tali modelli si possono consultare
[6],[8],[9]. La nostra trattazione per il caso specifico a tempo discreto si ispira
a [10]. La trattazione qui presentata dei modelli forward si ispira invece al
lavoro originale [13] (si veda anche [7]).

La stocasticita dell’evoluzione dei tassi costituisce un fattore di rischio
per pagamenti futuri di interessi, sia effettuati che ricevuti. Per limitare tale
tipo di rischio, in analogia ai derivati sui titoli rischiosi, sono stati introdotti
i derivati sui tassi, che sono 1'oggetto di studio nell’ultima parte di questo
capitolo. Nella risoluzione del problema della valutazione dei derivati sui tassi
abbiamo cercato di ricondurre tutti i calcoli a delle espressioni che coinvolgono
solo T-bonds e le loro relazioni ricorsive. Anche se i calcoli ricorsivi possono
essere onerosi in termini di mole di calcolo, essi costituiscono tuttavia un
approccio unificato a tutti i derivati dei tassi a differenza di quanto avviene a
tempo continuo, dove sono stati introdotti i cosiddetti “market models” che
sono diversi a seconda del tipo di derivato (per esempio i LIBOR e gli Swap
Market Models). Per una trattazione introduttiva ai derivati dei tassi si pud
consultare il Capitolo 25 in [3]. Una trattazione pili esauriente si trova in [4].

Prima dello svolgimento degli esercizi, nella Sezione 4.6.1 sintetizziamo
alcune proprieta specifiche dei due modelli utilizzati e questo soprattutto in

Pascucci A, Runggaldier WJ.: Finanza Matematica.
© Springer-Verlag Italia 2009, Milano
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vista delle loro applicazioni nella risoluzione degli esercizi proposti. Gli eser-
cizi stessi sono raggruppati secondo le tematiche trattate nella parte teorica,
iniziando da opzioni su bonds per poi trattare successivamente Caps e Floors,
Swap Rates e Forward Swaps ed infine le Swaptions.

4.1 Bonds e tassi

In questo paragrafo introduciamo e definiamo le grandezze economiche che
intervengono nella descrizione dei mercati dei tassi d’interesse’.

Cominciamo illustrando le caratteristiche principali in base alle quali i tassi

vengono usualmente classificati. Nel seguito ¢ < T' < S indicano tre istanti: un
tasso d’interesse r, relativo all’intervallo temporale [T, S], puo essere di tipo

semplice o composto: r ¢ un tasso semplice o composto se & rispet-
tivamente definito in base alla formula di capitalizzazione semplice o
composta;

annuale o su base S—T': r ¢ un tasso annuale se ¢ valutato su base annua.
Precisamente, r € un tasso composto annuale se vale seguente formula di
capitalizzazione

Cs = CTB(S_T)T,

dove C} indica il valore del capitale al tempo ¢; analogamente, r € un tasso
semplice annuale se vale la formula di capitalizzazione

Cs=Cr(1+(S-T)r).
Invece la formula di capitalizzazione composta
Cs = Cre”
definisce il tasso r composto su base S — T e la formula
Cs=Cr(1+r)

definisce il tasso r semplice su base S — T}

spot o forward?: r & un tasso spot se & valutato all’istante T, ossia
all’inizio dell’intervallo di riferimento; r» € un tasso forward se & valutato
in un’istante t < T precedente all’intervallo di riferimento.

Poiché i tassi d’interesse sono grandezze non direttamente contrattate nei

mercati finanziari, € opportuno analizzare preliminarmente i piu semplici titoli

1 Ci occuperemo della modellizzazione matematica dei mercati dei tassi a partire

dal prossimo Paragrafo 4.2 dove analizzeremo diversi approcci per assegnare una
dinamica stocastica per i tassi d’interesse ed i titoli ad essi collegati.

2 Utilizziamo qui il termine “forward” che corrisponde alla terminologia italiana “a

termine”.
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ad essi collegati, chiamati T-bonds. Un T-bond & un contratto che garantisce
al possessore il pagamento di un’unitd monetaria (per esempio, 1 Euro) alla
data T, detta scadenza. Essenzialmente i T-bonds esprimono le aspettative
del mercato sul valore futuro della moneta.

Nel seguito consideriamo un intervallo temporale [0 7] suddiviso in un
numero N di sotto-intervalli di uguale lunghezza A = L: nei modelli discreti
considerati, assumiamo che le contrattazioni avvengano solo alle date t,, = nA
con 0 < n < N. Indichiamo con p(n N), per 0 < n < N < N, il prezzo al
tempo t, = nA del T-bond con scadenza T' = N A. Un T-bond & a volte anche
chiamato zero coupon bond con scadenza T, perché ¢ un contratto che non
prevede il pagamento di cedole prima della scadenza.

2

Notazione 4.1 Nel seguito, per comodita e ove non ci sia ambiguita, ci
riferiremo all’istante temporale n-esimo indifferentemente con t, o con n.
Analogamente il periodo m-esimo sard indicato con [tn—1 tn] o pit spesso
semplicemente con [n— 1 n].

Notiamo che per definizione vale p(N N) = 1. Inoltre al tempo n = 0 (data
attuale) la famiglia dei prezzi p(0 N) al variare di N = 1 2 N & nota
(osservabile sul mercato) e fornisce la struttura a termine degli zero coupon
bonds, ossia la famiglia dei dati iniziali dei processi dei prezzi p(- N) al variare
della scadenza N. Nel seguito indicheremo con p*(0 N), N < N, la struttura
a termine osservabile sul mercato per distinguerla dai prezzi teorici p(0 N),
N < N, generati da un assegnato modello matematico.

A partire dai prezzi dei T-bond & possibile definire diversi tipi di tassi
d’interesse. Assumiamo n < N < M e consideriamo un investimento al tempo

n che consiste nel vendere un’unita di p(n N) per comprare 2N unita di
p(n,M)

p(n M), secondo il seguente schema:

vendo un T-bond con T'= NA
e incasso p(n N)

___________________________ —_— — H
n N M
_ . p(n,N)
compro T-bonds con T'= M A pago 1 incasso o "y

. . p(n,N)
in no. di p(n )

Al tempo n I'investimento ha un costo nullo e prevede di pagare 1 al tempo N

per ricevere 5 ((ZM)) al tempo M. Definiamo allora i seguenti tassi in coerenza

con i prezzi degli zero coupon bonds:
e L(n;N M) ¢ il tasso forward semplice annuale, valutato in n per il
periodo [ty tp] e definito dalla formula di capitalizzazione
p(n N)

o M) =1+L(n;N M)(M—N)A
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o equivalentemente da

, _ 1 p(n N)
MmNM%wM_NM<MnMYJ) (4.1)

Questa definizione ¢ basata sul fatto che 'investimento di 1 Euro in N al
tasso semplice L(n; N M) deve dare lo stesso risultato dell’investimento
sopra descritto che coinvolge solo i T-bonds. Indichiamo anche con

1

L(n N)i=L(mN N +1) = - <p(’;(”T]i)1) - 1) (4.2)

il tasso forward semplice annuale valutato in n per il periodo [tn tnt1].

e R(n;N M) ¢ il tasso forward composto su base (M — N)A, valutato
in n per il periodo [tn ¢a] e definito dalla formula di capitalizzazione

p(n N) _ R(n:N,M)
on 3 ) (4.3)

Anche qui la definizione ¢ basata sul fatto che 'investimento di 1 Euro
in N al tasso composto R(n; N M) deve dare lo stesso risultato dell’inve-
stimento sopra descritto che coinvolge solo i T-bonds. Indichiamo anche

con
p(n N)

p(n N+1)

il tasso forward composto valutato in n per il periodo [tx tn+1]-

R(n N)=R(n; N N +1) =log (4.4)

e 7, := R(n n) ¢ il tasso spot composto su base A relativo al periodo
[t tn+1]. Chiameremo r semplicemente tasso short o tasso a breve.
Osserviamo che per definizione vale

p(nn+l)=e"™ (4.5)

Una volta introdotto il tasso a breve, indichiamo al solito con B il valore del
conto monetario, ossia di un investimento che consiste nel rivalutare il ca-
pitale iniziale in ogni singolo periodo al tasso short: precisamente la dinamica
di B ¢ data dalla formula ricorsiva

Bn+1 = B,e™

e piu in generale

N-1

Bn :Bnexp<z rk> 0<n<N (4.6)

k=n

dove per convenzione assumiamo By = 1.
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Sottolineiamo il fatto che r,, indica un valore aleatorio che diventa noto
al tempo n: in particolare, a differenza dei capitoli precedenti in cui tasso era
supposto deterministico se non addirittura costante, a partire dal prossimo
paragrafo r (e di conseguenza B) sard rappresentato da un processo stoca-
stico. Si dice anche che B € un titolo “localmente non-rischioso” in quanto
I’investimento nel conto monetario al tempo n da un rendimento certo e privo
di rischio sul periodo immediatamente successivo [ty,t,+1], essendo r, noto
all’istante t,,.

Osservazione 4.2. Si noti la differenza fra le grandezze p(n, N) e

N-1
D(n,N)::exp(—Zrk>, 0<n<N <N, (4.7)
k=n

usualmente detto fattore di sconto sul periodo [t,,tn]: entrambe rappre-
sentano il valore al tempo n di un’unitd monetaria consegnata al tempo N.
Tuttavia p(n, N) ¢ un valore osservabile al tempo n poiché ¢ il prezzo di un
contratto quotato sul mercato al tempo n; al contrario D(n, N) non & noto al
tempo n, essendo un valore aleatorio che dipende dall’evoluzione dei tassi fino
a scadenza. Questa osservazione sara precisata in termini matematici rigorosi
nel paragrafo seguente (in particolare si veda la formula (4.10)). O

4.2 Modelli di mercato dei tassi

Esistono diversi approcci alla modellizzazione stocastica dei tassi in tempo
discreto. Qui esaminiamo due fra le principali classi di modelli, rispettivamente
detti di tipo short e di tipo forward. Cominciamo con l'esporre in termini
generali alcune delle idee fondamentali.

e Modelli short. In un modello short si assegna la dinamica del tasso short
r mediante un opportuno processo stocastico. I T-bonds p(-, N') sono con-
siderati derivati del sottostante r con scadenza N e payoff pari a 1, in base
alla condizione p(N, N) = 1. L’idea ¢ di utilizzare la teoria classica della
valutazione d’arbitraggio per ricavare i prezzi dei T-bonds dalla dinamica
di r. Alcune particolarita di questo approccio sono le seguenti:

i) il tasso short non & un titolo contrattato sul mercato: pertanto un
modello di tipo short & generalmente, anche nei casi pit semplici, un
modello di mercato incompleto, ossia la misura martingala non € unica;

ii) poiché la struttura a termine iniziale p*(0,N), N = 1,..., N, & un
dato di mercato che deve essere riprodotto dal modello, & necessario
determinare esplicitamente delle condizioni sul processo r in modo che
i prezzi teorici dei T-bonds p(-, V) soddisfino la condizione

p(0, N) = p*(0, N), N <N. (4.8)
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Usualmente si ipotizza di assegnare la dinamica di r direttamente sotto
una misura martingala (cfr. Definizione 4.3) mediante un processo sto-
castico che dipende da alcuni parametri. Imponendo che valga la (4.8),
si cerca quindi di ricavare il valore di tali parametri (questa procedura
¢ detta calibrazione del modello) e in questo modo si risolve indiret-
tamente anche il problema della scelta della misura martingala. Un
esempio di calibrazione di un modello short & riportato nella Sezione
4.3.2;

iii) & generalmente ritenuto poco realistico che le dinamiche dei processi dei
prezzi p(- N) per tutte le scadenze siano “guidate” dall’unico processo
stocastico del tasso short.

Per ovviare ad alcuni dei problemi sopracitati introduciamo i modelli di tipo
forward.

e Modelli forward. In un modello forward si assegna direttamente la di-

namica dei processi dei prezzi p(- N) per ogni N = 1 N. Pertanto i
T-bonds sono considerati i titoli primitivi di un modello di mercato discre-
to del tipo studiato nel Capitolo 1. In questo caso la struttura a termine
iniziale p*(0 N), N =1 N, & assunta automaticamente come dato
iniziale del processo dei prezzi.
D’altra parte notiamo che, assegnando la dinamica di tutti i prezzi dei
T-bonds, e necessario verificare che il modello sia libero da arbitraggi: in
altri termini sorge il problema di stabilire delle condizioni che assicurino
Pesistenza (ed eventualmente 1'unicitd) della misura martingala.

Supponiamo ora di avere un modello di mercato discreto (di tipo short oppure
forward), costruito su uno spazio di probabilita con filtrazione (2 F P (F,)),
in cui assumiamo che r e p(- N), N =1 N, siano processi adattati e i
processi dei prezzi p(- N) siano positivi. Richiamiamo la definizione (4.6) di
conto monetario e indichiamo con

p(n N)

A ) = 20

0<n<N

i processi dei prezzi scontati dei T-bonds.

Definizione 4.3. Una misura martingala con numeraire B é una misura di
probabilita Q) equivalente a P, rispetto alla quale i processi dei prezzi scontati
dei T'-bonds sono delle martingale, ossia vale

pln N)=E9[p(n+1 N) F,] 0<n<N<N (4.9)

Il seguente lemma traduce in termini matematici il contenuto dell’Osservazio-
ne 4.2.
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Lemma 4.4. La condizione di martingalita (4.9) ¢ equivalente a
p(n,N) = E9[D(n,N) F,], 0<n<N<N, (4.10)
dove D(n, N) é il fattore di sconto definito in (4.7).
Dimostrazione. Dalla proprieta di martingala (4.9) segue
p(n,N) = E?[p(N,N) F], n<N,
ed anche, essendo p(N, N) =1,

p(n, N)

5 —E°[By Fu], <N

Allora, poiché r & un processo adattato, abbiamo
p(n,N)=E® [B,By' F.], n<N,

da cui segue la (4.10).
Viceversa, dalla (4.10) ed essendo r adattato, abbiamo

p(n,N)=E®[e ™ D(n+1,N) F,]
=E9[e™E?[D(n+1,N) Fni1] Fu
=E?[e"p(n+1,N) F,],

e la tesi segue dividendo i membri per B,,. |

Il seguente risultato contiene una caratterizzazione della misura martingala
espressa in termini di un’importante relazione tra i prezzi dei T-bonds.

Proposizione 4.5. Sia Q una misura equivalente a P. Allora QQ ¢ una misura
martingala se e solo se

p(n, N)

s = B° I,N) Fn < N < N. .
vt = ECbtLN) Fal,  0<n<N<N. (41D)

Dimostrazione. Utilizziamo il Lemma 4.4 e proviamo che la (4.11) & equi-
valente alla (4.10): infatti, poiché r, & F,-misurabile, la (4.10) equivale
a

p(n,N)=e ™E?[D(n+1,N) F,]=
(per la (4.5))
[E®[D(n+1,N) Fni1] Fu
(n,n+1)E®[p(n+1,N) F,],
equivalente alla (4.11). -

3 Poniamo per convenzione D(n,n) = 1.
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In vista delle applicazioni allo studio dei derivati sui tassi (cfr. Sezione 4.5)
proviamo anche il seguente

Corollario 4.6. In una misura martingala Q, se un processo X = (Xp)n<n
verifica
X, = E?[D(n N)Xy F,] n<N

allora X = (g—:) e una Q-martingala. In particolare vale
X, = EY[D(n k)X Fn) n<k<N (4.12)
enel caso k=n+1

Xp=p(n n+1)E? [ Xp1 Fo n<N (4.13)
Dimostrazione. Essendo il processo del tasso r adattato, per ogni k < n si ha

EQ {)?n ‘7:4 — BLEQ {EQ {M

XN fn:| fk:|
%

1 ~
—E9[D(k N)Xy —Fi] = Xx
By,

La (4.12) segue immediatamente dalla proprietd di martingala e dal fatto che
r & adattato; infine la (4.13) segue combinando la (4.12) con la (4.5). 0

4.3 Modelli short

Come anticipato nel Paragrafo 4.2, in un modello short si assegna la dinamica
del tasso r mediante un opportuno processo stocastico discreto. Inoltre si e
soliti supporre che la dinamica di r sia data direttamente sotto una misura
martingala (). Come accennato nell’introduzione al capitolo, in questa sezione
ci baseremo principalmente su [10].

Nel seguito considereremo il caso in cui r € un processo Markoviano definito
su uno spazio di probabilita con filtrazione (2 F @ (F,)). Indichiamo con
@ il nucleo di transizione di r,, visto come catena di Markov nella misura
Q: precisamente poniamo

(@) () = B2 [gra) Fil = [ ¢@Qura do)  (414)
R
per ogni funzione integrabile ¢ da R a valori reali. Notiamo che € ammesso
che lo spazio degli stati sia R e quindi non necessariamente discreto come nei
capitoli precedenti.

Esempio 4.7 (Modello di Hull-White discreto). Assumiamo la seguente dina-
mica ricorsiva per il processo 7:

Trtl = Tn + (Pn — anrn) A+ onV AW, n=20 N -1 (4.15)
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dove a, o, e @, sono parametri non-negativi, A = T
ogni sotto-intervallo di [0 T] e (W,) ¢ una sequenza di variabili aleatorie
indipendenti e con distribuzione normale standard, W,, ~ A1 rispetto ad

una misura Q. Allora abbiamo

e la lunghezza di

2

Tn41 ™~ Nrn+(<15n—anrn)A o2 A (416)

ossia

(Qn‘P) (Tn) = /R‘P(Q)Nrn+(¢n—anrn)A OiA(dQ)

oV ;TFA /R(’D(Q) exp <_ o= = (24;7;2 nn) 2) ) do

Notiamo che la formula ricorsiva (4.15) corrisponde alla discretizzazione di
Eulero-Maruyama dell’equazione differenziale stocastica proposta da Hull-
White in [14]:

dry = (D(t) — a(t)rs) dt + o(t)dW; (4.17)

dove o = o(t) & la funzione (deterministica) della volatilita, a = a(t) & la
velocita (o tasso) di mean reversion, & una funzione che regola la media di
lungo periodo e W & un moto Browniano reale.

Sottolineiamo il fatto che il processo r in (4.15) pud assumere valori
negativi arbitrariamente grandi. |

A partire dalla dinamica (4.14), vediamo ora come ricavare il prezzo dei
T-bonds. A tal fine utilizziamo il Lemma 4.4 che fornisce 1’espressione dei
prezzi p(n N) in termini di attesa condizionata in @ dei tassi short 7 con
n < k < N. Prima di enunciare il prossimo risultato, introduciamo alcune
notazioni che useremo sistematicamente nel seguito. Poniamo

e introduciamo la famiglia di funzioni ((pflv ), con 0 < n < N < N, mediante
la definizione ricorsiva:

{w%_l(r) =1 (4.18)

N (1) = Qo (pop) () 1<n<N-1

per ogni N < N e r € R. Si ha allora il seguente risultato.

Proposizione 4.8. Assumendo valida la (4.14) nella misura martingala Q,
si ha
p(n N)=e oM (r,) 0<n<N<N (4.19)

con o definita in (4.18).
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Dimostrazione. Fissato IV, proviamo la tesi per induzione a ritroso in n. Nel
cason = N —1si ha p(N —1 N) = e "™-1 ¢ quindi la tesi segue dal fatto
che per definizione p¥_; = 1.

Assumiamo ora che, per ipotesi induttiva, valga la formula (4.19): poiché
per costruzione () € una misura martingala, per la Proposizione 4.5 abbiamo

p(n—1 N)=pn—1n)E?[p(n N) Fn,_1]=
(per ipotesi induttiva)

= _r"_lEQI: —'r‘n(p T‘n }
=e " Q-1 (voen ) (rn— 1) e roN (ra1) o

4.3.1 Modelli affini

In alcuni casi particolari (fra cui, come vedremo fra breve, anche quello del-
I’Esempio 4.7) & possibile esplicitare ulteriormente ’espressione dei prezzi
dei T-bonds. A tale scopo introduciamo la seguente funzione generatrice dei
momenti:

@n(’f‘ A) = /Re_AQQn(r do) rAcR (4.20)

Notiamo che, poiché la funzione esponenziale & positiva, l'integrale in (4.20)
¢ ben definito (eventualmente pari a +00) per ogni r A € R.

Proposizione 4.9. Se esistono delle funzioni f, g, tali che vale
Qn(r N) =exp (—frn(A) — gn(MV)7) r AeR (4.21)

per ogni n, 0 < n < N, allora le funzioni o in (4.18) hanno la sequente

espressione
@N(r) =exp (—AY — BNr) reR (4.22)

con le costanti AN BY definite dalle formule ricorsive
A%—l = BII\\II—l =0
AN = AN + fu1 (14 BY) (4.23)
Brly—l = gn-1 (1 + Brly)
In particolare vale la seguente formula per i prezzi dei T-bonds:
p(n N) =exp (—AY) = (1+B))ry) 0<n<N<N (4.24)

Definizione 4.10. Diciamo che un modello short per cui vale la (4.24) é un
modello con struttura o termine affine*.

4 In generale, in un modello affine il prezzo dei T-bonds & ’esponenziale di una
funzione lineare (affine) del tasso r.
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Dimostrazione (della Proposizione 4.9). Fissato N, assumiamo la (4.21) e pro-

viamo la tesi per induzione a ritroso in n. Nel cason = N—1siha ¥ _,(r) =1

che & coerente con le (4.22)-(4.23) essendo per definizione AY_, = BY_ | = 0.
Assumiamo ora valida la tesi per n e proviamo il caso n — 1:

on_1(r) = Qu-1 (vopy)) (r) = /Re_%ff(@)Qn—l (r do) =
(per ipotesi induttiva)

= /Rexp (—A,Iy — g(l—f—B,IlV)) Qn-1(r d@)

= e_Agén—l (7“ 1 +B7I«LV) =

(per lipotesi (4.21))

:exp(—AflV—fn_l (1+Biv)—gn_1(1+B,Iy)r>

Questo prova la tesi e le formule ricorsive (4.23). Infine la formula (4.24) segue
direttamente dalla Proposizione 4.8. ]

Corollario 4.11. Nelle ipotesi della Proposizione 4.9 si ha anche

L(n N) = (exp ((AX — AY) + (BY* — BY)ra) 1)

R(n N) = ANH — AY 1 (BY — BY) r,

Dimostrazione. B sufficiente combinare I'espressione (4.24) di p(n N) con le
formule (4.2) e (4.4) per i tassi forward. |

4.3.2 Modello di Hull-White discreto

In questa sezione riprendiamo il modello dell’Esempio 4.7 e mostriamo che
si tratta di un modello affine. Per semplicita considereremo solo il caso di
volatilita e velocita di mean reversion costanti, ossia a,, = a e 0, = 0. Studia-
mo inoltre il problema della calibrazione del modello alla struttura a termine
iniziale.

Preliminarmente calcoliamo la funzione generatrice dei momenti della
distribuzione normale N, 2.

Lemma 4.12. Vale

2252

/e_AQN# o2 (do) = e M+ (4.25)
R
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Dimostrazione. Un semplice calcolo mostra

/ e_A‘Q/\/'# -2(do)
R

1 —Ao < (Q - N)Q)
= e exp | ——=—— | d
oV 2m /R P 202 ¢
20% Mo + 0° — 20p + /f’)
do

1
= —0- 2_7T /Rexp <_ 20—2
2 2 2 2 2
_ —p? + (Ao? — p) 1 (0+ Ao? — p)
= exp ( = /]R o exp | — 557 do

2 2
= exp <—)\u—|— )\20 ) |

Riprendiamo il modello di Hull-White discreto e assumiamo la seguente
dinamica ricorsiva per il tasso short:

Tntl = Tn + (Pn —ary) A+ oV AW, n=0 N -1 (4.26)

Allora si ha

Qn (Tn ) 2/6_@ o +(Bn—arn) A 024 (d0) =
R

(per il Lemma 4.12)

= exp <—)\ (rn+ (Pn —arp) A) + 5

=exp (= fn(A) — gn(N)rn)

)\QO'QA)

con )
Fa(A) = B AN — %XZ e gn(\) =A(1—ad)

Dunque, per la Proposizione 4.9, il modello di Hull-White discreto ¢ un mo-
dello con struttura a termine affine e quindi abbiamo la seguente espressione
per i prezzi dei T-bonds:

p(n N) = e AN (1B )rn 0<n<N<N (4.27)
dove

A%—l = BII\\II—l =0
AN = AN + &, A(1+BY) - SA (1+ BY)? (4.28)
BY. = (1+B))(1~-ad)
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o piu esplicitamente, per n < N — 2,

N _ N=2 N a2A N )2
AY= X (28 (L4 BY) - 52 (14 BYL)Y) (4.29)

BY =(1-aA)N "2 (N—n—1-a4)

Il Corollario 4.11 fornisce anche ’espressione dei tassi forward L(n N) e
R(n N) in funzione delle costanti AY e BL.

Osservazione 4.13. Nel caso a = 0, combinando le formule precedenti con

(N_Z“_l)QO_QA

(14 B — (1 4+ By ) = (N — 1
—(N=n-=1)(rn + P, A+ cAW,)

AN — AN =(N-n-1)0,A—

B _logp(n N) + AN
" N-—n

otteniamo anche la seguente relazione ricorsiva per i prezzi dei T-bonds:
logp(n N)+ AY
N —n
- UQTA(N—n— 1?2~ (N-n-— 1)JAWn)
(4.30)
O

p(n+1 N)=pn N)exp(—

Vediamo ora che & possibile calibrare il modello di Hull-White discreto
alla struttura a termine iniziale p*(0 N), N < N, osservabile sul mercato.
Per semplicita consideriamo solo il caso a = 0.

In questo modello, per ogni scelta del parametro di volatilita o, possia-
mo riprodurre la struttura a termine iniziale scegliendo opportunamente i

parametri @,,. Vale infatti la seguente

Proposizione 4.14. Nel modello di Hull-White discreto con dinamica

T+l = Tn + PnA + oV AW,

5 — R(0 n+ 1A)— R(0 n) g <n+ %) (4.31)

vale

Osservazione 4.15. In base alla Proposizione 4.14, per ogni scelta di o, la
calibrazione del modello consiste semplicemente nel porre

* _ D 1
Q’n:R (0 n+1)—R*(0 n)_i_a2 <n+§)

A
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dove R* ¢ il tasso forward di mercato, definito al solito da

p*(0 n)

* :1 I
R*(0 n) ng*(On—i—l)

Si noti l’analogia della formula di calibrazione (4.31) con quella del corri-
spondente modello a tempo continuo (si veda p.es. il Paragrafo 22.4.2 in [3]
che riguarda la calibrazione del modello di Ho-Lee che si ottiene da quello di
Hull-White per a = 0). O

Dimostrazione (della Proposizione 4.14). Osserviamo anzitutto che per la
(4.29)cona=0siha BY =N -n—1e

. n—2 O'QA 9

A0:Z<¢kA(N—k—1)—T(N—k—1))
k=0

da cui

n—1 QA
Aptt A =AY @, - UTnQ e Byt'-Br=1 (4.32)
k=0

Allora per la formula per il tasso forward del Corollario 4.11 e per la (4.32),
abbiamo

o2 A

ROn+1)=AY & — 5 (n+1)2 +rg
k=0
n—1 QA
R(0 n):AZQk—UTnQ—i—ro
k=0

Sottraendo il secondo termine dal primo risulta

2 o2 A
P, A=RO0n+1)—R0O n)+o An—l—T

da cui la tesi. O

Osservazione 4.16. Esiste un altro tipo di distribuzione che, come la distribu-
zione normale nel Lemma 4.12, ha una funzione generatrice dei momenti che
permette di ottenere un modello affine: si tratta della distribuzione chi-quadro
non centrata che € la distribuzione del quadrato di una o piu variabili norma-
li. L’interesse per questo tipo di distribuzione nasce dall’esigenza di avere un
modello affine in cui il tasso r € positivo: ricordiamo infatti che nel modello
di Hull-White r puo essere un numero negativo arbitrariamente grande.

Un celebre esempio di modello affine in tempo continuo in cui r; > 0, &
quello proposto da Cox, Ingersoll e Ross [5] nel quale la dinamica del tasso
short e descritta dalla seguente equazione stocastica

dry = (D — ary)dt + o/redW; (4.33)
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dove W & un moto Browniano. In (4.33) & presente un termine di drift con
mean reversion come nella dinamica (4.17) del modello di Hull-White, ma a
differenza di quest’ultimo la soluzione r; di (4.33) & un processo non-negativo
a causa della radice quadrata nel termine diffusivo.

E noto (si veda per esempio [16], Sezione 6.2.2) che la funzione generatrice
dei momenti di r; coincide con quella di un’opportuna distribuzione chi-quadro
non centrata. Notiamo tuttavia che non si puo ottenere un modello affine
discreto con dinamica equivalente alla (4.33) semplicemente discretizzando
I’equazione con uno schema di Eulero come per il modello di Hull-White: per
maggiori dettagli sul problema dell’esistenza di modelli di tipo CIR discreto
rimandiamo a [12].

Ricordiamo che la distribuzione chi-quadro non centrata (con un grado di
liberta) ¢ la distribuzione di X2 dove X & una variabile aleatoria con distribu-
zione normale, X ~ N, ,2. La funzione generatrice dei momenti ha la seguente
espressione (si veda, per esempio, [1]):

25\
T 14202 1
E{ —”ﬂ _& A> —— 4.34
¢ 152070 ~ T2 (4.34)

Allora il modo piu semplice di modificare la (4.15) per avere un processo r
non-negativo mantenendo la struttura affine, sembra quello di considerare la
dinamica

_ 2 ~
Tny1 =X, dove Xpp~N T (Pn—antn) A on VA

in analogia con la (4.16).
In tal caso per la (4.34) si ha

_ At (Pn—arn)A)
e 14207, VAN 1

A>———
1+ 20n\/Z)\ 20n\/Z

che prova che il modello ¢ affine. O

Qn (rn \) =

4.4 Modelli forward

In questa sezione illustriamo 1’approccio “forward” che, come gia anticipato,
consiste nell’assegnare 1 processi dei prezzi p(- N), N =1 N.

Esaminando la formula (4.11) sembra naturale introdurre una dinamica
ricorsiva del tipo seguente

p(n—1 N)

p(n N) = )HnN 1<n<N<N (4.35)

pn—1n

dove pp N sono variabili aleatorie definite su uno spazio di probabilita con
filtrazione (2 F P (F,)) e assumiamo che, per ogni N < N, i processi
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n — pn,n siano adattati. Notiamo che per n = N, dalla (4.35) segue che
necessariamente (i, , = 1 per ogni n.

La (4.35) ¢ una condizione naturale e conveniente perché permette di sem-
plificare la condizione di martingalita (4.11) che diventa la seguente formula
(4.36). Poiché tale formula esprime il fatto che i prezzi scontati dei T-bonds
sono delle martingale nella misura di probabilita @, essa ¢ alla base dello stu-
dio dell’esistenza e unicita della misura martingala (ovvero delle proprieta di
assenza di opportunitd d’arbitraggi e completezza del modello).

Lemma 4.17. Sia @ una misura equivalente a P. Allora @ ¢é una misura
martingala se e solo se

E°[pnn Fnoa] =1, 1<n<N<N. (4.36)

Dimostrazione. La (4.36) si ottiene semplicemente combinando la (4.35) con
la (4.11). O

Per illustrare 'utilizzo del Lemma 4.17, nelle Sezioni 4.4.1 e 4.4.2 analiz-
ziamo il problema dell’assenza d’opportunita d’arbitraggi (ossia dell’esisten-
za della misura martingala) nei due casi significativi dei modelli forward
binomiale e multinomiale.

La (4.35) definisce i processi dei T-bonds in modo ricorsivo. Il risultato
seguente fornisce l’espressione esplicita dei processi dei prezzi in funzione dei
dati iniziali.

Proposizione 4.18. Vale la sequente formula per i prezzi dei T-bonds

N n
pln, N) = 28I [T s
p(Ov ’fl) k1 Hk,n

, (4.37)

perlSnSNSN.

Notiamo che la (4.37) esprime il prezzo di un T-bond in termini del prezzo
iniziale p(0, -) (osservabile sul mercato) e dei fattori stocastici i, ;v del modello
considerato. Dunque, come gia osservato, una caratteristica favorevole dei
modelli forward sta nel fatto che la struttura a termine iniziale p*(0, N),

N = 1,...,N, é assunta automaticamente come dato iniziale del processo
dei prezzi.

Dimostrazione. La (4.37) si prova applicando ripetutamente la (4.35) o per
induzione: infatti si ha

1
N)=pn—1,N)——— pp n =
p(n, ) p(’I’L , )p(n 1, n) Hn,N
(sostituendo le espressioni di p(n — 1, N) e p(n — 1,n) ottenute dalla (4.35))
_( p(n—2,N) p(n—2,n—1)
\p(n—2,n— 1)un_1’N p(n—2,n)tn—1n Hn. N
1 n—1,NMn 0,N)
—p(n—2,N) po-iNpnnN _ o PON) prmn g

p(n — 27 ’fl) Hn—1,nln,n p(O, ’fl) paiet Pk,n
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Combinando la formula ricorsiva (4.35) per i prezzi dei T-bonds con le defini-
zioni (4.2), (4.4) e (4.5) dei tassi, otteniamo direttamente le seguenti formule
ricorsive per i processi dei tassi.

Corollario 4.19. Vale

1 Hn, N 1
Lin N)=(L(n—1 N)+— | — — — 4.38
(n ) = (Bn=1 M)+ 3 ) 2 2 (4.38)
R(n N)=R(n—1 N)+ log £ (4.39)
Hn, N+1
T = —Tnp_1—logp(n —1 n+1) —log tn nt1 (4.40)

Analogamente combinando ’espressione (4.37) per i prezzi dei T-bonds con
le definizioni (4.2), (4.4) e (4.5) dei tassi, otteniamo direttamente le seguenti
formule esplicite.

Corollario 4.20. Vale

1 { pON) 1 N
L(n N) = — <p(0 Y kl;[l P 1) (4.41)

p(0 N) - i, N
RnN:107+E log —— 4.42
( ) gp(O N+1) Pt & Mk, N+1 (442)
p(O n) S HEn
r, = log——— + E log —— 4.43
Ep0 n+1) — & Pkt 1 (4.43)

4.4.1 Modello forward binomiale

Consideriamo un modello forward del tipo (4.35) in cui p, n sono variabili
aleatorie che possono assumere due valori

fin, N = {U"’N (4.44)
dn,N

dove 0 < dp,nv < Up,n,con 1l <n <N < N, sono parametri scelti opportu-
namente. Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 1.24 (relativo al
modello binomiale standard), possiamo provare che se vale la condizione

dnN <1 <unn 1<n<N<N (4.45)

allora esiste una misura martingala . Infatti @) € una misura martingala se
e solo se vale la (4.36) che, nell’ipotesi (4.44), diventa

1= EQ [Nn,N fn—l]
= un,NQ (/J'n,,N = Un,N fn—l) + dn,N (1 - Q (/J'n,,N = Un,N fn—l))
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da cui
1-—- dn,N

4.46
Un,N — dn,N ( )

dn,N ‘= Q(N'n,,N = Un,N) =1- Q(N'n,,N = dn,N) =
Ne viene in particolare che, essendo la probabilita condizionata ¢, n costante,
fn,N € Fn_1 sono indipendenti in @: si noti pero che, a differenza del caso
binomiale del Paragrafo 1.4.1, questo non é sufficiente ad identificare univo-
camente® @) perché, fissato n, non possiamo provare I’indipendenza in @ delle
variabili aleatorie p,, n al variare della scadenza IN. Dunque, nella condizione
(4.45) il modello forward binomiale é libero d’arbitraggi ma incompleto.

Come esempio, consideriamo un modello forward binomiale con N = 3
e assumiamo la dinamica (4.35) con up, vy = u =2 ed, v = d = % per
1 < n < N < 3. Rappresentiamo in Figura 4.1 i prezzi dei T-bonds.

p(0,N) p(1,N) p(2,N) p(3, N)
N=1 p(0,1) 1
N=2 p(0,2)  p(1,2) = ZG% e 1
N=3 p(0,3)  p(1,3) = EGBma  p(2,3) = Eog e 1

Fig. 4.1. Prezzi dei T-bonds nel mercato forward binomiale con N = 3

In questo caso gli eventi elementari sono rappresentati dalle triple della
forma

w = (u1,2 H1,3 M2,3) con fi2 (1,3 23 € u d

e pertanto lo spazio di probabilita contiene 8 elementi:

w1 = (u u u) we = (u u d) ws = (u d u) wyg = (u d d)
ws = (d u u) we = (d u d) wr=(d d u) wg = (d d d)

Usiamo la notazione g = Q ( wy ) perk =1 8. Imponendo la condizione
di martingalita (4.36) e tenendo conto della (4.46), otteniamo

Q(MQZU)ZQ(MﬁZU)ZQ(M3=U)=§ (4.47)

Se avessimo 'indipendenza delle variabili aleatorie 112 1,3 p2,3, le precedenti
condizioni (4.47) permetterebbero di individuare univocamente le g, k =

5 Nel modello binomiale del Paragrafo 1.4.1 la misura martingala @ & identificata
univocamente come misura prodotto grazie alla proprieta di indipendenza in @
delle variabili aleatorie u, al variare di n.
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1 8. Nel nostro caso tuttavia possiamo solo affermare che le condizioni
(4.47) sono equivalenti al sistema

Q1 +q2+q3+qs=
QG +q+q+qs =
Q1 +q3+qs+qr=

Wl Wl Wl

Dalla condizione di indipendenza di ps 3 da p1,2 € p1,3 (che discende dal fatto
che g, n in (4.46) & costante rispetto a F,_1 e in questo caso uguale a %)
abbiamo inoltre che

1
n=Q( ma=ms=u)Q( p23=u)=g(n+a)
da cui g2 = 2¢;. In modo analogo si trova anche
qs = 2q3 g6 = 2qs qs = 2q7

In definitiva otteniamo un sistema di 7 equazioni lineari nelle incognite g che
ha infinite soluzioni della forma

q1 =4q 9 Q3—9 q=4as q7r =4
g2 = 2q1 qs = 2q3 g6 = 2qs qs = 2q7

con q €]0 1] e fornisce ’espressione di una generica misura martingala para-
metrizzata da q. Come e facile verificare, in corrispondenza del valore g = 2%,
otteniamo 1’'unica misura martingala rispetto alla quale p1 2 p1,3 f2,3 sono
variabili aleatorie indipendenti.

4.4.2 Modello forward multinomiale
Consideriamo un modello forward del tipo (4.35) in cui y,, n sono della forma
Hn,N:‘pn,N( n) 1§’I’L<NSN (448)

dove ,, sono variabili aleatorie che assumono i valori 1 2 H, con H, ¢ N
fissato e ¢, n sono funzioni scelte opportunamente.

Notiamo esplicitamente che in questo modello, per ogni n c’¢ un unico
processo () che guida i movimenti dei prezzi dei T-bonds per tutte le scadenze
n < N < N: da questo punto di vista il modello sembra avere la stessa
flessibilita di un modello short. Si noti anche che il modello binomiale della
Sezione 4.4.1 non & necessariamente della forma (4.48); quindi la (4.48) non
fornisce l'espressione piu generale di un modello multinomiale e pertanto si
potrebbe chiamare pitt propriamente modello forward multinomiale “ad un
fattore”.



218 4 Tassi d’interesse

Per studiare l’esistenza di una misura martingala utilizziamo la relazione
(4.36): fissato 'istante n, otteniamo

Hyp

1=E°pnn Faa] =Y _ enn(h)Q( n=h-F, 1) (4.49)
h=1

che deve essere verificata per ogni N tale che n < N < N. Posto per semplicita
q,(l") =Q( n="h —=F,_1), la (4.49) insieme alla condizione

H,
Sa =1 (4.50)
h=1

fornisce un sistema lineare® di N —n+1 equazioni nelle incognite qgn) qg_}l).

Nel caso le equazioni in (4.49)-(4.50) siano linearmente indipendenti, affinché
tale sistema sia risolubile & necessario che valga

H,>N-n+1
Qualora esista un soluzione qﬁ") qgj tale che q,(ln) > 0 per ogni h, allora
il mercato & libero da arbitraggi ma puo essere incompleto.
Nel caso particolare in cui”

H,=N-n+1

sotto opportune ipotesi (analoghe alla (4.45) del caso binomiale) si ha che
il sistema lineare (4.49)-(4.50) ammette come unica soluzione un vettore

(qgn) q(;i) di numeri reali positivi che definisce, al variare di n, 1'uni-
ca misura martingala @ rispetto alla quale le variabili aleatorie 1 H,

sono indipendenti. In questo caso il modello é libero d’arbitraggi e completo.

La trattazione precedente & interessante dal punto di vista teorico ma
nella pratica non e facile determinare delle condizioni esplicite sulle funzioni
¢n,~ che assicurino la risolubilita dei sistemi lineari (4.49)-(4.50) e Desistenza
della misura martingala. Per questo motivo, operativamente si € soliti partire
dall’assegnare una misura martingala @) per poi ricavare a posteriori dei valori
per le funzioni ¢, n che assicurino la validita della condizione di martingala
(4.49).

Per esempio, per fissare le idee operiamo la scelta particolare

H,=H e q,(ln) =gqn  per ognin (4.51)

51 coefficienti del sistema dipendono dalla scelta delle funzioni ¢, v, ossia dai
parametri del modello.

" La scelta H,, = N — n + 1 risulta naturale perché al tempo n si hanno N —n +1
titoli che sono precisamente gli N — n zero coupon bonds relativi alle scadenze
N=n+1n+2 N e il conto monetario B.
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con H € N e g €]0 1], tali che ¢; + --- 4+ gg = 1, sono parametri fissati.
Notiamo che la scelta q,(ln) = qy, equivale ad assumere che le £, siano indipen-
denti tra di loro. Notiamo anche che la scelta (4.51) non & particolarmente
restrittiva e comunque gli argomenti seguenti si adattano facilmente al caso

di H e g, dipendenti da n. Dunque la (4.49) si riduce a

H
> gnpnn(h) =1 (4.52)
h=1
e quindi, fissate arbitrariamente delle costanti positive cflhgv, conh=1 H,
la posizione
o,
Dn, N(h) N 47 S B

H

k
> Qka«L}v
k=1

garantisce chiaramente che la condizione di martingalita (4.52) sia soddisfatta.

Gli aspetti pratici di questo modello saranno richiamati nella Sezione
4.6.1. Allo scopo, a conclusione di questa sezione, facciamo ancora notare che
la seguente scelta delle costanti c;hgv e particolarmente significativa perché
permette di ottenere un albero “ricombinante”:

5N—'n,
cglhgv = 5,11\’_" dacui ¢, n(h)= Hhi (4.53)
> by "
k=1

dove dp, h =1 H, sono numeri reali positivi. Per comodita nel seguito,
dato k € N, utilizziamo la notazione

H
q-8* =" qu, (4.54)

h=1

Mostriamo che 1’albero ¢ ricombinante solo in un caso particolare: proviamo
che lecoppie (1 =1 2=2)e( 1=2 2=1) conducono allo stesso prezzo
per i T-bonds. Infatti un semplice conto mostra che in entrambi i casi, in base
alla (4.37), vale

PO N) puwpon _ p(O N) o7 255
p(0 2) piope2  p(02) (g-0N-1)(g-6N=2)

p(2 N) = (g-9)

Combinando 'espressione (4.53) con le formule del Corollario 4.19, otte-
niamo
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Corollario 4.21. Valgono le sequenti formule ricorsive®

1 q.5N+1—n H B 1
Z) q-oN-n 2 o

h=1

L(n N) = <L(n ~1N)+ (4.55)

q- 6N+1 n H

Ty =—Tpn_1—logp(n—1n+1)+logg-0 — Z (logdn) 1  _p
h=1
(4.57)

Inoltre valgono le sequenti formule esplicite

L(n N) :% (p(p((])V]j—)l n 5N _ HZéh]l - 1) (4.58)

k=1 h=1

(0 N) B LAl
R(n N)=log P +log d N= +ZZ]1 .= logdn  (4.59)

p(O N+1) i
p(0 n) SR
rnzlogm +log(g-0™) +ZZ]1 w—n logdn (4.60)

=1

>
Il

1

4.5 Derivati dei tassi

4.5.1 Caps e Floors
Consideriamo una sequenza di scadenze® (N; )j—1. . gconNjeENe
1§N0<N1<"'<NJSN

Supponiamo che un individuo o un’istituzione, che chiameremo “agente”, deb-
ba pagare gli interessi su un capitale (che supponiamo essere unitario) in
ciascuno degli intervalli [N;_; N;]|. Pil precisamente il pagamento avviene
alla fine di ciascun intervallo mentre il tasso d’interesse viene stabilito all’ini-
zio di ciascun intervallo e, relativamente all’intervallo j-esimo, corrisponde al
tasso
Lj := L(Nj-1;Nj-1 N;)

dove L(n; N M) & il tasso semplice annuale definito in (4.1). Ricordiamo che
il tasso L; € noto al tempo N;_; e vale

Lo Gorre ) (461

8 Denotiamo con 14 la funzione indicatrice dell’insieme A.
9 Si ricordi la Notazione 4.1.
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dove indichiamo per comodita con
aj=(N;—Nj)A  j=1 J

la lunghezza dell’intervallo j-esimo. In definitiva l’agente deve pagare al-
la scadenza Nj, ossia alla fine dell’intervallo j-esimo, I'importo o;L; pari
all’interesse sul capitale unitario per il periodo [N;_; Nj].

Fissiamo ora j. Poiché negli istanti precedenti a N;_; il tasso L; € incognito
(aleatorio), per proteggersi da un aumento di tale tasso, I’agente stipula un
contratto che gli permette di non dover eccedere il pagamento corrispondente
ad un tasso fissato K (detto Cap). In altri termini il valore all’istante N; di
tale contratto (chiamato Caplet) & pari a

a; (L — K)*

Infatti nel caso in cui L; > K, tale valore & pari alla differenza fra ’interesse
che I’agente deve pagare al tasso L; e 'interesse pagato al tasso massimo K;
se invece L; < K allora il Caplet ha valore nullo. In definitiva, con un Cap
I’agente si assicura di pagare gli interessi ad un tasso al massimo pari a K.

Consideriamo ora un modello di mercato dei tassi libero d’arbitraggi in
cui e fissata una misura martingala ). Coerentemente con le formule di
valutazione d’arbitraggio del Capitolo 1, diamo la seguente

Definizione 4.22. Indichiamo con

Caplet; (n) = £ [D(n Nj)a; (L; — K)* F.| (4.62)
il prezzo all’istante n < Nj_1 del Caplet relativo all’intervallo j-esimo
[Nj—1 Nj] e alla misura Q.

Vediamo ora come & possibile esprimere il prezzo di un Caplet in termini dei
prezzi dei T-bonds.

Proposizione 4.23. Il prezzo del j-esimo Caplet e dato da

1 +
Capletj(Nj_l) = (1 + Kozj) <m _p(Nj—l Nj)) (463)
e ricorsivamente da
Caplet;(n) = p(n n+ 1)E? [Caplet;(n+1) F,] (4.64)

pern < N;j_1.

Dimostrazione. Proviamo la (4.63): poiché L; ¢ Fy, ,-misurabile, si ha

Caplet;(N;_1) = a; (L; — K)"p(N;1 N;) =
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(per la (4.61))

+
= (1 =p(Nj—1 Nj) (1 + a;K))
da cui la tesi.
Infine la (4.64) segue direttamente dalla definizione (4.62) e della formula
(4.13) del Corollario 4.6 applicato con Xy = a; (L; — K)* e N = N;. 0

Osservazione 4.24. Utilizzando la (4.12) del Corollario 4.6 otteniamo anche
I’espressione piu generale

1

— N\ EQ _
Caplet;(n) = (1 + Ka;) E Ko,

D(n Nj_1) (

p(Nj—1 Nj))+ fn]

e osserviamo in particolare che il j-esimo Caplet corrisponde ad un’opzione
Put con sottostante un bond e scadenza N;_. 0

Consideriamo ora il contratto che permette all’agente di non dover eccedere
il pagamento corrispondente ad un tasso fissato K per tutte le scadenze N},
j=1 J. Tale contratto ¢ chiamato Cap e il suo prezzo ¢ definito come
somma dei prezzi dei relativi Caplets.

Definizione 4.25. Indichiamo con

(4.65)

il prezzo del Cap al tempo n < Ny, nella misura Q.

Chiaramente il calcolo del prezzo di un Cap si riconduce al calcolo dei singoli
Caplets che lo compongono e si effettua usualmente utilizzando le formule
ricorsive della Proposizione 4.23.

Il prezzo di un contratto Floor & invece definito da

J
Floor(n) = Y E? [D(n Nj)a; (K —L;)* F.| ~ n<No  (466)

In base a tale contratto l’agente (che in questo caso riceve dalla controparte
gli interessi al tasso L) riceve anche ad ogni scadenza N; un importo pari a

aj (K —Lj)*

Nel caso in cui L; < K, tale valore & pari alla differenza fra l'interesse che
I’agente riceve al tasso L; e 'interesse al tasso K se invece L; > K allora
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il valore € nullo. In definitiva con un Floor ’agente si assicura di ricevere gli
interessi ad un tasso almeno pari a K.

I singoli termini della sommatoria in (4.66) vengono chiamati Floorlets e
quindi il prezzo di un Floor & semplicemente la somma dei prezzi dei corrispon-
denti Floorlets. Si puo calcolare il prezzo di un Floorlet mediante una procedu-
ra analoga a quella per un Caplet. Tuttavia si puo anche utilizzare la relazione
“Floor-Cap Parity”, analoga della “Put-Call Parity”, che presenteremo alla
fine della prossima sezione.

4.5.2 Interest Rate Swaps

Caps e Floors riguardano una serie di scambi di pagamenti futuri che avven-
gono solo se tali scambi risultano convenienti al possessore di tali contratti.
Si possono anche considerare scambi che avvengono in ogni caso tra due serie
di pagamenti di interessi, uno ad un tasso fisso e 1’altro ad un tasso variabile
(il valore allora risulta dalla stessa espressione dei Caps o Floors ma senza la
parte positiva). Tali scambi si chiamano Interest Rate Swaps (IRS) e possono
essere di due tipi

a) Payer Forward Swap (PFS): ¢ un contratto che impegna il possessore
a pagare ad ogni scadenza N;, j =1 J, gli interessi su un capitale
unitario al tasso fisso K per ricevere gli interessi al tasso variabile L;. In
definitiva ad ogni scadenza N; il possessore riceve (o paga in caso si tratti
di un ammontare negativo)

o;(L; — K)

b) Receiver Forward Swap (RFS): & un contratto analogo al PFS in cui
si riceve al tasso fisso K e si paga al tasso variabile L. Dunque ad ogni
scadenza N; il possessore riceve (o paga in caso si tratti di un ammontare
negativo)

a;(K — Lj)

Consideriamo un modello di mercato dei tassi libero d’arbitraggi in cui e

fissata una misura martingala ). In accordo con le formule di valutazione

d’arbitraggio del Capitolo 1, definiamo i prezzi di PFS e RFS nel modo
seguente.

Definizione 4.26. Il prezzo del Payer Forward Swap al tempo n < Ny,
relativo alla misura @Q, é

J
PFS(n) = > E?[D(n Nj)a; (L;j — K) F,] (4.67)

1l prezzo del corrispondente Receiver Forward Swap é

RFS(n) = —PFS(n)
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La valutazione di PFS(n) si riconduce al calcolo dei singoli termini della
somma in (4.67). Usiamo dunque la notazione

PFS;(n) := E?[D(n N;)a; (L; — K) F,) (4.68)

perogni j =1 J.

La difficolta nel calcolo di PFS;(n) sta nel fatto che il fattore di sconto
D(n Nj) & stocastico: dunque, a differenza del caso “azionario” trattato nel
Capitolo 1 e in cui assumevamo il tasso short deterministico, qui al contrario
il fattore D(n N;) non si puod portare fuori dal segno di attesa condizionata.

Questa difficolta puo essere superata con una tecnica basata su un cambio
di numeraire. Precisamente, fissato j, vedremo tra breve che per il calcolo di
PFS;(n) & conveniente utilizzare p(- N;) come numeraire al posto di B. Vo-
gliamo dunque operare un cambio di misura martingala nella formula (4.68),
dalla misura @ relativa al numeraire B alla misura @’ relativa al numeraire
p(- ;).

A tal fine sembra utile richiamare preliminarmente i risultati sul cambio
di numeraire provati nella Sezione 1.6.2 (in particolare ricordiamo le formule
(1.55) e (1.56)), che qui enunciamo in una forma adattata al presente contesto.

Lemma 4.27 (Cambio di numeraire). In un modello di mercato dei tas-

st libero da arbitraggi, siano @Q una misura martingala con numeraire B e

(Yo)n<n un processo positivo tale che Y = (%) . ¢ una Q-martingala (Y
"/n

rappresenta il prezzo di un titolo quotato da assumere come nuovo numeraire).
Allora una misura martingala QY con numeraire Y ¢ definita da

o ol Yy (By) "
E% [X F,)=E%|X— = Fn n<N (4.69)
Y, \ B.
per ogni variabile aleatoria integrabile X e vale
v [ X
E9[D(n N)X F,)=Y,E® {Y— 4—'”} (4.70)
N

Il vantaggio nell’utilizzo della misura @’ (relativa al numeraire p(- N;))
sta nel fatto che per definizione i prezzi dei T-bonds, normalizzati rispetto a
p(- N;), sono delle Q7-martingale: precisamente, per ogni N < N;, i processi

p(n N)

n— —/——— n<N
p(n N;)

sono (Q/-martingale. Inoltre poiché il tasso forward & definito come una
p(n,N;—1)
p(n,N;)

L(n; Nj_1 Nj) = a% <% - 1)

funzione lineare di e precisamente da

abbiamo il seguente risultato.
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Lemma 4.28. Il processo n +— L(n;N;_1 N;) ¢ una Q’-martingala. Di
conseguenza vale la sequente formula

EQ'[L; -F,] = EQ [L(N;_1; Nj_1 N;) ~Fu]

n N;_q 4.71

che esprime l'attesa di L; condizionata al tempo n, in termini di prezzi di
T-bonds osservabili al tempo n.

Nel risultato seguente esprimiamo il prezzo di un PFS in termini di prezzi
di T-bonds.

Proposizione 4.29. Il prezzo di un Payer Forward Swap al tempo n < Ny

con date di pagamento Ny Ny e tasso fisso K, € pari a
J
PFS(n) =p(n No) —p(n Nj)— K Y _a;p(n N)) (4.72)
j=1

Dimostrazione. Per ogni fissato j, calcoliamo PFS;(n) in (4.68). Indichiamo
con () la misura martingala relativa al numeraire Y = p(- N;) definita come
in (4.69) del Lemma 4.27. Vale

PFS;(n) = E?[D(n Nj)a; (L; — K) —Fy] =
(per la (4.70) e ricordando che p(N; N;) =1)
= a;p(n Nj)EQj [L; — K —F,| =
(per la (4.71))

ot (L (R0 ) )

aj \ p(n Nj)
=p(n Nj-1) —p(n N;) (1 - a;K) (4.73)

Sommando in j da 1 a J Pespressione precedente, si ottiene infine la (4.72).
O

Come semplice conseguenza della relazione
L-K=(L-K)" —(K-L)"

e delle definizioni (4.65) di Cap, (4.66) di Floor e (4.67) di Payer Forward
Swap, vale la seguente formula di Floor-Cap Parity.

Proposizione 4.30. Vale la sequente relazione fra i prezzi al tempo n < Ny
di Caps, Floors e PFS con date di pagamento Ny Ny e tasso fisso K:

Cap(n) — Floor(n) = PFS(n) (4.74)
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4.5.3 Swaptions e Swap Rate

Una Swaption (o Swap option) & un contratto che da al possessore il diritto,
ma non ’obbligo, di entrare in un Interest Rate Swap alla data futura Nj.
Per esempio, se consideriamo un Payer Forward Swap con scadenze N, j =
1 J e tasso fissato K, allora una Swaption ¢ un’opzione con scadenza
Ny e payoff (PFS(Np))*. Infatti, PFS(Np) & il prezzo/valore del dato Payer
Forward Swap all’istante Np. Se tale valore € positivo, lo Swap ¢ a favore del
possessore, se negativo, € a favore della controparte. Il possessore esercitera
quindi l'opzione solo se il valore del Payer Forward Swap in Ny € positivo.
Posto per semplicita

J
C(n) = Zajp(n N;) n < Ny (4.75)

ricordiamo che per la Proposizione 4.29 vale

PFS(n) = p(n No) —p(n Ny)— KC(n) (4.76)
Allora in un modello di mercato dei tassi libero d’arbitraggi in cui & fissata una
misura martingala @, definiamo il prezzo di una Swaption nel modo seguente.
Definizione 4.31. Il prezzo di una Swaption al tempo n < Ny, relativo alla

misura @, é

Swaption(n) = E? [D(n No) (PFS(Np))* fn}
(4.77)
= E9 [D(n No) (1 = p(No Nyj) — KC(No))™ fn}

Ai fini pratici il prezzo di una Swaption puod essere calcolato mediante il
seguente algoritmo iterativo.

Proposizione 4.32. Vale
Swaption(Ny) = (1 — p(No Ny) — KC(Np))* (4.78)
e per ogni n < Ny

Swaption(n) = p(n n+ 1)EY [Swaption(n + 1) F,] (4.79)

Dimostrazione. La (4.78) segue dalla definizione (4.77) di prezzo per n = Np.
La (4.79) segue della formula (4.13) del Corollario 4.6 applicato con Xy =
(1 —p(No Nj)—KC(No))" e N = Ny. o

Osservazione 4.33. Su un solo periodo (caso J = 1) la Swaption si riduce ad
un Cap. Infatti per la (4.78) si ha

Swaption(Ny) = (1 — p(No N1) — Kaap(Ng Nyp))*

=(1+Ko) ( —p(No N1)>+

1+ Koy
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in accordo con la formula (4.63) per il payoff di un Caplet. Quindi le formule
iterative (4.64) per il Cap e (4.79) per la Swaption, producono lo stesso prezzo.

O
Definizione 4.34. Lo Swap Rate swr(n) al tempo n < Ny e relativo al-
le date di pagamento Ny Ny é il valore del tasso fisso K che rende il
corrispondente PFS(n) un contratto equo, cioé tale che
PFS(n) =0

Si noti che per tale valore si ha anche RFS(n) = 0 cosicché la definizione
risulta indipendente dal considerare Payer o Receiver Forward Swaps.

In base alla Proposizione 4.29 (si veda anche la formula (4.76)), vale
p(n_No) —p(n Nyj)
C(n)

che fornisce il valore dello Swap Rate in funzione dei prezzi dei T-bonds.
Inoltre osserviamo che per il Payer Forward Swap con tasso fissato K, vale

PFS(n) = p(n No) —p(n N;j) — KC(n)
=p(n No) —p(n Nj)—swr(n)C(n)+ (swr(n) — K) C(n)

=0

swr(n) = n < Ny (4.80)

J
= (swr(n) — K) Zajp(n N;)

Poiché C(n) > 0, possiamo riscrivere il payoff di una Swaption nel modo
seguente
Swaption(Ny) = C(No) (swr(No) — K)*

evidenziando il fatto che la Swaption viene esercitata solo se swr(Ny) > K.
Combinando la Definizione 4.31 con la formula precedente, otteniamo la
seguente espressione per il prezzo della Swaption:

Swaption(n) = B [D(n No)C(No) (swr(No) = K)* Fo|  n < No
(4.81)
Tale formula di valutazione comporta il calcolo del valore atteso condizionato
del prodotto di tre termini in generale correlati. Allora anche in questo caso
risulta conveniente adottare la tecnica del cambio di numeraire: precisamente,
applichiamo il Lemma 4.27 scegliendo come numeraire Y,, = C(n) in (4.75),
per ottenere dalla (4.81) la seguente espressione

Swaption(n) = C(n)E® [(swr(No) — K)* ]—'n} (4.82)

dove E°7 indica I’attesa nella misura martingala Q% relativa al numeraire C.
Tale formula permette di calcolare Swaption(n) come prezzo di un’opzione
Call sullo Swap Rate, a patto di disporre della dinamica di swr in Q%.
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Notiamo esplicitamente che i processi dei prezzi scontati rispetto al nume-

raire C (n V)
p\n IVj .
—_ 7 =1 J
n— 0 j

sono Q° /-martingale: allora dalla formula (4.80) deriva che anche il processo
dello Swap Rate & una Q° 7 -martingala.

4.6 Esercizi risolti

4.6.1 Richiami sui modelli utilizzati

Richiamiamo alcuni aspetti sviluppati nella parte teorica in vista del loro
utilizzo pratico nello svolgimento degli esercizi. Faremo questi richiami per
ciascuno dei due esempi principali di modelli che abbiamo introdotto e cioe
per il modello di Hull-White discreto della Sezione 4.3.2 (che chiameremo
Modello 1) e per il modello forward multinomiale della Sezione 4.4.2 (che
chiameremo Modello 2).

Richiami sul Modello 1 (Sezione 4.3.2)
Consideriamo il modello di Hull-White discreto per il tasso a breve dove
Frgl = Tn + (Bn — arn) A+ oV AW, (4.83)

Negli esercizi prenderemo per semplicita @, =1 a=0 oc=1e A = 1. Allora
ponendo &,+1 = W,, ~ AN 1, dalla formula (4.30) si ha

n

- exp (~(N —n — 1)o€us)

p(n+1 N)=p(n N)ngzl exp (—A‘?inv - ‘772(N—n— 1)2>

In particolare abbiamo

p(12) = p(0 2)% exp (~ 4% - ";> e~oh
p(1 3) = p(0 3)F exp (— 41 —20%) 278 e
p(2 3) = p(1 3)F exp (— 5 — 5 ) o '
= p(0 3)} exp (40 — AL - gch) e~ 2(0€1+62)
dove, per le formule (4.29), vale
Aé) - Bé :1 0 1 2
Ap=1-5=35  Bj=1
4.85
A8=2+11—§1(4+1):§ B3 =2 (4.85)
Al=1-5=3
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cosicché (4.84) diventa

p(1 2) =p(0 2)7e Te &
p(1 3) =p(0 3)5e Te 2% (4.86)
p(2 3) = p(0 3)3e 5 e (E11E2)

Nota 4.35 Per coerenza col modello, la struttura o termine iniziale p(0 N)
non puo essere scelta arbitrariamente. Per la (4.27) deve infatti valere

p(0 N) =exp (—AY — (1 + BY)ro) N<N
che, sulla base di (4.85), fornisce
p(0 1) =e " p(0 2) = e~ 3(1+470) p(0 3) = e 3(1H6r0)  (4.87)

Scegliendo allora per esempio p(0 1) = %e% questo implica rg = log2 — i e
conseguentemente otteniamo

1

PO =gt pO=7  p03)=

.u;

T (4.88)

<>OI>—l

valori che useremo negli esercizi. ]

Nota 4.36 Per gli esercizi sul Modello 1 useremo i sequenti risultati di inte-

grazione dove @ indica la funzione di ripartizione della distribuzione Normale
standard Ny 1:

1
ez

§N01(d§ / - _Tdf e—%(§+1)2d€
/£>'v \/% >y \/ﬁ >

(4.89)
° e 3V dy = e3 / No1(dy) = e2d(—y — 1)
\/% y>vy+1 y>v+1
/ . N = \;ﬁ / " e 36 e = e3p(—y +1) (4.90)
>y >y

2N 4 (d€) = — / “3E% g — 2P(—y — 2 4.91
[ et =T [ et am ey o

O
Richiami sul Modello 2 (Sezione 4.4.2)
L’evoluzione dei prezzi dei bond & data da (vedi (4.35) e (4.48))
pn—1N
p(n N) = ( )‘PnN( n) (4.92)

p(n—1n)
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dove &, sono i.i.d. a valori in 1 H e dove, ponendo gy, = Q (§&, = h), si
suppone che sia (vedi (4.53))

5N—'n,
nn(h) = —— 4.93
on () = (1.99)
ricordando la notazione (4.54). Negli esercizi sceglieremo d, = h per h =
1 H cosicché si puo anche scrivere
N—n
PnN( n)=—F——— (4.94)
Z qth—n
h=1

Per la formula (4.37) con pin, N = ¢n,n( ), si ha allora

p(n N) = pON)ﬁ‘PkN
p(0 n) kzl‘Pkn

x I -1 (4.95)
_p(ON H n—k N—k
- (zqhh S anh
20 - =
Nella maggior parte degli esercizi poniamo g, = % per h =1 H e
prenderemo N < 3. Utilizzando allora le relazioni
H
H+1) o, HH4+1)(2H+1)
h =
e WS

otteniamo in particolare

H
p(12) = p(0 2)£1 hz::1 i _p(02) 26
H
p(0 1) hz:% anh 0 1H)H+1
>
_p03),, m ™" p03) 6
A & e POV DRI (4.96)
h:1H b H
b2 3= PO o S0 A" 03 s
p(0 2) f: anh? f: anh p(0 2) (H+1)(2H +1)
h=1 h=1

Qualora non specificato diversamente, nel seguito assumeremo

3 2

P0D=1  p029=0 po3=>

- = (4.97)
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Osservazione 4.37. Una versione alternativa del Modello 2 ¢ data dalla scelta

k.N—n

on N(k) = —F (4.98)

qr E hN—n

h=1

Anche in questo caso ) € una misura martingala equivalente poiché risulta
(vedi (4.11) nella Proposizione 4.5)

p(n n+1)E®p(n+1 N) <Fo] =p(n N)E®[pni1 n( nt1)—

H k.N—n
=p(n N)Y  gx—7—— =p(n N)
k=1 Qi E hN—'n,
h=1

4.6.2 Opzioni su T-bonds
Put su T-bonds

In generale una Put con scadenza Ny su un bond di scadenza Nj si valuta in
n = 0 come

Ng-—1

1 - X T
n=0

No

Py = E° (K —p(No N1)"| =E? |e

(K —p(No N1))*

Ricordando che (cfr. (4.5))
rn = —logp(n n+1)

si ottiene la formula

No—1
[T p(n n+1)(K - p(No N))*

n=0

P,=E°

Esercizio 4.38 (Modello 1). Si determini Py nel caso di No =1 Ny =2e
K=1

Svolgimento dell’Esercizio 4.38
In base alla (4.86) abbiamo

Py =E? [p(0 1)1 - p(1 2))*]

= p(0 1)E? {(1 —p(0 2)%6_%e_fl>+}

=50 1) [ (1=p(0 2 Ee G 1(d81)
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dove _
D= ¢ p02)ceie <l = & & >v

con 7y = %logp(O 2) — %. Quindi, usando la (4.89), abbiamo

Py =p(0 1>< 5 No1(d€) — p(0 2)2e %ez / N01(d€)>

B(—) — p(0 2)7e Td(—y — 1)

1 1
1 2 = —
et e p(02) 1

cosicché )
p(0 2)7 = 5 logp(0 2) = —2log2

risulta allora
1 3 1 . 1
— el 2) - Ze i _Z o
1) 264 <€I) <10g2—|—4) 5¢ 4¢<log2 4))

Esercizio 4.39 (Modello 1). Si determini Py nel contesto dell’Esercizio 4.38,
ma con Ng =2 N; = 3.

Svolgimento dell’Esercizio 4.39
Abbiamo

Py = B9 [p(0 Dp(1 2)(1- p(2 3))"]
=p(0 1)p(0 2)2e~TER [e—fl (1 — (0 3)%6—1—166—@1%2))*}
= p(0 1)p(0 2) %e—% // —1 p(0 3)%e —1—ée—<x1+m2>>+
e 2(m1+$2)da:1da:2
Anche se a questo punto si potrebbero adottare i calcoli (4.89)-(4.91), qui

I'integrale puo piu convenientemente essere calcolato approssimativamente
mediante una discretizzazione della v.c. Normale. ]

Esercizio 4.40 (Modello 2). Si determini Py nel caso di Ng = 2 N; =
3 Kzleponendoqh:%perH:2
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Svolgimento dell’Esercizio 4.40
a) Metodo diretto (utilizzando la (4.96) e ponendo poi H = 2)

Py = E° [_p(O Dp(1 2)(1—p(2 3))7]
2 p(03) 666 )*]

a0 2)€1< T p(02) (H+1)(2H +1

2 68182 "
=B <p(0 D-mrnea+ Pl 3)> ]

+
52|32 (5~ Jae) ]

2 1,2 7 4 Ty _16
15 5 15 5 15 5) 75

b) Metodo ricorsivo
Per il Corollario 4.6, vale la formula ricorsiva

Py =p(0 1)E°[Py]
(P)je, = p(1 2)1, E? [(1-p(2 3))" &]

dove (-)¢, indica il condizionamento ad un dato valore di &;. Allora abbiamo

(1_p(0 3) 64k ))* &]

3

(0 2) 26
onE1

1 26, 66182 -
(0 DH+ 174 [(p(() - mwmrnea+n 3)> 51]

che, per H = 2, fornisce

S p(0 2) (H+1)(2H +1

3

(P1)jg=1 =
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) 1 4 1((3 8 ++ 3 16\
1 51:2—p(0 1)3 2 5 25 5 25
_ 1 2 7
_p(01)3 25
P Py, Py, y—zs.20 =2 £ _1° O
0 5 ((P1) g,=1 + (P1) ¢,=2) 25 "6 25 75

Call su T-bonds

Esercizio 4.41 (Modello 1). Nel Modello 1 con struttura a termine inizia-
le p(0 1) = %e% p(0 2) = 1 come in (4.88), si consideri I'opzione Call con
scadenza al tempo N = 1 e payoff pari a

Cr = <p(1 2) - %)JF

a) Si determini il prezzo iniziale Cj.

b) Essendo il mercato incompleto, per la copertura si utilizzi il criterio del
rischio quadratico, cio¢ si minimizzi rispetto ad a e 8 (« rappresenta il
numero delle unita investite nel bond sottostante che ha scadenza in N = 2
e B & 'ammontare investito nel titolo non rischioso) la seguente quantita

BP <<p(1 2) — g)+ —V1>2

dove P & la misura “fisica” nella quale supponiamo che sia £&; ~ N (0 1) e
V1 e il valore in n = 1 di un portafoglio autofinanziante di valore iniziale
Vo dato.

Svolgimento dell’Esercizio 4.41

a) Abbiamo
3 +
Co =p(0 1)E® (p(l 2) - Z) ]
= p(0 1)/D <p(0 2)3e e ¢ — 2) No 1(d€)
dove
D:= {g p(0 2)2e de7¢ > %} = ¢ £<96
con

1 3 3
-2 2)— 2 _logS =1
J 2ogp(O)  ~log =log

Wl N
> w
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Utilizzando la tecnica che ha portato alle (4.89)-(4.91) abbiamo allora

6_% / 6_51./\/'0 1(d€1)>
£1<6

/y<5+1 Ao 1(dy)>
—p(0 1) <_§¢(5) +p(0 2)be (5 + 1))
® <log§ - %) + iqﬁ <10g§ + i)

dove @ rappresenta la funzione di ripartizione cumulativa della Normale
standard.

(M

Co =p(0 1) (—24’(5) +p(0 2)

IS

=p(0 1) (—%@(& +p(0 2)7e”

IS

3

b) Abbiamo
p(12) =p(0 2)2e T8 = Ae &
e quindi
B _
= 12 — Ae= &1 19
Vi=Vo+ap( )+p(0 ) Vo + ade™ 5 + 243

Con lo stesso ¢ come al punto a) abbiamo allora

P 3\ " i
n 2
= Egf ((Ae_51 - g) — Vo — ade S — 2ﬂ>

_ /51<5 ((1 —a)Ae € — <2ﬂ+ Vo + %))2/\/0 1(d€y)

Ponendo per brevita B(3 Vp) := 28+ Vo + 3, ed utilizzando (4.89)-(4.91), si
tratta di minimizzare rispetto ad « e 8, per Vj fissato, la quantita (nel primo
passaggio sostituiamo A e B(8 Vp) con le loro espressioni esplicite):

/ » (1— a)2A2e26 Ny 1 (dey) + / B2(8 Vo)No 1(d61)
1<

1<

N / 2(1 — @) AB(S Vo)e ' Ny 1(dé1)
£1<8
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= (1—a)?p(0 2)e? / No 1(dz)

2<8+2

2
(4w ) [ Mo
£<o

—9 <2,6+Vo+ %) (1—a)p(0 2)%e 7 /ﬂ No1(dy)

<0+1—

(1-—a)? ., 2 5 3\? 2 3
=" e3¢ (logZ + = 2 2) & (logZ - =
T c 0g3—|—4 + ﬂ+Vo+4 g3~ 7

3 —1 2 1
—<2,6+V0+Z)(1—a)6 ¢<log§+z)

che risulta essere una funzione quadratica in a e 3 che puo essere minimizzata
ricercando i punti critici. |

Esercizio 4.42 (Modello 2). Si consideri I'opzione Call dell’Esercizio 4.41
nel Modello 2 con ¢ = %, H = 2 e con struttura a termine iniziale come in
(4.97), ossia p(0 1) = 5 e p(0 2) = 3.

a) Si determini il prezzo iniziale Cj.

b) Sulla base della Put-Call Parity si determini il prezzo iniziale Py della
corrispondente opzione Put.

¢) Si determini la strategia di copertura dell’opzione Call all’istante n = 0.

Svolgimento dell’Esercizio 4.42

a)
C() :EQ [B_TOCJ = p(O 1)EQ[01]
0

<p( 2) 26 _§)+

p(0 1)H+1 4

4 13 2 3\T 34 4\T) 21 1
~52 (15—1) +<1'§—§) 5110

b) La Put-Call Parity si basa su

=p(0 1)E

(K-8)"=(S-K)"+K-8

da cui, essendo qui S = p(1 2), in base alla stessa formula che ha condotto

alla Call risulta
3 +
Ro=p0 D52 | (=000 2))
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+ gp(o 1)~ p(0 1)EXp(1 2)]

(per la (4.11) della Proposizione 4.5)
3
=Co + 5 p(0 2)

c¢) In questo caso il modello di mercato & completo, come si pud verificare
anche direttamente: eguagliando il valore del portafoglio all’istante n = 1 con
il claim, risulta che deve valere

p(0 2)2
“p01)3

.
K092, _9)

€1+,@er°:<p(0 ) 1

qualsiasi sia il valore (fra i due possibili) di &;. Tenendo anche presente che
vale €™ = p(0 1)71, si trova

ot 39 =0
at+38=1
da cui a = % e = —% Una verifica porta a
1 3 1 1
Cozap(02)+ﬂ=§'g—3=1—0 O

Esercizio 4.43 (Modello 2). Il contesto sia lo stesso del precedente Esercizio
4.42, solo che ora poniamo H = 3 in modo che il mercato risulti incompleto.

a) Assumendo che gp = % = %, si determini il prezzo iniziale Cj.

b) Per la copertura si utilizzi il criterio del rischio quadratico secondo il quale
dobbiamo minimizzare rispetto ad a e 8 I’espressione

EBP <<p(1 2) — 2)+ - V1>2

dove P & la misura “fisica” per la quale supponiamo P ({3 = h) = % per
h =12 3eVpeil valore in n = 1 di un portafoglio autofinanziante di
valore iniziale Vj.



238 4 Tassi d’interesse

Svolgimento dell’Esercizio 4.43
a) Abbiamo

b) Avendosi p(1 2) = 558’3%{1 = 3¢, si trova

B

Vi=W 12
1 b + ap( )+p(0 )

3 5
=Vy+ 2 hi
0+ gobi+ 48

Vale allora

1
3

3 5\% 1 3 5 \?
<Vo+—a+—,6> +—<V0+Za+zﬂ>

_1
3 8 4 3

1 3.9 5\’
+§<(Vo—§)+§ +Zﬂ>

che & una funzione quadratica in « e § e puo essere minimizzata con gli usuali
strumenti del calcolo differenziale di piu variabili reali. ]

4.6.3 Caps e Floors

Siccome Caps e Floors si compongono di Caplets e Floorlets, gli esercizi ri-
guarderanno solo questi ultimi. Per semplificare le espressioni supponiamo
sempre un capitale di riferimento unitario e sara unitario anche il passo tem-
porale, cioe A = 1. Negli esercizi di questa sezione considereremo sempre al
pit tre periodi (n =0 1 2 3) e la sequenza di scadenze

N():l N1:2 eN2:3 (499)
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Come risulta dalla Proposizione 4.23, il calcolo di un Caplet si riduce essen-
zialmente al calcolo di un’opzione Put su un T-bond (analogamente il calcolo
di un Floorlet si riduce a quello di un’opzione Call) e quindi la procedura sara
analoga a quella usata per le opzioni Put.

Esercizio 4.44 (Modello 1). Si ricordi che nel Modello 1 i prezzi dei T-
bonds sono dati dalle formule in (4.86) dove &; &2 sono variabili aleatorie i.i.d.
normali standard nella misura martingala ). Si determinino i prezzi iniziali
Caplet, (0) e Caplet,(0) dei Caplets relativi rispettivamente agli intervalli
[1 2] e[2 3], con tasso K = 1.

Svolgimento dell’Esercizio 4.44
Per quanto riguarda Caplet,(0), utilizzando le (4.63)-(4.64) si ottiene

Caplet, (0) = p(0 1)E? [(1—2p(1 2))T]
- %e% /D (1 - e—%e—&) N 1(d€y)
con 3 ;
D= {g 1—ete¢ >0} - {5 €>_Z}
Quindi

Bl

Capletl(O) = (/5 N() 1(d€) — 6_%6% No 1(dy)>
>-% v>1

(= (3) - (3))

Per quanto riguarda Caplet,(0), ci servono i seguenti valori, per la de-
terminazione dei quali teniamo conto della struttura a termine iniziale in

(4.88):

N

1
26
1
26

1
p(1 2) =p(0 2)%6_%6_51 = 56_%6_51

p(2 3) =p(0 3)Fe~Fe(Gréa) — %e_%e_(‘fl"'&)

1 -1 —(&1+€2) !
1—56 12¢e €1
~& < 1 18 —(aave ))Jr]

e 1—56 127 \S1TS2

I s —x1 I 1 —(z142z2) * L
:Ee 1 e 1—56 12 ¢ e 2e 2dridrs

Abbiamo allora

3

1
Caplet§' (1) = Ee_ze_flEQ

e quindi

1
Caplet,(0) 256_%EQ
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che, come per le opzioni sui T-bonds, puo essere approssimativamente calco-
lato mediante una discretizzazione della v.c. Normale. O

Esercizio 4.45 (Modello 2). Consideriamo un Modello 2 con p(0 1) = 2
p(0 2) = % p(0 3) = % Si determini il prezzo iniziale Caplet,(0) del Caplet
con K =1, relativo all’intervallo [2 3] nei seguenti casi:

a)H:2eqh:Q(§n:h):%;
b)H=2eq=Q({ =1)€]0 1f;
C)H:?)th:Q(fn:h):%'

Svolgimento dell’Esercizio 4.45
a) Seguendo la Proposizione 4.23, abbiamo
Caplet,(2) = (1 —2p(2 3))* (4.100)
e, per n < 2,
Caplet,(n) = p(n n+1)E?[Caplety(n +1) F,]

Usando il simbolo Capletg(n) per denotare il prezzo del Caplet in n se &, = h,
abbiamo

Caplet;(1) =p(1 2) (Caplet%(Q) + Capletg(Q))

1 (( 8)+ < 16)+> 7
== 1—— ) +(1=-= S
4 15 15 4-15
1 16\ " 2\ "
Caplet3(1) =3 ((1 - 1—2) + <1 - ?—5) ) =0

1 7 2 7 7
Caplet,(0) = p(0 1)5 T : I 100

Quindi

b) Ci servono dapprima i valori di p(1 2) e p(2 3) che possiamo ricavare dalle
formule (4.96): in particolare abbiamo

_p(02) 1 _3 &
S 2)_1?(0 1)q+2(1—q)El 42—q
_p(03) 1 2 &6
P 0 g g A g T 318

Risulta allora

Caplet;(1) :% 1 (q

Caplet3(1) :g 1 (q
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+
4(p_8_1
34— 3q
8 16 1 \*
1-¢q)(1-2 1- =
+q( q)( 34_3q) +( Q)< 34_3))
6 1 (¢ 4 1 3 8 1 \°T
=—— (L (1-2 1-=
52—q<2< 34—3q) 340 q>< 34—3q) )

+
essendo ( - 1—364_—13(1) =0 per ogni g € [0,1].

e quindi

Caplet,(0) =

[SFITN
N w
)

| | =
S

N
o
/—\

L)

Verifichiamo il risultato ottenuto ponendo ¢ = %: si ha

4 +
Caplet2(0)23~§<1——) - — . __°

che coincide con quanto trovato al punto a).

c) Risulta
1
Caplet; (1) =p(1, 2)5 (Caplet2(2) + Caplet;(2) + Caplet;(2))
1 2\ " AN 6\7y 19 9
—~((1-2 1- - 1—2 .22
8 (( 7) i < 7) i < 7) 8 7 56
1 A\t 8\ " 12\") 13 3
Capletg(l) =1 ((1—?) +<1—?) +< —7) ) =177 3%
3 6\ " 12 18\*) 3 1 3
Quindi
4 1 946+3 3
Caplet,(0) = - - - - E a

5 3 56 - 35

Nota 4.46 Come la formula (4.74) di Floor-Cap Parity, si prova anche la
seguente Floorlet-Caplet Parity secondo cui

Floorlet; = Caplet; — PFS;

dove Floorlet; indica il prezzo del Floorlet relativo al periodo [N;_1, Nj],
Caplet; quello del corrispondente Caplet e PFS; quello del Payer Forward
Swap definito in (4.68). O
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Esercizio 4.47 (Modello 1). Si consideri il Modello 1 con i valori inizia-
li della struttura a termine dati in (4.88). Si determini il prezzo iniziale
Floorlet; (0) del Floorlet relativo all’intervallo [1 2], con tasso fisso K = 1.

Svolgimento dell’Esercizio 4.47
Utilizziamo la Floorlet-Caplet Parity. Ricordando la scelta (4.99) delle scaden-
ze, determiniamo quindi dapprima il valore del Caplet con le (4.63)-(4.64):

Caplet, (0) = p(0 1)E? [(1 —2p(1 2))T]

Il conto corrispondente e gia stato fatto nell’Esercizio 4.44, secondo il quale

(2(5) ()

Notiamo inoltre che PFS,;(0) in questo contesto vale (vedi la (4.73) nella
dimostrazione della Proposizione 4.29):

o

1
Caplet, (0) = ¢

PFSj (0) = p(O Nj_l)
In conclusione abbiamo

Floorlet; (0) = Caplet, (0) — PFS; (0) = Caplet, (0) — p(0 1)
(Be(l)

Esercizio 4.48 (Modello 2). Nel contesto dell’Esercizio 4.45-a), si consideri
il Modello 2 con g = % e H = 2. Si determini il prezzo Floor(0) in n = 0
del Floor relativo ai periodi [1 2] e [2 3], con tasso fisso K = 1.

IS

1
—26

Svolgimento dell’Esercizio 4.48

Ricordiamo la scelta (4.99) delle scadenze e, come in precedenza, indichiamo
con Caplet; il prezzo del Caplet relativo allintervallo [N;_1 N;] = [j j+ 1],
j = 1 2. Per utilizzare la Floor-Cap Parity ci serve dapprima il prezzo del
Cap sui periodi [1 2] e [2 3], che & dato da

Cap(0) = Caplet, (0) + Caplet,(0)

dove (vedi Esercizio 4.45-a)) Caplety(0) = 1&. D’altra parte per la (4.64)
vale

p(0 1)

Caplet,(0) = p(0 1)E¥ [Caplet, (1)] = 5

(Caplety(1) + Caplet;(1))

dove, ricordiamo, Caplet’f(n) denota il prezzo del Caplet in n se &, = h.
Quindi, utilizzando la Proposizione 4.23, come pure le formule in (4.96),
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calcoliamo
1 +
Caplet; (1) = 2 <§ -p(12) 1_1) =0

1 +
Caplet}(1) =2 (3 - 0(12) 2] =0

per cui Caplet,(0) = 0. Infine, per il PFS con date di pagamento N3 = 2 e
Ny = 3, per la Proposizione 4.29 abbiamo

PFS(0) = p(0 1) ~p(0 3) — (p(0 2) +p(0 ) = —

In conclusione

Esercizio 4.49 (Modello 2). Consideriamo un Modello 2 con H = 2,
p(0 1) = %, p(0 2) = % e siano fissate sull’asse temporale le scadenze come in
(4.99) e il tasso K = 1.

a) Si determini il prezzo iniziale Caplet gq) (0) del Caplet relativo all’intervallo

[1 2], per i valori possibili di ¢ = Q (§&1 = 1) €]0 1], verificando che, per

q> %, si ha Capletgq) (0) =0 e che, per g < %, risulta

4 3 1
Caplet!? (0) = —¢ (1 - 2——
aplet;” (0) 5q 22 ¢

b) Supponendo ¢ < %, esiste un valore di ¢ per cui Capletgq) (0) = %? Questo

valore di Caplet gq) (0) & sufficiente per calibrare completamente il modello
al mercato?

Svolgimento dell’Esercizio 4.49
a) Per la Proposizione 4.23 con K =1 e o; = 1, abbiamo

1 +
Caplet§' (1) =2 (3 -2(12) ) =(1-20012) )*
Caplet(” (0) = p(0 1) (¢Caplet}(1) + (1 — g)Caplet3(1))
Allora risulta (vedi anche I’Esercizio 4.45-b) per l’espressione di p(1 2))

3 1 3

+ +

poiché per tutti i valori di ¢ €]0 1] si ha %_q > 1. Di conseguenza

4 3 1 \"
Caplet'?(0) = —¢(1- 2 ——
aplet;” (0) 5q 22_¢
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Si noti che 1 — §Lq € una funzione decrescente di g che si annulla in g = %
Ne segue che, per q> = , si ha Capletgq) (0) = 0 mentre, per ¢ < 5 , risulta

Caplet gq) (0) = (1 -34 q)

b) Supponendo ¢ < 5, la condizione su ¢ diventa 5q (1 — gQ—iq> = % che

conduce alla seguente equazione di secondo grado
28¢° —15¢+2=0

con soluzioni
15+ /225 — 224
56

qi2 =

ossia q; = i eqy =
Entrambi i valorl sono compatibili con g < 2 e dunque il dato di mercato
non ¢ sufficiente per calibrare completamente il modello. ]

Esercizio 4.50 (Modello 2). Si consideri il Modello 2 alternativo dell’Os-

servazione 4.37, con i fattori stocastici ¢, n come in (4.98) per H = 2 e

ponendo ¢ = Q (&, = 1) (e di conseguenza 1 — ¢ = Q (&, = 2)). Inoltre sia

p(0 1)=3 p(0 2)=2ep(03)=23

a) Si consideri un Caplet sul periodo [1 2] con K = 1. Si faccia vedere che, se
un valore osservato ¢ Caplet, (0) = £, allora deve essere ¢ = 3.

b) Col valore di g cosi calibrato si determini il prezzo Caplet, (0) nel caso di
K =1

c) Qual’éQil valore di ¢ se all’istante n = 1 osserviamo per un 7-bond con
scadenza 2 un prezzo di p(1 2) = %? Avendo osservato tale valore, siamo
in grado di stabilire se era & = 1 oppure &, =2 7 E se, sempre inn =1
osserviamo anche p(1 3) = 27

Svolgimento dell’Esercizio 4.50
a) Ricordando la scelta (4.99) di scadenze, per la Proposizione 4.23 si ha

Caplet, (0) = p(0 1)E? [(1—2p(1 2))T]

+ +
=p(0 1) ( (1 -2 Eg 2;90172(1)) +(1-9) <1 — 228 i;t,m,g(?)) >

—a(p0 - 203 )))++<1—q> (st0 1)—(L02)))+

142 1-q)(1+2
(4 2 ++ Y1 g A
—\5175 50 Y75
Dato che per nessun valore di ¢ €]0 1] si ha %(1 —-q) — % > 0, risulta

Caplet,(0) = (%q - %)+ che, posto uguale a %, fornisce (4q — 2)* = 1: cio
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equivale al sistema
49—2>0
4q-2=1

3

che ¢ soddisfatto dall’unico valore ¢ = +.

b) Con K = % eq= % si ha, utilizzando i conti svolti nel punto a),

Caplet, (0) =p(0 1)E? {(1 -2 gp(l 2))4_}

(ie-2) (008 -

(per ¢ = 2)

c) La relazione

p(l 2)= % ©1,2(8)

implica, per p(1 2) = 3, che ¢1,2(&1) = 1. I possibili valori di ¢ 2(£1) sono 3—1(1
peréi=1le ﬁ per & = 2. Si vede che ¢ = % soddisfa entrambi i requisiti,
ma non e possibile stabilire se era £ = 1 oppure £ = 2. D’altra parte, la
relazione

p(0 3)

p(0 1)

p(l 3) = ©1,3(61)

fornisce, per p(1 3) = 2, la condizione 2 = 1¢; 3(£1). Essendo, per ¢ = %,
5 5 — 21, 3

1 3 4 6
1 = —_— == 2 = = —
¢1,3(1) 505 01,3(2) 50—q 5
la condizione sopra e soddisfatta solo per & = 2. o

Esercizio 4.51 (Modello 2). Si consideri lo stesso contesto dell’Esercizio
4.50, ma con H =3 e si ponga ¢, = Q (£, = h) per h =1 2 3 e per ogni n.

a) Si supponga che per il Caplet sul periodo [1 2] e con K = 3 si osservi un
valore di

Caplet, (0) = (4.101)

1
20
Si faccia vedere che allora deve essere ¢ = 1%.
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b) Si supponga di osservare un ulteriore Caplet con K = % € prezzo

13

Caplet, (0) = 10

Si faccia vedere che questo determina completamente i valori di ¢; ¢2 € g3
e quindi la misura Q.

Svolgimento dell’Esercizio 4.51
a) Nelle condizioni indicate, in base alla Proposizione 4.23 si ha

Caplet, (0) = p(0 1)E? [(1 - 4p(1 2))7]

3 +
50 1Y 0 (1- 4280

i=1

= iq <p(0 1) — 4p(0 2)6Lqi)+ — i (%qi— %Q*

i=1

Notando che i termini per ¢ = 2 3 sono uguali a zero per qualsiasi valore
di g1 g2 E]O 1 2)+
fornisce q; =

b) Per K = 1 si ha d’altra parte

Caplet, ( Z 01—§(02) +—i 43"
P qi p 6 p 5‘]1 20

Sapendo gia che g; = 1%, la condizione diventa
6 (4, B\ (4 9\ _B
20 " \5% 7 20 577 3%0) T a0

4 6\" (A 9\* 1
5727 50 57 720) a0
Dovendosi avere g3 + q3 =1 — 1% = 16, il valore di ciascuna delle probabilita

Q2 Q3 non puo superare 1—76, ma anche per un tale valore massimo per g3 il
secondo termine nella condizione sopra ¢ nullo e cosi ci si riduce alla condizione

4 6\" 1
572720) T 40

che fornisce g2 = é—g In conclusione abbiamo

, imponendo la condizione (4.101) si ha (%ql — = QLO che

c:|©

ossia

9 13 1

c1121—6 q2:5
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Nota 4.52 Nel precedente esercizio, se per K = % st avesse osservato
Caplet, (0) = o5, sarebbe risultato
9 I A
q1 = 16 q2 = 16 q3 =

1l fatto che g3 = 0 non solo non avrebbe portato ad una misura Q equiva-
lente a P (si tenga presente che é ps # 0), ma nemmeno ad una misura
martingala dato che allora non sarebbe EQ[(,DLQ(fl )] = 1. Un’osservazione di
Caplet,(0) = 5 per K = 3 (oltre a Caplet,(0) = 55 per K = 3) non
sarebbe quindi coerente col modello. O

4.6.4 Swap Rates e Payer Forward Swaps

Per semplicita considereremo solo tre periodi (n =0 1 2 3) e due tipi di Swap
Rates:

i) lo Swap Rate relativo ad un periodo che puo essere [1 2] oppure [2 3]:
relativamente al periodo [1 2], poniamo Ny = 1 e N; = 2; relativamente
al periodo [2 3], poniamo Ny = 2 e N; = 3. In ogni caso indicheremo
il prezzo dello Swap Rate con swrg 1(n). Ricordiamo che per la formula
(4.80) vale

p(n No) —p(n Ni)
p(n Nq)

swrg 1(n) = n < Np; (4.102)

ii) lo Swap Rate relativo ai periodi [1 2] e [2 3] per cui poniamo Ny = 1,
N1 = 2 e N, = 3. Indichiamo tale Swap Rate con swrg2(n) e per la
formula (4.80) vale

swrg o(n) = p(n 1) =p(n 3) n=01 (4.103)

p(n 2)+p(n 3)

Esercizio 4.53 (Modello 1). Si consideri il Modello 1 con i valori iniziali
della struttura a termine dati in (4.88). Si determini la Swap Rate swrg 1(n),
n =0 1, relativo al singolo periodo [Ny N1] = [1 2] e la corrispondente misura
martingala Q che rende swrg 1(-) una martingala.

Svolgimento dell’Esercizio 4.53

Ricordiamo che il Modello 1 & una discretizzazione del modello continuo di
Hull-White. Ricordiamo anche che, a tempo continuo, un cambio di misura
implica una traslazione dei processi di Wiener ed ¢ quindi ragionevole supporre
che, mentre in Q vale &5 ~ A(0 1), nella @ la & abbia distribuzione N'(m 1):

allora determinare @) equivale a determinare la costante m. Considerando le
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scadenze Ng = 1 e N2 = 1, per la formula (4.80) abbiamo
_p(01)—-p02) p01)

SWT( 1(0) = p(() 2) = p(() 2) —
swro (1) P = 1= p0 hede

e quindi, utilizzando la funzione generatrice dei momenti di una v.c. Normale,
la condizione di martingalita diventa

p(0 1)
p(0 2)

=p(0 2)_%6%E@[65] =p(0 2)_%e%em+%
da cui ) 5
m =logp(0 1) — 3 logp(0 2) — 1

Infine con la scelta in (4.88)) risulta

_§:_1 O
4

Esercizio 4.54 (Modello 2). Si consideri il Modello 2 con H = 2, p(0 1) =
% p(0 2) = % e p(0 3) = % Si determini lo Swap Rate swrg; relativo al
periodo [2 3] e la corrispondente misura che rende swrp ; una martingala.

Svolgimento dell’Esercizio 4.54
Per le (4.102) e (4.96) abbiamo

_p(0 2) 1
swrg 1(0) —m — 3
p12) . p02)2H+1 5
swrg 1(1) (1 3) -1= p(03) 36 —1=(swrp1(0) + 1)3—€1 -1
swro1(2) = —1 - PO HADCRH+1)
o1 (2 3) p(0 3) 6160

Indichiamo con Q°! la misura che martingalizza swrg 1 e con E°! il corri-
spondente valore atteso. Poiché H =2 e &, € 1 2 | poniamo

n=Q" ' (&=1) 2=Q" (& =2 F)

La condizione di martingala implica per ¢; la seguente relazione

swro 1(0) =E’ 1[SWI'0 1(1)] = E°! {(Swro 1(0) + 1)3i§1 - J
5

=n (Swro 1(0)5 + g - 1) +(1—q) <SWI'0 1(0)% + % —~ 1)

5 5 5 5
=swrg 1(0) <6 + g%) + (E + ng) -1
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che diventa % + %ql =1 e quindi
1
q1 = 5

Per g2 la condizione invece diventa

swrg1(1) =E%! [swrg1(2) Fi] = E%* {(Swr(),l( )+ 1)i 1 ‘7:1}

) 262
=q2 <Swro,1( )g g — 1) +(1—qo) <swr0,1(1)2 + 2 — 1)

3 3 3 3
=swro,1(1) <Z + ZqQ) + (Z + ZQQ) -1

cioe Z + 4qQ =1 e quindi ¢» = % indipendentemente da F;. Ne segue che &
e &, sono indipendenti anche in Qo’l. O

Esercizio 4.55 (Modello 2). Nel contesto dell’Esercizio 4.54, si determini
lo Swap Rate swrg o sui due periodi [1 2] e [2 3] e la corrispondente misura
martingala Q2.

Svolgimento dell’Esercizio 4.55
Dobbiamo determinare swrg 2(n) per n =0 1: per la (4.103) abbiamo

SWT 2(0):17(0 1) —p(0 3):%_%22
T 02+ p03) -2 5

SWr (1)_p(1 D) —p( 3): p(0 1) —p(0 3)2&}
o p(1 2)+p(1 3)  p(0 2)5& +p(0 3)2¢7

Per quanto riguarda la misura martingala, poniamo ¢ = Q%2 (¢ =1). La
condizione di martingalita diventa

SWrp 2 (0) = E0’2 [SWI'(),Q(l)]
che implica

p(0 1) — £p(0 3) p(0 1) — £p(0 3)

2
I [swrg2(1)] =¢ 2

+(1-9q)

5 p(0 2) 2p(0 3) 3p(0 2) + £p(0 3)
12 — = - )12 - =
6+ 12 12+ 48
da cui otteniamo g = %. ]

(Payer) Forward Swaps

Come nel caso degli Swap Rates, per semplicita consideriamo solo tre periodi
(n=0123), K=ca; =1 e due tipi di Forward Swaps:
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i) il Forward Swap relativo al periodo [2 3] per cui poniamo Ny = 2 e Ny = 3.
Indichiamo tale Forward Swap con PFSy ;. Ricordiamo che per la formula
(4.72), vale

PFSp 1(n) =p(n 2) —2p(n 3) n=012 (4.104)

ii) il Forward Swap relativo ai periodi [1 2] e [2 3] per cui poniamo Ny = 1,
N; =2 e Ny = 3. Indichiamo tale Forward Swap con PFSg 2(n) e per la
formula (4.72) vale

PFSp2(n) =p(n 1) — p(n 2) — 2p(n 3) n=01 (4.105)

Esercizio 4.56 (Modello 1). Si consideri il Modello 1 con i valori iniziali
della struttura a termine dati in (4.88). Si determini il prezzo iniziale del
Forward Swap PFSg 1(0) su un solo periodo.

Svolgimento dell’Esercizio 4.56
a) (Metodo diretto) Per la (4.104) abbiamo

PFS; 1(0) = p(0 2) — 2p(0 3) = i (1 - e%)

b)(Metodo ricorsivo) Ricordiamo che &; & sono i.i.d. normali standard,
&1 & ~ N(0 1). Allora abbiamo, analogamente a quanto fatto per i Caplets
nella Proposizione 4.23,

PFS)1(2) =1-2p(2 3)
PFS; (1) = p(1 2)E°[PFS1(2) &1
PFS(1(0) = p(0 1)E?[p(1 2)PFSy 1(2)]

=p(0 1)p(0 2)516_% (EQ [e=&

—2p(0 3)}e” FEQ [ 2] B %))
111 a7 1 11451 1 1

= —ei—e 4(62—6126 Gee2>:—(1—e4> O
2 2 4

Esercizio 4.57 (Modello 1). Nel contesto dell’Esercizio 4.56, si determini
il prezzo iniziale del Forward Swap PFS 2(0) su due periodi.

Svolgimento dell’Esercizio 4.57
a) (Metodo diretto) Per la (4.105) vale

PFS 2(0) =p(0 1) — p(0 2) —2p(0 3)

_1% 1+1 _1(% 1)
¢ Ty T \©

b) (Metodo ricorsivo) Ricordando che &; ~ N (0 1), utilizzando nuovamente la
(4.105) abbiamo
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PFS)2(1) =1—p(1 2) —2p(1 3)
PFS)2(0) = p(0 1)E? [PFSo(1)] = p(0 1)E?[1 - p(1 2) - 2p(1 3)]
01) (1-p(0 2 e HEQ [e€] — 2p(0 3)Fe ¥ B2 [e720])
)

= p(

=p(0 1) (1—p(0 2)%6_%6% —2p(0 3)%6_%62)

_ L1 1_1(% 1) O
— 9 2°¢ 2) 4 \°

Esercizio 4.58 (Modello 2). Si consideri il Modello 2 con H =2 ep(0 1) =

% p(0 2) = g ep(0 3) = % Si determini il prezzo iniziale del Forward Swap
PFS; 1(0) su un solo periodo.

Svolgimento dell’Esercizio 4.58
a) (Metodo diretto) Per la (4.104) vale

PFS) 1 (0) = p(0 2) — 2p(0 3) = _%

b) (Metodo ricorsivo) Supponendo ¢, = %, abbiamo

PFS(1(2) =1—2p(2 3)
PFSo (1) =p(1 2)E?[PFS1(2) &]
PFS(1(0) = p(0 1)E? [p(1 2)PFS; 1(2)]
B p(0 2) 2§ ~ ,p(0 3) 68182
=50 08 |20 (12 )

_ 2p(0 2) 24£36
= B9 { Hr1 PO 1)2(2H+1)}

1

1 24h2h,
H2(H + 1) hthFl h <2Hp(0 2P0 er 1))

H
1 12n2H
ECED) hZFl (2’“Hp<° 2) =0 3) 55, 1)

m(p(o 2)H?*(H + 1) — 2p(0 3)H*(H + 1))

= p(02)~ 20 3) = — 0

Esercizio 4.59 (Modello 2). Nel contesto dell’Esercizio 4.58, si determini
il prezzo iniziale del Forward Swap PFSg 2(0) su due periodi.
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Svolgimento dell’Esercizio 4.59
a) (Metodo diretto) Per la (4.105) vale

PFSQ,Q(O) Zp(() 1) —p(O 2) _ 2p(() 3) — % Q2 é _

b) (Metodo ricorsivo) Supponendo gp = %, abbiamo

PFS)5(1) =1—p(1 2)—2p(1 3)
PFS(2(0) =p(0 1)E [PFSoz( )]

E° [ i)gl —12p(0 3)

1
ﬁé;h

&
(H+1)(2H + 1)

—p(0 1)~

—12p(0 3)

H
2
H(H—|—1 )(2H +1) ;h

=p(0 1)~ p(0 2) - 290 3) = - 0

4.6.5 Swaptions

Come in precedenza, consideriamo solo tre periodi (n =01 2 3), K =a; =1
e due tipi di Swaptions:

i) la Swaption relativa ad un solo periodo che puo essere [1 2] oppure [2 3].
Per coerenza con le notazioni degli esercizi precedenti, nel caso della Swap-
tion sul periodo [1 2], poniamo Ny = 1, N; = 2; nel caso della Swaption
sul periodo [2 3], poniamo Ny = 2, N; = 3. In ogni caso indicheremo il
prezzo della Swaption con Swaption,, ;(n) per n < No.

Per esempio, nel caso del periodo [2 3], ricordiamo che per la Proposizione
4.32 vale

Swaption, ; (2) = (1 — 2p(2 3))" (4.106)
e,pern=0 1,

Swaption, ;(n) = p(n n + 1)E? [Swaption, ;(n+1) F,] (4.107)
Ricordiamo anche 1’Osservazione 4.33 secondo cui, nel caso di un solo
periodo, la Swaption si riduce ad un Cap che, a sua volta, si riduce ad una

Put con sottostante un T-bond come si pud anche osservare direttamente
dall’espressione del payoff (4.106);
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ii) la Swaption relativa ai periodi [1 2] e [2 3] per cui poniamo Ny =1, N; = 2
e Ny = 3. Indichiamo il prezzo di tale Swaption con Swaption ,(n) per
n =0 1, e per la Proposizione 4.32, vale

Swaption, (1) = (1 — p(1 2) — 2p(1 3))" (4.108)
Swaption, ,(0) = p(0 1)E [Swaption ,(1)] (4.109)

Oltre che in termini di valore atteso nella misura martingala @, il prezzo
di una Swaption puo anche essere calcolato come valore atteso nella misura
martingala Q° 7 con numeraire

J
Co j(n) := Zp(n N;) J=12

Jj=1

Infatti in base alla formula (4.82) si ha per un generico K, nel caso di un solo
periodo [Ng Ni] =[2 3],

Swaption, ; (0) = p(0 3)E° ! [(swro 1(2) - K)ﬂ (4.110)
e nel caso di due periodi,
Swaption, (0) = (p(0 2) + p(0 3)) E° 2 [(swro 2(1) — K)ﬂ (4.111)

dove swrg j(-), per J =1 2, & lo Swap Rate definito in (4.102) e (4.103) per
No=1, Ny = 3.

Esercizio 4.60 (Modello 1). Si consideri il Modello 1 con i valori ini-
ziali della struttura a termine dati in (4.88). Si determini il prezzo ini-
ziale Swaption,, ;(0) della Swaption sul singolo periodo [Ny Ni] = [1 2],
calcolandolo come valore atteso nella misura ).

Svolgimento dell’Esercizio 4.60
Poiché la Swaption si riduce ad una Put con sottostante un 7-bond, i calcoli
sono analoghi a quelli dell’Esercizio 4.38 (I'unica differenza ¢ il fattore 2 =
K + 1 che moltiplica p(1 2)). Si ha

Swaption, ;(1) =(1 — 2p(1 2))*

1 +
Swaption, ,(0) =p(0 1)E® | (1 —2p(0 2 Te el
0

=p(0 1)/D (1 —2p(0 2)%6—%—*‘) No 1(dz)
dove

D:{x 1—2p(0 2)%e—%e—m>0}= T T>nq
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con v = log2 + %logp(O 2) — %. Quindi, usando la (4.89), si ottiene
Swaption, ;(0) =p(0 1)(/ No 1(dx)
x>y

—op(0 2)beHet /

y>y+1-

No 1(dy)>
=p(0 1) (ﬁﬁ(—v) —2p(0 2)%6_%43(—’}/ — 1))
1
=p(0 1) <§I> <— log2 — 3 logp(0 2) + %)
11 1 1
—2p(0 2)2e" 1P <— log2 — 5 logp(0 2) — Z) )
Con i valori (cfr. (4.88)) p(0 1) = %e% e p(0 2) = 1 si ottiene allora

Swaption, ;(0) =

Esercizio 4.61 (Modello 1). Nello stesso contesto dell’Esercizio 4.60, si de-
termini il prezzo Swaption; ;(0) ma con calcoli fatti nella misura @ che
martingalizza il relativo Swap Rate swr(-).

Svolgimento dell’Esercizio 4.61 _
Dall’Esercizio 4.53 abbiamo che, nella misura @Q, la & ha distribuzione N, 1
con m = —1. Essendo in questo caso C(0) = p(0 2), otteniamo dalla (4.82)
(ricordiamo che consideriamo K = 1)
+
(w3 2)
p(12)

Swaption, ;(0) =C(0)E? [(swr(1) — K)*] = p(0 2)E®

=p(0 2)/D (p(O 2)"3elel — 2) Nim 1(d€)

dove L,
D:{f e > 2p(0 2)56_3}: E E>n

con v =log2 + 1 logp(0 2) — 2. Risulta allora (vedi anche (4.90))

Swaption, ;(0) =

=p(0 2) <p(0 2) %t /ﬁ£> N (dE) — 2 /{ . _le(d@)
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=p(0 2) <p(o 2) Teiemts /£> Ny 1(d€) — 2/£> le(d§)>

:p(O 2) (p(O 2)_%em+%/ . No 1(dy) —2/ . N() 1(d2)>

Con il valore di m = —1 e p(0 1) = e7 p(0 2) = 1, otteniamo in definitiva

NH

. 11 1 1 1 1
Swaptiony ;(0) = Je¥®(—y 1) = J8(—y — 1) = ;& <_Z) (64 - 1)

come nell’Esercizio 4.60. O

Esercizio 4.62 (Modello 1). Si determini il prezzo iniziale Swaption, 5(0)
della Swaption sui due periodi [1 2]e[2 3], calcolandolo con le formule (4.108)-
(4.109) come valore atteso nella misura Q.

Svolgimento dell’Esercizio 4.62
Utilizzando anche le (4.89) e (4.91) abbiamo

Swaption, 5(1) = (1 —p(1 2) — 2p(1 3))*
Swaption, ,(0) = p(0 1)E? [(1 — p(1 2) — 2p(1 3))*]
=p(0 1)E? {(1 —2p(0 2)%e Fe 8 —2p(0 3)Fe Te 251)1

=p(0 1)E? [(1 — Ae” 8 — Be_Q&)T

01(//\/01d§ %/Nlldg Be//\/zldf)>

dove A e B sono costanti positive e, ponendo y = e~ ¢,
D={¢ 1—Ae € —Be* >0
=y 1-Ay—-By’>0 = y 1 <y<wp

con y1 2 le due soluzioni di 1 — Ay — By? =0 dicui y; <0 ey > 0.
Siccome deve essere y > 0, si trova

D= ¢ £>—logys = § £>7

con v = —log ys. Risulta allora

Swaptiony (0) ~p(0 ([ Nasag
§>y

At / IR Be? / . Nol(dz)>
=p(0 1) (#() — Aebd(—y 1) ~ B9(—y ~2))
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Assumendo la struttura a termine iniziale in (4.88), otteniamo in definitiva

Swaption, ,(0) =

1 1
et <¢(logyg) — 56_%e%¢(logyg -1) - Ee%e_%eﬂd)(logyg — 2))

N~ N~

1 1
eiéﬁ(logyg) — Z@(logyg -1)— Zeiéﬁ(logyg -2)

Si noti che, alternativamente, il calcolo puo anche essere fatto approssimata-
mente mediante discretizzazione della v.c. Normale. O

Esercizio 4.63 (Modello 2). Nel Modello 2 con ¢, = + ¢ H = 2,
si determini il prezzo iniziale Swaption;;(0) della Swaption sul periodo

[2 3] calcolandolo come valore atteso nella misura ) seconde le formule
(4.106)-(4.107).

Svolgimento dell’Esercizio 4.63
Si ha

. 3 p(0 3) 661 *
Swaption, (2) = <1 - 2p 02) (H+1)2H+ 1)>
Swaption, ;(1) = p(1 2)E° [Swaption, ,(2) & |

B 1 & p(0 3) 6£1ho *
=rl 2y h; (1 202 HF )R+ 1))

H

Cp(02) 24 p(0 3) 6¢1hy *
PO D HE T 2, (1 “0 ) T )EH 1>)

Swaption, ;(0) = p(0 1)E“ [Swaption, ;(1)]

B 2 p02) & p(0 3) 6h1hs !
“PO VG0, 2 (-2 S @)
1 H 24hyhy -

“mEeD, 2 (200 2120 957y

che, nel caso di H = 2, diventa

. 1 6 2 24\T /6 2 48\"
Swaptlon(O):E E TRl T ST TE

Lo 82 48\ (6 2 96"
5 5 15 5 o5 15
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Esercizio 4.64 (Modello 2). Nello stesso contesto dell’Esercizio 4.63, si de-
termini il prezzo iniziale Swaption, ; (0) della Swaption sul periodo [2 3] con
calcoli fatti nella misura martingala Q%! che martingalizza swrg 1.

Svolgimento dell’Esercizio 4.64
Ponendo
¢ =Q" (&1=1) g2 := Q" (&2 =1 )

1
3

si e visto nell’Esercizio 4.54 che ¢; = % Q2
in Q01.
Utilizziamo la formula (4.110) e calcoliamo dapprima
1-p(2 3) * 1 *
-t =(—LB=2 1) —(—— 2
N s e I ex
B <p(0 2) (H+1)(2H +1) 2)*
p(0 3) 68162

che, per H = 2 e la struttura a termine iniziale assegnata in (4.97), diventa

15 *
(Ewron(2) 1T = (4»:152 B 2)

e che & e & sono indipendenti

Il prezzo della Swaption & allora

, 15 \" 15 \7*
Swaption, ;(0) =p(0 3)( q1¢2 il 2] +q(l—-q) e 2

(1 - e (% - 2)+ Pl -e) G_Z ) 2)+)

2 15 -8 7
=c192———

5 4 150
coerentemente con il risultato dell’Esercizio 4.63. O
skip

Esercizio 4.65 (Modello 2). Consideriamo il Modello 2 con p(0 1) =

% p(0 2) = % p(0 3) = % ed una Swaption sul periodo [2 3] con K = 1.

a) Si determini il prezzo iniziale Swaption, ;(0) come valore atteso nella mi-
sura @ nel caso di H =2 e ¢ = Q(§, = 1) €]0 1[. Si verifichi la correttezza
del risultato confrontandolo con quello dell’Esercizio 4.63 per ¢ = 2;

27
b) si verifichi che, per q € }g %[, si ha

. 3 2 4 1
Swaption, ;(0) = 57 4 (1 31 3q) ;

¢) supponendo g € } g % [, esiste un valore di ¢, per cui Swaption(),l(O) = %0?

Questo valore di Swaption, ;(0) ¢ sufficiente per calibrare completamente
il modello al mercato?
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Svolgimento dell’Esercizio 4.65
a) In base alle (4.106), (4.107) e le espressioni di p(1 2) e p(2 3) come calcolate
nell’Esercizio 4.45-b), abbiamo

n
Swaption, ;(2) = (1 —2p(2 3))" = <1 ERStS )

34— 3q
Swaption, ;(1) = p(1 2)E¢ [Swaption, ;(2) & ]

304 4 & \T 8 & \'
_Zz—q<q<1_§4—3q) +(1_q)(1_§4—3q) )
Swaption, ;(0) = p(0 1)E? [Swaption, , (1)]
43 ¢ 4 1 \7 8 1 \7
—3<12—_q<‘1<1‘§4_3q) -0 (1575 )
32(1—q) 4 2 \* 8 2 \7
+1ﬁ<‘1<1‘§4_3q) +(1‘q>(1‘§4_3q) ))

+
essendo (1 - %4——1&1) = 0 per ogni q € [0 1] (vedi anche I'Esercizio 4.45-b)).

Per verificare il risultato calcoliamo Swaption, ;(0) per ¢ = % Si ha

. 2 (1 8\" 3 16\"\ 1 7 7
Swapt10n071(0)—3<1<1—1—5) +Z<1_1_5) )_1_01_5_1_50

che coincide con il risultato ottenuto nell’Esercizio 4.63.

b) In base al risultato in a) basta verificare che, per g € } g %[ da un lato si

h141+—141 dall’alt h181+—0Dt

a —54_—3(1 = —54_—3(1 €, dall’altro, che —54_—3(1 = ato
1

g €]0 1], la prima affermazione & vera se %4_—3(1 < 1 e tale disuguaglianza
8

porta a 0 < ¢ < 3. La seconda affermazione ¢ vera se %4_—13(1 > 1 e tale

disuguaglianza porta appunto a g <g<1

¢) In base alla verifica fatta al punto a), sappiamo che ¢ = % € }g g[ e

un valore possibile. Per quanto visto al punto b), dato che consideriamo ¢ €
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}% %[, i possibili valori di ¢ devono soddisfare 1’equazione

3 ¢° 1 4 1 7
52—gq 34—3q/) 150

equivalente all’equazione di terzo grado

270¢> — 219¢% — 70q + 56 = 0
Poiché sappiamo gia che g = % e soluzione, dividendo ’equazione precedente
per q — % si trova che i rimanenti possibili due valori di g devono soddisfare
I’equazione
135¢%2 — 429 — 56 =0

Quest’ultima ha due soluzioni

7 — /3%9 7+ /389
(1) _ 7= V889 (2) _ 7+ V889
9 15 9 15

di cui tuttavia solo ¢(?) appartiene all’intervallo } 48 [, essendo ¢() < 0. Ne

9 9
risulta allora che, nell’ipotesi } g g [, il dato di mercato Swaption(),l(O) =L

non ¢ sufficiente a calibrare univocamente il modello.

gl
Oo

Esercizio 4.66 (Modello 2). La Swaption nei precedenti Esercizi 4.63 ¢ 4.64
viene esercitata se swrg 1(2) > 1. Supponendo che ¢, = % con H =5 e che
la struttura a termine iniziale sia quella assegnata in (4.97), si dica per quali
valori di & & si ha swrg1(2) > 1.

Svolgimento dell’Esercizio 4.66
In base all’Esercizio 4.54 abbiamo

(H +1)(2H + 1)

2) = 0)+1 -1
SWI'071( ) (SWI'(),l( )—|— ) 6{152
2 H+1)2H+1 33
R R YUADICTES R S
p(0 3) USTS) 26182
La condizione ¢ quindi soddisfatta se
33 33
> 2 cio¢ < —
66 = cioe &6 < 1
Ne risulta la seguente tabella per i vari valori di &; e &£ = j:
per & =1 — tuttigli je 1--- 5
per & =2 — je 1.--- 4
per &€ 34 — j€ 12
per & =4 — 7 =1 ]
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Esercizio 4.67 (Modello 2). Si determini il prezzo iniziale Swaption, ,(0)
della Swaption sui due periodi [1 2] e [2 3], calcolandolo come valore atteso
nella misura Q (vedi (4.108)-(4.109)) e ponendo g, = + per H =2 ed H =3
e scegliendo K = 1.

Svolgimento dell’Esercizio 4.67
Per la (4.108) si ha

Swaption, ,(1) = (1 —p(1 2) — 2p(1 E))A

1 26 12¢} *
:p(o 1) <p(0 1)_p(0 2)H—|—1_p( )(H+1)(2H+1))

e per la (4.109)

Swaption, ,(0) = p(0 1)E® [Swaption, ,(1)]

1 & o%h 12h2 +
- E}; <p(0 ) =p0 2) =7 —»(0 3)(H+1)(2H+1)>

che, per H = 2, diventa

Swaption, ,(0) =

mentre per H = 3 diventa

. 1//4 31 2 3\" /4 3 2 12\ "
Swaptlono,Q(O):§<<g_g.§_g.?) +<3_3.1_3.7)

Esercizio 4.68 (Modello 2). Nello stesso contesto dell’Esercizio 4.67, si de-
termini il prezzo iniziale Swaption, ,(0) ma con calcoli fatti nella misura Q>
che martingalizza swrg 2 e considerando H = 2.

Svolgimento dell’Esercizio 4.68
Ponendo
g=Q" (& =1) 1-g=Q" (& =2)

abbiamo visto nell’Esercizio 4.55 che ¢ = %.



4.6 Esercizi risolti

Utilizzando la (4.103), abbiamo anzitutto

[ 1-p(13) '
(swroo(1) = 1) = <m - 1)
1
ORI
1

p(02) 26 . p(03) 67
p(0 1) H+1 p(0 1) (H+1)(2H+1)

. (1 P02 2% p(03) 6 )*
p(01)H+1 “p(01)(H+1)(2H +1)
B (H +1)(2H +1)
~ p(0 2)(2H + 1)2& + p(0 3)6¢7
((H +1)(2H + 1)p(0 1) — p(0 2)(2H + 1)2¢, — p(0 3)12¢62)"
' (H+1)(2H +1)

(60 — 30¢; — 24€2)F
306, + 1262

e quindi in base alla (4.111)

30&; +12¢2 © 325 42

(1 91 (60 —156)" 1
325 108 25

Swaption, ,(0) =FE° {

come nell’Esercizio 4.67.

(60 — 30¢; — 245%)1 91 (60 — 54)+
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