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Capitulo 1

Nota introdutoria

1.1 Enquadramento da disciplina de Probabilidades
e Estatistica nas licenciaturas e mestrados

integrados em Engenharia

A importancia da disciplina de Probabilidades e Fstatistica na formagao de alunas/os
de Engenharia do IST é inegavel. Basta pensar que, no seu plano curricular, elas/es
estudarao fendmenos de natureza aleatoria e terao que avaliar o desempenho de sistemas
regidos por leis nao deterministicas. Nao surpreende pois que se trate de uma disciplina
de nivel béasico e obrigatoria nas licenciaturas em Engenharia do IST ha varias décadas
e que ela tenha sobrevivido ao Processo de Bolonha, constando da lista de disciplinas
estruturantes de Matemaética de todas as licenciaturas e mestrados integrados do IST.

Ao presumir que os programas das disciplinas de Matemdtica do Ensino Secundario sao
cumpridos, a disciplina de Probabilidades e Estatistica proporciona aquele que é segundo
contacto com esta area.

A disciplina de Probabilidades e FEstatistica tem caracter semestral e é introduzida
no plano curricular no primeiro ou no segundo semestre do segundo ano lectivo. Esta
introducao aparentemente tardia da disciplina no plano curricular das licenciaturas e
mestrados integrados em Engenharia do IST encontra justificacao no facto de o contetido
programatico da disciplina exigir que as/os alunas/os que a frequentam possuam alguma
formagao em Célculo Diferencial e Integral, em particular, que estejam familiarizadas/os

com:

e sucessoes, funcgoes reais de variavel real, diferenciabilidade, primitivacao, calculo

integral em R, férmulas de integracao por partes e por substituicao, funcoes



transcendentes elementares, séries numeéricas;
e diferenciabilidade, derivadas parciais, estudo de extremos, integrais duplos.

Com efeito estabelece-se como desejavel que as/os alunas/os tenham obtido aprovacao as
disciplinas de Cdlculo Diferencial e Integral I e II de cujos programas se plasmaram os
dois blocos de tépicos listados acima.?

Posto isto, o facto de a disciplina poder ser introduzida no primeiro semestre do
segundo ano de algumas licenciaturas e de as/os alunas/os poderem ainda nao ter obtido
aprovacao a disciplina de Cdlculo Diferencial e Integral I requer alguns cuidados especiais

na leccionacao de alguns tépicos, nomeadamente pares aleatorios continuos.

Importa referir que a disciplina de Probabilidades e Estatistica é a primeira e tltima
disciplina da &area leccionada pela Seccao de Probabilidades e Estatistica em licenciaturas
e mestrados integrados em Engenharia do IST, salvo rarissimas excepcoes.

Realce-se que a disciplina de Probabilidades e FEstatistica e os conceitos nela
apreendidos abrem, no entanto, as portas a outras disciplinas que surgem posteriormente
no plano curricular das licenciaturas e mestrados integrados do IST e que podem ter
caracter complementar na area de Probabilidades e Estatistica ou estarem directamente
ligadas a aplicagoes especificas em Engenharia. A titulo meramente exemplificativo ocorre

nomear
e uma disciplina cujo programa assenta em area de Andlise Multivariada,

e outras duas mais especializadas e de cujos programas constam cadeias de Markov
e simulacao estocdastica e de Monte Carlo, num dos casos, processos estocdsticos,

probabilidades de erro e canais gaussianos, noutro caso.
Sao elas as disciplinas de:

e Andlise de Dados e Avaliagao da area de especializacao em Transportes, Sistemas e

Infra-Estruturas do Mestrado Integrado em Engenharia Civil (50. ano, lo. semestre);

e Modelacao e Simulacao e Fundamentos de Telecomunicacoes, ambas do Mestrado

Integrado em Eng. Electrotécnica e de Computadores (30. ano, 20. semestre).

IEstes tépicos sao aqui mencionados pela ordem em surgem naqueles programas e nao pela ordem em

que sao necessarios na disciplina de Probabilidades e Estatistica.



1.2 Objectivos operacionais

A disciplina de Probabilidades e FEstatistica tem por objectivo a iniciacao ao estudo da

teoria das probabilidades e inferéncia estatistica, tendo em vista a compreensao e aplicagao

dos seus principais conceitos e métodos.?

Apés a aprovagao a disciplina as/os alunas/os devem ser capazes de:

identificar eventos e calcular as respectivas probabilidades por recurso a resultados
como as leis da probabilidade composta e da probabilidade total e o teorema de

Bayes; averiguar a (in)dependéncia de eventos;

destrincar as variaveis aleatorias discretas das continuas; identificar as diversas
distribuicoes discretas e continuas e as circunstancias em que devem ser usadas;
calcular probabilidades de eventos e momentos que lhes digam respeito; averiguar a

(in)dependéncia de varidveis aleatérias e avaliar a associagao entre elas;

identificar as distribuicoes exactas ou aproximadas de combinacoes lineares de
variaveis aleatoérias, tirando partido das propriedades de fecho de algumas familias

de distribuicoes e do teorema do limite central;

obter estimadores de parametros desconhecidos pelo método da maxima
verosimilhanca e avaliar as suas propriedades; obter uma variavel fulcral para um
parametro desconhecido, como o valor esperado, e a partir dela uma estatistica de

teste sobre esse mesmo parametro nos mais variados contextos distribucionais;

construir um intervalo de confianca e efectuar testes de hipdteses sobre um
parametro desconhecido em diversas situacoes distribuicionais; averiguar a
adequacao de uma distribuicao ou de uma familia de distribuicoes a um conjunto
de dados; efectuar testes de hipoteses, recorrendo ao procedimento geral ou, em

alternativa, por recurso ao p-value;

estimar os diversos parametros desconhecidos do modelo de regressao linear simples;
obter intervalos de confianca e efectuar testes de hipdteses sobre tais parametros;

avaliar a qualidade do ajustamento da recta de regressao ao conjunto de dados.

De modo a atingir plenamente estes objectivos operacionais parece-nos essencial que a

estrutura de apresentacao dos capitulos destas notas de apoio respeite a filosofia aprender

2Ver, por exemplo, o link da disciplina de Probabilidades e Fstatistica no plano curricular do Mestrado

integrado em Eng. Electrotécnica e de Computadores.



por exemplos e fazendo. Assim, a matéria é motivada, os resultados sao enunciados,
raramente demonstrados mas sempre ilustrados com exemplos ou exercicios trabalhados

em conjunto com as/os alunas/os, como os que se seguem.

Exemplo 1.1 — Eventos e probabilidades

Um sistema de comunicacao bindria transmite “zeros” e “uns” com probabilidade 0.5
em qualquer dos casos. Devido ao ruido existente no canal de comunicacao ha erros na
recepcao: transmitido um “um” ele pode ser recebido como um “zero” com probabilidade

«

0.1, ao passo que um “zero” pode ser recebido como um “um” com probabilidade 0.05.

Determine a probabilidade de se receber um “zero”.

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
TZ = transmitir um “zero” P(TZ)=0.5

TZ = transmitir um “um” P(TZ)=0.5

RZ = receber um “zero” P(RZ) ="

RZ|TZ = receber um “zero” dado que foi transmitido um “um” P(RZ|TZ) = 0.1
RZ|TZ = receber um “um” dado que foi transmitido um “zero” P(RZ|TZ) = 0.05

e Prob. pedida

Aplicando o teorema da probabilidade total, tem-se

P(RZ) = P(RZ|TZ) x P(TZ)+ P(RZ|TZ) x P(TZ)
= [1 - P(RZ|TZ)] x P(TZ) + P(RZ|TZ)P(TZ)
= (1-0.05)x0.5+0.1x%0.5

= 0.525.



Exemplo 1.2 — Duas variaveis aleatoérias discretas

Um computador possui um ntmero elevado de componentes de um mesmo tipo que falham

de modo independente. O nimero de componentes desse tipo que falham por mes é uma

variavel aleatoria com distribuicao de Poisson com variancia igual a um. Admita que o

computador s6 falha se pelo menos doze dessas componentes falharem.

Calcule a probabilidade de o computador nao ter falhado ao fim de um ano.

Variavel aleatéria

X1 = numero de componentes que falham em um meés

Distribuicao de X;
X ~ Poisson(\)

Parametro
A V(X)=1
A=1

Nova variavel aleatodria

X12 = numero de componentes que falham num ano (12 meses)

Distribuicao de X,

Tirando partido do facto de as componentes falharem de modo independente e
recorrendo a propriedade reprodutiva da distribuicao de Poisson, pode concluir-se

que:

X2 ~ Poisson(Ajp = 12 x A = 12)
Funcao de probabilidade de X,

6—121230

!

P(Xy =2x) = ,x=0,1,2,...

Probabilidade pedida

P(comp. nao falhar num ano) = P(X5 < 11)
— FPoisson(lQ) (11)
X 0.4616.



Exemplo 1.3 — Duas variaveis aleatdrias continuas
A resisténcia eléctrica® (X) de um objecto e a sua condutancia eléctrica® (V) estao
relacionadas do seguinte modo: ¥ = X1,

Assuma que

0, z < 900
P(X <) =4 522, 900 < 2 < 1100
1, x> 1100

e determine a probabilidade de a condutancia eléctrica exceder 10~3mho.

e Variavel aleatoria

X = resisténcia eléctrica

e Nova variavel aleatoria

Y = X! = condutancia eléctrica

e Probabilidade pedida

1
P(Y >10"%mho) = P (Y > 10—3)

- P (X < 103)
1000 — 900
200

1
5

Importa fazer um reparo sobre a resolucao dos exemplos/exercicios das notas de
apoio. Ela é apresentada em pequenas seccoes com cabecalho logo tem um caracter
aparentemente repetitivo que se tem revelado, por sinal, ttil para que as/os alunas/os
aprendam a estruturar devidamente a resolucao de qualquer exercicio da disciplina de
Probabilidades e Estatistica.

3 A resisténcia eléctrica é a capacidade de um corpo qualquer se opor a passagem de corrente elétrica
pelo mesmo; de acordo com o Sistema Internacional de Unidades (SI), a resisténcia eléctrica é medida
em ohm (http://pt.wikipedia.org/wiki/Resisténcia_elétrica).

4A condutancia eléctrica mede a facilidade com que a corrente eléctrica flui através de uma componente
eléctrica, logo trata-se do reciproco da resisténcia eléctrica; de acordo com o SI, a condutancia eléctrica

é medida em siemens ou mho (http://pt.wikipedia.org/wiki/Condutancia_elétrica).



Estas notas de apoio constituem também um manual para a/o aluna/o desejosa/o
de um répido progresso na aprendizagem de Probabilidades e Estatistica e disposta/o a
estudar sozinha/o e capaz de combinar o material que aqui encontra com outro proveniente

de fontes tao importantes como o livro de texto recomendado para a disciplina.

Expresso desde ja os meus agradecimentos as/aos minhas/meus varias/os colegas da
Seccao de Probabilidades e Estatistica do Departamento de Matematica do Instituto
Superior Técnico que leccionaram a disciplina de Probabilidades e FEstatistica (das
licenciaturas e mestrados integrados em Engenharia) e da entao disciplina de FEstatistica
(da licenciatura em Matemdtica Aplicada e Computagao), por terem directa ou
indirectamente contribuido para estas notas de apoio.

Os erros e imprecisoes eventualmente existentes nestas notas sao, naturalmente,
aleatérios — muitas das vezes fruto de operacoes de copy/paste — e da inteira
responsabilidade do autor, que muito agradece que eles lhe sejam comunicados por e-
mail para maj@math.ist.utl. pt.

Boa leitura e bom trabalho.

Manuel Cabral Morais
Lisboa, 8 de Setembro de 2011



Capitulo 2

Nocoes basicas de probabilidade

Palavras como
e provavel (provavelmente)
e probabilidade
® acaso
e sorte

pertencem ao vocabulario corrente e sao utilizadas com extrema frequéncia por todos,
em parte por termos a convicgao de que a natureza é mutavel e incerta, de que o futuro
encerra em si inimeras possibilidades e de que o acaso governa o mundo.

Na formalizacao matematica actual, a probabilidade é um termo medindo o grau de

possibilidade ou de credibilidade de ocorréncia de um acontecimento.



2.1 Experiéncias aleatéorias. Espaco de resultados.
Acontecimentos.
A formalizagao moderna de Probabilidade assenta nas nocoes de
e cxperiéncia aleatéria e seus possiveis resultados e de

e acontecimento.

Definigao 2.1 — Experiéncia aleatéria (E.A.)
Experiéncia cujo resultado exacto nao pode ser predito antes da realizacao da mesma

devido a intervencao do acaso. °

Nota 2.2 — Experiéncia aleatéria
No caso de a experiéncia aleatéria poder ser repetida um grande numero de vezes,

em condicoes mais ou menos semelhantes, os resultados globais apresentam certa

“regularidade estatistica”... °
Exemplo 2.3 — Experiéncias aleatorias
Designacao Experiéncia aleatoria
FEq Registo do nimero de viaturas que atingem os 100Km/h em menos

de 6 segundos, em 7 viaturas testadas

Es Contagem do nimero anual de acidentes de automovel na Al

Fs Medicao da resisténcia de uma mola da suspensao de uma viatura

Definicao 2.4 — Espaco de resultados
Conjunto de todos os resultados possiveis de uma E.A. E conhecido antes de a E.A. se

realizar e é usualmente representado pela letra grega ). °

Nota 2.5 — Espaco de resultados
Q) diz-se:

e discreto — caso #(2 seja finito ou infinito numeravel,

e continuo — se #() for infinito nao numeravel. °



Exemplo 2.6 — Espacos de resultados
Na tabela seguinte figuram os espacos de resultados das trés e.a. apresentadas no Exemplo
2.3:

E.A. Espaco de resultados ({2) Classificagao de (2

Eq {0,1,2,3,4,5,6,7} Discreto (finito)
Es {0,1,2,...} Discreto (infinito numerével)
Es Rt Continuo (infinito ndo numerével)

Definigao 2.7 — Evento (acontecimento)

Designacao dada a qualquer subconjunto do espaco de resultados. °

Nota 2.8 — Evento
Em relacao a uma dada E.A. diz-se que o evento A ocorreu sse o resultado da E.A.

pertencer a A. °

Exemplo 2.9 — Eventos

De seguida apresentam-se alguns eventos associados as trés e.a. descritas no Exemplo 2.3:

E.A. Evento

Ey A = nenhuma das 7 viaturas testadas atingiu os 100Km/h
em menos de 6 segundos
= {0}
B = pelo menos 4 das 7 viaturas testadas atingiu os 100K'm/h

em menos de 6 segundos

={4,5,6,7}

Ey C = registo de mais de 5 acidentes anuais na Al
={6,7,...}

Es D = resisténcia superior a 8 unidades
- (87 +OO)

10



Nota 2.10 — Classificacao de eventos

O evento A diz-se:
e clementar — quando constituido por um tnico elemento de €2, i.e., #A = 1;
e certo — se A = (;

e impossivel — caso A = 0. o

Definicao 2.11 — Eventos disjuntos

Os eventos A e B dizem-se disjuntos (ou mutuamente exclusivos, ou incompativeis) sse

ANB =10, (2.1)
i.e., se a realizacao simultanea de A e B for impossivel. °
Definicao 2.12 — Inclusao de eventos

Quando o evento A esta contido (incluso) em B — A C B — verifica-se:

Realizacao de A = Realizacao de B (2.2)
Realizagdo de A <+ Realizacao de B, (2.3)

i.e., a realizacao de A implica a de B mas a implicacao no sentido contrario nao é

necessariamente verdadeira. °

Uma vez que os eventos nao passam de (sub)conjuntos é possivel efectuar
operacgoes sobre eventos ja nossas conhecidas como sao o caso da interseccao, da
reuniao, etc. Descreveremos o seu significado em termos de realizacoes de eventos quer
verbalmente, quer a custa de um diagrama de Venn.

Sejam
e () o0 espaco de resultados de uma E.A. e
e A e B dois eventos.

Entao podemos efectuar as seguintes operacoes sobre A e B:

11



Operacao Notacao Descricao verbal Diagrama de Venn
Interseccao ANB Realizagao simultanea de A e de B
Reuniao AUB Realizacao de A ou de B, i.e.,

de pelo menos um dos dois eventos
Diferenca B\A Realizagao de B sem que se realize A

(B excepto A)

A\B Realizacao de A sem que se realize B

(A excepto B)

Complementar A Nao realizacao de A

12



As operacoes sobre eventos gozam de propriedades bem conhecidas como a

associatividade, comutatividade, etc., que convém recordar:

Propriedade Descricao matematica
Associatividade (ANB)NC=ANn(BNCQC)
(AuUB)UC =AU (BUCQ)
Comutatividade ANB=BnNA
AUB=BUA
Distributividade (ANB)UC =(AuC)Nn(BUC(C)
(AuB)NC=(AnC)u(BNC)
Idempoténcia ANA=A
AUA=A
Absorcao ACB=ANnB=A
ACB=AUB=B
Modulares ANQ=A
AUuQ =0
ANnd =10
AupP=A
Leis de De Morgan ANB=AUB
AUB=ANB
Dupla negagao A=A

13



2.2 Nocao de probabilidade. Interpretacoes de
Laplace, frequencista e subjectivista. Axiomas

e teoremas decorrentes.

A probabilidade é um conceito extraordinariamente complexo e, como teremos ocasiao
de ver daqui a pouco, somos capazes de adiantar algumas nocoes de probabilidade que se

revelarao insatisfatérias devido a limitagoes a elas subjacentes.

Definicao 2.13 — Probabilidade classica de Laplace
Considere-se uma E.A. com espaco de resultados €2 com as seguintes particularidades: 2

¢ constituido por
e n eventos elementares (#§) = n)
e distintos
e igualmente provéaveis' e em

e numero finito.

Considere-se ainda que a realizacao do evento A passa pela ocorréncia de m dos n eventos

elementares, i.e., #4 = m. Entao a probabilidade de realizacao de A é dada por:

numero de casos favoraveis a ocorréncia de A

P(A) =

nimero de casos possiveis
H#A
#1)
m

- (2.4)

Nota 2.14 — Limitacoes da probabilidade classica de Laplace

Esta definicao s6 é valida quando
o #{ < +00 (ou seja, o numero de eventos elementares é finito) e
e () é constituido por eventos elementares igualmente provaveis,

pressupostos estes frequentemente violados na pratica. °

INada leva a crer que a ocorréncia de algum dos eventos é privilegiada em relacao & dos restantes.
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Exemplo 2.15 — Probabilidade classica de Laplace
Admita que num stand se encontram 353 viaturas de somente duas marcas (A e B).

Destas:

e 201 sao da marca A;
e 57 possuem direccao assistida;

e 37 sao da marca A e possuem direccao assistida.
Calcule a probabilidade de uma viatura seleccionada ao acaso ser da marca A.

¢ Evento

A = viatura seleccionada ao acaso ser da marca A

e No. casos favoraveis

m = 201

e No. casos possiveis

n = 353

e Probabilidade pedida

m 201

Antes de passarmos a uma outra nocao de probabilidade é conveniente adiantarmos a
definicao de frequéncia relativa de um evento bem como as propriedades algébricas dessa

mesma frequéncia.

Definicao 2.16 — Frequéncia relativa

Sejam:
e N o numero de realizagoes (nas mesmas condicoes) de certa E.A.;

e ny(A) o nimero de vezes que o evento A ocorreu nas N realizagoes da E.A. (i.e.,

representa a frequéncia absoluta do evento A).

Entao a frequéncia relativa do evento A é dada por

TLN(A)
N

fn(A) = (2.5)
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Nota 2.17 — Propriedades algébricas
A frequéncia relativa satisfaz as seguintes propriedades:

[ O S fN(A) S 1;
o fn(Q)) =1,
(] fN(AUB) :fN(A>—|—fN(B), SGAQBZQ,

o fn(A) estabiliza a medida que N aumenta. o

Nao surpreende pois a seguinte nocao de probabilidade.

Definicao 2.18 — Probabilidade frequencista
A probabilidade do evento A é igual ao limite da frequéncia relativa da ocorréncia do
evento A:

ny(A)

P = Jim PR = i () 20

Exemplo 2.19 — Probabilidade frequencista
Foram registados os resultados respeitantes a um total de 100 lancamentos de uma moeda

equilibrada. Assim, nas colunas da tabela abaixo podem encontrar-se
e 0 nimero do langamento (N),
e o resultado do N—ésimo langamento (0 = coroa, 1 = cara) e

e a frequéncia relativa do evento A = sair cara até ao N —ésimo lancamento (fx(A)),

respectivamente.
N  (O=coroa, 1=cara) fn(A) N (0O=coroa, 1=cara) fn(A)
1 1 i 91 1 vt
2 0 z 92 1 =
3 1 p 93 0 it
10 1 : 100 0 o
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A esta tabela segue-se o correspondente grafico da frequéncia relativa fy(A) (a
esquerda) e o deste e de outros dois conjuntos de 100 lancamentos (& direita). Em ambos
é evidente a estabilizacao da frequéncia relativa em torno de 0.5 a medida que o niimero

total de langamentos (/N) aumenta.

Freq. Freq.

1 1'|
0.8¢ 0.8}t
0.6t 0.6}
0.4} 0.4}
0.2t 0.2}

N N
20 40 &0 80 100 20 40 &0 g0 100

Nota 2.20 — Limitacoes da probabilidade frequencista
Esta nocao de probabilidade nao é razoavel caso a E.A. nao possa ser realizada mais do

que uma vez ou quando ela é hipotética (por exemplo, uma ida a Marte). °

Definicao 2.21 — Probabilidade subjectiva
Uma pessoa pode atribuir a um evento um nimero real no intervalo [0, 1] a que se dara
o nome de probabilidade do evento e que expressa um grau de credibilidade pessoal na

ocorréncia do evento. °

Exemplo 2.22 — Probabilidade subjectiva
Ao perguntar-se qual a probabilidade de visitar-se o planeta Marte antes do ano 2030

obteve-se as seguintes respostas de duas pessoas:
e funcionario da NASA — 0.5;

e taxista — 0. °

Este exemplo leva a considerar uma outra nocao de probabilidade que devera ser

precedida pela apresentacao da nocao de o—algebra de eventos.
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Definicao 2.23 — o—algebra de eventos
Trata-se de uma colecgdo nao vazia de eventos (probabilizaveis), A, que verifica as

seguintes propriedades:
1. Qe A;
2. Ace A= A e A

3. UL A; € A para qualquer coleccao contivel de eventos de A, seja ela

{Al,AQ,...}. ®

Exemplo 2.24 — o—algebra de eventos
L4 Al — {Q)a Q}7

o A, = IP(Q)) que representa as “partes de §)”, i.e., a colecgao de todos os subconjuntos
de Q. °

Definigao 2.25 — Fungao de probabilidade (no sentido de Kolmogorov)
Funcao que possui por dominio a o—algebra de eventos e por contradominio o intervalo
0,1] —i.e.,

P:A—|0,1] (2.7)
— e com a particularidade de respeitar os seguintes...

Axiomas
1. P(2)=1.
2.0<P(A) <1,VAe A

3. Seja {A1, Ay, ...} uma coleccao contavel de eventos mutuamente exclusivos de

2 @j Ai> — EP(A”' (2.8)
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Proposicao 2.26 — Consequéncias elementares dos axiomas
Os axiomas nao nos ensinam a calcular probabilidades mas estabelecem regras para o seu

calculo — muito em particular algumas das suas seguintes consequéncias elementares:
1. P(0)=0;
2. P(A)=1- P(A);
3. AC B= P(A) < P(B);

4. P(B\A) = P(B) — P(AN B). .

Exercicio 2.27 — Demonstre as consequéncias elementares dos axiomas. °

Exemplo 2.28 — Consequéncias elementares dos axiomas

Uma companhia de telecomunicacoes classifica as chamadas como sendo do tipo:
e /. caso haja transmissao de voz;
e D, caso haja transmissdo de dados (por modem ou fax).

Com base em informacao da companhia pode adiantar-se que:

Evento Probabilidade
V' = transmissao de voz P(V)=0.7
D = transmissao de dados P(D)=0.5

V' N D = transmissao simultanea de voz e dados P(VND)=0.2

(a) Calcule a probabilidade de a transmissao nao ser de voz.

e Evento
V = transmissao nao ser de voz
e Probabilidade pedida
P(V) = 1-P(V)
= 1-0.7
= 0.3.
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(b) Obtenha a probabilidade de haver exclusivamente transmissao de voz.

e Evento

V\D = transmissao exclusiva de voz

e Probabilidade pedida
P(V\D) = P(V)—-P(VND)
= 0.7-0.2
= 0.5.

Nota 2.29 — Um evento pode ainda ser classificado de:

e quase-certo — se P(A) = 1 no entanto A # (;

e quase-impossivel — caso P(A) = 0 mas A # 0. .

Exercicio 2.30 — Dé exemplos de eventos quase-certos e quase-impossiveis. °

De seguida sao enunciados dois resultados que permitirao o calculo da probabilidade

da reuniao de dois e de trés eventos.

Proposicao 2.31 — Reuniao de dois eventos
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B). (2.9)
Demonstracao:

P(AUB) = P[(A\B)U(ANB)U(B\A)]
= P(A\B)+ P(ANB)+ P(B\A)
= [P(A)— P(ANB)|+ P(ANB) +[P(B) — P(AN B)]
= P(A)+ P(B)— P(ANB). (2.10)

Proposicao 2.32 — Reuniao de trés eventos
P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)
+P(ANBNC). (2.11)

Exercicio 2.33 — Demonstre a regra de adigao (2.11). o
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Exemplo 2.34 — Regras de adigao

Retome o Exemplo 2.15 respeitante ao stand com 353 viaturas.
(a) Organize um quadro com os eventos ja descritos e com as respectivas probabilidades.

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Casos favor. Casos poss. Probabilidade
A = viat. marca A 201 353 P(A) = %
D = viat. com dir. assist. 57 353 P(D) = 2%
AN D = viat. marca A com dir. assist. 37 353 P(ANnD)= %

(b) Obtenha a probabilidade de uma viatura seleccionada ao acaso ser da marca A ou
possuir direccao assistida.

e Evento
AUD

e Probabilidade pedida

P(AUD) = P(A)+P(D)—P(AND)

~ 201 N 57 37
353 353 353
~ 221
353"
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2.3 Probabilidade condicionada.

Motivacao 2.35 — Probabilidade condicionada
Suponha que dispomos de um baralho de 52 cartas (13 de cada naipe) do qual extraimos

uma carta ao acaso.
(a) Qual a probabilidade de ter saido o rei de copas? 1/52

(b) Qual a probabilidade de ter saido o rei de copas sabendo a partida que a carta

extraida é uma carta de paus? 0

(c¢) E se soubéssemos de antemao que a carta é de copas? 1/13 .

Nota 2.36 — Probabilidade condicionada
Como pudemos ver, a probabilidade do evento sair o rei de copas foi sucessivamente

avaliada a medida que nos foi adiantada informacao. °

A questao que se coloca naturalmente é: de que forma a obtencao de informagao

adicional (correspondente a ocorréncia de eventos) pode vir a influenciar a célculo de
probabilidades?

Definicao 2.37 — Probabilidade condicionada

Sejam:
e () 0 espaco de resultados;
e P a funcao de probabilidade.

Entao a probabilidade do evento A condicionada pela ocorréncia do evento B é dada por

P(A|B) = %, (2.12)
desde que P(B) > 0. o

Nota 2.38 — Probabilidade condicionada
Esta probabilidade também pode ler-se do seguinte modo probabilidade de A dado B ou
probabilidade de A sabendo que B ocorreu e representa uma reavaliacao da probabilidade

de A face ao facto de B ter ocorrido. °
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Exemplo 2.39 — Probabilidade condicionada (cont.)
Qual a probabilidade de a carta seleccionada ao acaso ser o rei de copas sabendo a partida

que se trata de uma carta de copas?

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
A = Sair o rei de copas P(A) = &
13

B = Sair uma carta de copas P(B) = £}

¢ Evento

A|B
e Prob. pedida

P(AN B)
P(B)
P(A)
P(B)
1/52
13752

= = (2.13)

P(A|B) =

Nota 2.40 — Probabilidade condicionada
P(...|B) é uma funcao de probabilidade (no sentido de Kolmogorov), como tal respeita

os trés axiomas seguintes:
1. P(2|B) =1.
2. 0< P(A|B)<1,VA e A.

3. Seja {A;, Ay, ...} uma coleccao contdvel de eventos mutuamente exclusivos de A
(ie. A;NA;=0,7+# j). Entao

(U

Para além disso, verifica as consequéncias elementares destes mesmos axiomas enunciadas

_4:§m&®. (2.14)

na Proposicao 2.26. °
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Exemplo 2.41 — Um grupo de alunos do 1o. ano de Mecanica elaborou 100 programas.

Constatou-se que
e 20% possuem erros de Sintaxe (S),
e 30% possuem erros de Acesso a Memoéria (AM) e
e 10% possuem erros de Sintaxe e de Acesso a Memoria.

Admitamos que foi escolhido ao acaso um programa e que este possuia erros de Sintaxe.
Neste caso qual a probabilidade do programa possuir (também) erros de Acesso a

Memoria?

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
S = programa com erros de Sintaxe P(S)=0.2
AM = programa com erros de Acesso a Meméria P(AM)=10.3

S N AM = programa com erros de Sintaxe e de Acesso & Memoéria P(SNAM) =0.1

e Evento

AM|S
e Prob. pedida

P(S N AM)
P(5)

P(AM|S) =

=)
—_

(\V)

(2.15)

l\DI»—l_O
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2.4 Leis das probabilidades compostas e da

probabilidade total. Teorema de Bayes.

Motivacao 2.42 — Lei das probabilidades compostas
Suponha que se conhece P(A|B) e P(B). Serd que podemos calcular P(AN B)? A

resposta ¢ afirmativa:
P(AN B)= P(B)P(A|B). (2.16)

A generalizacao deste resultado para a interseccao de n eventos constitui a lei das

probabilidades compostas (uma de duas regras da multiplicagao). °

Proposicao 2.43 — Lei das probabilidades compostas
Considere-se uma coleccao de n eventos {A;}i—1., tal que P(4;) > 0 e

P(Al ﬂAQﬂ ﬂAn_l) > (. Entao

.....

P(Al ﬂAgﬂﬂAn_lﬂAn) = P(Al) X P(AQlAl) X P[Ag‘(AlmAg)]

Exercicio 2.44 — Demonstre a lei das prob. compostas enunciada na Prop. 2.43. °

Com o exemplo que se segue, veremos que a lei das probabilidades compostas é
de extrema utilidade especialmente quando pretendemos calcular a probabilidade de

sequéncias de eventos em experiéncias aleatérias.

Exemplo 2.45 — Lei das probabilidades compostas

Considere-se um lote de 100 molas do sistema de suspensao de automével. Destas, 20
sao consideradas defeituosas (D) por violarem a lei de Hooke quando se aplica uma forga
superior a 35 x 10*N.

Responda as questoes seguintes sabendo que foram recolhidas 3 molas ao acaso e sem

reposicao deste lote.
(a) Qual a probabilidade das 3 molas nao serem defeituosas?

e Evento

D; N DyN Dy = 1la., 2a. e 3a. molas nao defeituosas
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e Prob. pedida

P(DiND.nDy) 7L p(Dy) x P(Do|Dy) x P[Ds|(Dy N Ds)]
80 80—1 80—1-1
X X
100 0 100—1 - 100—-1-1
80 79 78
— X — X —.
100 ~ 99 ~ 98

(b) Qual a probabilidade de, nessa mesma recolha, obtermos uma mola defeituosa

somente a 3a. extraccao?

e Evento

D, N DyN D3 = la. e 2a. molas nao defeituosas e 3a. mola defeituosa

e Prob. pedida

P(DiNDynDy) 7™ p(Dy) x P(Ds|Dy) x P[Ds|(Dy N D,)]

30 80 —1 20
= X X
100 100—-1 100—-1-1
80 79 20
= — X — X —.
100 99 98

A nocao de particao do espaco de resultados enunciada ja a seguir é necessaria para
enunciar nao s6 a lei da probabilidade total nesta seccao como o Teorema de Bayes

enunciado ainda neste capitulo.

Definicao 2.46 — Particao de (2

A colecgao de n eventos P = {A;}i=1. , diz-se uma particao de € sse:
o A;NA;=0,i+# j (eventos disjuntos dois a dois);
* U?:1 Ay =

o P(4;)>0,i=1,...,n2 .

2 As particoes com que lidaremos sao de um modo geral constituidas por um nimero finito de eventos.
Estes também podem ser em niimero infinito numeravel. No ambito desta disciplina nao se considerarao

particoes com um nuimero infinito nao numeravel de eventos, dai a notacgao.
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Exemplo 2.47 — Particao de (2

e E.A. — Registo do niimero de acidentes na Al durante um ano

¢« 0=1{0,1,2,...}
o Po = {{i}}iz01.2.., particdo constituida por todos os eventos elementares de (2

o P, =1{{0,2,4,6,...},{1,3,5,...}}, particio constituida pelos eventos ‘“registo de

numero par’ e “registo de nimero impar”. °

Proposicao 2.48 — Lei da probabilidade total

Sejam:
e B um evento;

o Py ={A;}iz1.. , uma particao de €.

Entao
P(B) = Xn:P(B|AZ-)P(AZ-). (2.18)

=1

Nota 2.49 — Lei da probabilidade total
Este resultado reveste-se de grande importancia por permitir calcular a probabilidade de
um evento B quando se dispoe das probabilidades do evento B condicionado a eventos A;

(que constituem uma particao de §2) e das probabilidades destes eventos que condicionam
B. °

Exercicio 2.50 — Lei da probabilidade total

Prove a lei da probabilidade total enunciada anteriormente na Proposicao 2.48. °

Exemplo 2.51 — Lei da probabilidade total ?

Com o objectivo de aumentar a seguranca de criancas em automéveis, estao a ser testados
dois dispositivos de retencao A e B. As simulacoes mostraram que, em caso de acidente
grave, o dispositivo A (resp. B) é eficaz em 95% (resp. 96%) dos casos. Admita
que no mercado sé passarao a existir estes dois dispositivos, instalados em automoveis
exactamente na mesma proporc¢ao.

Qual a probabilidade do dispositivo de retencao instalado num automével seleccionado ao

acaso vir a ser eficaz em caso de acidente grave?

3 Adaptado do Exame de 1la. Epoca, 24 de Junho de 2006.
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e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
A = dispositivo do tipo A P(A)=0.5
B = dispositivo do tipo B P(B)=0.5

F = dispositivo eficaz em caso de acidente grave P
E|A = dispositivo eficaz... dado que é do tipo A P
E|B = dispositivo eficaz... dado que é do tipo B P(F|B) = 0.96

e Evento

E = dispositivo eficaz em caso de acidente grave
e Prob. pedida

p(E) P& p(B|A) x P(A) + P(E|B) x P(B)
= 0.95 x 0.5 + 0.96 x 0.5
— 0.955.

(Por que razao P(E) é igual a média aritmética de P(E|A) e P(FE|B)?) .

Motivacao 2.52 — Teorema de Bayes
Uma  vez conhecida a  probabilidade P(B|A) podera avaliar-se

P(A|B)? A resposta a esta questao é afirmativa —

P(A|B) = P(B|A) x % (2.19)

— e ¢ enunciada no teorema que se segue. °

Teorema 2.53 — Teorema de Bayes
Sejam:

e B um evento tal que P(B) > 0;
o Po={A,...,A,} uma particdo de .

Entao
B|A;)P(4;)
P(B)

paB) = 2L (2.20)
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Recorrendo a lei da probabilidade total pode adiantar-se que

P(B|A;)P(A:)

P(A;|B) = —; : (2.21)
i1 P(B|A;)P(Ay)
([ ]
Nota 2.54 — Este resultado permite que a reavaliacao das probabilidades se faga tanto
num sentido como noutro:
e A, sabendo B e
e B sabendo A;. °

Exemplo 2.55 — Teorema de Bayes *
Retome o Exemplo 2.51 e calcule agora a probabilidade de o dispositivo ser do tipo A
sabendo que foi eficaz em caso de acidente grave.

e Evento

A|E = dispositivo do tipo A dado que foi eficaz em caso de acidente grave
e Prob. pedida

teorema Bayes P(E‘A) X P(A)
P(A[E) oremeBe e
0.95 x 0.5

0.955
= 0.4974.

Exemplo 2.56 — Lei da probabilidade total e teorema de Bayes °
Quatro instrumentos de corte, um de cada uma das marcas My, My, M3 e My, funcionam

satisfatoriamente com probabilidade 0.9, 0.8, 0.6, 0.4, respectivamente para cada marca.

(a) Determine a probabilidade de um instrumento, seleccionado ao acaso desses quatro,

funcionar satisfatoriamente.

4Adaptado do Exame de 1a. Epoca, 24 de Junho de 2006.
SExame de Epoca Especial, 8 de Setembro de 2004.
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e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
M; = instrum. ser da marca i P(M;)=0.25,i=1,2,3,4
S = instrum. func. satisf. P(S)=7
(09, i=1
. . , , 0.8,i=2
S|M; = instrum. func. satisf. dado que é da marca ¢ P(S|M;) =
0.6,i=3
0.4,i=4
\

e Evento

S = instrum. seleccionado funcionar satisfatoriamente

e Prob. pedida
P(S) lei prob. total ZP S|M % P(M)

1=1

= (0.940.8+ 0.6+ 0.4) x 0.25
— 0.675.

(b) Sabendo que o instrumento seleccionado ao acaso nao funciona satisfatoriamente,

qual a probabilidade de se ter selecionado um dos dois instrumentos menos fiaveis?

e Evento

(M3 U My)|S = instrum. seleccionado ser das duas marcas menos fidveis dado

que nao funcionou satisfatoriamente

e Prob. pedida

PM,UM)S] = P(M[S)+ P(Mi[S)
teorema Bayes P(S|Msz) x P(Ms) 4 P(S|My) x P(My)

P(S) P(S)

[1 — P(S|M3)] x P(Ms)
1— P(9)

[1 — P(S|My)] x P(My)
1— P(S)
(1-0.6) x 025 (1—0.4) % 0.25

1 —0.675 i 1—-0.675
= 0.769.
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e Importante

De realcar que:
P[(MzUM,)[S] # 1— P[(M3U My)|S].

Com efeito, aplicando mais uma vez o teorema de Bayes, tem-se :

1= P[(M3UMy)|S] = 1—[P(M;3|S)+ P(My|S)]
1 [P(S‘Mza) x P(Ms) I P(S5|My) ¥ P(M4)]
P(S) P(S)
_ 1 0.6 x0.25 04 x0.25
a < 0675 0675 )
~ 0.630
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2.5 Acontecimentos independentes.

Definicao 2.57 — Eventos independentes

Os eventos A e B dizem-se independentes sse

P(AN B) = P(A) x P(B), (2.22)

Neste caso é usual escrever-se A1l B. °

Exemplo 2.58 — Lei da probabilidade total; eventos independentes®
75% da populacao de Nicosia (Chipre) é grega e 25% turca. Apurou-se também que 20%

dos gregos e 10% dos turcos falam inglés.
(a) Qual a percentagem da populacao de Nicosia que fala inglés?

e Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade
G = habitante grego P(G) =

T = habitante turco P(T) =

I = habitante falar inglés P(I) =

I|G = habitante falar inglés dado que é grego P(I|G) = 0.20
I|T = habitante falar inglés dado que é turco P(I|T) = 0.10

e Evento

I = habitante falar inglés
e Prob. pedida
pr) P p11GY x P(G) + P(I|T) x P(T)
= 0.20 x 0.75 4+ 0.10 x 0.25
= 0.175.

6 Adaptado do Teste A, 22 de Abril de 2006.
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(b) Serao os eventos “ser grego” e “falar inglés” eventos independentes?
e Averiguacao de independéncia
P(GnNnI) = P(|G) x P(G)
= 0.20 x 0.75
= 0.15

A
P(G)x P(I) = 0.75 x 0.175

= 0.13125.

Ja que P(GNI) # P(G) x P(I) pode afirmar-se que G' e I nao sao eventos

independentes como, alids, seria de esperar. °

Proposicao 2.59 — Consequéncias

1. Sejam A e B eventos independentes tais que P(A) > 0 e P(B) > 0. Entao:

o P(A|B) = P(A);
o P(B|A) = P(B).

Isto é, o conhecimento de B nao afecta a reavaliacao da probabilidade de A, e

vice-versa.
2. Sejam A e B dois eventos tais que:

e AN B = (eventos disjuntos);
e P(A)>0e¢ P(B) > 0.

Entao AX B, i.e., A e B nao sao independentes.

3. Tem-se, para qualquer evento A:

4. Sejam A e B dois eventos independentes. Entao:

s o
o=
S

N
=
-
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Exercicio 2.60 — Eventos independentes

Demonstre a Proposicao 2.59. °

Nota 2.61 — Independéncia completa (trés eventos)

Os eventos A, B e C' dizem-se completamente independentes sse
e P(ANB)= P(A) x P(B);
e P(ANC)=P(A) x P(C);
e P(BNC)=P(B) x P(C);

e P(ANBNC) = P(A) x P(B) x P(C). .

Nota 2.62 — Independéncia completa (n eventos)
Os eventos Ay, ..., A, dizem-se completamente independentes sse o forem dois a dois, trés

a trés, ..., n an. °
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Capitulo 3

Variaveis aleatorias e distribuicoes

discretas

Em algumas situacoes os resultados das e.a. sao numéricos, como é o caso de medicoes,
contagens, etc. Noutras os resultados possiveis constituem um espac¢o nao numérico.!
Basta pensar na classificacao de 2 artigos, seleccionados da producao de uma fabrica,
quanto a serem defeituosos ou nao defeituosos.

Ao realizar esta e outras e.a. é frequente nao estarmos interessados nos resultados

2 mas somente numa quantidade numérica determinada pelo

detalhados da mesma
resultado da e.a., por exemplo, o numero de artigos defeituosos. Neste caso atribui-
se um numero a cada resultado da e.a., sendo que tal atribuicao pode ser puramente
convencional...

Passemos a definicao (informal) de varidavel aleatéria: a de fungao — com
caracteristicas especiais — que transforma eventos em nimeros ou, mais genericamente,

em vectores.

Definicao 3.1 — Variavel aleatoria

A fungado X diz-se uma variavel aleatéria (v.a.) se possuir
e dominio €,
e contradominio IRy contido em IR"

e tiver a particularidade de verificar uma condicao de mensurabilidade.® Assim,

1Leia-se: € ndo é um subconjunto de IR™.
2Neste caso particular os resultados sio pares ordenados: (Di, Ds), (D1, Ds), etc., onde D; (D;)

representa a classificagdo do artigo i de defeituoso (nao defeituoso, respectivamente).
3Esta condicao serd explicitada dentro em breve.
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X:Q—Rx CR", (3.1)

i.e., a imagem de um evento w € ) é um vector X (w) € Rx C IR". o

Nota 3.2 — Tipos de variaveis aleatorias

Dependendo do valor da constante n estaremos a lidar com v.a.s com caracteres distintos:
e se n = 1, a v.a. diz-se unidimensional;
e se n = 2, a v.a. diz-se bidimensional;
e se n > 2, a v.a. diz-se multidimensional.

No ambito desta disciplina debrucar-nos-emos em particular nos casos unidimensional e
bidimensional.
Dependendo do cardinal do conjunto de valores possiveis da v.a. estaremos a lidar

grosso modo com os seguintes tipos de v.a.:
o se #IRx = #IN (ou seja, IRy ¢é finito ou infinito numeravel), a v.a. diz-se discreta,;

e se #IRx = #IR (i.e., infinito ndo numerdvel) e..., a v.a. diz-se continua. o

Nota 3.3 — Condicao de mensurabilidade
Considere-se que uma e.a. possui espaco de resultados €2 associado a oc—algebra A. E seja
X uma v.a. unidimensional.

A condicao de mensurabilidade prende-se neste caso com a existéncia de imagem

inversa (segundo X) de qualquer intervalo do tipo (—oo, x| na o—élgebra A:
Vo € R, X '((—o0,z]) € A,

onde X 1((—o0,2]) ={w € Q: X(w) <z} o
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3.1 Variaveis aleatorias discretas.

Definicao 3.4 — V.a. discreta
A v.a. X diz-se discreta, caso tome valores em IRy = {z1,%2,...}, em nimero finito ou

infinito numeravel, e

P(X € Ry)=P(X € {a1,2s,...}) = L (3.2)

Exemplo/Exercicio 3.5 — Variavel aleatéria discreta
Considere-se um teste americano com 3 questoes, cujas respostas sao dadas de forma

independente. A resposta a cada questdo pode estar correcta (C') com probabilidade

P(C) = 0.5, ou incorrecta (C') com probabilidade P(C') = 0.5.
(a) Identifique a e.a. e o respectivo espaco de resultados.

o E.a.

Classificacao de 3 questoes em teste americano

e Eventos-chave
C' =questao classificada como correcta

C =questao classificada como incorrecta

e Espaco de resultados
QO ={CCC,ccCc,ccc,ccc,ccc,cco,cco,cocy.

Este espaco de resultados é constituido por 8 eventos elementares.

Por exemplo, CCC representa de forma abreviada a classificacao das 3 questoes
como incorrectas e CCC' a classificagao da segunda questao como correcta e as

restantes como incorrectas.

(b) Defina uma v.a. que considere pertinente e determine o conjunto dos seus valores
possiveis (i.e., o seu contradominio). Represente a v.a. esquematicamente enquanto

funcao que transforma eventos em nimeros reais.

e V.a.

X = numero de respostas correctas no teste americano

e Contradominio e representacao esquematica de X

Ry = {0,1,2,3}
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3.2 Funcao de probabilidade.

A definicao de uma v.a. discreta so fica completa a partir do momento em que se define a
probabilidade de ocorréncia de cada um dos elementos de IRy, i.e., a partir do momento
em que se define a fungdo de probabilidade (ou fungdo massa de probabilidade) da v.a.
discreta X.

Definicao 3.6 — Funcao de probabilidade
Seja X uma v.a. discreta com contradominio IRy = {1, 2,...} (necessariamente finito

ou infinito numerével). Entao a fungao de probabilidade (f.p.) de X é dada por

P(X=2)=P{weQ: X(w) =a}) = { éj(X = i), sex =i € B (3.3)
, C.C.
e satisfaz:
e P(X =12)>0, Vx € Ry;
¢ Suen P(X =) = Ypemy P(X = 1) = 5, P(X =) = 1. .

Exemplo/Exercicio 3.7 — Funcao de probabilidade

Retome o Exemplo 3.5 e defina a f.p. da v.a. X e desenhe o respectivo grafico.

e V.a.

X = numero de respostas correctas no teste americano

e F.p.de X
P(X =0) —  P(CCO)
= P(C,C,Cs)
- p(Ch) x P(Cy) x P(Cs)
e p(c) x P(C) x P(C)
= (1/2)°
P(X =1) = P(CCC) + P(CCC)+ P(CCQO)
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P(X =2) —  P(CCC)+ P(CCC) + P(CCC)

= 3% (1/2)

P(X =3) = p(cce)
= (1/2)°.

Ou de forma resumida

1/8, ©=0,3
P X =x) = 3/8, v=1,2
0, outros valores de x.

e Grafico da f.p. de X

De notar que esta funcao possui 4 pontos de descontinuidade, tantos quantos o

nuimero de valores possiveis da v.a. X. °
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3.3 Funcao de distribuicao.

Motivacao 3.8 — E usual falar-se na probabilidade da v.a. X tomar valores nao
superiores a um numero real arbitrario x. E com o objectivo de obter tal probabilidade

que definiremos a funcao de distribuicao da v.a. discreta X. °

Definicao 3.9 — Funcao de distribuicao

A fungao de distribuigao (f.d.) de uma v.a. X é dada por
Fx(z)=P(X <x),z € R, (3.4)

independentemente do seu caracter ser discreto ou continuo. °

Nota 3.10 — Funcao de distribuicao
Relembre-se que, por tratar-se da probabilidade da v.a. X atribuir valores menores ou

iguais ao real arbitrario z, tem-se
Fx(z) =PH{weQ: X(w) <z}), z € R, (3.5)

ou seja, Fy(x) é igual a probabilidade da colec¢ao de todos os eventos (da o—4élgebra de

) aos quais a v.a. X atribui valores no intervalo (—oo, z]. °

Definicao 3.11 — Funcao de distribuicao de v.a. discreta
A f.d. da v.a. discreta X (com contradominio IRx = {x1,xs,...}) pode escrever-se a custa
da f.p. de X:

Fx(x)=P(X <z)= > PX =u),z€R. (3.6)

x; <x
[ J

Nota 3.12 — Funcao de distribuicao
Retenha-se também que a f.d. possui dominio real e toma valores no intervalo [0, 1] ja que

se trata de uma probabilidade, ou seja:
FX 1R — [07 1]7 (37)

quer X seja uma v.a. discreta ou continua. °

Esta é uma de diversas propriedades satisfeitas pela f.d. de qualquer v.a. discreta,

também patente na resolucao do exercicio que se segue.
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Exemplo/Exercicio 3.13 — Funcgao de distribuicao de v.a. discreta
Determine a f.d. da v.a. X definida no Exemplo 3.5 e desenhe o grafico de Fx(x) e nomeie

algumas caracteristicas desta funcao.

e V.a.

X = numero de respostas correctas no teste americano

o F.p.de X
(1/8, =0
3/8, z=1
P(X=2x) = 3/8, x =2
1/8, =3
L 0, outros valores de .
e F.d. de X
Comece-se por preencher a tabela abaixo — de forma justificada — com alguns

valores da f.d. de X.

r Fx(e)=P(X <2) =%, o, P(X = ;) Obs.
05 Fx(—0.5) = P(X < —0.5) = 0

0 Fx(0) = P(X <0) = P(X =0) = 1/8

0.3  Fy(0.3) = P(X <0.3) = P(X =0) =1/8

1 Fx(1)=P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1)=1/8 +3/8 = 1/2

14 Fy(l4) = P(X < 14) =

2 Fx(2) =

28  Fy(2.8) =

3 Fx(3) =

(

105  Fx(10.5) =

Pode entao concluir-se que:

Fx(z) = P(X <uz)
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0, r <0

1/8, 0<z<l1
— { 1/8+3/8=1/2, 1<z<2
1/8+3/8+3/8=7/8, 2<ux<3

1/8+3/8+3/8+1/8=1, x> 3.

e Grafico da f.d. de X

(Procure identificar graficamente os diversos valores da f.p. de X.)

e Algumas propriedades da f.d. de X

Funcao em escada;

Fun¢do mondtona nao decrescente (ou crescente em sentido lato); etc. )

Proposicao 3.14 — Propriedades da f.d. de v.a. discreta
A f.d. da v.a. discreta X, Fx(z), é uma:

1. Funcao em escada que possui tantos pontos de descontinuidade quantos os valores
distintos de IRx;

2. Funcao continua & direita;*
3. Funcao monétona nao decrescente de x.°

Entre outras propriedades da f.d. de uma v.adiscreta X destaque-se também:

40u seja, Fx(z) = Fx(z1), Vz € IR, onde Fx(zT) representa o limite & direita da f.d., num ponto
real x arbitrdrio. Recorde-se que este limite é definido por Fx(z1) = limy_,o Fx(xz + h),h > 0. Note-se
também que este limite nem sempre é igual ao limite a esquerda no ponto x, Fx(z~) = limp 0 Fx (z —

h),h > 0, caso se esteja a lidar com uma v.a. discreta.
Le., Fx(z) < Fx(z +h),Vh > 0,z € IR.
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5. Fx(—o0) = lim; o Fix(x) = 0;
6. Fy(+00) = lim, . Fx(z) = 1:
7. P(X <z)=Fx(z7) =limp_o Fx(z — h),h > 0;
8. P(X >z)=1- Fx(x);
9. P(X >x)=1— Fx(z7);
e ainda, para a < b,

10. Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a),

11. Pla< X <b)=Fx(b")— Fx(a),

12. Pla< X <b)=Fx(b™)— Fx(a™),

13. Pla< X <b)=Fx(b)— Fx(a™).

Refira-se por fim que, a f.p. da v.a. discreta X, P(X = z) pode escrever-se a custa da f.d.
de X:

P(X =2) = Fx(z) — Fx(z7), (3.8)
que corresponde ao salto da f.d. de X no ponto z. °
Importa notar que todas as propriedades aqui referidas — a excepcao de 1. — sao

partilhadas pela f.d. de qualquer v.a. continua. Refira-se também que algumas destas

propriedades serao rescritas de modo a reflectir o caracter continuo da v.a.
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Exemplo 3.15 — Relacao entre a funcao de probabilidade e a funcao de
distribuicao

Retome o Exemplo 3.5.

(a) Obtenha a f.p. da v.a. X que representa o numero de questoes correctas no teste

americano a custa da f.d. desta v.a.

e F.p. de X
P(X =0) = Fy(0) — Fx(0-) =1/8 — 0 =1/8
P(X=1)=Fx(1)—Fx(17)=Fx(1) - Fx(0)=1/2—-1/8 = 3/8
P(X=2)=Fx(2) - Fx(27)=Fx(2) - Fx(1)=7/8-1/2=3/8
P(X=3)=Fx(3)—Fx(3)=Fx(3)—Fx(2)=1-7/8=1/8.

(b) Determine P(0 < X < 3) recorrendo quer a f.p. de X, quer a f.d. de X.

e Probabilidade pedida
PO<X<3)=P(X=1)+P(X=2)=3/8+3/8=3/4
PO< X <3)=Fx(37)—Fx(0)=Fx(2) — Fx(0)=7/8—1/8 = 3/4.

Como se pode constatar os resultados sao iguais. °

45



3.4 Valor esperado, variancia e algumas das suas

propriedades. Moda e quantis.

Para descrever completamente o comportamento probabilistico de uma v.a. X é necessario
recorrer a funcao de distribuicao. Caso X seja uma v.a. discreta, pode recorrer-se em
alternativa a funcao de probabilidade.

Pode, no entanto, optar-se por uma caracterizacao parcial da v.a. X.

Definicao 3.16 — Parametro
Um parametro nao passa de um indicador ou medida sumaéria capaz de caracterizar —

embora parcialmente — algum aspecto de uma v.a. X. Entre eles destacaremos os:
e Parametros de localizacao central

— valor esperado
— moda

— mediana;
e Parametros de localizacao nao central

— quantil de probabilidade (ou quantil de ordem) p;
e Parametros de dispersao

— variancia

— desvio-padrao

— coeficiente de variacao. °

Motivacao 3.17 — Valor esperado de v.a. discreta
O conceito de valor esperado teve a sua origem nos jogos de acaso e ao que parece a sua
introducao deve-se a Christiaan Huygens (1629-95).

O valor esperado de X corresponde ao seu centro de gravidade. Esta analogia fisica

tem a sua razao de ser: para tal basta pensar num sistema de corpos com
® massas m;

® posicoes x;,
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. Assim, o valor esperado de X mais nao é que o

. , . XL My
cujo centro de massa é dado por % -

(3

centro de “massa de probabilidade” ‘desta v.a. °

Definicao 3.18 — Valor esperado de v.a. discreta

O valor esperado da v.a. discreta X é dado por

E(X) =) zP(X =ux). (3.9)

Nota 3.19 — Valor esperado de v.a. discreta
1. B(X) =Y,cnt P(X =) = Yoep, 2 P(X = 1),
2. E(X) existe sse Y. .cp, |z| P(X = ), i.e., sse a série for absolutamente convergente.

3. De um modo geral E(X) ¢ IRy, i.e., o valor esperado de X nao pertence ao conjunto

de valores possiveis de X, caso X seja uma v.a. discreta.

4. E usual escolher F(X) como o valor representativo da v.a. X, em particular se X
possuir distribuicao com tendéncia central uma vez que neste caso é em torno desse

ponto que mais se concentram as probabilidades.
5. O valor esperado de X é também representado/designado por u, px, média, valor

médio, esperanca matematica, etc. °

Proposicao 3.20 — Propriedades do valor esperado

O valor esperado da v.a. X satisfaz as seguintes propriedades.
1. E(b)=0b, Vb € IR.
2. E(aX +b)=aFE(X)+b, Ya,b € IR, ou seja, o valor esperado é um operador linear.

3. Seja Y = ¢(X) uma v.a. funcdo (mensuravel) de X. Entao
E(Y) = E[)(X)] = >_(z) P(X = z), (3.10)

caso X seja uma v.a. discreta.

4. De um modo geral
E[p(X)] # ¢[E(X)]. (3.11)
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5. Seja X uma v.a. inteira nao negativa, i.e., Rx = INy = {0,1,2,...}. Entao

+0o0o +0o0
E(X)= Z P(X >x) = Z[l — Fx(z)]. (3.12)
=0 =0
([
Exercicio 3.21 — Demonstre a Proposicao 3.20. °

Exemplo 3.22 — Valor esperado de v.a. discreta

(a) Calcule o valor esperado do numero de respostas correctas no teste americano

descrito no Exemplo 3.5.

e V.a.
X = numero de respostas correctas no teste americano
e F.p. de X
1/8, z=0,3
P(X=1z) = 3/8, x=1,2
0, outros valores de .

e Valor esperado de X
3
E(X) = Y zxP(X=u)
z=0
= O0x1/84+1x3/84+2x3/84+3x1/8
= 1.5

Importa notar que E(X) coincide, neste caso, com o ponto de simetria da f.p.
de X.

(b) O nimero de neutrinos registados em intervalos de 12 segundos, aquando da primeira

observacao da supernova S1987a por astrénomos, é bem modelado pela v.a. X com

f.p.

x! ’

{ e 08X08" 01,9 ..

0, outros valores de x.

Obtenha o valor esperado de X .

6 Adaptado do Teste A, 22 de Abril de 2006.
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e V.a.

X = numero de neutrinos registados num intervalo de 12 segundos

e F.p. de X

x!

—0.8 T
e X087 4 —0,1,2,...
0, outros valores de z.

E(X) = Y zxP(X =u)

= 0.8.

Aqui temos outro exemplo de um valor esperado que nao pertence ao conjunto

de valores possiveis da v.a. X. °

Definicao 3.23 — Moda de v.a. discreta
E importante saber qual o valor da v.a. X que ocorre com mais frequéncia. Este valor

serd designado por mo = mo(X) e corresponde ao ponto de maximo da f.p. de X, i.e.,
mo : P(X = mo) = max P(X = ), (3.13)

ou, equivalentemente, mo = arg max, P(X = x). °

Nota 3.24 — Moda de v.a. discreta
A moda de uma v.a. nem sempre é tnica como ilustra o exemplo seguinte e ja agora

refira-se que

e X se diz bimodal se possuir duas modas. °
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Exemplo 3.25 — Moda de v.a. discreta
Obtenha a moda do:

(a) Numero de respostas correctas no teste americano (Exemplo 3.5).

e V.a.

X = numero de respostas correctas no teste americano

e F.p. de X
1/8, ©=0,3
P(X =12) = 3/8, v=12
0, outros valores de .
e Moda de X

mo=mo(X)=1e2jidque P(X =1)=P(X =2) =max, P(X =x).

Logo a v.a. X é bimodal.

(b) Ntdmero de neutrinos registado num intervalo de 12 segundos (Exemplo 3.22).

e V.a.

X = numero de neutrinos registados num intervalo de 12 segundos

o F.p. de X
e 9-8x0.8%
o= =0,1,2,...
P(X — x) — z! I x ) I )
0, outros valores de x.
e Moda de X

A obtencao do ponto de maximo de uma f.p. nao passa pela determinacao de
um ponto de estacionaridade (de uma funcao continua e diferencidavel) mas sim

pela determinacao de
P(X =mo) > P(X =mo—1)
P(X =mo) > P(X =mo+1)
P(X=mo)
PX=mo—-1) = 1
1.

P(X=mo+1)
P(X=mo) <

mo=mo(X) € Rx {

(3.14)

Ao substituir-se a f.p. de X nas duas desigualdades acima, conclui-se que

08 > 1
mo =mo(X) € Ry : me-—
{ m%f—l — 1’
i.e., mo=mo(X)=0. .
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Motivacao 3.26 — Mediana de v.a. discreta

A mediana da v.a. X, me = me(X), tem a particularidade de verificar

{ P(X <me) > (3.15)

P(X > me) >

N DN~

Y

pelo que a probabilidade de registarmos valores da v.a. X nao superiores (ndo inferiores)

a mediana é de pelo menos 50%. °

Definicao 3.27 — Mediana de v.a. discreta

A mediana da v.a. discreta X, me = me(X),” verifica a dupla desigualdade

1 1
me: o < Fx(me) < 3 + P(X = me), (3.16)
por sinal equivalente a (3.15) e j& agora equivalente a Fx(me™) < 1 < Fy(me).® o

Nota 3.28 — Mediana de v.a. discreta

Ao lidarmos com v.a. discretas a mediana pode nao ser unica, passando nesse caso a

falar-se em classe mediana.® °

Exemplo 3.29 — Mediana de v.a. discreta

Determine a mediana do nimero de respostas correctas no teste americano (Exemplo 3.5).
e V.a.

X = numero de respostas correctas no teste americano

e F.d. de X
Esta funcao foi determinada previamente e € igual a:

Fy(z) = P(X <)

(

0, x <0
1/8, 0<z<1
= < 1/8+3/8=1/2, 1<z<?2
1/8+3/8+3/8=1/8, 2<r<3

| 1/8+3/8+3/8+1/8=1, x> 3.

"me é também representada por Fy'(1/2).

8Esta talvez seja a forma mais expedita de identificar a(s) mediana(s) de uma v.a. discreta.
90u, de acordo com alguns autores, considera-se que a mediana corresponde ao menor dos valores da

classe mediana.
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e Mediana de X

Tirando partido da expressao de Fx(x) e da definigho de mediana de uma

v.a. discreta pode construir-se a seguinte tabela que servird para identificar a(s)
mediana(s) de X:

Candidato a me 1 < Fx(me) < 1 + P(X = me) Obs.
1 1<rFx()=3<i+PX=1)=%+2=1 Prop. verd.
1.5 1<Fx(15)=31<l4+P(X=15=2+0=21 Prop. verd.
2 I<Fx(2=1I<i+PX=2)=3+2=1 Prop. verd.
2.1 $<Fx(21)=%<3+P(X=21)=5+0=1 Prop. FALSA.

Deste modo conclui-se que mediana da v.a. X nao é unica e que qualquer valor no
intervalo [1, 2] é mediana de X. Nao surpreende neste caso que se designe o intervalo

[1,2] de classe mediana.

Mais, ao notar-se que me : Fx(me™) < 1/2 < Fx(me) evita-se o recurso a f.p.
de X e identifica(m)-se a(s) mediana(s) desta v.a. discreta de uma forma expedita.

(Averigue...) o

Motivacao 3.30 — Quantil de probabilidade p de v.a. discreta
A mediana é um caso particular de um outro parametro de localizagao nao central mais

genérico, o quantil de probabilidade (ou quantil de ordem) p (0 < p < 1), x,, que verifica

{ P(X <xp)>p

P(X > xp) > 1—p. (3.17)

Assim sendo a probabilidade de registarmos valores da v.a. X nao superiores (nao
inferiores, resp.) ao quantil de probabilidade p é de pelo menos p x 100% ((1 — p) x 100%,

resp. ). o

Definicao 3.31 — Quantil de probabilidade p de v.a. discreta
O quantil de probabilidade p (0 < p < 1) da v.a. X, x,," satisfaz

Xp: P < Fx(xp) <p+ P(X =xp), (3.18)

obviamente equivalente a (3.17) e a Fx(x,) <p < Fx(xp)- o

19X, é também representado por Fy 1(p).
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Nota 3.32 — Quantil de probabilidade p de v.a. discreta

A mediana da v.a. X corresponde a y1/ = Fy'(1/2). Outros quantis importantes:

e xi/4 = Fx'(1/4) = lo. quartil;

X374 = Fx'(3/4) = 3o. quartil;

X1/100 = Fix'(1/100) = lo. percentil;

Xn/100 = Fx'(n/100) = n—ésimo percentil, n = 1,2,...,99;

Xo.1 = Fx'(1/10) = 1o. decil. .

Exemplo 3.33 — Quantil de ordem p de v.a. discreta

O numero de navios que chegam diariamente a um porto (X) é uma v.a. com f.p.

x

2
P(X:x):e_zx—',a::(),l,Q,...
!

As condigoes do porto impedem que atraquem mais de 3 navios por dia, sendo os restantes

navios reencaminhados para outro porto.!

(a) Qual a probabilidade de serem reencaminhados um ou mais navios para o outro

porto (num dia escolhido arbitrariamente)?
e V.a.
X = numero de navios que chegam diariamente ao porto
e F.p. de X
PX =z)=e?x Qx—f,x:O,l,Z,...
e Probabilidade pedida

Seja R o evento que representa o reencaminhamento de um ou mais navios

para o outro porto. Entao

P(R) = P(X >3)

= 1- P(X < 3)
3
= 1-> P(X =ux)
=0
3 233
= 11— 2w
xz:%e X =
= 1-0.8571
= 0.1429.

1 Adaptado de Exame de Epoca Especial, 13 de Setembro de 2002.
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(b) Qual deve ser a capacidade minima do porto de modo que o reencaminhamento de

um ou mais navios ocorra no maximo em 5% dos dias?

e Obtencao da capacidade minima (¢’)

¢’ é o menor inteiro ¢ que verifica P(reencaminhamento navios) < 0.05, i.e.,

c : P(X>¢) <0.05
1-P(X <c¢)<0.05
1 — Fx(c) <0.05
Fx(c) >0.95
c > F;'(0.95),
onde Fix'(0.95) representa o quantil de ordem 0.95 da v.a. X e, como seria de
esperar, a capacidade minima .

A obtencao de ¢ passa pela determinagao de F'x(c) para varios valores de c.
Ora, tirando partido do resultado da alinea anterior (Fx(3) = 0.8571 e da
monotonia nao decrescente de qualquer f.d., bastara considerar valores de ¢

maiores que 3, tal como ilustramos na tabela seguinte:!?

c Fx(o)=3"_je?x Qx—gj Fx(c) >0.957

4 Fx(4) = Fx(3)+ P(X = 4) = 0.8571 + ¢~2 x 2. = 0.9473 Néo

5 Fx(5) = Fx(4) + P(X =5) = 0.9473 + ¢~2 x 2 = 0.9834 SIM

Deste modo, conclui-se que ¢ = Fy'(0.95) = 5. o

12Veremos mais tarde que a obtencao de ¢’ poderia fazer-se por recurso as tabelas da f.d. daquilo que

chamaremos de v.a. de Poisson.

54



Motivacao 3.34 — Variancia
E necessario definir um parametro que dé ideia da dispersao dos valores da v.a. em torno
do centro de gravidade da mesma.

Este parametro corresponde, fisicamente, ao momento de inércia de um sistema em

relacao a um eixo perpendicular ao eixo das abcissas e passando pelo centro de gravidade
(Murteira (1990, p. 184)). o

Definicao 3.35 — Variancia

A variancia da v.a. X é dada por
V(X)=E(X? - E*X), (3.19)

independentemente do caracter da v.a. ser discreto ou continuo. Contudo se X

for uma v.a. discreta entao V(X) obtém-se recorrendo ao facto de neste caso
E(X?)=Y,2*P(X =2x) e B*(X) = [, 2P(X = 2)]% o

Nota 3.36 — Variancia

1. A variancia da v.a. X é igual ao seguinte valor esperado E {[X — E(X)]*}. No
entanto, esta formula é de longe muito menos conveniente, pelo que faremos muito

pouco uso da mesma.

2. V(X) é por vezes representado por %, 0%, Var(X), etc. o

Exercicio 3.37 — Variancia

Prove que:

V(X) = E{[X-EX)}=EX?) - E*X);
E(X?) = V(X)+ E*(X). .

Proposicao 3.38 — Propriedades da variancia

A variancia de uma v.a. quer discreta, quer continua, goza das propriedades:
1. V(b) =0, Vb € IR;
2. V(X) > 0, qualquer que seja a v.a. X;

3. V(aX +b) =a*V(X), Va,b € IR. .
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Exercicio 3.39 — Propriedades da variancia

Demonstre a Proposicao 3.38. °

Exemplo 3.40 — Variancia de uma v.a. discreta
Retome o Exemplo 3.33 e assuma que por cada navio que chega diariamente ao porto a
administracao do mesmo factura 1200 Euros. Determine o valor esperado e a variancia

da facturacao diaria.

e V.a.

X = numero de navios que chegam diariamente ao porto

o F.p. de X
PX=z)=e?x%,2=0,1,2,...

e Valor esperado de X

—+00
E(X) = Zaz x P(X =)
x=0
+00 6_2 T
= > X
x=0 .CU'
—+o0 233
= Z e 2 x
r=1 ($ - 1)'
400 ox
= 2e?x 2—
x=0 CE"
= 2
e Variancia de X
Tendo em conta que
V(X)) = E(XQ) — EQ(X), (3.20)

E(X?) = ioﬁ x P(X =)

e 297

!

“+oo

— 3 a?x
=0
+00 -2 9z

= Y aflw—1)+1] x -

=1

!

o6



o0 297 > e 29"

= X
DB I
+o0 2T
= 226_2>< —'+E(X)
o0 L
= 2°+2

conclui-se que

V(X) = 22422

e Nova v.a.
Y = 1200 X = facturacao didria.
Para a obtencao de E(Y) e V(Y) tiraremos partido do facto de Y ser uma fungao

linear de X e de algumas propriedades do valor esperado e da variancia.

e Valor esperado de Y
E(Y) = FE(1200X)
= 1200 x E(X)
= 1200 x 2
= 2400

e Variancia de Y
V(YY) = V(1200 X)
= 1200 x V(X)
= 1200% x 2. N

Motivacao 3.41 — Desvio-padrao
A variancia nao é expressa nas mesmas unidades que a v.a. X, pelo que é costume recorrer

a outra medida de dispersao absoluta. Trata-se do desvio-padrao definido a seguir. °

Definicao 3.42 — Desvio-padrao

O desvio-padrao da v.a. X é a raiz quadrada positiva da variancia de X:

DP(X) = +/V(X), (3.21)

independentemente de X ser uma v.a. discreta ou continua. °
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Motivacao 3.43 — Coeficiente de variacao

Quer a variancia, quer do desvio-padrao sao medidas de dispersao absoluta que tém em
conta a ordem de grandeza dos valores que X toma. E parece-nos ébvio que um desvio-
padrao igual a 10 unidades tenha necessariamente significado distinto caso os valores de
X sejam da ordem das dezenas ou da ordem das dezenas de milhar. Uma saida possivel

sera optar pela medida de dispersao relativa que se define imediatamente a seguir. °

Definicao 3.44 — Coeficiente de variagao

O coeficiente de variacao ¢ igual a

DP(X)
CV(X) = : (3.22)
B |
quer X seja uma v.a. discreta, quer seja continua, desde que F(X) # 0. °
Exemplo 3.45 — Coeficiente de variacao de uma v.a. discreta

Obtenha o coeficiente de variacao da facturacao diaria definida no Exemplo 3.40.
e V.a.
Y = 1200 X = facturacao diaria.

e Coeficiente de variacao de Y

DP(Y)

[E(Y)]
V(1200 X)

|E(1200 X)|
/12002 x V(X)
1200 x |E(X)|
DP(X)
[E(X)]

= CV(X)
V2

5

CV(Y)

Este exemplo permite afirmar que o coeficiente de variacao de um multiplo de X €

igual ao coeficiente de variacao de X,
o CV(aX)=CV(X),a#0,

i.e., que o coeficiente de variagao ¢ invariante a dilatagoes e contracgoes de v.a.
Importa notar que esta propriedade nao ¢é satisfeita por qualquer das duas medidas de

dispersao absoluta até agora consideradas, a variancia e o desvio-padrao.
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3.5 Distribuicao uniforme discreta.

De salientar que a apresentagao desta distribuicao e das que se seguem respeitard um
mesmo figurino: em primeiro lugar, alude-se a notacao utilizada para representar a
distribuicao, de seguida, sao referido(s), por esta ordem: o(s) parametro(s) da distribuigao;
o contradominio da v.a. (i.e., os valores possiveis da v.a.); a fun¢ao de probabilidade; o

valor esperado; e a variancia da v.a. Toda esta informacao serd condensada numa tabela.

Motivagao 3.46 — Distribuicao uniforme discreta
Esta distribuicao é razoavel quando a v.a. discreta toma n valores distintos, todos com
a mesma probabilidade. Sem perda de generalidade considere-se que esta v.a. toma n

valores distintos, x1, s, ..., T,, em que T1 < T9 < ... < T,,. °

Definicao 3.47 — Distribuicao uniforme discreta
A v.a. discreta X diz-se ter distribuigdo uniforme discreta no conjunto {xi,xs, ..., x,},

caso a sua f.p. seja igual a

1
=, T =1T1,To,...,T
P(X=xz)=3 " b " (3.23)
0, c.c
Neste caso escreve-se
X ~ uniforme discreta({xy, zo,...,z,}), (3.24)
onde “X ~ ...” se lé, naturalmente, “X tem distribuicao...”.
Uniforme discreta
Notagao X ~ uniforme discreta({x1,z2,...,zn})
Parametro {z1,20,...;2n} (r; € R,i=1,...,n)
Contradominio  {x1,x2,..., Ty}
1
=, T =1T1,T2,...,%
F.p. PX=xz)={ " b "
0, c.c
Valor esperado  E(X) =17 x;
2
Variancia, V(X) = <% 2 3322) - (% S xz>
([ ]
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Exemplo 3.48 — Distribuicao uniforme discreta

Um conjunto de n amostras de solo — das quais s6 uma estd contaminada por uma
perigosa substancia quimica — chega a um laboratério. Admita ainda que a amostra de
solo contaminado nao foi etiquetada previamente. Considere agora a v.a. X que representa
o numero total de amostras inspeccionadas sem reposicao até ser identificada a amostra

de solo contaminado.

(a) Identifique a distribuigao de X e desenhe o grafico da f.p. desta v.a.

e V.a.

X = numero de amostras inspeccionadas sem reposicao até a deteccao da

amostra contaminada

e Contradominio de X
RX = {1,2,...,%}

e F.p. de X
PX=1)=1
P(X=2)="1x 1o =1
P(X=3)="1dx =2 1 =1

1 =1.2, ...
R

De notar que se teve em consideracao que a inspeccao ¢ feita sem reposicao e
que:
— X =1 se a la. amostra inspeccionada estiver contaminada;

— X = 2 se a la. amostra inspeccionada nao estiver contaminada mas a 2a.

o estiver;
e assim por diante.

e Distribuicao de X
X ~ uniforme discreta({1,2,...,n})

e Grafico da f.p. de X
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(b) Obtenha a f.d. de X e esboce o respectivo gréfico.

o F.d. de X
Fx(z) = P(X <ux)
(0, r<l1
%, 1<x<?2
%, 2<x<3

n—1 n—1<x<n

n ?
Y

\1 r>n
(0, z<1
= A 1], 1<z <n
n
1, x>n,

\ Y

onde [z]| representa a parte inteira do real z.

e Grafico da f.d. de X

(c) Calcule o valor esperado e a variancia desta v.a.

e Nota
Relembra-se para o efeito que:
- 1
S - n(n+1) ;
z=1 2
ilﬂ _ nn+1)2n+1)
=1 a 6 .

e Valor esperado de X
E(X) = Zx x P(X =)
r=1

21
n
n(n+1)/2
n
n+1

2
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e Variancia de X
V(X) = B(X?) - E*(X)
221352 n—+ 1\2
B n _< 2 >
nn+1)2n+1)/6 (n+ 1)
n B 4
n+1(2n—i—1_n+1>

2 3 2
n+14n+2—-3n—3

2 6
n®—1
12

Dada a simplicidade da distribuicao uniforme discreta a sua f.p., o seu valor esperado
e a sua variancia nao se encontram no formulario disponivel no final destas notas de apoio,

ao contrario do que acontece com qualquer das distribuicoes apresentadas ja de seguida.
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3.6 Distribuicao binomial.

Antes de passar a apresentacao da distribuicao binomial é necessario definir “prova de

Bernoulli” .13

Definicao 3.49 — Prova de Bernoulli

Uma e.a. diz-se uma prova de Bernoulli se possuir apenas dois resultados possiveis:
e um sucesso, que ocorre com probabilidade p (0 < p < 1);

e um insucesso, que ocorre com probabilidade 1 — p. °

Definicao 3.50 — Distribuicao de Bernoulli
A v.a.

e X = numero de sucessos numa prova de Bernoulli

diz-se com distribuicao de Bernoulli com parametro p e possui f.p. dada por

*(1—p)'=T, 2=0,1
P(X =) = { p*(1-p) (3.25)
0, c.c.
Bernoulli
Notagao X ~ Bernoulli(p)
Parametro p = P(sucesso) (p € [0,1])
Contradominio {0, 1}
“(1-pt T, 2=0,1
- HX@{p( P, z=0,
0, c.c
Valor esperado FE(X)=1p
Variancia V(X)=p(1—p)
([ ]
Exercicio 3.51 — Prove que E(X) = p e V(X) = p(l — p) quando X ~
Bernoulli(p). °

13 Jacques Bernoulli (1654-1705).
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Motivacao 3.52 — Distribuicao binomial
A distribuicao binomial é particularmente 1util na caracterizacao probabilistica do
nimero de sucessos em n provas de Bernoulli realizadas de forma independente e com

probabilidade de sucesso comum p. °

Definicao 3.53 — Distribuicao binomial
A v.a.

e X = numero de sucessos num conjunto de n provas de Bernoulli independentes com

probabilidade de sucesso comum e igual a p

diz-se com distribui¢do binomial de parametros (n,p) e possui f.p. igual a

"Ip*(1—p)"*, x=0,1,2,....n
P(X =1) = () (1 =) (3.26)
0, c.c.,
onde (Z) = #Lx), representa as combinacoes de n elementos tomados x a .
Binomial
Notagao X ~ binomial(n, p)
Parametros n =numero de provas de Bernoulli (n € IV)
p = P(sucesso) (p € [0,1])
Contradominio {0,1,2,...,n}
M (1 —p)"T oz =0,1,2,...,
F.p. PX —z)={ @PL-P) ! "
0, c.c
Valor esperado E(X)=mnp
Variancia V(X)=np(l-p)
[ ]

A v.a. X ~ binomial(n, p) estd também associada a contagem do nimero de elementos
com determinada caracteristica (sucesso), num total de n elementos extraidos ao acaso e
com reposicao. Pode também ser entendida como a generalizacao natural da distribuicao

de Bernoulli.

Exercicio 3.54 — Procure justificar a expressao da f.p. da v.a. com distribuicao
binomial(n, p) e demonstre que o valor esperado e a variancia desta v.a. sdo iguais a
EX)=npeV(X)=np(l—p). o
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Nota 3.55 — F.d. da v.a. binomial
A f.d. da v.a. X ~ binomial(n, p) é dada por

0, x <0
Fx(r)=P(X <2)={ 22 (1) p'(1—p)"7, 0<z<n (3.27)
1, r>n,

onde [x] representa a parte inteira do real x.14
Esta funcao esta tabelada para alguns pares de valores de n e p; refira-se que os
valores de m e p nao excedem (nas tabelas disponiveis para esta disciplina) 20 e 0.5,

respectivamente. °

Exemplo 3.56 — Utilizacao das tabelas da f.d. da v.a. binomial

V.a. x Valor tabelado de Fx(x) = P(X < x)
X ~ binomial(n = 5,p = 0.05) 0 Fx(0) =0.7738

X ~ binomial(n =9,p = 0.1) 4 Fx(4) =0.9991

X ~ binomial(n = 10,p = 0.4) 8 Fx(8) =0.9983

X ~ binomial(n = 20,p = 0.5) 11 Fx(11) = 0.7483

Exemplo 3.57 — Distribuigao binomial
A probabilidade de as leis de Kirchhoff virem a ser violadas, durante um teste laboratorial
a que se submete certo tipo de indutor, é igual a 0.1.

Qual a probabilidade de esta lei vir a ser violada mais de 4 vezes em 9 destes testes

laboratoriais?
e V.a.
X = numero de violacoes das leis de Kirchhoftf em 9 testes laboratoriais
e Distribuicao de X
X ~ binomial(n, p)

e Parametros
n =9 testes

p = P(violagao leis Kirchhoff em teste laboratorial) = 0.1

l4Relembre-se que a parte inteira do real = corresponde ao maior inteiro menor ou igual a z. Assim,

(0.3] =0,[2.8] = 2,[-0.7] = —
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e F.p. de X
P(X =2)=(2)017(1-01)" 2=0,1,2,...,9
e Probabilidade pedida
P(X>4) = 1-P(X<4)

= 1-—Fx(4)

= 1= Fynomial(9,01)(4)

fabele 1 _ 0.9991

= 0.0009.

Exercicio 3.58 — Represente graficamente a f.d. da v.a. X ~ binomial(4,0.1),
recorrendo as tabelas disponiveis, e obtenha a f.p. desta v.a. a custa dos valores obtidos

para a f.d. °

Proposicao 3.59 — Distribuicao binomial
Seja X o ntmero de sucessos em n provas de Bernoulli independentes com probabilidade
de sucesso p, i.e., X ~ binomial(n,p). Entao o nimero de insucessos nessas mesmas n

provas de Bernoulli, Y, verifica:
e Y =n— X ~ binomial(n, 1 — p);

o [y(yy=1—Fx(n—y—1). o

Exercicio 3.60 — Demonstre a segunda das propriedades da Proposicao 3.59 e ilustre
a sua utilizacao na obtencao de valores da f.d. de v.a. binomiais com probabilidade de

sucesso superior a 0.5, fazendo uso das tabelas disponiveis.

e V.a.
X ~ binomial(n, p)

e Nova v.a.

Y=n—-X
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e Demonstracao da 2a. propriedade

Fy(y) = PY <y)
= Pn—X <y)
= P(X>n-—y)

e Ilustracao da 2a. propriedade

V.a. y @) =PX<n-y-1)

Y ~ bin(5,0.95) 4 Fy(4) =1 — Fyins1-0.95)(5 —4 —1) =1 —0.7738 = 0.2262
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3.7 Distribuicao geométrica.

Motivacao 3.61 — Distribuicao geométrica
A distribuigao binomial(n,p) estd associada a contagem do nimero de sucessos em n
provas de Bernoulli independentes que possuem em qualquer dos casos probabilidade de

sucesso igual a p. Caso estejamos interessados em contabilizar o
e o numero total de provas de Bernoulli realizadas até ao registo do primeiro sucesso,

passamos a lidar com uma v.a. discreta com distribuicao distinta da binomial. °

Definicao 3.62 — Distribuicao geométrica

Seja

e X = nimero de provas de Bernoulli (independentes com probabilidade de sucesso

comum e igual a p) realizadas até a ocorréncia do primeiro sucesso.

Entao a v.a. X diz-se com distribuicao geométrica com parametro p e a sua f.p. é dada

por
1—p)*tp, 2=1,23,...
P(X =1) = { (L=p)p (3.28)
0, c.c
Geométrica
Notagao X ~ geométrica(p)
Parametro p = P(sucesso) (p € [0, 1])
Contradominio IN = {1,2,3,...}
1—p)*1p, =1,2,3,...
F.p. P(X =z) = (L=p)"p @
0 c.c.
Valor esperado  E(X) = %
Variancia V(X) = %
o

A distribuicao geométrica é por vezes designada por distribuicao discreta do tempo de

espera pelo primeiro sucesso.
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Nota 3.63 — F.d. da v.a. geométrica
A f.d. dav.a. X ~ geométrica(p) ndo esta tabelada pois obtém-se sem grande dificuldade,

por estar a lidar-se com uma série geométrica. Com efeito,

0 r <l
Fx(z)=P(X <z) = ’ . 3.29
xe) = PX < 2) { S-p)ilp=1-(1-pW, z>1, (829
onde [z]| representa novamente a parte inteira do real x. o

Exercicio 3.64 — Justifique as expressoes da f.p. e da f.d. desta v.a. Obtenha também

o seu valor esperado e a sua variancia. °

Exemplo 3.65 — Distribuicao geométrica
Estudos preliminares indicaram que a probabilidade de ser detectada a presenca de alto

teor de metais pesados numa amostra de solo proveniente de certo local é de 0.01.*

(a) Obtenha o valor esperado do nimero total de amostras seleccionadas ao acaso até

que seja detectada a primeira amostra de solo com alto teor de metais pesados.

e V.a.

X = numero total de amostras seleccionadas até que seja detectada a primeira

amostra de solo com alto teor de metais pesados

Distribuicao de X
X ~ geométrica(p)

Parametro

p = 0.01

F.p. de X
P(X=2)=(1-0.01)*1%0.01,2=1,2,3,...

Valor esperado de X

1
0.01
= 100 amostras.

15 Adaptado do Exame de 2a. Epoca, 4 de Fevereiro de 2003.
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(b) Determine a probabilidade de serem inspeccionadas mais de 100+ 50 amostras até a
deteccao da primeira amostra de solo com alto teor de metais pesados, sabendo que
ja foram inspeccionadas mais de 100 amostras sem que semelhante detecgao tivesse

ocorrido.

e Probabilidade pedida

Tirando partido da expressao geral da f.d. da v.a. geométrica tem-se

sucessivamente:
P(X > 100 + 50, X > 100)
P(X > 100)
P(X > 100 + 50)
P(X > 100)
1 — P(X <100+ 50)
1 — P(X <100)
1—[1—(1—0.01)100+50]
1—[1—(1-0.01)%00]
(1 _ 0.01)100+50

P(X > 100+ 50X > 100) =

(1 —0.01)100
= (1-0.01)
= P(X > 50).
Este resultado deve-se a uma propriedade desta distribuicao que sera enunciada
de seguida. °
Proposicao 3.66 — Falta de memoria da distribuicao geométrica

Seja X ~ geométrica(p). Entao
P(X >k+z|X >k)=P(X >z), Vk,x € N, (3.30)

Equivalentemente, a v.a. X — k|X > k, que representa o ntiimero de provas de Bernoulli
adicionais sabendo que ja foram efectuadas mais de k provas, também possui distribuicao

geométrica com parametro p:
X — k| X > k ~ geométrica(p), Vk € IN. (3.31)

Esta propriedade é denominada de “falta de memdria” uma vez que (3.31) sugere um

recomeco probabilistico.
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3.8 Distribuicao hipergeométrica.

Motivacao 3.67 — Distribuicao hipergeométrica

A distribuigdo binomial(n, p) estd associada a contagem do ntimero de sucessos, em n

extracgoes ao acaso com reposicao. Ao considerar-se um

e processo de extraccao casual sem reposicao,

passamos a lidar com uma v.a. discreta com distribuicao distinta da binomial.

Definicao 3.68 — Distribuicao hipergeométrica

Considerem-se:

e N = numero total de elementos de uma populacao (dimensao da pop.);

o N =

(sucesso);

e 1 = numero de extraccoes sem reposicao.

Entao a v.a.

e X = numero de elementos com certa caracteristica (sucesso), em n extraidos ao

acaso sem reposicao da populacao acima

diz-se com distribuigdo hipergeométrica com parametros (N, M,n) e a sua f.p. pode

numero de elementos dessa populacao que possuem certa caracteristica

encontrar-se na tabela abaixo a par de outras caracteristicas desta distribuicao.

Hipergeométrica

Notacao

Parametros

Contradominio

F.p.

Valor esperado

Variancia

X ~ hipergeométrica(N, M, n)

N (N e N)

M (M e IN,M < N)

n(neIN,n<N)

{max{0,n — (N — M)},...,min{n, M }}

(%) /G

P(X=x)= r =max{0,n — (N — M)},
0, c.c.

E(X)=n%

V(X)=nX (1 - %) Nn

...,min{n, M'}
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Nota 3.69 — Distribuicao hipergeométrica
X corresponde ao numero de sucessos num conjunto de n provas de Bernoulli
DEPENDENTES com probabilidade de sucesso comum e igual a p = M/N.

E(X) e V(X) fazem lembrar o valor esperado e a variancia da distribui¢ao binomial
(n,p) com factores de correcgao que se devem a nao reposicao das extracgoes. Com efeito,
sob certas condigoes, a (f.p./f.d. da) v.a. hipergeométrica(N, M, n) pode ser aproximada

pela (f.p./f.d. d)a v.a. binomial(n, 4f), como veremos mais tarde. °

Exemplo 3.70 — Distribuicao hipergeométrica

Justifique a expressao geral da f.p., bem como o contradominio da v.a. hipergeométrica.
Na fase de concepcao de um sistema de controlo de qualidade do fabrico, foram

escolhidos 100 cabos dos quais apenas dois apresentavam desvios superiores a 9.8 microns.

Se desses 100 cabos forem seleccionados 10 ao acaso e sem reposicao, qual é a probabilidade

de mais do que um ter um desvio superior a 9.8 microns? Indique também o valor esperado

do niimero de cabos, entre esses 10, com um desvio superior a 9.8 microns.!®

e V.a.

X = numero de cabos com um desvio superior a 9.8 microns, em 10 cabos
seleccionados sem reposicao (de lote de 100 cabos dos quais apenas dois apresentam

desvios superiores a 9.8 microns)

e Distribuicao de X

X ~ hipergeométrica(N, M, n)

e Parametros

N =100
M =2
n =10

o F.p. de X

16 Adaptado do Teste A, 11 de Novembro de 2006.
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e Probabilidade pedida
P(X>1) = P(X=2)
100
(0)

1
110

e Valor esperado de X

@) ( 11000—_ 22)
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3.9 Distribuicao de Poisson.

Motivacao 3.71 — Distribuicao de Poisson
A distribuicao de Poisson é frequentemente usada na contagem de ocorréncias de certo tipo
de evento em perfodos fixos de tempo,'” eventos tais como: chegadas, partidas, acidentes,
falhas de equipamento, testemunhos verdadeiros em tribunal, nimero de excedéncias de
niveis elevados de pluviosidade/ondas/marés, nimero de colisdes de detritos espaciais
com diametro superior a lem num satélite numa regiao orbital abaixo dos 2.000Km de
altitude, etc.

A distribuicao de Poisson foi originalmente introduzida em 1837 por Siméon Dennis
Poisson (1781-1840) como distribuicao limite da distribui¢ao binomial. Anos mais tarde
von Bortkiewicz (1898) recorre a distribui¢ao de Poisson para descrever o comportamento

probabilistico do niimero de mortes por coices de cavalo no exército prussiano. °

Definicao 3.72 — Distribuicao de Poisson
A v.a. X com distribuicao tem a particularidade de possuir o valor esperado e a variancia

iguais ao parametro que define a distribuicao, A, e f.p. na tabela abaixo

Poisson
Notagao X ~ Poisson(\)
Parametro A(AeRT)
Contradominio 1IN
- P(Xx){w;_f, r=0,1,2,...
0, c.c.
Valor esperado  E(X) = A
Variancia V(X)=A
[ ]
Nota 3.73 — F.d. da v.a. de Poisson
A f.d. da v.a. X ~ Poisson(p),
Fy(e) = P(X < 2) = { ;Lﬂo o ’ ;% (3.32)
(onde [z] é a parte inteira do real z), estd tabelada para alguns valores de A. .

170nu mesmo em &reas ou volumes.
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Exemplo 3.74 — Utilizacao das tabelas da f.d. da v.a. de Poisson

V.a. x Valor tabelado de Fx(x) = P(X < x)
X ~ Poisson(\ = 0.05) 0 Fx(0) =0.9512

X ~ Poisson(\ = 3) 1 Fx (1) =0.1991

X ~ Poisson(\ = 12) 1 Fx (1) = 0.0001

X ~ Poisson(\ = 20) 14 Fx(14) = 0.1049

Exemplo 3.75 — Distribuicao de Poisson
A procura semanal de uma luxuosa marca de automédvel segue uma lei de Poisson. Sabe-se

ainda que a probabilidade de numa semana nao existir procura é igual a 3.1

(a) Determine a probabilidade de a procura semanal exceder pelo menos 2 automoveis.

e V.a.

X = procura semanal de automoéveis da referida marca

Distribuicao de X
X ~ Poisson(\)
F.p. de X

P(X =x)=¢?

R s

=012

Parametro

A P(X=0)=¢"

Probabilidade pedida
P(X>2) = 1-PX<2)
= 1-PX<1)
= 1 — Fpoissonz)(1)
ke 1 0.1991
= 0.80009.

18 Adaptado do Exame de 2a. Epoca, 21 de Julho de 2001.
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(b) Qual a probabilidade de a procura em 4 semanas ser de pelo menos 2 automéveis?

e V.a.

Y = procura de automéveis da referida marca em 4 semanas
e Distribuicao de Y

Y ~ Poisson(4 x \)
e F.p.deY

P(Y =y) :e_u%y, y=0,1,2,...

e Probabilidade pedida

P(Y > 2) = 11— FPoisson(lQ)(l)
tabela 1 _ 0.0001
—  0.9999.

Esta alinea ilustra a propriedade reprodutiva da v.a. de Poisson (ver Cap. 5).
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3.10 Algumas notas sobre analise combinatoéria

e Permutacoes de n elementos (n!)

Numero de formas distintas de preenchimento de caixa com n compartimentos,
dispondo de n elementos e nao havendo a possibilidade de repeticao no

preenchimento.

Sequéncias de n elementos distintos...

e Arranjos com repeticao de n elementos tomados x a x (n”)

Numero de formas distintas de preenchimento de caixa com x compartimentos,

dispondo de n elementos e havendo a possibilidade de repeticao no preenchimento.

Sequéncias de x elementos...

e Arranjos sem repeticao de n elementos tomados = a x (—(ni)J

Ntumero de formas distintas de preenchimento de caixa com x compartimentos,
dispondo de n elementos e nao havendo a possibilidade de repeticao no

preenchimento.

Sequéncias de x elementos distintos...

e Combinagoes de n elementos tomados =z a x ((Z) = —x!(r?ix)!>

Numero de conjuntos de cardinal = (logo com elementos distintos) que podem ser

formados com n elementos.

Conjguntos de cardinal x...

e Permutacoes de n elementos de k tipos distintos <m>

Numero de formas distintas de preenchimento de caixa com n compartimentos,
dispondo de n elementos de k tipos distintos, onde n; representa o numero de

elementos do tipo 7,7 =1,2,...,k, e Zle n; = n.

Sequeéncias de n elementos de k tipos...

e Binémio de Newton

(a+b)" =0, (1)a" b,
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Capitulo 4

Variaveis aleatorias e distribuicoes

continuas

4.1 Variaveils aleatorias continuas.

Motivacao 4.1 — V.a. continua

Muitas quantidades de interesse sao expressas por valores numéricos. Sao disso exemplo

e a vibragao produzida por um motor (em hertz por unidade de tempo), a deflexdo

de uma mola (em metros), o tempo de reparagao de pega mecanica,

e a intensidade da corrente eléctrica em certa zona de um circuito (em amperes), a

impedancia de um sistema (em ohm),
e a temperatura, o volume da voz, a concentracao de um poluente, etc.
Em qualquer dos casos é perfeitamente razoavel assumir que
e 0 conjunto de valores possiveis ¢ infinito nao numeravel,

por exemplo, um intervalo real [a, b], ou IR, ou IR™. o

O facto de o contradominio da v.a.X ser infinito nao numeravel é manifestamente

insuficiente para descrever rigorosamente uma v.a.continua como veremos ja de seguida.
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Definicao 4.2 — V.a. continua

A v.a. X diz-se continua, caso
e possua f.d. Fx(z) = P(X < x) continua em IR
e exista uma fungao real de varidvel real, fx(z), que verifique:
o fx(z)>0,Vx € R
o I'x(z)=P(X <x)=["_ fx(t)dt. o

A funcdo fx(x) é denominada de funcao densidade de probabilidade e goza de um

conjunto de propriedades descritas na seccao seguinte.
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4.2 Funcao de densidade de probabilidade.

Motivacao 4.3 — Funcao de densidade de probabilidade
Ao lidarmos com uma v.a.discreta podemos calcular a f.p. P(X = x). No entanto, tal

calculo nao faz qualquer sentido ao lidar-se com a v.a.continua X. E razoavel sim
e calcular a probabilidade de X pertencer a um intervalo

e definir o andlogo continua da f.p., a fun¢ao de densidade de probabilidade (f.d.p.). e

Proposicao 4.4 — Fungao de densidade de probabilidade
Tendo em conta as propriedades da f.d. e a relagao entre esta funcao e a f.d.p., deduzem-se

as seguintes propriedades para fx(x). Para além de verificar

o Fy(r) = P(X <) = [*._ fx(t)dt,
a f.d.p. satisfaz
o 73 fx(x)dr =1
o [P fx(2)dr =Pla <X <), Va<b. o

Nota 4.5 — F.d.p.

Para v.a. continuas tem-se:

e P(X =1x)=0,Vz € IR, i.e., a probabilidade de a v.a.tomar o valor real x é nula

(o evento é quase-impossivel!)

e Pla < X <b) = Pla< X <b) =Pla< X <b =Pla< X <hb
= [ fx(z)dx = Fx(b) — Fx(a), Ya < b,
correspondendo a area sob o grafico da f.d.p.entre a e b (gréfico!). .

Nota 4.6 — Interpretagao geométrica da f.d.p.

De notar que
€ € at3
P(a——<X§a+—) = / fx(z)dx
2 2 a—%
~ €X fx(a). (4.1)

fx(a) da, portanto, uma “ideia” da “possibilidade” de ocorréncia de valores préximos do

ponto a.! °

1Que nunca deve confundir-se com a probabilidade de ocorrer {X = a}, probabilidade que se sabe ser

nula para v.a. continuas.
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4.3 Funcao de distribuicao.

Motivacao 4.7 — F.d. de v.a.continua

Tal como no caso discreto justifica-se o calculo de probabilidades do tipo
P(X < z), para qualquer x € IR, ou seja, é pertinente definir a f.d. da v.a. continua
X. °

Definicao 4.8 — F.d. de v.a. continua

Seja X uma v.a.continua. Entao a sua f.d. é dada por
Fx(zr) = P(X <)
=[xt ze R (4.2)

—  Area sob o gréfico da f.d.p. de X entre — 0o e z.

Exemplo 4.9 — F.d. de v.a.continua
Assuma que o tempo (em anos) entre duas colisoes consecutivas de detritos espaciais com

diametro maior que 1mm num satélite em MEO? é uma v.a. continua com f.d.p.

0, x <0

4.3
0.4e %4 2 >0. (4:3)

fx(z) Z{

(a) Apds ter feito o grafico da f.d.p. de X, calcule a probabilidade do tempo entre duas

colisoes consecutivas exceder 1 ano e trés meses.

e V.a.

X = tempo entre duas colisdes consecutivas... (em anos)
e F.d.p. de X

0, r <0
0.4e 04 2 >0.

fx(z) = {

e Grafico da f.d.p.de X

2 Medium Earth Orbit, associada a altitudes entre 2.000Km e 34.786 K'm.
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e Probabilidade pedida
+o0
P(X >1.25) = / fx(2) dz
1

.25
—+00

= / 0.4e %% dp
1

.25

_6—0.430 +oo

1.25
(4 e 04xL25

—-0.5

= e
(b) Determine a f.d. de X e esboce o respectivo grafico.

e F.d. de X

Tal como no caso discreto talvez nao seja ma ideia comecar-se por preencher
a tabela abaixo com alguns valores da f.d. de X para depois determinar-se a
expressao geral da f.d. de X.

T Fx(z)=P(X <z)= ["_ fx(t)dt Esquema
-1.5 Fx(=15) = [Z1° fx(t)dt
= [LP0adt
=0

1.25 Fx(1.25) = [12% fy(t)dt

= [0 0dt+ [}*°0.4e O%qt

_ 1.25
— ¢ O.4t}0

-1 6_0'5

x>0 Fx(iL‘) = ficoo fx(t)dt
= [0 _0dt+ [T0.4e O%qt
_ _6—0.4t|(9)5

-1 6—0.4$

Deste modo conclui-se que:

0, x <0
Fx(e) = {160'496 2> 0.

e Grafico da f.d.de X
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Proposicao 4.10 — Propriedades da f.d. de v.a. continua

A f.d. da v.a. continua X, Fx(z), é uma:

1. Funcdo continua, logo continua quer a direita,® quer & esquerda, ou seja, Fx(z) =
Fx(z%) = Fx(z™), Yz € IR;

2. Funcao mondétona nao decrescente de x.
A f.d.de uma v.acontinua X verifica também:

3. 0< Fx(x) <1,

4. Fx(—o00) =lim,__o Fx(z) =0;

5. Fx(+00) = lim, ., Fx(z) = 1;

6. P(X <z)=P(X <zx)=Fx(z);

7. P(X >z)=1- Fx(x);
e ainda, para a < b,

8 Pla < X <b) = Pla< X <b =Pla< X <b =Pa< X <D
= Ji fx(x)de = Fx(b) - Fx(a), Ya <,

como, alids, ja se tinha referido. °

Nota 4.11 — Relacao entre a f.d.p. e a f.d.
E possivel obter a f.d.p. derivando a f.d.:

- dx

3Tal como acontece com a f.d. de qualquer v.a. discreta.
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Exemplo 4.12 — F.d. de v.a. continua (e ndo sd)
O tempo que uma viatura de uma luxuosa marca leva a atingir 100 K'm/h (em segundos)

é uma varigvel aleatéria X com f.d.p.*

2
BT, 1>45

0, c.C.

fx(z) Z{

(a) Determine a probabilidade de uma viatura seleccionada ao acaso atingir 100 K'm/h

em mais de 7 segundos e como tal necessitar de uma afinacao.

e V.a.

X = tempo (em segundos) que uma viatura leva a atingir 100Km/h

o F.d.p.de X

2x4.52
, r>4.5
fx(x) = { =

0, c.c.

e Probabilidade pedida

P(X>7) = /:oofx(x)d:c

/+OO 2 x 4.5
7

dx
1'3

49
~ (.4133.

(b) Qual a probabilidade de pelo menos duas viaturas necessitarem de afinagao, de entre

um conjunto de 10 seleccionadas ao acaso da producao diaria?

e Nova v.a.

Y = numero de viaturas que necessitam de afinacao, em 10 seleccionadas ao

acaso5

e Distribuicao de Y
Y ~ binomial(n, p)

4Adaptado do Teste A, 22 de Maio de 2006.
> Admitindo independéncia entre os tempos a as diferentes viaturas atingem os 100Km/h.
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e Parametros
n =10 viaturas

p = P(viatura necessitar de afinagao) = P(X > 7) ~ 0.4133
e F.p.deY
P(Y =y) = (1) 0.4133¥ (1 - 0.4133)17%, y = 0,1,2,...,10
e Probabilidade pedida
PY>2) = 1-PY <1)

L /1
= 1-Y ( O) 0.4133Y (1 — 0.4133)'07¥

y=0 \ Y
= 1—[(1-04133)" +10 x 0.4133 x (1 — 0.4133)°])
— 0.9612.

Uma vez que a probabilidade obtida ¢é elevadissima, alerta-se para a necessidade
de uma melhoria do processo de producao, de modo a diminuir o ntimero
esperado de viaturas que necessitam de afinacao E(Y) =np = 10 x 0.4133 =

4.133 viaturas. °
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4.4 Valor esperado, variancia e algumas das suas

propriedades. Moda e quantis.

Motivacao 4.13 — Parametros

Tal como no caso das v.a. discretas é importante calcular medidas sumarias de
e Localizacao central
e Localizacao nao central
e Dispersao

capazes de caracterizar — embora parcialmente — algum aspecto de uma v.a. X continua.

A definicao de qualquer destes parametros é andloga ao caso discreto: onde tinhamos
e > . crouP(X =u2x)

passamos a ter
o /M dx ou fx(x), respectivamente. .
Ao invocar esta analogia escusar-nos-emos a fazer qualquer tipo de motivagao adicional

a estes parametros ou repetir comentarios ja efectuados sobre estes parametros no capitulo

anterior.

Definicao 4.14 — Valor esperado de v.a. continua

O valor esperado da v.a. continua X ¢ igual a

Bx) = [ " Felw) da (4.5)

—0o0

Nota 4.15 — Valor esperado de v.a.continua
1. B(X) = ["3x fx(z)de = [,cp, © fx(z)de.
2. E(X) existe sse [72° x| fx(z)dz, i.e., sse o integral for absolutamente convergente.

3. Ao lidarmos com v.a.continuas E(X) € Ry, i.e., o valor esperado de X pertence,

de um modo geral, ao conjunto de valores possiveis de X .° °

6H4 eventuais excepcdes: basta pensar numa v.a.continua que tome valores nos intervalos disjuntos

[0,10] e [20,30] e possua f.d.p. constante e igual a % em qualquer dos dois intervalos.
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Proposicao 4.16 — Propriedades do valor esperado de v.a. continua

Tal como no caso discreto, o valor esperado da v.a.continua X goza das duas seguintes
propriedades:

1. E(b) =0, Vb€ R,
2. E(aX +b) =aE(X)+0b, Va,b € IR (operador linear).
E para além disso satisfaz as propriedades:

3. Seja Y = ¢(X) uma v.a. fun¢ao (mensuravel) de X. Entao

B(Y) = Bp(X)] = [ (@) fx(x)da. (16)

—00

4. Seja X uma v.a.real nao negativa (resp. positiva), i.e., Ry = IR = [0, +00) (resp.
Rx = IR" = (0,400)). Entao

E(X) = /0+°° P(X > ) dr = /(:00[1 ~ Fy(2)] d. (4.7)

Exemplo 4.17 — Valor esperado de v.a. continua

Calcule o valor esperado do tempo entre colisoes consecutivas, definido no Exemplo 4.9.

e V.a.

X =tempo (em anos) entre duas colisoes consecutivas...

e F.d.p. de X

0, x <0
0.4e %% 2> 0.

fx(z) = {

e Valor esperado de X
Integrando por partes’ obtém-se:

EX) = /_+Oox><fx(a:)dx

(©.9]

0 “+o0
= / Odx +/ x X 0.4e 94 dg
—00 0

) u==x u =1
v =04 670.495 v = _670.4x
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Definicao 4.18 — Moda de v.a. continua
A moda da v.a.continua X, mo, estd associada ao ponto de maximo da f.d.p.de X, ou

seja,

mo : fx(mo) = max fx(z). (4.8)

Nota 4.19 — Moda de v.a. continua

De referir que:

e tal como no caso das v.a. discretas, a moda de uma v.a. continua pode nao ser unica
como é o caso das v.a.definidas em intervalos finitos e com f.d.p. constante nesses

mesmos intervalos;

e a moda de uma v.a.continua obtém-se recorrendo de um modo geral as técnicas de

maximizacao de fungoes:

dfx (x) = 0 (ponto de estacionaridade)
mo : dzim (x)x:m" ) (4'9)
5P| <0 (ponto de méximo).

Definicao 4.20 — Mediana de v.a. continua
Tal como acontece no caso discreto, a mediana da v.a.continua X, me, verifica a dupla

desigualdade § < Fx(me) < 5+ P(X = me). Mas como P(X = me) = 0 no caso

continuo a mediana é definida por

me : Fx(me) = % (4.10)
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Definicao 4.21 — Quantil de probabilidade p de v.a. continua
Analogamente, o quantil de probabilidade (ou quantil de ordem) p (0 < p < 1) da

v.a.continua X, x,, define-se a custa da equacgao

Xp * Fx(xp) = p- (4.11)

Exemplo 4.22 — Moda, mediana e terceiro quartil de v.a. continua
Retome o Exemplo 4.9 e obtenha a moda, a mediana e o terceiro quartil do tempo entre

colisoes consecutivas de detritos espaciais num satélite em MEOQO.

e V.a.

X = tempo entre duas colisdes consecutivas... (em anos)

e F.d.p. de X
0, x <0
€T —=
fx(@) { 0.4e 04 2 >0.
e Moda de X

mo = mo(X) = 0 ji que fx(z) é uma funcio decrescente em IRg .

e Mediana de X

Tirando partido do facto da f.d.de X ser igual a

0, x <0
FX(x) - {160.435 >0

conclui-se que a mediana da v.a. X é dada por

me: Fx(me) = 1/2
1 — 6—0.4me — 1/2
me = —;5In(1-1/2)

~ 1.73 anos

e pode afirmar-se que se calcula que metade dos tempos entre colisoes consecutivas

nao excedera 1.73 anos.
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e Terceiro quartil de X
Designe-se este quartil por Fi''(3/4). Entao
F'(3/4): Fx[Fx'(3/4)] = 3/4

Fx'(3/4) = —g5In(1—-3/4)
~ 3.47 anos

e note-se que P[X < Fy'(3/4)] =3/4 e P[X > Fy'(3/4)] = 1/4. °

Definicao 4.23 — Variancia de v.a. continua

A variancia da v.a.continua X é igual a

V(X) = E(X? - E*X), (4.12)
onde E(X?) = [T222 fx(x)dv e B*(X) = [[TZ x fx(x) dz]?. o
Nota 4.24 — Propriedades da variancia

Relembre-se que a variancia de uma v.a.quer discreta, quer continua, goza das

propriedades:
1. V(b)) =0,Vb e IR
2. V(X) > 0, qualquer que seja a v.a. X

3. V(aX +b) = a*V(X), Va,b € IR. )

Definicao 4.25 — Desvio-padrao de v.a. continua
Escusado sera dizer que o desvio-padrao da v.a.continua X é a raiz quadrada positiva da
variancia de X:

DP(X) = +/V(X). (4.13)

Definicao 4.26 — Coeficiente de variacao

Relembre-se também que o coeficiente de dispersao é igual a

DP(X)
CV(X) = : (4.14)
[E(X)]
caso X seja uma v.a.continua, desde que E(X) # 0. °
Exercicio 4.27 — Retome o Exercicio 4.9 e prove que a variancia, o desvio-padrao e o

coeficiente de variacao do tempo entre colisoes consecutivas sao iguais a 1/0.4%, 1/0.4 e 1

respectivamente. °
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4.5 Distribuicao uniforme continua.

Motivacao 4.28 — Distribuicao uniforme continua

Esta distribuicao é o analogo continuo da distribuicao uniforme discreta, tal como sugere
o seu nome. Nao surpreende pois que se trate de distribuicao adequada a descrever o
comportamento probabilistico de v.a. cujos valores possiveis se cré terem todos o mesmo
“peso”, para além de constituirem um conjunto conhecido e limitado (quer a esquerda,

quer a direita). o

Definicao 4.29 — Distribuigao uniforme continua
A v.a.continua X possui distribuigdo uniforme continua no intervalo [a, b] (onde a < b),

caso a sua f.d.p.seja dada por

1
—, a<x<b
fx(z) = { b—a (4.15)
0, c.c.
Uniforme
Notacao X ~ uniforme(a, b)
Parametros a (extremo inferior do intervalo; a € IR)
b (extremo superior do intervalo; b € IR)
Contradominio [a, b
1
——, a<z<b
F.d.p. fx(z) = { b-a
0, c.c.
_ atb
Valor esperado  E(X) = 42
Variancia V(X) = %
[ ]
Exercicio 4.30 — Distribuigao uniforme continua

Esboce o grafico da f.d.p. da v.a. X ~ uniforme(a,b) e deduza o seu valor esperado e a

sua variancia.
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Nota 4.31 — F.d. da v.a. uniforme continua

A f.d.da v.a. X ~ uniforme(a, b) possui trés trocos e é igual a
Fx(z) = P(X <uz)
= [ px(ar

0, r<a
= e, a<z<b (4.16)
1, x > b.

Gracas a simplicidade desta funcao, ela nao se encontra tabelada, a semelhanca do que

acontece com a da distribuicao uniforme discreta. °

Exemplo 4.32 — Distribuicao uniforme continua

O diametro minimo e maximo de pistoes fornecidos a certo fabricante automoével é de
18mm e 22mm, respectivamente.

Um dispositivo de controlo, que mede o diametro de um pistao, alerta o operador assim

que se registe um diametro superior a 21.5mm.8

(a) Qual a probabilidade de o operador ser alertado aquando de uma medicao,

assumindo que o diametro dos pistoes se distribui uniformemente?

V.a.

X = diametro do pistao (em mm)

Distribuicao de X
X ~ uniforme(a, b)

Parametros

a = diametro minimo = 18mm
b = diametro maximo = 22mm

F.d.p.de X

8 Adaptado do Teste A, 11 de Maio de 2002.
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e Probabilidade pedida

Seja A o evento que representa a emissao de alerta aquando de uma medicao.

Entao

P(A) = P(X >2L5)

+0o0
= / fx(z)dx
21.5
22 1 +o0
- / Sde+ [ 0dw
215 4 22
722
B 121.5
1
8

(b) Calcule a probabilidade de o primeiro alerta nao ser emitido por nenhuma das 15

primeiras medicoes de diametros.

e Nova v.a.

Y =nimero de medicoes até a emissao de um alerta

Distribuicao de Y

Y ~ geométrica(p)

Parametro

p=P(A)=1/8

F.p.de Y
PY=y)=1-p¥txp=(1-1/8¢"1x1/8y=1,2,...
Probabilidade pedida

P(Y >15) = 1—P(Y <15)
15

= 1-> (1-p¥ ' xp

y=1
1—(1—p)®
_ 1 px (1—p)
1—(1-p)
= (1-p»
~ (.135.
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Proposicao 4.33 — Distribuicao uniforme continua

Considere-se que X ~ uniforme(a,b). Entao os intervalos com a mesma amplitude —

desde que contidos em [a, b] — sdo equiprovéveis. Assim,
A
Ple<X <ct+A)=Pld<X <d+A)=—. (4.17)
—a
para ¢,c+ A, d,d+ A € [a,]. o
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4.6 Distribuicao normal.

Motivacao 4.34 — Distribui¢cao normal
Esta distribuicao surge associada a modelacao de observacgoes relativas a medigoes de
temperaturas, de velocidades, de erros, de volumes de ruido, etc. Surge também como
distribuicao aproximada, nomeadamente de algumas distribuicoes discretas”? ou ainda de
médias aritméticas ou somas de v.a.!® O recurso a distribuicao normal nestes casos prende-
se com alguma evidéncia empirica e matematica, respectivamente. Importa referir que
o uso desta distribuicao deve ser evitado ou deve fazer-se com muita cautela quando a
v.a.tem cardcter (acentuadamente) assimétrico pois como teremos oportunidade de ver
ja de seguida esta v.a.tem f.d.p.simétrica.

A utilizacao da distribuicao normal no dominio da Inferéncia Estatisticall reveste-se
de extrema importancia e deve-se a uma série de propriedades matematicas interessantes

desta distribuicao. °

Nota 4.35 — Distribuicao normal (nota histérica)

A distribuigao normal foi introduzida pelo matemético francés Abraham de Moivre (1667
1754) em 1733 e foi utilizada para aproximar probabilidades de eventos respeitantes a v.a.
binomiais.'> E é curioso notar que o trabalho de de Moivre esteve “perdido” por algum
tempo, tendo Karl Friedrich Gauss (1777-1855) derivado a distribuigdo normal de forma
independente cerca de 100 anos mais tarde, e que o nome alternativo mais usual para esta

distribuicao € distribuicao gaussiana. °

Definicao 4.36 — Distribuicao normal
A v.a.continua X diz-se com distribuicao normal de parametros ;1 e 02 se a sua f.d.p. for

igual a

1 (@=p)*
fx(x) = 27ra€_ 207, —00 < & < 400. (4.18)

9Como poderemos ver no préximo capitulo.

10Gracas ao Teorema do Limite Central, como teremos ocasido de descrever de forma mais detalhada
no proximo capitulo.

11 Assunto de que falaremos a partir do Capitulo 6.

12Este resultado foi posteriormente estendido por Pierre Simon Laplace (1749-1827) a outras v.a., no
século XIX.
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Normal

Notacao

Parametros

Contradominio

F.d.p.

Valor esperado

Variancia

X ~ normal(p, o)

p(p € R)
02 (02 € RT)
R

_ (z—p)?

fX(:c):\/sze 202, —o0 < x < 400
E(X) =p
V(X):a2

Nota 4.37 — F.d.p. da v.a. normal

A f.d.p. da distribuicao normal é simétrica em torno de p e tem a forma de sino.!3 E

devido a estes dois factos que a mediana é igual a moda e ao valor esperado, i.e.,

e me=mo=E(X)=pu.

Para além disso, o valor de o2 determina o achatamento da f.d.p.desta v.a.ou nao se

tratasse 0 de uma medida de dispersao (absoluta):

2

e 0° muito pequeno, f.d.p. muito alongada;

e o2 muito grande, f.d.p. muito achatada.

Exercicio 4.38 — Esboce e compare os graficos das f.d.p. das v.a.:

e X ~ normal(5,0.5%);
e X ~ normal(10,0.5%);

e X ~ normal(10, 3?).

Nota 4.39 — F.d.da v.a.normal
A f.d.da v.a. X ~ normal(u,0?) é dada por

1 _(t-w?

Fx(x) = /_oo 5 ¢ 202 dt, —00 < & < 400,

(4.19)

13J4 agora adiante-se que a f.d.p. da v.a. normal(u, 02) possui dois pontos de inflexdao em u =+ o.
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No entanto, Fy(z) nao possui expressao fechada, pelo que s6 pode ser obtida
numericamente ou por consulta de tabelas existentes. A consulta destas tabelas encontra

justificacao nas duas proposicoes seguintes. °

Proposicao 4.40 — Normal padrao (ou normal reduzida, ou normal standard)

X-E(X s o
\/V((X)) = XU“ diz-se com distribuicao normal

Seja X ~ normal(y, 0?). Entao a v.a. Z =
padrao. Aliés,
X —

A normal(0, 1), (4.20)
o

X ~ normal(u, 0%) & Z =

Para além disso, Z possui f.d. dada por

z 1 2

e 2dt = P(z2). (4.21)

FZ(Z):P(Zgz):/wm

A funcao ®(z) estd por sinal tabelada para um grande nimero de valores de z como

se ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 4.41 — Consulta das tabelas da distribuicao normal padrao
o O(2.53) =
o O(0) =
o O(1.0) = : o

Proposicao 4.42 — F.d. da v.a. normal
Afd dav.a. Z= %ﬂ ~ normal(0, 1) encontra-se tabelada e, como vimos, é usualmente

representada por P. E & custa desta f.d. e invocando a Proposicao 4.40 que se obtém a

f.d. da v.a. X ~ normal(u,o?), para quaisquer valores admissiveis de u e de o?. Com
efeito:
Fy(z) = P(X <)
(e
o o
- P (Z <I°H )
o
- @(x_“). (4.22)
o
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Nota 4.43 — Consulta das tabelas da distribuicao normal (cont.)
Importa notar que nao constam valores de ®(—z) para z > 0 nas tabelas disponibilizadas
para esta disciplina. No entanto, gracas a simetria da f.d.p.da normal padrao em torno

da origem pode concluir-se que
P(—2)=1—P(2), —00 < 2z < +o0. (4.23)
Por exemplo:
o O(—2.53)=1—P(2.53) =

Convém notar também que das tabelas disponibilizadas s6 constam valores de ¢ para
z =0.00 — 4.09 (0.01). Contudo, ao tirar-se partido do facto de a f.d. de qualquer v.a. ser

mondtona nao decrescente, conclui-se, por exemplo, que
o $(5.15) > ®(4.09) = 0.999978 ~ 1.0000
ou que

o B(—5.15) < (—4.09) = 1 — ®(4.09) = 1 — 0.999978 ~ 0.0000. .

Exemplo 4.44 — Distribuicao normal
Uma componente mecanica é constituida por uma biela e uma manivela. Esta componente
possui massa total com distribuicao normal com valor esperado 1.8Kg e variancia
0.0049K ¢°.

Calcule a probabilidade desta componente nao respeitar as seguintes especificacoes:
1.8+ 0.075Kg.

e V.a.

X =massa total da componente

e Distribuicao de X

X ~ normal(p, 0?)

e Parametros
p=FEX)=18Kyg
g% = V(X)= 0.0049K ¢°
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e Probabilidade pedida

X—E(X)

Sejam D o evento que representa respeitar-se as especificacoes e / = a v.a.
J q p p p G \/m

normal padrao (i.e., Z ~ normal(0, 1)). Assim, a probabilidade pedida é igual a

P(D)

= 1-P(D)
= 1-P(1.8-0.075 < X < 1.840.075)

_ L p|(18-0075) -~ B(X) _ X - B(X) _ (1.8+0.075) — E(X)
VV(X) EERVA4C.O N V(X)
i _p {(1.8 —0.075) =18 _  _ (18+0.075) - 1.8}
/0.0049 /0.0049

0.075 0.075

— Pt <<
! P( 007 2= 0.07)

~ 1-P(-1.07< Z<1.07)

= 1-[®(1.07) — ®(—1.07)]
=  1—{®(1.07) = [1 — ®(1.07)]}

= 2x[l—®(1.07)]
tiele 9 % (1 — 0.8577)
= 0.2846.

Refira-se que a probabilidade de a componente mecanica nao respeitar as

especificagoes ¢é elevada, pelo que é necessario melhor o processo de produgao,

nomeadamente, diminuir a variancia da massa desta componente. °

Nota 4.45 — Mais curiosidades acerca da distribuicao normal

Adiante-se que

Intervalo Probabilidade

pwEo Plu—o<X<pu+o)==o(1)—P(—1) =0.8413 — (1 — 0.8413) = 0.6826
=+t 20 Plu—20 <X <pu+20)=...=0.9544

i+ 30 Plu—3c <X <pu+30)=...=0.9973

p=+1.96000 P(p—1.96000 < X < p+1.96000) = ... = 0.9500

p+257580 P(p—2.57580 < X < p+2.57580) = ... =0.9900

independentemente dos valores do valor esperado (u) e do desvio—padrao (o) da

distribuicao normal.

De realgar que, embora o contradominio da distribui¢do normal seja (—oo, +00), ao

considerar-se valores positivos para p suficientemente grandes quando comparados com
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o valor de o (e.g. p/o >> 3) a probabilidade de registar-se valores negativos é irriséria.
Por exemplo, caso X ~ normal(40,10%), tem-se
P(X <0) = ®[(0—40)/10]
—  $(—4.00)
— 1 3(4.00)
0.000000. (4.24)

2

Justifica-se assim a utilizacao da distribuicao normal na modelacao de quantidades
numéricas intrinsecamente positivas como € o caso de tempos, volumes de ruidos, alturas,
pesos, etc., caso estas v.a.tenham, bem entendido, caracter simétrico e valor esperado

muito maior que o desvio-padrao. °

A distribuicao normal satisfaz uma série de outras propriedades, mas, para ja,

enunciemos a seguinte, da qual a Proposicao 4.40 é um caso particular.

Proposicao 4.46 — Fecho da distribuicao normal para funcgoes lineares

Seja X ~ normal(u, 0?). Entao qualquer sua funcao linear Y = aX + b verifica:

Y = aX + b ~ normal(ayu + b, a’c?), (4.25)

onde a e b sao reais arbitrarios. °

Veremos mais tarde que a soma de v.a. normais independentes ainda ¢ uma

v.a.normal...

Exercicio 4.47 — Fecho da distribuicao normal para funcgoes lineares

Prove a Proposicao 4.46. °

E frequente pretender-se resposta a questoes como esta:

Ao considerar-se que X representa o peso de um individuo, quantos Kg se calcula

que metade da populacao nao excederd?

A resposta para esta questdo é claramente a mediana, me = Fy'(0.5), j4 que
P(X < me) = 0.5. Alids, a questao poderia ser reformulada e passar-se a solicitar

um quantil de probabilidade p.
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Nota 4.48 — Quantis da distribuicao normal padrao

Foi também disponibilizada uma tabela de quantis da distribuicao normal padrao, i.e.,
respeitantes a v.a. Z ~ normal(0,1). A consulta da mesma faz-se sem grande dificuldade.
Senao vejamos alguns exemplos de quantis de probabilidade p, com 0.500 < p < 1.000,

da distribui¢ao normal padrao:
o F,1(0.975) = ®71(0.975) = 1.9600
o d71(0.974) = 1.9431.
Mas atente-se que os quantis de probabilidade p < 0.500 sao negativos.'* Por exemplo,

o 1(0.023) = —® (1 — 0.023) = —1.9954. .

Exemplo 4.49 — Quantis da distribuicao normal

As especificacoes sobre o diametro de um certo tipo de cabo admitem um desvio maximo,

face ao valor de referéncia, de 10 microns. Contudo, no seu fabrico apenas se consegue

garantir que esse desvio tem distribuicao normal de valor esperado igual a zero microns.
Que valor deve ter a variancia para se poder garantir que em 95% dos cabos produzidos

os desvios estao entre +£9.8 microns?!®

e V.a.
X = desvio (em microns) do diametro de um certo tipo de cabo face ao valor de
referéncia

e Distribuicao de X

X ~ normal(u, 0?)
e Parametros

p=FEX)=0

ol =V(X)="7

14Basta pensar que a f.d.p. da distribuicao normal padrio é simétrica em relacdo & origem e como tal
P(Z <0)=0.5.
15 Adaptado do Teste A de 11 de Novembro de 2006.
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e Obtencao da variancia

Ao considerar-se a v.a. Z ~ normal(0, 1), tem-se

o : P(—98< X <98)=0.95
—98 - E(X) _ X - EX) _98- E(X)

< < =0.95
V(X) V(X) V(X)
P(—9.8—O <7< 9.8—0) 095
) o
cp(%> —@(—% =0.95
o o
2><<I><%)—1:095
g
9.8
= =®10.975)
o
tagla 9.8
1.96
o =25

Ilustra-se assim a utilidade dos quantis na obtencao de um parametro da distribuicao

normal. °
Exercicio 4.50 — Quantis da distribuicao normal padrao
Prove que 0 quantil de probabilidade P de uma v.a.

X ~ normal(pu, 0?) se escreve do seguinte modo & custa do quantil de probabilidade p da
normal padrao, ®~1(p): F ! (p) =p+o x d1(p). o

normal(p,02)
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4.7 Distribuicao exponencial.

Motivagao 4.51 — Distribuicao exponencial
Trata-se certamente da distribuicao continua mais utilizada na caracterizacao da duracao
de equipamento, por exemplo, electronico, naquilo que usualmente se designa de testes de
vida. Esta distribuicao surge também na pratica no contexto da modelacao dos tempos
entre ocorréncias consecutivas de eventos do mesmo tipo, e.g.chegadas de clientes a um
sistema, falhas mecanicas, colisoes, etc.

Constate-se que a popularidade da distribuicao exponencial prende-se essencialmente
com a simplicidade do modelo (e das inferéncias sobre este modelo), algumas das suas

propriedades e alguma evidéncia empirica. °

Definicao 4.52 — Distribuicao exponencial

Lidaremos com uma v.a. X com distribuicao exponencial de parametro A, caso

Ae ™ x>0
0, c.c.
Exponencial
Notagao X ~ exponencial(\)
Parametro A(AeRT)

Contradominio IR] = [0, +00)

e ™M >0
F.d.p. fx(z) =

0, c.c.
Valor esperado  E(X) =
Variancia V(X) = %

Exercicio 4.53 — F.d. da v.a. exponencial
Esboce o grafico da f.d.p. da v.a. X ~ exponencial(\) e verifique que a f.d.de X é dada

por

0, x <0
Fx(z) = { | e 2> (4.27)

que por sinal também nao esta tabelada devido a simplicidade da sua expressao geral. e
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Exemplo 4.54 — Distribuicao exponencial
Os turbofan jet engines comecaram a ser usados ha mais de 20 anos como meio de
propulsao de aeronaves comerciais: constituem o que se considera uma forma econdémica
e segura de transportar carga e passageiros.

O tempo entre falhas consecutivas (em horas) por parte de certo tipo destes motores

possui distribuicao exponencial de valor esperado igual a 500 horas.

(a) Obtenha a probabilidade do tempo entre falhas consecutivas exceder E(X) = 500
horas. Comente.
e V.a.

X = tempo entre falhas consecutivas (em horas)

Distribuicao de X

X ~ exponencial(\)

e Parametro
A E(X) = 500
% = 500
A = 0.002
e F.d.p. de X

fela) = {0, z <0

e ™ >0,

e F.d.de X
0, x <0
Fx(z) = { 1—e? z>0.
e Probabilidade pedida
P[X > E(X)=500] = 1—- Fx[E(X)]
- 1 Fy (1N
= 1—(1—e?¥)
— !

é constante para qualquer valor (positivo, é claro) do parametro A. Mais,
Fbo(1— e = B(X) = /.

(b) Sabendo que decorreram mais de 800 horas desde o registo da ultima falha, calcule
a probabilidade de virmos a aguardar adicionalmente mais de 500 horas até que

ocorra a proxima falha. Compare o valor desta probabilidade com o obtido em (a).

104



e Probabilidade pedida
P(X > 800 + 500, X > 800)

P(X > 800 + 500|X > 800) =

P(X > 800)
~ P(X > 800+ 500)
B P(X > 800)
1 — Fx(800 + 500)
B 1 — Fx(800)

1 — (1 _ e—)\x(800+500))

1 — (1 _ e—AxSOO)
e—AxE)OO

= P(X > 500).

O valor desta probabilidade condicionada coincide com a probabilidade
calculada na alinea anterior, ilustrando assim uma propriedade que se enuncia

ja de seguida. °

Proposicao 4.55 — Falta de memodria da distribuicao exponencial

Considere-se que X ~ exponencial()). Entao

PX>t+z|X>t)=P(X >ux),Vt,z € R]. (4.28)
Equivalentemente,
(X —t|X >t) ~ exponencial(\), Vt € R . (4.29)

Assim sendo, ao considerar-se que X representa a vida de um vida de um item e que X
tem distribuigdo exponencial()), a vida residual no instante t, (X — ¢t|X > t), possuira
exactamente a mesma distribuicao e o mesmo parametro. Recorde-se que esta propriedade

¢ denominada de “falta de memoria”. °

Nota 4.56 — Falta de memoria da distribuicao exponencial
A distribuicao exponencial é a tnica distribuicao continua que satisfaz a propriedade de
falta de memoria, como alids acontece com a distribuicao geométrica entre as distribuicoes
discretas. Por este facto a distribuicao exponencial pode ser considerada o analogo
continuo da distribuicao geométrica.

Importa referir que falta de memoria da distribuicao exponencial torna-a inadequada

para modelar tempos de vida de equipamento sujeito a envelhecimento ou desgaste. o
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Definicao 4.57 — Processo de Poisson

Seja
e N, o nimero de ocorréncias de um evento no intervalo (0, ¢],

onde t > 0.'® Entao a colec¢ao de v.a. {N;, t > 0} diz-se um processo de Poisson de taxa

A caso possua as seguintes propriedades:

e o ntimero de ocorréncias de eventos em intervalos disjuntos sao v.a. independentes;!”

e 0s numeros de ocorréncias de eventos em intervalos com a mesma amplitude sao

v.a. com a mesma distribuicao;!®

e N; ~ Poisson(\ x t), t > 0. o

Proposicao 4.58 — Relacgao entre as distribuicoes exponencial e de Poisson

Seja
e N, o nimero de ocorréncias de um evento no intervalo (0,¢], ¢ > 0.
e X; o tempo entre as ocorréncias consecutivas (i — 1) e i do evento, i € IN.

Caso a colecgao de v.a. {Ny, t > 0} seja um processo de Poisson de taxa A, é sabido que

Ny ~ Poisson(A x t) e pode concluir-se que

X; "% exponencial()), i € IN. (4.30)

Exercicio 4.59 — Prove que a v.a. X ~ exponencial(\) possui outra propriedade

curiosa: tem coeficiente de variacao unitario para qualquer valor de . °

Exemplo 4.60 — Relagao entre as distribuicoes exponencial e de Poisson
Admita que as chegadas de mensagens electronicas a um computador sao regidas por um
processo de Poisson caracterizado por intervalos de tempo entre chegadas consecutivas
com distribuicao exponencial com valor esperado igual a 2 minutos.

Determine a probabilidade de chegarem mais de 10 mensagens em meia-hora.

16Considera-se, naturalmente, que Ny = 0.
1"Neste caso é habitual dizer-se que o processo possui incrementos independentes, i.e., Ny, , Ny, — N, ,

Ni, — Ny, ..., Ny, — N;, | sao v.a. independentes, ao considerar-se 0 < t; < ... <t, en > 2.
18Nesta situacdo é costume afirmar-se que o processo possui incrementos estacionérios, ou seja, N (tg +

s) = N(t1 +s) ~ N(ta) — N(t1), para s > 0e 0 < t; < to.
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V.a.

X = tempo (em minutos) entre chegadas consecutivas de mensagens electrénicas

Distribuicao de X

X ~ exponencial(\)

Parametro
A E(X) = 2
1 _
L= 9
A = 0.5 (mensagens/minuto)
Nova v.a.

N; = N3y = nuimero de mensagens chegadas em 30 minutos

Distribuicao de N3

Uma vez que se admite que as chegadas de mensagens electrénicas sao regidas por

um processo de Poisson, pode invocar-se a Proposicao 4.58 e afirmar que
N3y ~ Poisson(A x t = 0.5 x 30 = 15).

F.p. de Ngo

P(N3y=y) =e P r, y=0,1,2,...

Probabilidade pedida

= 1 — FPoisson(15)(10)
fakelt 1 _0.1185
= 0.8815.
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Exemplo 4.61 — Relacao entre as distribuicoes exponencial e de Poisson (bis)

Durante a hora de ponta dos dias 1teis, o numero de autocarros que passam por hora em

certo local tem distribuicao de Poisson.!?

(a) Calcule o valor esperado dessa distribui¢ao, sabendo que a probabilidade de nao

passar nenhum autocarro nesse local durante 20 minutos é igual a e,

e V.a.
N; = numero de autocarros que passam em uma hora
N3 = nimero de autocarros que passam em 20 min. (i.e., em 1/3 de hora)
e Distribuigoes de N; e N3
N; ~ Poisson(\)
Ny 3 ~ Poisson(\/3)
e F.p.de N, e Ny3
P(N; =vy) fﬁme_)‘;—?, y=0,1,2,...
P(Ny3=y) = G_A/?’%—‘?)y, y=0,1,2,...
e Parametros

)\P(Nl/gz()) = 8_15

o3 (Aéf!i)O _ 15
A/3 = 15
A= 45

e Valor esperado pedido
E(N) TZ™ X = 45

(b) Qual é a probabilidade do intervalo de tempo entre a passagem de dois autocarros

por esse local exceder 5 minutos?

e Nova v.a.

Ni 12 = ntimero de autocarros que passam em 5 min. (i.e., em 1/12 de hora)
e Distribuigao de Ny,

Ni 12 ~ Poisson(A/12 = 3.75)
o F.p.de Ny

P<N1/12 - y) - 6_3.753-;—?2}7 Yy = 071727"'

19 Adaptado do Teste B de 10 de Novembro de 2007.
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e Probabilidade pedida

A probabilidade de o tempo entre duas passagens consecutivas de dois
autocarros por esse local exceder 5 minutos é exactamente igual a
0
375 319
0!

Ao admitir que as passagens de autocarros sao regidas por um processo de Poisson,

P(Nyjp =0)=¢ = ¢ 3™ ~0.0235.

somos capazes de adiantar uma resolucao alternativa recorrendo a Proposigao 4.30

que traduz a relacao entre as distribuicoes exponencial e de Poisson.

e Nova v.a.

X = tempo (em horas) entre duas passagens consecutivas de autocarros

e Distribuicao de X

Uma vez que N; ~ Poisson(\) pode concluir-se que
X ~ exponencial(A = 45).
F.d.p.de X

0, x <0
45e % 1 > 0.

fx(z) = {

e Probabilidade pedida

P(X > 1/12h = 5min) = /1/12 Fx(2)dz

—+00

= / 45 e~y
1/12

_6—4550 +oo

1/12

o—45/12

~ (.0235.
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Capitulo 5

Distribuicoes conjuntas de

probabilidade e complementos

Motivacao 5.1 — Pares aleatorios
Ao realizar-se uma experiéncia aleatéria é comum estarmos interessados em estudar mais
do que uma v.a., nomeadamente, pares de v.a. ou pares aleatorios.

E também frequente estarmos preocupados em saber que relacao existe entre esse
par de v.a., em particular de que modo o conhecimento de uma v.a. pode influenciar o

comportamento probabilistico da outra v.a. do par aleatério. °

Nota 5.2 — Pares aleatorios

E usual representar um par aleatério — ou v.a. bidimensional — por (X,Y). °

Exemplo 5.3 — Pares aleatorios

e O numero de sinais emitidos (X) por um aparelho e o nimero desses sinais que

foram recebidos (Y') por um aparelho receptor — par de v.a. discretas.

e A classificagdo do sinal transmitido (X) pelo aparelho emissor e a do sinal recebido
(Y) pelo receptor, quanto a sua intensidade (alta, média, baixa) — par de

v.a.discretas (qualitativas ordinais).

e A resisténcia de uma pega (X) e o nimero de manchas a sua superficie (Y') — par

com uma v.a. continua e uma v.a. discreta.

e A distancia (X) de um ponto de impacto ao centro de um alvo e o angulo (YY) com

0 eixo das abcissas — par de v.a. continuas.
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e O numero de clientes (X) que encontramos a chegada a um sistema e o nosso tempo
de permanéncia em fila de espera (Y) — par com uma v.a. discreta e uma v.a. com

caracter misto. °

A definicao de par aleatério ou v.a. bidimensional é analoga a de v.a. unidimensional:
estamos a lidar mais uma vez com uma fungao — com caracteristicas especiais — que

transforma, neste caso, eventos em pares ordenados (vectores bidimensionais).

Definicao 5.4 — Par aleatorio

A funcado (X,Y) diz-se um par aleatério se possuir
e dominio (2,
e contradominio Ry y contido em IR

e tiver a particularidade de verificar uma condicao de mensurabilidade explicitada ja a

seguir na Nota 5.5. Assim,
(X, Y) Q) — BX,Y C ]Rz, (51)

ie., a imagem de um evento w € € é um vector bidimensional (X,Y)(w) =
(X(w),Y(w)) € Rxy C IR". .

Nota 5.5 — Mensurabilidade
Considere-se uma e.a., que possui espaco de resultados {2 associado a o—algebra A, e
ainda um par aleatério (X,Y).

A condicao de mensurabilidade prende-se, no caso bidimensional, com a existéncia de
imagem inversa — segundo (X,Y) — de qualquer regiao do tipo (—oo,z] X (—o00,y] na
o—algebra A. Deste modo,

V(z,y) € IR* (X,Y) ! ((—o0, 2] X (—00,9]) € A.

De notar que, ao considerar-se (X,Y)(w) = (X(w),Y (w)), a imagem inversa a que nos

referimos é dada por
(X7 Y)_l((_oo7x] X (—oo,y]) — {w € X(w) < ZE,Y(W) < y}7

i.e., trata-se da coleccao de todos os eventos de ) aos quais a primeira componente do
par aleatério, X, atribui valores no intervalo (—oo,x] e, simultaneamente, a segunda

componente do par aleatdrio, Y, atribui valores no intervalo (—oo, y]. °
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5.1 Duas variaveis aleatdrias discretas. Distribuicoes
conjuntas, marginais e condicionais.

Independéncia.

Definicao 5.6 — Par aleatério discreto
A par aleatério (X, Y') diz-se discreto, caso tome valores exclusivamente num conjunto de

valores finito ou infinito numeravel, Rxy = {(x;,y;) }iz12..;j=12.., tal que

P[(X Y E RXY ZZP =z, Y yj) =1 (52)

P(X = xi,Y = yj) > 0, \V/($Z‘,yj) € BX7y. (53)

Motivacao 5.7 — Funcao de probabilidade conjunta
A caracterizagao probabilistica de um par aleatdrio (X, Y’) é usualmente feita a custa da
respectiva funcao de probabilidade conjunta, tal como a de uma v.a. discreta é feita a

custa da funcao de probabilidade. °

Definicao 5.8 — Funcao de probabilidade conjunta
Seja (X,Y) um par aleatério discreto com contradominio Rxy (naturalmente finito ou

infinito numeravel). Entao a f.p. conjunta de (X,Y") é definida por

P(X =2,V —y) = { (1)37(56.: x;, Y =y;), se (z,y) = (z;,y;) € Rxy (5.4)
el satisfaz:
e P(X=2xY=y)>0, V(zr,y) € Rxy
e P(X=2Y =y) >0, ¥(r,y) € R’
¢ Yoyerr P(X =1 =y) =Y per,, PX =2,V =y)=1
o P(X,Y) € Al = Xpeanmyy P(X =2,V = y), YA C R2. .

Nota 5.9 — F.p. conjunta
A f.p. conjunta de um par aleatorio é raramente representada graficamente. Quando o
contradominio do par aleatério (X,Y') é finito e ndo muito numeroso — e.g. com n X m

valores — é costume organizar a f.p. conjunta numa tabela do tipo

Note-se que P(X =2,V =y) = P{w e Q: X(w) = 2,Y(w) = y}).
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Y

X
U1 N Yj ce Ym
x1 puu .- DP1j .-+ Pim
€Ty ce Dij
Tn Pni --- Pnj -+ DPnm
onde p;; = P(X =2,,Y =vy;),i=1,...,n, j =1,...,m, tal como teremos oportunidade
de ver no exemplo que se seguira. °

Exemplo 5.10 — F.p. conjunta

Volte a considerar um teste americano com 3 questoes, cujas respostas sao dadas de forma
independente. A resposta a cada questdo pode estar correcta (C') com probabilidade
P(C) = 0.5, ou incorrecta (C') com probabilidade P(C) = 0.5. Considere o par aleatério
(X,Y), onde X e Y representam o nimero de respostas correctas e incorrectas no teste,

respectivamente.
(a) Confirme que o conjunto de valores possiveis de (X,Y) é {(0,3),(1,2),

(2,1),(3,0)}.
e Par aleatério (X,Y)
X = numero de respostas correctas neste teste americano
Y = ntumero de respostas incorrectas no mesmo
e Contradominio de (X,Y)

O conjunto de valores possiveis do par aleatério (X, Y') obtém-se identificando

os valores de X e Y associados a cada evento elementar:

b..<

Eventos elementares X
CcCC = 61 N 62 N 63 0
ccc 1
cce 1
[eefe; 1
ccoc 2
2
2
3

ccc
cce
ceco

O = = = NN DD W

onde C; = resposta correcta a questao i, 1 = 1, 2, 3.
Assim, confirma-se que Rxy = {(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)}.
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(b) Defina a f.p. conjunta do par aleatério (X, Y).

e F.p.conjunta de (X,Y)

Notando que a v.a.Y é uma fungao afim de X (Y = 3 — X) depressa se conclui

que

= P(X =0)
1
8
P(X=1,Y=2) = P(CCC)+ P(CCC)+ P(CCC)
— P(X=1)
3
8
P(X=2Y=1) = P(CCC)+ P(CCC)+ P(CCC)
— P(X=2)
3
8
P(X=3Y=0) = P(CCC)
= P(X =3)
1
= 5

1/87 ($,y) - (073)7 (370)
P(X =Y =y) = 3/8, (w,y) =(1,2),(2,1)

0, outros pares de valores de (z,y),

ou ainda sob a forma de uma tabela

Y
X

0 1 2 3
0 0 0 0 %
1 00 2 0

3

2 0 2 0 0
3 20 0 0
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Definigao 5.11 — Funcgao de distribuicao conjunta (caso discreto)

A f.d. conjunta do par aleatério discreto (X,Y) pode ser obtida & custa da f.p. conjunta:?

Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y)
= Y > P(X=u,Y =y, (v,y) € R* (5.5)
z:i<e y; <y

Depois de um exemplo intencionalmente trivial considere-se um par aleatério um pouco

mais rebuscado para ilustrar o calculo da f.d. conjunta.

Exemplo 5.12 — F.d. conjunta (caso discreto)

Na transmissao de informacao digital por certo equipamento, a probabilidade de um “bit”
possuir distorcao alta, moderada e baixa é de 0.01, 0.04 e 0.95, respectivamente. Suponha
que sao transmitidos 3 “bits” de modo independente e que X e Y representam o numero

de “bits” com distorcao alta e moderada, respectivamente.?

(a) Complete, justificando, as entradas assinaladas com a, b e ¢, na seguinte tabela da

f.p. conjunta do par aleatério (X,Y).

Y
X 7 1 2 3
0 a 0.108300 0.004560 0.000064
1 0.027075  0.002280 0.000048 ¢
P 0.000285 b 0 0
3 0.000001 0 0 0

e Par aleatério (X,Y)
X = namero de “bits” com distorcao alta, em 3 “bits” emitidos

Y = ntumero de “bits” com distorcao moderada, em 3 “bits” emitidos

e Obtencao das constantes a,b,c

Para obter as constantes a e b é necessario ter em conta que por um lado
X ~ binomial(3,0.01) — i.e.,

3
P(X =z) = ( ) 0.01 (1 — 0.01**, # = 0,1,2, 3
X

— e que por outro P(X = x) = ?Q:o P(X =zY =y),x=0,1,2,3. Deste

modo:

2 As propriedades desta funcao serdo descritas na seccao seguinte.
3 Adaptado do Exame de 13 de Julho de 2002.
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a = P(X=0,Y=0)
— P(XzO)—iP(XzO,Yzy)

= (1 —0.01)® — (0.108300 + 0.004560 + 0.000064)
— 0.857375

= P(X=2)—|> P(X=2Y=y)+P(X=2Y=3)

3|
— % 0.01% % (1— 0.01)' — (0.000285 + 0 + 0
213 — 2y O ) = 040

= 0.000012

= P(0)
= 0.
e Nota
Comece-se por considerar que a v.aa. 4 = 3 — X — Y representa o

namero “bits” com distorcao baixa, em 3 “bits” emitidos e refira-se que
Z ~ binomial(3,0.95). Entao importa notar que, embora os eventos {X =
0,Y =0} e {Z = 3} sejam equivalentes, os eventos {X =2,V =1} e {Z =0}
nao o sao, pelo que
a = P(X=0Y=0)

= P(3 “bits” com distor¢ao baixa)

= P(Z=23)

= 0.95°

= 0.857375

e, no entanto,

b

P(X =2,V =1)

# P(0 “bits” com distor¢ao baixa)
P(Z = 0)

(1 —0.95)

0.000125.
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Alids, ha quatro situagoes em que ocorre {Z = 0}, s@o elas
{(X=0,Y=3})L{X=1LY=2}{X=2Y=1}e{X =3Y =0}
P(Z =0) = P(0 “bits” com distor¢ao baixa)
= (1-0.95)°
= 0.000125
= P(X=0,Y=3)+P(X=1Y =2)
+P(X=2Y=1)+P(X=3Y =0)
= 0.000064 + 0.000048 + 0.000012 + 0.000001
= 0.000125.

(b) Determine a probabilidade de registar-se a transmissao de nao mais de dois “bits”

com distorcao alta e quando muito um “bit” com distorcao moderada.

e Probabilidade pedida
P(X<2Y<1) = Fxy(2,1)

= ZZP(X:x,Y:y)

=0 y=0

= 0.857375 + 0.108300 + 0.027075 + 0.002280
-+0.000285 + 0.000012
= 0.995327. °

Exemplo 5.13 — F.p. conjunta (e algo mais)

Um painel metalico é classificado de acordo com:
e X = numero de defeitos que possui (0,1,2,3 defeitos)
e Y = numero da fabrica que o produz (Fab.1 e Fab.2).

Estudos levados a cabo levam a crer que a f.p.conjunta de (X,Y’) é dada pela seguinte
tabela:

X Y
1 2
IR
1 1L
, § o
o3
3 3 1

Calcule a probabilidade de um painel metatico seleccionado ao acaso:
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(a) possuir 2 defeitos e ter sido produzido pela Fab.1;

e Par aleatério (X,Y)
X = numero de defeitos que o painel possui

Y = ntumero da fabrica que o produz

e Probabilidade pedida
PX=2Y=1)=2

16"

(b) possuir somente 2 defeitos;

e Probabilidade pedida
P(X=2) = PX=2Y=1)+P(X=2Y=2)

B 3+1
16 8
5
16’

(¢) ser produzido pela Fab.1.

e Probabilidade pedida

HY:D::iPM:LY:U

1 1 3 1
- 37167168
1
5.
As alineas (b) e (c¢) do Exemplo 5.13 sugerem a defini¢do das f.p.de X e de Y, que se
dirao f.p. marginais.

Definicao 5.14 — F.p. marginais de X e de Y
A f.p.marginal de X define-se & custa da f.p. conjunta do par aleatério (X,Y):?

P(X=z)=) P(X=uY =y). (5.6)
y
A fp. marginal de Y obtém-se de modo andlogo:®
PY=y)=> P(X=zY =y). (5.7)
[ ]

4Caso a f.p. conjunta esteja organizada numa tabela como as duas descritas acima, a f.p. marginal de
X obtém-se somando linha a linha.

°Do mesmo modo a f.p. marginal de Y obtém-se somando coluna a coluna ao lidar-se com tabelas
como as duas anteriores.
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Exercicio 5.15 — F.p. marginais
Retome o Exemplo 5.13 e obtenha as f.p. marginais de X e de Y. °

Nota 5.16 — E recorrendo as f.p. marginais da v.a. X e a da v.a. Y que se obtém
o I'x(x), E(X), V(X), etc.

o Iyv(y), E(Y), V(Y), etc. °

Definigao 5.17 — F.d. marginais de X e de Y (caso discreto)
Pode obter-se as f.d. marginais de X e de Y quer a custa das f.p. destas

v.a. unidimensionais, quer recorrendo a f.p. conjunta:
Fx(z) = P(X <ux)

x; <z

= Y Y PX=z,Y=y),z€R (5.8)

r,<x Y
Fy(y) = P(Y <y)

= ZP = Y;)

Y <y

= Y. Y PX=zY=y)yeR (5.9)

yi<y <«

Motivacao 5.18 — F.p. condicionais
E importante averiguar de que modo o registo de uma observacao de uma das v.a.do par
aleatério poderd vir a influenciar o comportamento probabilistico da outra v.a. Para o

efeito sera necessario definir f.p. condicionais. °

Definicao 5.19 — F.p. condicionais

e F.p.de X condicional a Y =y
P(X =z2,Y =y)

P(X =z|Y =y) = , se P(Y =y) > 0. 5.10
(X =alY =9) = = pp— v =y) (5.10)
e F.p.de Y condicional a X ==z
P(X =2zY =
PV =y X =2y = PX=2Y =) pix Zay s (5.11)

P(X =x)
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Nota 5.20 — V.a. condicionais
Ao efectuar semelhantes condicionamentos passamos a lidar com duas v.a. unidimensionais
— XY =yeY|X =z —, pelo que faz sentido calcular f.d., valores esperados, variancias,

etc., em todo o caso ditas/os condicionais. o

Definicao 5.21 — F.d. condicionais (caso discreto)
e [".d.de X condicional a Y =y ©

Fxly=y(z) = P(X <zlY =y)
= ) PX=u]Y =y

z; <z
P(X =ux,Y = y)
_ reR 5.12
2 Py =y (512)
e F.d.de Y condicional a X =z 7
Fyix=2(y) = PY <y|X =z)
= Y PY =y|X =u2)
Y <y
P(X =z,Y =y
= R. 5H.13
2" pix—a V€ (5.13)
Yixy

Exemplo 5.22 — F.p. e f.d. condicionais (caso discreto)

Responda as seguintes questoes que dizem respeito ao Exemplo 5.13.

(a) Determine a probabilidade de um painel metélico possuir um defeito sabendo que

foi produzido pela Fab.2.

e Par aleatério (X,Y)
X = numero de defeitos que o painel possui
Y = nimero da fabrica que o produz

e F.p. conjunta de (X,Y)

Convém recordar que esta funcao pode ser condensada na seguinte tabela:

SE necessério que P(Y = y) > 0 para definir esta fungao.
"Analogamente, esta f.d.sé faz sentido se P(X = z) > 0.
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I~<

w NN = O
ool 53|wo ] ool—| =
Bl ool= 5= 5= b

e Probabilidade pedida
P(X =1Y =2)
P(Y =2)

1/16
1/16+1/16+1/8+1/4
1/16
)

1
g

(b) Calcule a probabilidade de um painel metélico possuir quanto muito um defeito,

P(X =1y =2) =

quando se sabe de antemao que foi produzido pela Fab.2.

e Probabilidade pedida
PX <1|Y =2) = Fxy=(1)

= ;}P(X::J:|Y:2):;) PY =2)

~1/16 | 1/16
12 1)2
1
= 7

Definigao 5.23 — Valores esperados condicionais (caso discreto)

e Valor esperado de X condicional a Y =y
EX|)Y =y) = Za:P =z|Y =vy) (5.14)
e Valor esperado de Y condicional a X =z

EY|X=2)= ZyP =y|X = x). (5.15)
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Definigao 5.24 — Variancias condicionais (caso discreto)

e Variancia de X condicional a Y =y
VXY =y) = B(X*Y =y)— EB*X|Y =y)

:;fczp —zY = y) - [ZxP x|Yy)r (5.16)

e Variancia de Y condicional a X =z
VY|IX=2) = EY?)X=2)-FEY|X =01)

= Y y¥PY =ylX=z)— [ZyP :y\X:x)]. (5.17)

Exemplo 5.25 — Valor esperado condicional (e nao sé)
Uma firma envia dois tipos de faxes. O primeiro tipo de fax requer 40 segundos para a
transmissao de cada pagina ao passo que o segundo tipo requer 60 segundos para essa
transmissao.

Considere que a v.a. X representa o nuimero de paginas de cada fax e Y a duracao
da transmissao de todo o fax. Apds um estudo detalhado, baseado em centenas de
transmissoes de fax, a firma é da opiniao que a funcao de probabilidade conjunta do

par aleatério (X,Y) é igual a:

Y
X 40 60 80 120 180
1 015 010 0 0 0
2
3

0 0 030 035 O
0 0 0 0 0.10

Compare o valor esperado da duracao da transmissao de um fax e a duracao esperada

da transmissao de um fax sabendo que tem 2 péginas. O que conclui?®

e Par aleatério (X,Y)
X = ntmero de paginas de cada fax

Y = duragao (em segundos) da transmissao do fax

8 Adaptado do Exame de 17 de Janeiro de 2004.
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e F.p. marginal de Y

Obtém-se somando as entradas da tabela da f.p. conjunta de (X, Y"), coluna a coluna:

a=1
0.15, y =40
0.10, y = 60
B 0.30, y =380
] 035, y=120
0.10, y =180
| 0, outros valores de y

e Valor esperado de Y
E(Y) = > yxP(Y =y)
= 4% x 0.15 460 x 0.10 + 80 x 0.30 + 120 x 0.35 + 160 x 0.10
= 96 segundos

e Nova v.a.

Y |X = 2 = duragao da transmissao do fax sabendo que tem 2 paginas

e F.p.de Y condicional a {X =2}
Ao notar que P(X =2) =, P(X =2,Y =) =0+ 0+0.30+0.35+0 = 0.65 e

que os valores possiveis para a duracao da transmissao de fax com 2 paginas sao 80

e 120 segundos, segue-se:

P(Y =y|X =2) =

P(X =2)
030 _ 6 _
065 — 130 ¥ =280
_ 035 _ 7 _
0, outros valores de y

e Valor esperado de Y condicional a {X = 2}
BYIX=2) = YyxP(Y =y|X =2

Y

6 7
= — 4120 X —
80 x 5+ 120 x 7

1320
13
101.54 segundos

12
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e Conclusao — Como E(Y) # E(Y|X = 2) pode adiantar-se que o conhecimento
do nimero de paginas do fax altera a duracao esperada da transmissao do mesmo.
Logo as v.a. X e Y influenciam-se uma & outra; ou por outras palavras: X e Y NAO
SAO V.A.INDEPENDENTES. )

Exercicio 5.26 — Retomemos os dados do Exemplo 5.13.

(a) Prove que o nimero esperado de defeitos de um painel metélico que se sabe ter sido
produzido pela Fab.2, E(X|Y = 2), é igual a %7.

(b) Compare o valor esperado condicional obtido em (a) com E(X) (por sinal igual a

15

% ). Comente. °

Motivagao 5.27 — (In)Dependéncia

De um modo geral as v.a.que constituem um par aleatorio influenciam-se mutuamente
como no exemplo anterior, ou seja, sao dependentes. Outras ha em que tal nao acontece.
Com efeito o conceito de independéncia entre (dois) eventos pode ser estendido a (pares

de) v.a. o

Definicao 5.28 — Independéncia (caso discreto)

As v.a.discretas X e Y dizem-se independentes — escrevendo-se neste caso X 1Y — se
P(X=x2Y =y)=P(X =2)x P(Y =vy), ¥(z,y) € R? (5.18)

i.e., caso seja possivel escrever a f.p. conjunta do par aleatério discreto (X,Y) a custa do

produto das f.p. marginais de X e de Y. °

Nota 5.29 — Independéncia (caso discreto)

A Equacao (5.18), que define independéncia entre as v.a. discretas X e Y, é equivalente a
FX7Y(x7y) :FX('x) X FY(y)7 V(x,y) € B2' (519)

Ou seja, se X 1Y é também possivel escrever a f.d.conjunta do par aleatorio discreto
(X,Y) a custa do produto das f.d. marginais de X e de Y. Para além disso, caso X 1Y,

segue-se:

e P(X =zx|Y =y)=P(X =2), V(z,y) € R?
e E(X|Y=9y)=EX), Vye R

o V(XY =y) =V(X), Yy € R, etc.,

como tal o conhecimento de Y nao vem influenciar o comportamento probabilistico de X.
Analogamente, P(Y = y|X =z) = P(Y =vy), V(z,y) € IR?, etc., caso X LY. .
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Exemplo/Exercicio 5.30 — Independéncia (caso discreto)

O ntmero de portateis (X) e PCs (Y) vendidos diariamente numa loja de material

informético tém funcao de probabilidade conjunta dada parcialmente pela tabela abaixo:”

Y
X 0 1 2
0 01 01 03
1 02 01 01
P 0 01 a

(a) Complete a tabela e prove que X e Y sdo v.a. dependentes.

e Par aleatério (X,Y)
X = namero de portateis vendidos diariamente

Y = numero de PCs vendidos diariamente

e Obtencao de a

a : > Y PX=zY=y =1

=0 y=0

01+014+034+02+0.14+014+0+0.14+a=1
a=0

e Dependéncia entre X e Y

Se por um lado
P(X=0,Y =0)=0.1,

por outro

P(X=0)xP(Y=0) = S P(X=0Y =y)

2
X ZP(X:x,Y:O)
=0
= (0.1+0.1+0.3) x (0.1 +0.2+0)
= 0.15.
Deste modo conclui-se que
P(X=0,Y=0)#P(X=0)xP(Y =0),

pelo que X e Y sao v.a. DEPENDENTES.

9 Adaptado do Teste B de 22 de Abril de 2006.
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(b) Calcule V(X|Y > 1).

e Nova v.a.
X|Y > 1 = numero de portateis vendidos em certo dia, sabendo que ocorreu
venda de PCs
e F.p.de X condicional a {Y > 1}
Uma vez que
PY>1) = PY=1)+PY=2)

2

_ ZP(X:x,Y=1)+iP(X:x,Y=2)

=0 =0
= (0.1+0.1+0.1)+ (0.3+0.1+0)
= 0.7,

PY >1)
PX=2,Y=1)+PX =1Y =2)
- P(Y > 1)
= 9 0.10470 :17’ : i
o7 o VT
0, restantes valores de x

\

e Valor esperado de X|Y > 1

2
E(X|Y >1) = YazxP(X=z|Y >1)
=0

4 2 1
— OX-41X242x-=
X7—|— X7—|— ><,7

1| b~

e 20. momento de X|Y > 1

2
E(XYY >1) = S a?x P(X =alY > 1)
=0

4
= ®x-+12x=4+22x

~
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e Variancia de X|Y > 1
VIXIY >1) = BE(X?|Y >1)— E*(X|Y >1)
6 4?
- 7-(3)
26
0

(c) Obtenha o valor esperado do numero de portéteis vendidos diariamente, tirando

partido do facto de

E(X) = > zxP(X=xq)
= Y zx|Y PX=uzY=y)
z€Rx | yeRy
= 2 wx| ) P(Xny)xP(Yy)]

= > | Y TxPX=z[Y =y

yelRy |z€Rx
= > EX[Y =y)x P(Y =y)
yelRy

— E[BE(X|Y)).

x P(Y =y)

Note que a v.a. E(X|Y) toma os valores E(X|Y = y) com probabilidade P(Y = y),
paray € Ry. °
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5.2 Duas variaveis aleatorias continuas.
Distribuicoes conjuntas, marginais e
condicionais. Independéncia.

Motivacao 5.31 — F.d.p.conjunta
A caracterizacao probabilistica de uma v.a.unidimensional continua faz-se recorrendo
a f.d.p. Nao surpreende pois que ao lidar com um par aleatério (X,Y’) continuo seja

necessario definir f.d.p. conjunta. o

Definicao 5.32 — Par aleatdrio continuo e f.d.p. conjunta
A par aleatério (X, YY) diz-se continuo, se tomar valores num conjunto de valores infinito
nao numerdvel, Ryxy C IR? e existir uma fun¢ao denominada de f.d.p. conjunta,

fxv(x,y), satisfazendo as propriedades seguintes:
o fxy(z,y)>0,V(z,y) € R
o [T I fxy(x,y)dyde =1

o P[(X)Y) € Al = [ [, fxy(z,y)dydr, VA C IR?, °

Exemplo 5.33 — F.d.p. conjunta
O par aleatério (X,Y) representa os tempos de vida, em milhares de horas, de duas
componentes principais (A e B) de um sistema de controlo e possui f.d.p. conjunta dada

por

1, 0<z<l,0<y<1

fxy(@,y) = { (5.20)

0, c.c.
Calcule a probabilidade de X e de Y excederem 0.50 e 0.75, respectivamente.
e Par aleatorio

X = tempo de vida da componente A (em 103h)

Y = tempo de vida da componente B (em 103h)

e F.d.p. de (X,Y)

1, 0<x<l,0<y<l1

fX,Y(ﬂf,y) = {

0, c.c.
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e Probabilidade pedida

+0o0 +oo
P(X >05,Y > 0.75) — /05 [ fxv(ay)dyda

1 1
= / dy dx
0.5 J0.75

Ly
= dx
/0.5 y|0'75

1
= 0.25dx

0.5

= 0.125

Importa notar que

P(X >05,Y >0.75) £ 1 — P(X <0.5,Y < 0.75).

Definigao 5.34 — F.d. conjunta (caso continuo)

A f.d. conjunta do par aleatério continuo (X,Y') define-se a custa da sua f.d.p. conjunta:
Fxy(z,y) = P(X <zY <y)
z oy
- / / fX,Y(uav)dvdua \V/(l’,y) € Rz’ (521)

que corresponde, obviamente, ao volume sob a superficie da f.d.p. conjunta na regiao

(—00, z] X (—00,y]. °

Proposigao 5.35 — Propriedades da f.d. conjunta de par aleatério (discreto ou
continuo)
A f.d. conjunta de um par aleatério (X, Y") satisfaz as propriedades quer no caso discreto,

quer no caso continuo. E uma:

1. fung@o continua a direita (no caso discreto) e continua a direita e a esquerda (no

caso continuo)

2. funcao mondtona nao decrescente em qualquer das variaveis x e y.
Para além disso verifica:

3. 0< Fxy(z,y) <1

4. Fxy(—00,—00) =0

Fxy(400,+00) =1
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5. Fxy(x,400) = Fx(x),Vz € R
Fxy(+00,y) = Fy(y), Vy € IR.

Por seu lado, ao considerar-se a regiao
A={(z,y) e R*:a<z<bec<y<d}
(onde a < b e ¢ < d), tem-se:

6. P[(X, Y) € A] = FX7y(b, d) — FX’y(b, C) — FX7y<a,d) -+ FX,Y(CL,C). °

Exercicio 5.36 — Demonstre a propriedade 6. da Proposicao 5.35 recorrendo a graficos

e a avaliacao sucessiva da f.d. conjunta. °

Exemplo/Exercicio 5.37 — F.d. conjunta (caso continuo)
Sejam X e Y v.a. que representam, respectivamente, a largura (em dm) e o comprimento

(em dm) de uma pega rectangular. Admita que a f.d.p. conjunta de (X,Y’) é dada por

2, O<r<y<l1

fxy(x,y) = { (5.22)

0, c.c.

(a) Represente graficamente o contradominio e a f.d.p. conjunta do par aleatério.

e Par aleatorio
X = largura da pega rectangular (em dm)

Y = comprimento da pega rectangular (em dm)

e Representacgao grafica do contradominio de (X,Y)

e Grafico da f.d.p.de (X,Y)
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(b) Obtenha a probabilidade de a largura e o comprimento da pega nao excederem 5em

e 7.5cm, respectivamente.

e Probabilidade pedida
P(X <0.5,Y <0.75) = Fxy(0.5,0.75)

0.5 0.75
:/ / fxy(u,v)dvdu

0.5 0.75
= / / 2 dv du
0 u
0.5

= / 20[07 du
0

0.5
= 2/ (0.75 — u) du
0

U2 0.5
= 2 (0.75u — —
(o)

= 0.5.

0

(c) Verifique que a f.d. conjunta deste par aleatério é dada por

(0, r<0ouy<0
2r(y—35), O0<z<y<l
Fxy(z,y) =4 2z El—g%, O<z<l y>1
2, D<y<z<loul<y<l<uz
(1 x>1,y>1.

Como seria de esperar a apresentacao que se segue muito se assemelha a da seccao
anterior. Ha uma diferenca obvia: ao invés de se somar, integrar-se-a, afinal estamos a

lidar com pares aleatorios continuos.

Definicao 5.38 — F.d.p. marginais de X e de Y
As f.d.p. marginais de X e de Y obtém-se a custa da f.d.p. conjunta do par aleatorio
continuo (X,Y):

fx(x) = J:OfX,Y(%y)dy (5.23)
frly) = _;OO fxy (@, y)da. (5.24)
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Definicao 5.39 — F.d. marginais de X e de Y (caso continuo)
As f.d.marginais de X e de Y calculam-se quer a custa das f.d.p.marginais destas

v.a. unidimensionais, quer por recurso a f.d.p. conjunta ou a f.d. conjunta:

Fx(z) = X<a:)
:/ fX

= /_ : ny(u y)dydu = Fxy(z,+00), v € R (5.25)

Fy(y) = PY <vy)
- /_yoo fy (v)dv
_ [%/ﬂf&y@ymﬂwzfxﬂ+mwxyeﬂ. (5.26)

0 J—00

Exemplo/Exercicio 5.40 — F.d.p. marginais de X e de Y

Retome o Exemplo/Exercicio 5.37.

(a) Verifique que

fele) = {2(1—:1:), 0<z<l1 (5.27)
0, c.C.

fry) = {zy e (5:29
, C.C.

e Par aleatorio
X = largura da peca rectangular (em dm)

Y = comprimento da peca rectangular (em dm)

e F.d.p. conjunta de (X,Y)

2, O<aex<y<l1

fX,Y(ﬂU,?J) = {

0, c.c.,

e F.d.p. marginal de X

“+o0o
fx(z) = - fxy(z,y)dy
) L2dy=21-2), 0<z<1
B 0, c.C.
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e F.d.p. marginal de Y

+0o0
) = | fxy(z,y)de
B JJ2de =2y, 0<y<1
- 0, c.c.

(b) Certifique-se que a probabilidade da largura da peca exceder 8cm é igual a 0.04.

Definigao 5.41 — F.d.p., f.d., valores esperados e variancias condicionais (caso

continuo)

e I'.d.p. de X condicional a Y =y

o fX,Y(xvy) se
Ixy=y(x) = —fy(y) , se fy(y) >0 (5.29)

e F.d.de X condicional a Y =y
Fxpy=y(r) = PX <Y =y)

e Valor esperado de X condicional a Y =y
E(X|Y = y) = /_zo T fxjy—y(z)dz (5.31)
e Variancia de X condicional a Y =y
VXY =y) = B(X?)Y =y) - EX(X[Y =y)

+o0o
= / 2% fx|y—y()dz —

— 00

2

/+OO T fxy=y(x)dz| . (5.32)

—0

Estas funcoes e parametros definem-se do mesmo modo para Y condicional a X =xz. e

Exemplo 5.42 — Valores esperados condicionais (caso continuo)

Responda as seguintes questoes referentes ao Exemplo/Exercicio 5.37.

(a) Verificou-se que o comprimento da pega é igual a 7.5¢m. Obtenha a probabilidade

da largura exceder 5cm.
e Par aleatorio
X = largura da pega rectangular (em dm)

Y = comprimento da pega rectangular (em dm)
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F.d.p. conjunta de (X,Y)

2, O<zrz<y<l1

fxy(z,y) = {

0, c.c.,

F.d.p. marginal de Y

2y, O<y<1
fr(y) = {
0, c.c.

e Nova v.a.

X[Y =0.75
e F.d.p. de X condicional a {Y = 0.75}
. fX’y(ZL’, 075)
fX\Y:0.75(fL’) = fy(0.75)
_ ﬁ:ﬁ, 0<z<y=0.75
0, c.C.

Probabilidade pedida
P(X >05]Y =0.75) = 1—-P(X <0.5|Y =0.75)
= 1— Fxjy=075(0.5)

0.5
= 1- i Ixy=o.75(u) du
05 1
T

o 075"

W]

(b) Calcule a largura esperada sabendo que o registo do comprimento foi de 8cm.

Compare o valor obtido com a largura esperada e comente.

e Nova v.a.

X[Y = 0.8
e F.d.p.de X condicional a {Y = 0.8}
1
0.8
0, c.c.

O0<x<y=0.28

fX\Y:O.s(l") = {
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e Valor esperado de X condicional a {Y = 0.8}

+00
E(X|Y =08) = / X fxiy—os(x) do

_oo.z 1

= / r X — dx
0 0.8

B CU2 0.8

- 0.8x 2|,

= 04

e Valor esperado de X

BE(X) = /+Oox><fx(x)d:c

e Comentario

O conhecimento do comprimento da peca influencia claramente o valor

esperado da respectiva largura. Pode concluir-se que X e Y SAO
V.A. DEPENDENTES. °
Definicao 5.43 — Independéncia (caso continuo)

As v.a.continuas X e Y dizem-se independentes, caso

fxy(@y) = fx(x) x fy(y), ¥(z,y) € R?, (5.33)

i.e., se formos capazes de escrever a f.d.p. conjunta do par aleatério continuo (X, Y") como o
produto das f.d.p. marginais de X ede Y. Equivalentemente, X 1LY se pudermos factorizar

a f.d. conjunta de (X,Y’) no produto das f.d. marginais de X e de Y

FX7y(x,y) = FX(J,’) X Fy(y), V(a:,y) € R2. (534)
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Exemplo/Exercicio 5.44 — (In)dependéncia (caso continuo)

(a) Prove que as v.a. comprimento e a largura definidas no Exemplo/Exercicio 5.37 sao

dependentes recorrendo para o efeito a equagao (5.33).

e Averiguacao da (in)dependéncia entre X e Y

Se por um lado

2, O<er<y<l1

0, c.c.,

fX,Y(%y) = {

por outro lado

fx<x>xfy<y>:{2(1xmy’ O<r<l0<y<l

0, c.C.

Logo
fxy(@,y) # [x(@) X fy(y)),

i.e., X e Y sao v.a. DEPENDENTES.

(b) Reescreva a Nota 5.29'° para o caso continuo. o

10Nesta nota podem encontrar-se algumas consequéncias da independéncia entre as v.a. X e Y.
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5.3 Covariancia e correlacao. Propriedades.

Motivagao 5.45 — Covariancia e correlagao
E crucial obter medidas que avaliem a associacao entre duas v.a. Esta avaliacao pode

efectuar-se quer em termos
e absolutos, calculando a covariancia entre X e Y, quer em termos

e relativos, determinando a correlagao entre X e Y. °

Definicao 5.46 — Covariancia

Representa-se usualmente por cov(X,Y) ! e é definida por
coo(X,Y) = B{X - B(X)| x [Y - E(Y)))
— E(XY) - E(X)E(Y), (5.35)
que no caso discreto se escreve
cov(X,Y) = Y > zyP(X =z,Y =y)
Ty
—Y zP(X=1z) x Y yPY =y) (5.36)
x v
e no caso continuo
‘oo ptoo
cov(X,Y) = / / zy fxy(z,y)dydx

—/;mxfx(fc) dr X /;Ooyfy(y) dy. (5.37)

Proposicao 5.47 — Propriedades da covariancia

Se X e Y forem v.a. independentes entao a covariancia entre X e Y é nula. No entanto,
a implicacao no sentido inverso nao é necessariamente verdadeira. Para além disso, se a
covariancia entre X e Y for nao nula pode concluir-se imediatamente que X e Y sao v.a.
dependentes. Estes resultados sao algumas das propriedades da covariancia enunciadas

ja de seguida:
1. X1Y = cov(X,Y) =0

2. cov(X,Y)=0%4 XL1Y

1 Ou por oxy.
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3. cov(X,)Y)#0=X LY

4. cov(X,Y) = cov(Y, X)

5. cov(X, X) =V (X)

6. cov(aX +b,Y)=acov(X,Y)

7. cov(X +Z2,Y) = cov(X,Y) + cov(Z,Y)

8. cov (Y, Xi, 51 Vi) = Sy Xy cou( X, Y5)

9. cov ( i1 Xy D5 Xj> =32 V(X)) +2x X, > i cov(X;, Xj). °

Exercicio 5.48 — Obtenha a covariancia entre as v.a. que constituem os pares aleatorios

definidos nos Exercicios 5.13 e 5.37. °

Motivacao 5.49 — Correlagao
A covariancia entre X e Y é uma medida absoluta de associacao entre estas duas v.a.,

como tal com algumas desvantagens:
e nao é adimensional; e

e 0 seu valor absoluto deve ser interpretado com alguma cautela ja que a covariancia
pode ser alterada de modo arbitrario ao efectuar-se, por exemplo, uma mudanca de

escala como se pode ver na propriedade 6 da Proposicao 5.47.

H4 pois a necessidade de quantificar em termos relativos'? a associacao entre X e Y a

custa de uma medida adimensional e passivel de interpretacao. °

Definicao 5.50 — Correlacao
Sera representada por corr(X,Y) 13 e é igual a
cov(X,Y)

corr(X,Y) = :
V(X)V(Y)

(5.38)

Caso corr(X,Y) # 0 (resp.corr(X,Y) = 0) as v.a.dizem-se correlacionadas (resp. nao

correlacionadas). °

12Por exemplo, pondo de parte a dispersiao de X e Y.

13 _ c
Ou por pxy = JXXUYY
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Proposicao 5.51 — Propriedades da correlacao
Dada a forma como a correlacao foi definida a custa da covariancia nao surpreende que
aquela medida de associacao relativa “herde” algumas propriedades da covariancia ja

enunciadas:
1. X1Y = corr(X,Y) =0
2. corr(X,Y)=0# X1Y
3. corr(X,)Y)#£0=X LAY
4. corr(X,Y) = corr(Y, X).
Importa ainda assinalar que:
5. corr(X,X) =1
6. corr(aX +b,Y) = corr(X,Y)
7. =1 < corr(X,Y) <1, para qualquer par de v.a.
8. corr(X,)Y)=-1Y =aX+0b,a<0

9. corr(X,Y)=1<Y =aX +b,a>0. o

Nota 5.52 — Interpretacao (do sinal) da correlacao

As propriedades 6 e 7 da Proposicao 5.51 sugerem que afirmemos que
e a correlacao quantifica a associagao linear entre X e Y.

Assim, se o valor absoluto de corr(X,Y) estiver préximo de 1 pode dizer-se que a
associacao entre X e Y é praticamente linear.
Por seu lado, o sinal da correlacao entre X e Y deve ser interpretado do seguinte

modo:

e caso corr(X,Y) > 0 (resp.corr(X,Y) < 0), pode afirmar-se que

se X cresce entao Y tem tendéncia a crescer (resp. decrescer).

Sao de evitar, no entanto, interpretacoes abusivas desta medida relativa de associacao
pois a existéncia de correlacao entre duas v.a.nao implica necessariamente uma relacao
de causa e efeito entre as mesmas. Basta pensar no nimero de ninhos de cegonhas e o
nimero de nascimentos em cidades escandinavas, ou o nimero de refrigerantes vendidos

e o numeros de internamentos por desidratacao, etc. °
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Exemplo 5.53 — Correlagao (caso discreto)

Retome o Exemplo 5.30 e determine o coeficiente de correlacao entre X e Y. Comente.

e Par aleatério (X,Y)
X = numero de portateis vendidos diariamente

Y = numero de PCs vendidos diariamente

Uma vez que se pretende calcular
cov(X,Y)
VX)V(Y)

corr(X,Y) =

onde cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), serdao necessarios alguns calculos auxiliares.

e F.p. marginal de X

P X =z = iP(X:a:,Y:y)
y=0

([ (0.1+0.1+0.3)=05 x=0

(02401+01)=04, z=1

(0+0.1+0)=0.1, T =2

[ 0, outros valores de x

e Valor esperado de X
2
E(X) = Z:I; X P(X =)
z=0

= 0x05+1x04+2x0.1
= 0.6

e 20. momento de X
2
E(X*) = Y 2*x P(X =uz)
=0

= 0°x05+12%x04+22x%x0.1
= 08

e Variancia de X
V(X) = BE(X?) - E*(X)
= 0.8—10.6
= 0.44
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F.p. marginal de Y

2

0

r=
(

\ 07
Valor esperado de Y

BE(Y) =

Y P(X=x

(0.1+0.240) = 0.3,
(0.14+0.1+0.1) =0.3,
(0.340.1+0) =04,

iny(Y=y)

Y =y)
y=20
y=1
y=2

outros valores de y

= 0x03+1x03+2x04

= 1.1

20. momento de Y

E(Y?) =

2
Y P x P(Y =y)
y=0

= 0°x03+12%x03+22x04

= 1.9

Variancia de Y

V(Y) = E(Y?) - E*Y)
= 19-1.1%
= 0.69

F.p. conjunta de (X,Y)

Y
X 0 1 2
0 01 01 03
1 02 01 01
P 0 01 0
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e Momento cruzado de X e Y de ordem (1,1)

2 2
E(XY) = ZZwny(X:x,Y:y)
=0 y=0

= O0x0x014+...42x2x%x0
= 1 x1x014+1x2x01+2x1x01+2x2x0
= 0.5

e Covariancia entre X e Y

cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E®Y)
— 05-06x1.1
= —0.16

e Correlacao entre X e Y

cov(X,Y)

V(X)V(Y)
—0.16

v0.44 % 0.69
—0.29

corr(X,Y) =

12

e Comentario — Visto que corr(X,Y) >~ —0.29 # 0 pode concluir-se que as v.a. sdo

dependentes.

Para além disso importa notar que corr(X,Y) < 0, pelo que as v.a. estdo
negativamente correlacionadas e apresentam tendeéncia para variarem em sentidos

opostos.

Estando o valor de |corr(X,Y)| afastado de 1, pode adiantar-se que as v.a. nao

estao linearmente correlacionadas. °
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Exemplo 5.54 — Correlagao (caso continuo)

Na afinacao de um aparelho é possivel controlar duas variaveis continuas X e Y. No
entanto, estas variaveis s6 podem ser controladas em simultaneo e nao individualmente.
Com efeito, quando o aparelho esta afinado, o par aleatério continuo (X,Y') tem funcao
densidade de probabilidade conjunta constante no triangulo 0 < z < 1, 0 < y < x e nula

no resto do plano, i.e.,

kE, 0<z<l, O<y<zx

fxy(z,y) = {

0, outros pares (z,y).

Apés ter mostrado que k = 2, obtenha o coeficiente de correlacao entre X e Y e comente

o valor obtido.*

e Obtencao de k&

Lo fxy(x,y) >0
' fj_oo; fj_oo; fx,y(x,y)dy der =1

k>0
fol Jo kdydx =1
k=2

e F.d.p. marginal de X

+o0
fx(x) = o fxy(z,y)dy
B f02dy=2z, 0<zx<l1
B 0, c.C.

e Valor esperado de X

EX) = /+Oox><fX(:L‘)dx

— 0

1
= /$><2J:dx
0

213 !

3

0

2
3

14 Adaptado do Exame de 24 de Junho de 2006.
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e 20. momento de X
+o0
E(X?) = / 22 % fx(z)de

— 00

1
= / 2% X 2x dx
0

20t !

4

0
1

2

e Variancia de X

V(X) = B(X?) - E*(X)

)

1
- 18
e F.d.p. marginal de Y
+00
ly) = | fxy(@,y)de
) fy2de=2(1-y), 0<y<1
- 0, c.c.

e Valor esperado de Y
+o0
EY) = /_ y x fy(y)dy

1
= /O yx2(1—y)dy
3

-

1
3
e 20. momento de Y
+oo
EY?) = /_OO v % fy(y)dy

1
= /O y® x 2(1 —y)dy

B 2y3 2y4 1
N 3 4

0

S| =
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e Variancia de Y

V(Y)

()
6 3

1

18

e F.d.p.conjunta de (X,Y)

fX,Y(xay) =

2, O0<z<l, O<y<z

0, outros pares (x,¥).

|

e Momento cruzado de X e Y de ordem (1,1)

E(XY)

—+oc0 +00
/l /i vy X fxy(x,y)dydz
1 x
I
by
/0 xy de
1
/x3daj
0

1
4

xy X 2dydx

xT

e Covariancia entre X e Y

cov(X,Y)

E(XY)— E(X)E(Y)
1 1 1

___X_
4 2 3
1
36

e Correlacao entre X e Y

corr(X,Y)

cov(X,Y)
V(X)V(Y)
1/36
V1/18 x 1/18
1

2
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e Comentario — Dado que corr(X,Y) = 1 > 0 pode concluir-se que as v.a.sao

2
dependentes e estao positivamente correlacionadas pelo que apresentam tendeéncia

para variarem no mesmo sentido.

Mais, como o valor de corr(X,Y) nao estd proximo de 1, as v.a.nao estao

linearmente correlacionadas. °
Exercicio 5.55 — Determine e interprete a correlacao entre as v.a.que constituem os
pares aleatérios definidos no Exemplo 5.13 e no Exemplo/Exercicio 5.37. °

146



5.4 Combinacoes lineares de variaveis aleatorias.

Motivacao 5.56 — Combinacoes lineares de v.a.

E frequente estarmos interessados em estudar o comportamento probabilistico de

e somas (totais)

e médias (eventualmente ponderadas)

envolvendo diversas v.a. Tratam-se de exemplos daquilo que usualmente se designa de

combinacoes lineares de v.a. °
Definicao 5.57 — Combinacoes lineares de v.a.
Sejam Xq,...,X, v.a. ecy,...,c, constantes reais. Entao a v.a.
n
i=1
diz-se uma combinacao linear das v.a. Xq,..., X,,. °
Exemplo 5.58 — Combinacoes lineares de v.a.
e X; = nudmero de pegas defeituosas em n; seleccionadas no turno horério ¢ (i =
1,...,24)
2211 X; = nuamero de pecas defeituosas em Z?il n; seleccionadas em 24 turnos

horarios (um dia)

e X; = consumo de electricidade no dia i (i =1,...,30)
20 X; = consumo mensal de electricidade
% 30 X; = consumo médio didrio de electricidade. o

A obtengao da f.(d.)p. de uma combinagao linear nem sempre é tarefa facil. Pode, no
entanto, adiantar-se o valor esperado de qualquer combinacao linear de v.a.e a variancia

de combinacoes lineares em situacoes particulares.

Proposicao 5.59 — Valor esperado de combinacao linear de v.a.
E (Zn: C; XZ-> = Xn:czE(XZ) (5.40)
i=1 i=1
Em particular, se ¢; =1, parat=1,...,n, tem-se
E (Zn: Xi) = zn: E(X;). (5.41)
i=1 i=1
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Embora o valor esperado de uma combinacao linear de v.a.seja igual a combinacao
linear dos valores esperados o mesmo esta longe de acontecer com a variancia de uma

combinacao linear.

Proposicao 5.60 — Variancia de algumas combinacoes lineares de v.a.

Ve X1+ X)) = GV(X1)+ & V(Xe) + 2eicac0v( Xy, Xo) (5.42)
V(X1 +Xy) = V(X)) + V(Xa)+ 2cou(X1, Xo) (5.43)
V(Xi—Xs) = V(Xy)+ V(Xy) — 2cov(X, Xo) (5.44)
1% (i ci Xi> = ic? V(X;) + Qi i ci cj cov( Xy, Xj). (5.45)

=1 i=1 i=1 j=i+1

Ao lidar-se com v.a.nao correlacionadas duas a duas — i.e., se cov(X;, X;) = 0, Vi # j

— ou com v.a.independentes duas a duas — ou seja, X; 11 X,, Vi # j —, tem-se:

Y (2: ; Xi) - ZZ;C’? Vi), (5.46)

E se, para além de nao correlacionadas ou independentes duas a duas, tivermos ¢; = 1,
para i = 1,...,n, segue-se
n

Y (Z Xi) =L V). (5.47)

Exemplo 5.61 — Combinagoes lineares de v.a. (e ndo sd)
Uma componente mecanica é constituida por uma biela e uma manivela cujas massas sao

normalmente distribuidas com parametros na tabela seguinte:

Massas
Peca Valor esperado  Desvio-Padrao
biela 1 0.02
manivela 0.8 0.05

Calcule a covariancia entre as massas da biela e da manivela, sabendo que a variancia da

massa total da componente mecanica é de 0.0049K¢*.1°

e Par aleatério (X,Y)
X = massa da biela

Y = massa da manivela

15 Adaptado do Teste B de 11 de Maio de 2002.
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e Distribuicoes de X e Y
X ~ normal(pyx, 0%)

Y ~ normal(uy, 0%)

e Parametros
px =1, ai- = 0.022
py = 0.8, 032/ = (0.052

e Nova v.a.

Z = X + Y = massa total da componente mecanica

e Variancia de 7

V(Z) = 0.0049K ¢?

e Covariancia entre X e Y
V(Z) = V(X)+V(Y)+2xcov(X,Y)

0.0049 = 0.022 4 0.05% + 2 x cov(X,Y)
0.0049 — 0.022 — 0.052

cov(X,Y) =
2
Assim, conclui-se que cov(X,Y") = 0.0001. )
Exercicio 5.62 — Combinacoes lineares de v.a.
Sejam Xj,..., X, v.a.independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) a v.a. X — i.e.,
Xz' ~id. X, 1= 1, e, — tais que
E(X;) = E(X)=pu (5.48)
V(X;) = V(X) =07 (5.49)
para? = 1,...,n. Demonstre que
Combinagao linear Valor esperado  Variancia
Total v X ni no?
Média aritmética 157" | X i %2
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Motivacao 5.63 — Casos especiais de somas de v.a.independentes
Vimos até agora que ¢ possivel adiantar o valor esperado e a variancia de somas de
v.a. Resta saber se somos capazes de identificar a distribuicao dessas mesmas somas. A

resposta é afirmativa nalguns casos especiais de somas de v.a. independentes que passamos

a descrever na proposicao seguinte. °
Proposicao 5.64 — Casos especiais de somas de v.a.independentes; mudanca
de escala
V.a. Combinagao linear Obs.
Xi ~indep binomial(n;,p), it =1,...,k Zle X, ~ binomial (Zle ni,p> (1)
Xi ~indep Poisson(\;), i =1,...,n S X ~ Poisson (31, ) (2)
Xi ~indep. normal(p;, 02),i=1,...,n Y " X; ~ normal (2?21 iy 9 iy 01'2) (3)
S ¢ Xy ~mnormal (30 ¢ pi, > c2o?)  (4)
X ~ exponencial()) ¢X ~ exponencial (2) (5)

A tabela traduz o fecho de algumas familias de distribui¢oes para operacoes como a soma,

as combinagcoes lineares ou a mudanca de escala:

(1) Propriedade reprodutiva da distribuicao binomial, ao lidar-se com v.a.binomiais

independentes com probabilidade de sucesso comum;

(2) Propriedade reprodutiva da distribuigao de Poisson, ao lidar-se com v.a.de Poisson

independentes;

(3) Propriedade reprodutiva da distribuigdo normal, ao lidar-se com v.a.normais

independentes;

(4) A combinacao linear de normais — independentes mas nao necessariamente

identicamente distribuidas — ainda tem distribuicao normal;

(5) Mudanga de escala da distribuigao exponencial. °
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Exemplo 5.65 — Casos especiais de somas de v.a. discretas independentes
Os nimeros de “kits” de teste vendidos semanalmente por duas sucursais de uma empresa
de biotecnologia sao duas v.a. independentes com distribuicao de Poisson cujas variancias

sao iguais a 10 e 15, respectivamente.'6

(a) Obtenha o valor exacto para a probabilidade de o nimero total de “kits”de teste

vendidos semanalmente pelas duas sucursais da empresa exceder 25 unidades.

e V.a.
X; = numero de “kits” vendidos semanalmente pela sucursal i (i = 1,2)
e Distribuicao de X;
X, Poisson(\;),7 = 1,2
e Parametros
A= FE(X;) =V (X;) =10
A= FE(Xy) =V (Xy) =15
e Nova v.a.

Y = X, 4+ X5 = nimero total de “kits” de teste vendidos semanalmente pelas

duas sucursais

e Distribuicao de Y

Tratando-se da soma de duas v.a.independentes com distribuicao de Poisson,

pode afirmar-se que
Y ~ Poisson(E(Y)).
e Parametro
EY)=FEX))+E(X3)=10+15=25
e Probabilidade pedida
P(Y >25) = 1-—P(Y <25
= 1 - FPoisson(25)(25)
tabele 1 _ 0.5529
= 0.4471.

16 Adaptado do Exame de 4 de Fevereiro de 2003.
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(b) Admita que as sucursais facturam 200 e 225 Euros (respectivamente) por cada “kit”
de teste vendido e determine o valor esperado e o desvio-padrao da facturacao total

semanal das duas sucursais desta empresa.

e Nova v.a.

F =200 x X, + 225 x X, =facturacao total semanal das duas sucursais

e Valor esperado de F
E(F) =200 x E(X;y)+ 225 x E(X3) =200 x 10 + 225 x 15 = 5375
e Variancia de F
V(F) =200 x V(X;) + 2252 x V(X5) = 200% x 10 + 225% x 15 = 1159375

e Desvio-padrao de F

DP(F) = +/V(F) = +/1159375 ~ 1076.74. .

Exemplo 5.66 — Casos especiais de somas de v.a. continuas independentes

Engenheiros acreditam que um troco de uma ponte é capaz de suportar W = 200 toneladas
sem que sejam causados danos estruturais. Para além disso, estudos levados a cabo
apontam para que a massa (em tonelada) dos carros que por ela circulam seja bem

modelada por uma v.a.com distribuicao normal de valor esperado 1.5 e desvio-padrao
0.15.17

(a) Qual a probabilidade de ocorrerem danos estruturais caso estejam 130 carros nesse
troco?
e V.a.
X; = massa do ¢ — ésimo carro, t =1,...,130
e Distribuicao de X;
X; "% normal(p, 02), i =1,...,130
e Parametros
p=FEX;) =15
o’ =V (X;) =0.15?
e Nova v.a.

Y = Z}i% X; = massa total dos 130 carros

17 Adaptado do Exame de 13 de Julho de 2002.
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e Distribuicao de Y
Tratando-se Y de uma soma de v.a.i.i.d.com distribuicao normal, tem-se
Y ~ normal(E(Y),V(Y)).
e Parametros
E(Y)=E (X1 X;) = 1304 = 195
V(Y) =V (S Xi) = 1300% = 2.925
e Probabilidade pedida

P(Y>W =200) = 1-P(Y <200)
_ 1_(I)(zoo—E(Y))
V(Y)

~ 11— ®(2.92)
tabela 1 _ 9.9982
—  0.0018.

(b) Assuma agora que W ¢é também uma v.a. com distribui¢do normal com valor
esperado 200 e desvio-padrao 20. Demonstre que, caso o numero de carros que
estao nesse troco da ponte seja igual a 140, a probabilidade de ocorréncia de danos

estruturais é de pelo menos 0.17

e Novas v.a.
T = Y12 X; = massa total dos 140 carros
W = carga maxima
Importa notar que a probabilidade pedida é P(T > W) = P(T — W > 0)
pelo que é conveniente lidar com a v.a. T — W, que nao passa de uma

combinacao linear de duas v.a. independentes com distribuicao normal logo

também normalmente distribuida.
e Distribuicoes de 7', W e T'— W

T ~normal(E(T), V(T))

W ~ normal(E(W), V(W))

T —W ~normal(E(T — W), V(T —W))
e Parametros

E(T) = E (X1 X;) = 140p = 210

V(T) =V (L X;) = 1400 = 3.15
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T—-W)=ET)—- E(W)=210-200 =10
V(T —W)=V(T)+ V(W) = 3.15+ 20* = 403.15
e Probabilidade pedida

P(T>W) = 1-PT-W<0)
_ 1®(0—E(T—W)>
V(T —W)
~ 1—®(-0.50)
—  3(0.50)

tabela (3 6915,

Exemplo 5.67 — A carga maxima de um elevador é de 350K ¢g. Admita que a massa
de um passageiro é uma v.a. X ~ normal(75,10%). Obtenha a probabilidade de a massa

total de 5 passageiros exceder a carga maxima.
e V.a.
X; = massa do ¢ — ésimo passageiro, 1 = 1,...,5
e Distribuicao de X;
X, R normal(y,0?),i=1,...,5
e Parametros
uw=E(X;)="15
o’ =V (X;) =102
e Nova v.a.

Y =2, X; = massa total dos 5 passageiros

e Distribuicao de Y

Ja que Y ¢é uma soma de v.a. iid. com distribuicio normal,
Y ~normal(E(Y),V(Y)).
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e Parametros
E(Y)=E (S, Xi) = bp = 375
V(Y) X; ’igdep 1% ( Z_5:1 Xz) — 50.2 — 500

e Probabilidade pedida

P(Y >350) = 1-0 (350 ‘_/fy(;/))
~ 1-—®(-1.12)
~  $(1.12)

fabela () 8686,

e Comentario

Esta probabilidade é elevadissima, pelo que nao é recomendavel que o elevador

transporte 5 passageiros. °
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5.5 Desigualdade de Chebychev.

Motivacao 5.68 — Desigualdade de Chebychev

A desigualdade de Chebychev'® permite adiantar limites superiores ou inferiores para
probabilidades de eventos que digam respeito a uma v.a. discreta ou continua X, bastando
para tal conhecer o seu valor esperado e a sua variancia. Este resultado é particularmente
conveniente quando nao somos capazes de identificar a distribuicao, por exemplo, de uma

soma de v.a. °

Proposicao 5.69 — Desigualdade de Chebychev

Seja X uma v.a. (discreta ou continua) tal que

E(X) = pu
V(X) = o
Entao
1
P(IX —p| > co) < . (5.50)
c
([ ]
Nota 5.70 — Desigualdade de Chebychev
Esta desigualdade s6 faz sentido para ¢ > 0 e s é 1til caso ¢ > 1. °

Exemplo 5.71 — Desigualdade de Chebychev

Retome o Exercicio 5.67.

(a) Determine um limite para P(45 < X < 105) admitindo que desconhece a
distribuicao da massa X de um passageiro mas que o valor esperado e o desvio-

padrao sao conhecidos e iguais a 75K g e 10K g, respectivamente.

e V.a.
X =massa do passageiro
e Distribuicao de X
DESCONHECIDA

e Valor esperado
uw=FEX)="T5Kg

18Pafnuty Lvovich Chebychev (1821-1894).
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e Desvio-padrao

o= /V(X) = 10Kg
e Limite para P(45 < X < 105)

Comece-se por notar que

P(45 < X <105) = P(]X — 75| < 30)
= 1-P(|X — | = 30)

Ora recorrendo a desigualdade de Chebychev segue-se

1

P(X —p| =230) < 32
1

8

P(45 < X < 105) > g

(b) Compare o limite que obteve em (a) com o verdadeiro valor da probabilidade,

caso tivesse assumido que a massa de um passageiro €é normalmente
distribuida.

e Distribuicao de X
X ~ normal(p = 75,02 = 10?)
e Valor exacto de P(45 < X < 105)

105 — 75 45— 75
P(45 < X < 105) = <1><—>—c1>< )

10 10
— B(3) — (—3)
= 2xP(3)—1
= 0.9973
. 8
9

e Comentario — O limite inferior obtido usando a desigualdade de Chebychev

subestima o valor da probabilidade em

18/9 — 0.9973]
100% ~ 10.87
00073 < 100% %,
caso a verdadeira distribuicao da massa de um passageiro seja
normal (75, 10?). .
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5.6 Teorema do Limite Central. Aplicacoes as

distribuicoes binomial e de Poisson.

Motivacao 5.72 — Teorema do Limite Central
Nem todas as distribuicoes gozam da propriedade reprodutiva das distribuigoes binomial,
de Poisson e normal, pelo que é crucial arranjar formas de obter valores aproximados de

probabilidades de eventos envolvendo
e Somas (>, X;)
e Médias aritméticas (% Tl Xi>

de v.a.independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). A resposta pode encontrar-se
no Teorema do Limite Central (TLC). .

Teorema 5.73 — Teorema do Limite Central
Considere-se que, para todo o inteiro positivo n, as v.a. Xq,..., X, sao i.i.d.com valor

esperado u e variancia finita o?. Considere-se ainda
e S, =>",X,; (soma)

e X, ==->", X; (média aritmética).

Entao
limPS—(S)Sz = lim P(Mgz)
nteo V(Sy) n—+00 no?
= P(2). (5.51)
Equivalentemente,
lim P Xn_E_(Xn)gz = Ilim P X”_“gz
ntoo V(X.,) n=too \ o2 /n
= P(2). (5.52)
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Nota 5.74 — Interesse pratico do Teorema do Limite Central

Ao lidarmos com
e nv.a.iid (B(X;)=pu, V(X;)=0?< +00) e
e 7 suficientemente grande'®

podemos

e aproximar a f.d.da soma ou da média aritmética dos X;’s (S, e X,, resp.)

devidamente padronizadas
pela
e f.d. de v.a.normal padrao.

Com efeito, pelo facto de o TLC permitir afirmar que

Sn o a
on g normal(0, 1) (5.53)
no?
7 - a
n g normal(0, 1) (5.54)
\o?/n
(onde “~” se lé “tem distribuicao aproximadamente...”), tem-se
Sp—np _ s—nu
P(S,<s) = P <
( ) ( Vno? \/n02>
TLC s —nji
~ 5.9
() (5.55)

Yn — [ L — [
PX,<z) = P <
( ) ( yoi/n \/02/n)
) (%) (5.56)

Nota 5.75 — Teorema do Limite Central

O TLC ¢ valido para somas e médias aritméticas de v.a. quer discretas, quer continuas.

Este teorema justifica também as aproximacoes normais das distribui¢oes binomial e

de Poisson que descreveremos ainda nesta seccao. Para tal basta considerar:
e X;~j;q Bernoulli(p),i=1,....n — S, =%",X; ~ binomial(n,p)

e X, ~;;q Poisson(A/n),i=1,....n — S, =30, X, ~ Poisson(\). °

199 suficientemente grande significa, de um modo geral, n > 30.
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Exemplo 5.76 — Teorema do Limite Central (v.a.discretas)

Considere um modelo simples para o trafego na world wide web em que o nimero de
pacotes necessarios para a transmissao de uma pagina na net distribui-se uniformemente
em {1,...,50}. Calcule um valor aproximado para a probabilidade do nimero de pacotes

necessarios a transmissao de 100 paginas exceder 3000.2

Nota: Y7z = "0t ¢ yon_ 42 - nnd)@ntl),
e V.a.

X; = numero de pacotes necessarios para a transmissao da pagina i, ¢ = 1,..., 100

e Distribuicao de X;
X; "% uniforme discreta({1,2,...,50}),i=1,...,100

e F.p.de X;
L =1,2 50
R
0, cc
e Valor esperado de X;
po= EBX)
50 1
= T X —
r=1 50
1 " 50 x (50 + 1)
50 2
= 25.5

e 20. momento de X;
E(X}) = > 2°x —
1 50x(50+1)(2x5041)

— X
50 6
= 858.5

e Variancia de X,
o = V(X;)
= B(X]) - E*(X)
= 858.5 —25.5%

= 208.25
20 Adaptado do Exame de 17 de Janeiro de 2004.
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e Nova v.a.

Y = 1% X; = nimero total de pacotes necessarios para a transmissao 100 paginas

e Valor esperado de Y
E(Y) =100 x p = 2550

e Variancia de Y

V(Y) = 100 x 0 = 20825

e Distribuicao aproximada de Y

De acordo com o TLC pode adiantar-se que

Y — BE(Y)

~ normal(0, 1).
V({Y)

e Valor aproximado da probabilidade pedida

P(Y >3000) = 1— P(Y < 3000)
—2
e g (3000 550)

- V20825
~ 11— 9(3.12)

tabela 1 _ ).9991
—  0.0009.

Exemplo/Exercicio 5.77 — Teorema do Limite Central (v.a.continuas)
Suponha-se que, ao adicionar nimeros reais, cada numero é arredondado previamente
para o inteiro mais préoximo. Admita-se que os erros de arredondamento sao v.a.i.i.d. com

distribuicao comum

uniforme(—0.5,0.5). (5.57)

(a) Obtenha um valor aproximado para a probabilidade de o valor absoluto do erro da

soma exceder 15 unidades ao adicionarmos 1500 ntimeros.

e V.a.

X; = erro de arredondamento da parcela 7, i =1, ..., 1500
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Distribuicao de X;
X; "% uniforme(—0.5,0.5), i = 1,..., 1500
F.d.p.de X;

1
form | 7= =1, —05<2<0.95
o, () T { 0.5—(—0.5)

0, c.c.

Valor esperado de X;
poo= BX;)
form 0.5+ (—05)
- 2

= 0
Variancia de X;
o = V(X;)
form (0.5 — (—=0.5)]?

Nova v.a.

Y = > °% X; =erro de arredondamento da soma de 1500 parcelas
Valor esperado de Y

E(Y)=1500 x u =0

Variancia de Y

V(Y) =1500 x 0% = 1250

Distribuicao aproximada de Y

Pelo TLC pode escrever-se

Y- EY) ~ normal(0, 1).
V(Y) ’

Valor aproximado da probabilidade pedida
P(lY|>15) = 1-P(—-15<Y <15)

15 — 15 —
@(5 0)_®< 15 0)]
/1500 1500
12 12

~ 1 [B(1.34) — B(—1.34)]

TLC
~ 11—

= 2x[1—®(1.34)]
tbele 9 % (1 — 0.9099)
—  0.1802.
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(b) Compare este valor aproximado com o limite inferior obtido por recurso a desigualdade
de Chebychev. °

Motivacao 5.78 — Aproximacoes de distribuigoes
Nem sempre é possivel calcular a probabilidade de certos eventos recorrendo as
tabelas disponiveis ou de uma outra forma expedita sem recurso a uma calculadora
ou a um computador. Basta considerar-se o célculo de P(X < 40) onde
X ~ binomial(100,0.1).

Nao s6 as tabelas disponiveis nao contemplam valores de n superiores a 20 como a

obtencao de

PX<40—40 100! 0.1%(1 — 0.1)100—=
(X< )_;x!(loo—x)!' (1-0.1)

pressupoe o calculo de 41 parcelas.
Nao surpreende que nestas e noutras situacoes similares seja frequente recorrer ao que

usualmente se denomina de
e aproximagoes distribucionais

entre elas as duas que constam do titulo a seccao. °

Importa referir o caracter empirico das aproximacoes das distribuigoes que se seguem e
o facto de as condicoes em que se deve efectuar qualquer das 4 aproximagoes que veremos

ja de seguida nao serem rigidas e variarem de livro de texto para livro de texto.

163



Nota 5.79 — 4 aproximacoes de distribuicoes

V.a. original V.a. aproximativa Condicoes de aproximacao Obs.
1. X ~ hipergeométrica(N, M,n) X ~ binomial(n, M/N) n < 0.1N (1)
2. X ~ binomial(n, p) X ~ Poisson(np) n>20ep<0.1 (2)
3. X ~ binomial(n, p) X ~ normal(np,np(1 —p)) np>5en(l—p)>5 (3)
4. X ~ Poisson(\) X ~ normal(\, \) (4)

(1) Fazer ou nao reposigao deixa de ser relevante quando a dimensao da amostra é muito

pequena quando comparada com a dimensao da populacao.

(2) Nao estao disponiveis tabelas para a f.d.da binomial com n > 20.

(3) Por estarmos a aproximar uma v.a. discreta por uma continua e por forma a melhorar

a aproximacao recomenda-se a efectuacao do que se designa por correccao de

continuidade que descreveremos daqui a pouco.?!

(4) Pelos mesmos motivos apontados acima é recomendavel efectuar a correcgao de

continuidade. Atente-se que existem tabelas da f.d.da v.a. X ~ Poisson()) para

diversos valores de A > 5, e nesses casos nao ha qualquer necessidade de efectuar a

aproximacao.??

Nota 5.80 — 4 aproximacoes de distribuicoes

As 4 aproximacoes de distribuigoes encontram justificacao em resultados de convergeéncia:

1. X ~ hipergeométrica(N, M,n) aproximada por X ~ binomial(n,p = M/N).

Para n e M/N = p fixos, tem-se:

lim
N — 400 <N>
n fixo n

M/N = p fixo

X

2. X ~ binomial(n, p) aproximada por X ~ Poisson(\ = np).

Para np = X fixo, segue-se:

lim (n) pr(l—p)" "= e‘AA—.
T

n — +4oo
p—0
np = A fixo

2L A aplicacdo de correccao de continuidade nao é obrigatéria a menos que a solicitemos.

22F muito menos a correccao de continuidade.
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3./4. X ~ binomial(n, p) aproximada por X ~ normal(y = np, 0> = np(1 — p)).
X ~ Poisson()\) aproximada por X ~ normal(y = X, 0 = \).

Estas duas aproximagoes encontram justificacao no Teorema do Limite Central.

Refira-se ainda que as 4 aproximacoes de distribuicoes preservam o valor esperado da
v.a.original e a variancia nos casos 3.e 4. Com efeito temos: F(X) = F(X), em qualquer

dos 4 casos; V(X) ~ V(X), para as duas primeiras 4 aproximagoes de distribuicoes (1.e

2.); e V(X) = V(X), para as restantes duas aproximagoes (3.e 4.). .

Exemplo 5.81 — A aproximacao binomial da distribuicao hipergeométrica
Para avaliar a correccao da composicao anunciada de certo produto alimentar foram
analisadas 10000 embalagens desse produto. Verificou-se que em 100 delas o produto
nao correspondia ao anunciado.

Indique uma expressao e um valor aproximado para a probabilidade de pelo menos duas
embalagens do produto nao corresponderem ao anunciado, caso tenham sido seleccionadas

500 embalagens ao acaso sem reposicao daquelas 10000 embalagens do produto.??

e V.a.original

X = numero de embalagens que nao correspondem ao anunciado, numa amostra de
500 embalagens seleccionadas ao acaso sem reposicao de entre 10000 embalagens
do produto das quais 100 nao correspondem ao anunciado

e Distribuicao de X

X ~ hipergeométrica(N, M,n)

e Parametros
N = 10000 embalagens do produto
M = 100 embalagens do produto que nao correspondem ao anunciado

n = 500 embalagens seleccionadas

e F.p.de X

(100) (10000—100)
T 500—x

P(X =z)= ("%60°)
0, c.c.

23 Adaptado do Exame de 7 de Fevereiro de 2004.
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Expressao da probabilidade pedida
P(X>2) = 1-PX<1)
100\ (10000—100
_ l_i (:v)( 500—x >

10000
=0 500

e V.a.aproximativa X

Dado que n = 500 < 0.1N = 1000 pode aproximar-se a f.p. da v.a.
X ~ hipergeométrica(/N = 10000, M = 100,n = 500) pela f.p. da v.a.

X ~ binomial(n = 500, p = M/N = 0.01).
F.p.de X

mX:m:<

500

. )(101$(1-—0(n)“m—w,x::(x1,“.,500

Valor aproximado da probabilidade pedida

P(X>2) = 1-P(X<1)
~ 1-P(X<1)

— ]_—-£§% (520> 0.01% (1 — 0.01)°%~®
= 1 (0.99° 4 500 x 0.01 x 0.99*)
= 0.9602.
o
Exemplo/Exercicio 5.82 — A aproximagao de Poisson da distribuigao

binomial

Um fabricante de computadores garante a substituicao de todos os computadores que
avariem durante o primeiro ano apés a data de compra ou da substituicao. Admite-se
que os tempos de vida destes computadores sao v.a.independentes e que seguem uma

distribuicao normal com valor esperado 3.526 anos e desvio padrao 0.85 anos.?*

(a) Calcule a proporgao de computadores que o fabricante pode ter que substituir.

e V.a.

X = tempo de vida de computador...

24 Adaptado do Exame de 5 de Fevereiro de 2002.
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e Distribuicao de X
X ~ normal(u, 02)
e Parametros
p= E(X)=3.526 anos
02 =V(X) = 0.85? anos®
e Probabilidade pedida

Seja S o evento que representa a substituicao devido a avaria durante o primeiro

ano. Entao

P(S) = P(?( <1)

_ X—E(X)<1—E(X)
| Y V(X) V(X)

[t EW
| VI(X)
1—3.516

= ¢ ( 0.85 >

~  B(—2.96)

= 1—®(2.96)

tabela 5 0015.

(b) Se uma firma adquirir 100 computadores aquele fabricante, qual a probabilidade de

3 ou mais desses computadores serem substituidos?

e Nova v.a.original

Y = numero de computadores que serao substituidos de entre 100
e Distribuicao de Y
Y ~ binomial(n, p)

e Parametros

n = 100
p= P(S5) =0.0015
e F.p.deY

100

P(Yzy)=<y

) 0.0015Y (1 — 0.0015)*°7% 4 =0,1,...,100
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e V.a.aproximativa Y

Dado que n > 20 e p < 0.1 pode aproximar-se a f.p. da v.a. Y ~ binomial(n =
100, p = 0.0015) pela f.p. da v.a.

Y ~ Poisson(\ = np = 0.15).

e F.p.de Y
. 15Y
PYY =y) = 6_0'15¥, y=0,1,2,...
y!
e Valor aproximado da probabilidade pedida
PY>3) = 1-PY <2)
1-PY <2)

= 1— FPOisson(O.15) (2)
tabele 1 0.9995
= 0.0005.

(¢) Determine o valor exacto de P(Y > 3) e calcule o erro relativo associado ao valor

aproximado calculado na alinea anterior. °

Motivacao 5.83 — Correccao de continuidade

A correccao de continuidade deve ser efectuada uma vez que, de um modo geral, vem
melhorar a qualidade da aproximagao de uma v.a.discreta (neste caso com distribuigao
binomial ou de Poisson) por uma v.a.continua com distribuigdo normal.

Para além disso, nao faria sentido aproximar P(X = z) por P(X = x), uma vez que

P(X =) = 0 pois X é uma v.a.continua. °

Nota 5.84 — Correccao de continuidade
Seja X uma v.a. discreta que toma valores de A em A.2° Seja ainda X a v.a. aproximativa

continua.?® Entao tem-se, para A = 1 e quaisquer valores admissiveis z, a, b da v.a. X:
e P(X=2)~Plz—1/2< X <z+41/2);
e Pla<X<b)~Pla+1/2<X <b+1/2);

e P(X<z)=P(X<z—-1)~PX<(zx—1)+1/2]. .

25No caso das distribuicoes binomial e de Poisson tem-se A = 1, que §é, alids, o valor mais comum de

A

26V .a. esta com distribuicio normal.
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Exemplo 5.85 — Correccao de continuidade

Considere-se X ~ binomial(30,0.4). Uma vez que
e n=230>20
e np=30x04=12>5c
o n(l—p)=30x(l—04)=18 > 5,

pode aproximar-se a fp. P(X = ) por Pz — 1/2 < X < z + 1/2) onde
X ~normal( =np=30x 0.4 =12, 6> = np(1 —p) =30 x 0.4 x (1 —0.4) = 7.2).

valor exacto valor aproximado
t P(X=z) Plx-1/2<X<z+1/2) erro relativo
0 0.000000 0.000008 —3297.714%
1 0.000004 0.000036 —724.420%
2 0.000043 0.000154 —260.716%
3 0.000266 0.000568 —113.712%
4 0.001197 0.001826 —52.599%
5 0.004149 0.005115 —23.285%
6 0.011524 0.012486 —8.349%
7 0.026341 0.026571 —0.872%
8 0.050487 0.049287 2.377%
9 0.082275 0.079694 3.138%
10 0.115185 0.112328 2.481%
11 0.139619 0.138014 1.149%
12 0.147375 0.147821 —0.303%
13 0.136039 0.138014 —1.452%
14 0.110127 0.112328 —1.999%
15 0.078312 0.079694 —1.764%
16 0.048945 0.049287 —0.698%
17 0.026872 0.026571 1.120%
18 0.012938 0.012486 3.493%
19 0.005448 0.005115 6.112%
20 0.002000 0.001826 8.574%
21 0.000634 0.000568 10.372%
22 0.000173 0.000154 10.853%
23 0.000040 0.000036 9.105%
24 0.000008 0.000007 3.671%
25 0.000001 0.000001 —8.127%
26 0.000000 0.000000 —32.009%
27 0.000000 0.000000 —82.321%
28 0.000000 0.000000 —203.425%
29 0.000000 0.000000 —583.648%
30 0.000000 0.000000 —2677.075%
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Ao fazé-lo obtemos a tabela anterior,?” onde pode encontrar-se também o valor do erro

relativo da aproximacao,

Plz—1/2< X <2+1/2)

1— x 1007%.

P(X =x) %
De notar que a qualidade da aproximacao é tanto melhor quanto mais proximo estiver o
valor de x de E(X) = np = 12. o
Exercicio 5.86 — Repita o Exemplo 5.85 considerando  desta  feita

X ~ Poisson(22.5) e confrontando os valores exactos e aproximados da f.d.desta

v.a. discreta. °

Exemplo 5.87 — A aproximacao normal da distribuicao binomial
Um professor tenta lancar o sumario da sua aula tedrica no FENIX no préprio dia e
nos dias seguintes, fazendo uma tunica tentativa por dia. Contudo, a probabilidade de
numa tentativa conseguir aceder ao sistema é de apenas 0.6, independentemente do dia
considerado.

Durante um semestre (52 aulas) quantos sumarios é de esperar que possam ser lan¢ados
no préprio dia? Indique um valor aproximado (com correcgao de continuidade) para a

probabilidade desse ntimero exceder 30.28

e V.a.

X = numero de sumarios langados no préprio dia, em 52 sumarios

e Distribuicao de X

X ~ binomial(n, p)

e Parametros

n = H2
p=0.6
e F.p.de X

52
x

HX:x%:<)OWG—O®”ﬂx:QL”wM

270s valores exactos e aproximados foram aproximados até & 6a. casa decimal e obtidos recorrendo ao

Mathematica.
28 Adaptado do Exame de 24 de Junho de 2006.

170



e Valor esperado de X
E(X)=np=52x0.6=231.2

e Variancia de X
V(X)=np(l—-—p)=52x0.6x(1—-0.6)=12.48

e V.a.aproximativa X

Dado que np = 31.2 > 5 e n(l — p) = 20.8 > 5 pode aproximar-se a f.d.da v.a.
X ~ binomial(n = 52,p = 0.6) pela f.d.da v.a.

X ~ normal(u = np = 31.2,06% = np(1 — p) = 12.48).
com uma correccao de continuidade.

e Valor aproximado da probabilidade pedida

P(X >30) = 1-P(X<30)
1—-P(X <30+1/2)

e (30+1/2—E(X))

12

V(X)
~ 1—®(—0.03)
~  $(0.03)
tabela ) 5120,

Exemplo 5.88 — A aproximacao normal da distribuicao de Poisson
O numero de neutrinos registados em intervalos de 12 segundos, aquando da primeira
observacao da supernova S1987a por astréonomos, é bem modelado por uma distribuicao
de Poisson com variancia igual a 0.8.

Confronte o valor exacto e o aproximado (com correc¢cao de continuidade) da

probabilidade de o nimero de neutrinos registados em 10 minutos exceder 40.%°
e V.a.

X = numero de neutrinos registados em intervalos de 12 segundos

e Distribuicao de X
X ~ Poisson(\)

29 Adaptado do Teste A de 22 de Abril de 2006.
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e Parametro

A= FE(X) =V(X) = 0.8 neutrinos (em intervalos de 12 segundos)

e F.p. de X

x!

—0.8 x
{ eOx08" 01,2 ..

0, outros valores de x.

e Nova v.a.

Y = de neutrinos registados em intervalos de 10 minutos

e Distribuicao de Y
Y ~ Poisson(\)3°

e Parametros

N = 12550 % 0.8 = 40 (em intervalos de 10 minutos)
e F.p.de Y
e~ *0x40v
=0,1,2,...
P(Y :y) _ y! ) ) Ly 4y
0, outros valores de y.

e Valor exacto da probabilidade pedida
P(Y >40) = 11— P(Y <40)
= 1 = Fpoisson(10)(40)
fakele 1 0.5419
= 0.4581

e V.a. aproximativa Y

Dado que A = 40 > 5 pode aproximar-se a f.d. da v.a. Y ~ Poisson(\ = 40) pela
f.d. da v.a.

Y ~ normal(p = N = 40,02 = X = 40).

com correccao de continuidade.

30Este resultado deve-se & propriedade reprodutiva da distribuicao de Poisson.
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e Valor aproximado da probabilidade pedida
P(Y >40) = 1-—P(Y <40)
~ 1—PY <40+1/2)

g (40+1/2E(Y/))

V(Y)
~ 1—®(0.08)
tabele 1 _ (0.5319
= 0.4681,

valor este associado a um erro relativo igual a

10.4681 — 0.4581]

100% = 2.18%.
0.4581 x 100% 87

Refira-se também que ha vantagem em efectuar correccao de continuidade uma vez
que ao nao efectua-la o valor aproximado da probabilidade pedida é igual a 0.5 e o

erro relativo associado da ordem de 9.15%. °
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Capitulo 6
Estimacao pontual

A Teoria das Probabilidades compreende o estudo dos modelos matematicos capazes
de descrever o comportamento de fenémenos aleatorios, modelos esses que se dizem
probabilisticos.

Foi sobre o estudo de tais modelos que nos debrucamos nos capitulos 2 a 5. E altura
de falarmos sobre Estatistica, ramo da Matematica Aplicada que compreende técnicas
quantitativas para recolher, apresentar e interpretar dados relativos a fenémenos aleatoérios

visando a caracterizacao da variabilidade desses mesmos fenémenos.

6.1 Inferéncia Estatistica. Amostragem aleatoria.

O estudo da Estatistica assenta em alguns conceitos basicos que introduziremos

informalmente ja de seguida.

Definicao informal 6.1 — V.a. ou caracteristica de interesse
Nao passa de uma caracteristica crucial para o conhecimento do fenénemo aleatério em
estudo.

Exemplos:
e a resisténcia de certo tipo de mola;
e o tempo até falha de pa de certo motor a jacto;

e o numero de colisoes de detritos em satélite em MEQO no espago de um ano.
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Populacao e unidade estatistica

Conjunto de todos os objectos/individuos/etc. que tém em comum pelo menos uma
caracteristica de interesse. A cada elemento da populacao da-se o nome de unidade
estatistica.

Exemplos:

e todas as molas produzidas do referido tipo;
e todas as pas de tais motores a jacto;

e todos os satélites em MEO.

Amostra e dado estatistico

Dada a impossibilidade de observar toda uma populacao — ou devido ao facto de ser
infinita, ou por implicar a sua destruicao, ou por razoes de economia, comodidade, ou
tempo — ¢ fundamental recolher um subconjunto que se pretende representativo da
populacao; este subconjunto é denominado de amostra.

A cada resultado observado — relativo a caracteristica de interesse e respeitante a cada
unidade estatistica pertencente a amostra — damos o nome de dado estatistico.

Exemplos:

e recolher a 2a., 12a., 22a., 32a. e 42a. mola da produgao diaria;
e seleccionar completamente ao acaso 5 pas da producgao semanal;

e seleccionar ao acaso um satélite chinés em MEQO, um russo e trés americanos.

Em qualquer dos casos anteriores as amostras possuem dimensao 5.

Amostragem
Trata-se de um vasto conjunto de procedimentos estatisticos que encontra motivacao na
necessidade de obtencao de amostras, i.e.,“imagens & escala da populacao”.!

Exemplos:

e amostragem sistemadtica;?

'E justifica sé por si uma ou mais disciplinas dedicadas ao seu estudo em licenciaturas como a

licenciatura em Matematica Aplicada e Computacao no IST.
2Uma amostra sistemdtica de tamanho n de uma populagio (numerada) de N unidades obtém-

se fixando (ou seleccionando aleatoriamente) um niumero k do conjunto {1,2,..., N}, extraindo
aleatoriamente uma unidade das primeiras k, que designamos por ji, € tomando por sistema as unidades
Je+ik,i = 1,2,3,..., até se recolher um total de n elementos ou se percorrer toda a populacao. No
exemplo N = 50,k = 10, jp = 2
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e amostragem aleatdria simples;

e amostragem estratificada.*

Estatistica descritiva

Com a recolha da amostra obtém-se um conjunto de dados, com um aspecto cadtico,
cuja mera leitura depressa se reconhece nada contribuir para a compreensao do fenénemo
aleatério em estudo. A Estatistica Descritiva resolve (parcialmente) esta dificuldade ao
consistir numa bateria de métodos graficos e numéricos que permitem patentear de forma

sumaria a informagcao relevante contida nos dados. °

Definicao informal 6.2 — Inferéncia estatistica

A Inferéncia Estatistica compreende um amplo conjunto de métodos que tem por objectivo
usar a informagao (dados/amostra) de modo a responder a questoes especificas sobre a
populagdo — muito em especial sobre aspectos relativos ao caracter aleatério da(s) v.a.(s)

de interesse sob estudo. Pretende-se, por exemplo:

e adiantar valores ou intervalos de valores razoaveis para parametros desconhecidos

como /i, 02, etc. — estimacao pontual (Cap. 6) ou estimacao intervalar (Cap. 7);
e averiguar a razoabilidade de

— conjecturas (hip6teses) sobre parametros desconhecidos ou de distribuigoes (ou
familias de distribui¢oes) para explicar a variabilidade da v.a. de interesse —

testes de hipéteses (Cap. 8) ou
— modelos de regressao que expliquem a relacao entre um par de varidveis —

regressao linear simples (Cap. 9).

A Inferéncia Estatistica parte, assim, do particular (amostra) para o geral (populagao),

dai designar-se também de Inferéncia Indutiva. °

30 termo aleatério significa que a seleccao é aleatéria, pelo que todos os elementos da populacao tém a

mesma probabilidade de serem escolhidos e de virem a fazer parte da amostra com dimensao previamente

fixada.
4Este tipo de amostragem passa pela divisao da populaciao em classes mais homogéneas (estratos) de

cada uma das quais se extrai uma amostra aleatéria de tamanho especificado.
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Nota 6.3 — A forma como interagem aqueles conceitos e a Inferéncia Estatistica pode

ser representada no seguinte esquema:

Amostragem
/ N
Populacao Amostra
Caracteristica de interesse Estatistica descritiva
fx(x), p, ete. histograma, Z, etc.
AN /

Inferéncia Estatistica

Estimacao, testes, etc.

Motivacao 6.4 — Amostragem aleatéria

Para que as inferéncias sejam rigorosas® ¢ natural exigir que o processo de recolha de
informacao seja baseado (total ou parcialmente) na intervengao do acaso. )
Definicao 6.5 — Amostra aleatdria

Sejam:

e X uma v.a. de interesse;

e Xi,..., X, v.a. independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) a X, ie.,
Xi ~iid. X,Z = 1, , (TL c W)

Entao o vector aleatorio

o X = (Xy,...,X,) diz-se uma amostra aleatéria (a.a.) de dimensdo n proveniente

da populacao X.° o

Definicao 6.6 — Amostra

\

A observacao particular da a.a. X = (X3, ..., X,,) dd-se o nome de amostra e representa-se

por x = (x1,...,Ty). °

®Qu por outra: para que as inferéncias esteja associado um “pequeno” grau de incerteza, incerteza

esta que serda quantificada probabilisticamente.
6Talvez fosse mais razodvel designar-se por amostra aleatéria (a.a.) de dimensdo n respeitante & v.a.

de interesse X. H&, no entanto, autores que designam X indistintamente de populacdo e de v.a. de

interesse.

177



Nota 6.7 — Amostra aleatéria e amostra
Convém recordar que a a.a. X = (Xq,...,X,) é um vector aleatério n—dimensional e o

que mesmo nao acontece com a amostra x = (ry,...,%,) que ndo passa de um vector de
R™. °

Proposicao 6.8 — Caracterizagao da amostra aleatoria
Pelo facto de a a.a. ser constituida por n v.a. i.i.d. a X, a caracterizagao probabilistica da

a.a. X = (Xq,...,X,) faz-se sem grande dificuldade. Com efeito, tem-se para os casos:

e discreto — f.p. conjunta de X

PX=1) = P(Xi=m,.. Xo=u)
= P(Xlle)XXP(Xn:.’L’n)

XX f[lP(X = 1;) (6.1)

e continuo — f.d.p. conjunta de X

fx(z) = fx.x.(21,...,2,)

— le(fE'l) X ... X fxn(fEn)

- H F ()

A | N (6.2)

Motivacao 6.9 — Estatistica

E fundamental ¢ conveniente condensar /sumariar a amostra (os dados) em medidas
sumarias como a média, o desvio-padrao da amostra ou outras medidas ja estudadas
em Estatistica Descritiva. Estas medidas mais nao sao que valores particulares de v.a.,

definidas a custa da a.a. e denominadas de estatisticas. °

Definicao 6.10 — Estatistica
Seja X = (X4,...,X,,) uma a.a. de dimensao n proveniente da populacdo X. Neste caso

e T diz-se uma estatistica se se tratar de uma funcao exclusiva da a.a., i.e., se
T=T(X). °
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Nota 6.11 — Estatistica

Uma estatistica "= T'(X) nao depende de qualquer parametro desconhecido. o

Exemplo 6.12 — Estatisticas

Estatistica Valor observado da estatistica
Minimo da a.a. X1y = ming=1,... n X; minimo da amostra T(1) = MiNi=1,  n T
Méximo da a.a. X(p) = maxi=1,...n X; maximo da amostra T(n) = MaXi=1, . nT;
Amplitude da a.a. R=Xu — X amplitude da amostra r = z(,) — z(y)
Média da a.a. X=1>" X, média da amostra T=23"

Var. corrigida da a.a. 5% = 13" (X; — X)? var. corrigida da am.  s? = 23" (2, — 7)?

Var. nao corrig. da a.a. ($)>=1%" (X, —X)? var. ndo corrig. da am. (s')2= 13" (2; —z)?

Na tabela acima condensamos alguns exemplos de estatisticas, seus valores particulares e

respectivas designacoes. °
Nota 6.13 — Férmula alternativa da variancia corrigida (nao corrigida) da
amostra

Uma vez que

n

e a0 (§552) o o

i=1
a variancia corrigida da amostra e a variancia nao corrigida da amostra podem escrever-se

do seguinte modo:

9 1

s = : Z(mi —1)?
- () e (6.4)

|
—_

(342 - o 65

S 3w 3= 3

respectivamente.
Escusado sera dizer que estas férmulas alternativas poupam operacoes aritméticas e

poupam-nos a alguns erros de arredondamento. °
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Exemplo/Exercicio 6.14 — Férmula alternativa da varidncia corrigida (nao
corrigida) da amostra

- Demonstre o resultado (6.3).

Desenvolvendo o quadrado e tirando partido do facto de > ! ,z; = nZ, tem-se

sucessivamente:

n n

Y(wi—2) = D (2 — 22,7+ 77)

= Y 27 =22 x; +n(T)
i=1 i=1

= >z} —2% xnk+n(z)’

7
=1
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6.2 Estimadores e suas propriedades.

O objectivo principal da Estatistica é efectuar inferéncias sobre caracteristicas da v.a. de
interesse com base na amostra recolhida. Considera-se, em geral, que a distribuicao de X

é ou parcial, ou totalmente desconhecida.

e Parcialmente desconhecida, caso o tipo distribucional de X seja considerado
conhecido (e.g., binomial, Poisson, exponencial, etc.) a menos de um ou mais

7

arametros desconhecidos (e.g. o2 etc.).” Nesta situacdo as inferéncias que
) ) 3

possamos fazer dizem-se do tipo paramétrico.

e Totalmente desconhecida, se o tipo distribucional de X for especificado de modo
vago (e.g., distribuicdo discreta, etc.). Neste caso as inferéncias dizem-se néo

paramétricas.

Nota 6.15 — Parametro desconhecido
Um parametro desconhecido unidimensional (resp.multidimensional) serda de um modo

geral representado por 6 (resp. ). o

Definicao informal 6.16 — Espaco paramétrico
Corresponde ao conjunto de todos os valores possiveis para o parametro desconhecido 6

e é frequentemente representado por ©.

Modelo paramétrico

Familia de distribuicoes possiveis para a v.a. de interesse X.® Esta familia é usualmente
representada por { : 0 € ©} onde no espago em branco se colocard indistintamente
a expressao geral da f.(d.)p. de X ou o nome da distribuicao de X, dependentes em todo

o caso do parametro 6. °

Motivacao 6.17 — Estimadores
E fundamental adiantar valores razoaveis para parametros desconhecidos que caracterizem
a distribuicao da nossa v.a. de interesse. Para tal iremos recorrer a estatisticas com

caracteristicas especiais que denominaremos de estimadores. °

Definicao 6.18 — Estimador
A estatistica T' = T'(X) diz-se um estimador do parametro desconhecido €, caso T’ = T'(X)

tome valores exclusivamente no espago paramétrico ©. °

"Considera-se em todo o caso que o ntimero de parametros desconhecidos é finito.
8Paulino (1994) define modelo paramétrico & custa de X.
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Definicao 6.19 — Estimativa

Ao valor observado do estimador T" = T(X) do parametro desconhecido 6, t = T'(z),
damos o nome de estimativa de 6. Trata-se naturalmente de um valor razoavel para 6 ja
que t =T (x) € O. o

Exemplo 6.20 — Modelo e espago paramétricos; estimador e estimativa
Admita que vai inquirir n condutores/as quanto a sua preferéncia (ou nao) por motores

a gasbleo e que as respostas possiveis (admissiveis) neste inquérito sao:

e Sim (1), prefiro motor a gasoleo;

e Nao (0), prefiro motor a gasolina.

Procure identificar: a v.a. de interesse; a respectiva distribuicao; o parametro
desconhecido; o modelo e o espaco paramétricos; uma estimativa e um estimador do
parametro desconhecido.

e V.a. de interesse

X = resposta de condutor/a inquirido/a

1 (resposta afirmativa), com probabilidade 6
0 (resposta negativa), com probabilidade (1 — 6)

Distribuicao de X
X ~ Bernoulli(#)

Parametro desconhecido

0 = P(X = 1) = P(resposta afirmativa)

Espaco paramétrico

0 =0,1]

Modelo paramétrico

{Bernoulli(), 6 € ©} ou alternativamente {6#*(1 — 0)!~* 6 € 6}

A.a.

X = (Xy,...,X,) a.a. de dimensao n proveniente da populacao X

Amostra

x = (x1,...,2,) onde z € {0,1}"
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e Estimativa de ¢
Candidata: um valor razoavel para 6 é
1 n
T(x) = — Z X
N
=

= proporc¢ao observada de “SIM’S”

e Estimador de 6
Candidato:
T(X)

Verificagoes:
1. T(X) s6 depende de X
2. T(X) toma valores em {0, +,2,..., 2= 1} C © =[0,1]

Y )
Conclusao:

T(X) é estimador de 6. o

Motivacao 6.21 — Propriedades dos estimadores
Um estimador conduzird a inferéncias/estimativas mais rigorosas se gozar de algumas das

propriedades descritas ja de seguida. °

Definicao 6.22 — Estimador centrado

O estimador T diz-se um estimador centrado de 6 2 se
E[T(X)] =0,V0 € O, (6.6)

i.e., o centro de gravidade do estimador ¢ igual a ¢ independentemente do valor que este

parametro desconhecido possa assumir. °

Definicao 6.23 — Estimador enviesado

O estimador T diz-se um estimador enviesado de 0 10 se

30 € 0 : E[T(X)] # 0. (6.7)

90u um “estimador nao enviesado” de 6.
100u um “estimador nao centrado” de 6.

183



Definicao 6.24 — Enviesamento de um estimador

O estimador de 6, T, possui enviesamento!! dado por
biasy[T'(X)] = E[T(X)] — 0. (6.8)

Como seria de esperar um estimador centrado (enviesado, resp.) de 6 possui enviesamento

nulo (nao nulo, resp.). o

Nota 6.25 — Enviesamento
Escusado serd dizer que ha a possibilidade de adiantar mais que um estimador para um
parametro desconhecido. Um estimador de 6 sera tanto “melhor” quanto menor for o seu

enviesamento. °

Exemplo/Exercicio 6.26 — Estimadores centrados de y e o?
Considere que X ¢é uma v.a. de interesse com distribuicao arbitréaria, valor esperado u e

variancia o2.

(a) Prove que

e a média da a.a.

n

e ¢ a variancia corrigida da a.a.

§? = LT (X - X)? = g [T, X7 - (X))

n—1

sao estimadores centrados de i e 02, respectivamente.

e V.a.

X, Hd X

E(X;) = E(X) = p,

V(X)) =V(X)=0%i=1,...,n
e Estimador de p

X=lyn X,

n

110 termo anglo-saxdnico para enviesamento ou viés é “bias”.
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e Estimador centrado de pu ?

Trata-se de facto de um estimador centrado de u ja que

e Estimador de o2
S?=Lyr (X, —-X)?=-L [( i1 X7) — n(X)z}

e Estimador centrado de o2 ?

De facto, ao tirar-se partido da férmula alternativa de S? e ao notar que
E(Z*) =V(Z)+ E*(Z), E(X) = pe V(X) = c%/n, segue-se

E(S?) = E[ ! znj(xi—)‘()?]

1 n
- S(0 ) 2+ )
n—1 1=1
1
= n_l(na2—|—n,u2—a — np?)
1
= n_l(n—1)02
= o

Assim, conclui-se que S? é efectivamente um estimador centrado de o2.
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(b) Demonstre também que a

e a variancia nao corrigida da a.a.
()7 = 3 Xisi (X = X)? = £ (X3 X7) = n(X)? = #2257

é um estimador enviesado de o2 e calcule o respectivo enviesamento.

e Outro estimador de o2
(8 = LTI, (X, - X)? = 22
e Estimador centrado de o2 ?

Tendo em conta que (5')? = =152 rapidamente se conclui que
— 1
B[] = (” )
. n—1 ( >

n—

n

2
g,

pelo que (S")? nao é um estimador centrado de o

e Enviesamento de (S5')?

biasy2[(S")°] = E[(S')*] -

n—1
_ o2 — o2

donde se possa concluir que (S")? subestima (em valor esperado) o

Nota 6.27 — Variancia (resp. nao) corrigida

E pelo facto de S? (resp. (S')2) ser um estimador centrado (resp. enviesado) de o2 que se
denomina este estimador de “variancia CORRIGIDA (resp. NAO CORRIGIDA) da a.a.”.

Motivacao 6.28 — Erro quadratico médio

Nao basta que um estimador de 6 seja centrado para garantir estimativas rigorosas. Estas

serao tanto mais rigorosas quanto menos o estimador se dispersar em torno do verdadeiro

valor do parametro desconhecido 6.
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Definicao 6.29 — Erro quadratico médio
O erro quadratico médio (EQM)'? do estimador de 6, T' = T'(X), ¢ dado por

EQM,[T(X)] = E{[T(X) -6’}
= V[T(X)]+ {E[T(X)] - 6}*
= VIT(X)] + {biass[T(X)]}°. (6.9)

Exercicio 6.30 — Demonstre o resultado (6.9). °

Nota 6.31 — Erro quadratico médio

Uma vez definido o erro quadratico médio, escusado sera dizer que:

1. EQM quantifica a dispersao esperada do estimador em torno do verdadeiro valor do

parametro desconhecido 6.

2. Um estimador serd tanto “melhor” quanto menor for o seu EQM. Assim, ao lidarmos
com dois estimadores de 6 devemos optar por aquele que possuir o menor EQM,
ja que conduzird a estimativas mais rigorosas de #. Deste modo estaremos a optar

pelo estimador mais “eficiente” de 6. °

Definicao 6.32 — Eficiéncia relativa de estimadores
Sejam T} = T1(X) e Ty = T5(X) dois estimadores do parametro desconhecido . Entao a

eficiencia de T} — com respeito a 15 na estimacao de § — é dada por

EQM,[T5(X)]
T1(X), TH(X)] = : 1
BN = Boun(x) o1
Assim sendo, se
eo[T1(X), To(X)] > 1 & EQMo[13(X)] > EQM,[T1(X)], (6.11)
diremos que o estimador 77(X) é mais eficiente que 75(X) na estimagao de 6. )

12A designacao anglo-saxénica é “mean square error” (MSE).
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Exemplo 6.33 — Eficiéncia relativa de estimadores
Num estudo prévio ao lancamento no mercado de uma nova pilha de “pacemaker”
foram postas algumas questoes acerca da sua duracdo (em milhares de dias) a
um engenheiro. Estudos anteriores (embora com outros tipos de pilhas) levam a
crer que tal v.a. possui distribuicao uniforme(0,6), onde o parametro 6 é positivo,
desconhecido e representa a idade maxima da pilha.

Calcule a eficiéncia relativa de X(,) com respeito a 2X no que se refere a estimacio do
6?. Diga

pardmetro . Para o efeito, atente que E[X(,)] = 250 e V[X(,)] = (e

qual dos dois estimadores é mais eficiente.

e V.a.

X; = duracao da pilha i, i =1,...,n

id.d. .
X, ~ X, 1=1,...,n

Distribuicao
X ~ uniforme(0, 0)

Parametro

6 DESCONHECIDO (6 > 0)

Estimador de 6

X(n) = maX;—1,..n X;

Erro quadratico médio de X,

EQMy[X(n)] = V[X<n>]+{bia50[X<n>]}2
= V[X@]+ {EX@w] -0}

2

(n+2)(n—|—1)202+(n—|—19_9)
2 e
(n+2)(n+1)

e Outro estimador de 6
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e Erro quadratico médio de 2X

Se se tiver em consideracdo que E(X) = E(X), V(X) = ViX) E(X) form. g e
V(X) fozn. f—; tem-se

PQM,(2X) = V(2X) + [biasy(2%)|
= V(2X) + [BeX) - 6]

2

= % V(X)+ 2E(X) — 0]

22 2 0 2
== E1—2+<2x§—8>
1
—p?
3n

e Eficiéncia relativa de X(,) com respeito a 2X

EQM,(2X)
EQMg(X(n))
5 0
e O
(n+2)(n+1)
6n

eg[X(n),QX] =

que constitui o termo geral de uma sucessao mondtona nao decrescente cujos dois

primeiros termos sao iguais a 1.

e Comentario

Tendo em conta a expressao de ey Xy, 2X] pode afirmar-se que
o X e 2X sdo igualmente eficientes, para n = 1,2,

no entanto,
e X(,) ¢ mais eficiente que 2X, paran > 2.

Curiosamente, X(,) nao é estimador centrado de 6 ao contrdrio de 2X. °
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6.3 Método da maxima verosimilhanca.

Até ao momento introduzimos estimadores cujas concretizacoes constituem valores
razoaveis para parametros desconhecidos. Apresentamos também propriedades desejaveis
para esses mesmos estimadores por forma a que conduzam a estimativas rigorosas
desses parametros. Resta adiantar um método de obtencao sistematica de estimadores
de parametros desconhecidos e ja agora averiguar se tais estimadores possuem boas
propriedades.

Motivacao 6.34 — Método da maxima verosimilhanga
O método da maxima verosimilhanga (MV) permite obter o valor mais plausivel/ verosimil
de um parametro desconhecido — de entre todos os valores possiveis para esse mesmo

parametro —, tendo em conta a amostra x = (z1,...,z,) de que dispomos. °

Por forma a descrever o método da MV ¢é necessario definir a fungao de verosimilhanca.

Definicao 6.35 — Funcao de verosimilhanca
A fungao de verosimilhanga'® é representada por L(f|z), d4 ideia de quao plausivel é o
valor # para o parametro desconhecido, caso se tenha recolhido a amostra x, e define-se

do seguinte modo:

e (Caso discreto

L(lz) = P(X =z|0)

n

= HP = 1,00),0 € ©, (6.12)

e Caso continuo

L(Olz) = fx(z|f)

— [ /x(xil6).6 € ©. (6.13)

1=1

onde P(e|f) e fx(o|0) representam a f.p. e a f.d.p. (resp.) da v.a. de interesse X tendo

em conta que 0 é o verdadeiro valor do parametro desconhecido. °

13Na literatura anglo-saxdnica “likelihood function”.
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Nota 6.36 — Funcao de verosimilhanca

1. Por tradigcao quer o parametro desconhecido, quer o valor que se lhe possa atribuir

sao representados por 6.

2. L(0|z) : © — IR, i.e., a fungdo de verosimilhanga tem como argumento (exclusivo)
f, possui como dominio o espaco paramétrico © e toma valores em IR, para cada

14

valor fixo da amostra z. °

Definicao 6.37 — Estimativa de maxima verosimilhancga

Obtida a amostra z = (x1,...,%,), a estimativa de méaxima verosimilhanga do
parametro desconhecido corresponde ao ponto de maximo da funcao de verosimilhanca
ou, equivalentemente, ao ponto de maximo do logaritmo da funcao de verosimilhanca.!®

Esta estimativa é representada por 6 e verifica

LO|z) = max L(6)]z) (6.14)

ou, equivalentemente,

A

In L(0)|z) = %E%XIHL(QIQ), (6.15)
onde a fungao In L(é@) ¢ usualmente designada de log-verosimilhanca. o

Nota 6.38 — Estimativa de maxima verosimilhancga

1. E analiticamente mais conveniente obter o ponto de maximo da funcao log-
verosimilhanca (uma soma de logaritmos) que o ponto de méximo da funcao de

verosimilhanca (um produto).

2. Quando o espago paramétrico é um conjunto discreto (0 = {64, ...,0,,}) o ponto de

maximo da funcao de (log-)verosimilhanga obtém-se por pesquisa ponto por ponto.

3. No caso em que o espaco paramétrico © é continuo recorre-se ao procedimento usual
de maximizagao — comeca-se por obter o ponto de estacionaridade para de seguida

averiguar se tal ponto é efectivamente um ponto de maximo.

14Na verdade L(f|z) toma valores no intervalo [0, 1], no caso discreto, e em IRT, no caso continuo.
15Na verdade seria mais correcto definir a estimativa de MV como um ponto de supremo.
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Ao lidar-se com um tnico parametro desconhecido tem-se:'6

A dln L(6
6 : dln L(6]z) = 0 (ponto de estacionaridade) (6.16)
do g
d*1n L(6
"In L(blz) < 0 (ponto de maximo). (6.17)
d6? g
Ao lidar-se com um vector de p (p > 1) parametros desconhecidos, § = (61, ...,6,),
a estimativa de MV, § = (él, e ,ép) nao so verifica
Oln L[(6,,...,0
Ll Olell g g, (6.18)
89j 0=0
como a matriz hessiana —
H(0) = V*InL[(0y,...,0,)|z] = [hi(0)]ij=1,..p (6.19)
0% 1In L[(61,...,0p)|2] . . . . A
onde h;;(0) = 26:90; — seja definida negativa quando avaliada em 6, quando
p > 1.
Caso p = 2, 0 = (61,0,) satisfaz ndo s6 (6.18) mas também as duas seguintes

condigoes (Casella e Berger, 2002, p. 322):
92 In L[(61,02)|z]

067
(a) 92 1In L[(61,02)|z]

062
(b)

<0 ou
0=0

< 0
0=0

o determinante da matriz hessiana [h;;(6)]; j=12 ¢ positivo quando avaliado em
0= Q, i.e.

hll(é) X hQQ(Q) - hu(é) X h21(é) > 0.
4. As equagoes (6.18) denominam-se equagoes de verosimilhanga.
5. A estimativa de MV é, naturalmente, uma funcao da amostra, i.e.,
0= g(z). (6.20)

Para além disso nao se trata de uma v.a. mas da concretizacao de uma v.a. com um

nome particular: estimador. °

16 A satisfacdo da equacdo (6.16) é condicio necessaria mas nao suficiente para que se obtenha um
ponto de maximo (eventualmente local). Para que tal aconteca é fundamental que se verifique também
a continuidade das segundas derivadas numa vizinhanca do ponto de maximo e que a segunda derivada

seja negativa.

192



Definicao 6.39 — Estimador de maxima verosimilhanca
O estimador de MV de 6 obtém-se por substituicdo de z = (x1,...,2,) por X =
(X1,...,X,) na expressao geral da estimativa de MV, 0 = g(z), obtendo-se

EMV(0) = g(X). (6.21)
Trata-se de uma v.a. exclusivamente dependente da a.a. X, logo uma estatistica. °
Exemplo 6.40 — Estimador e estimativa de MV (caso discreto)

Um inquérito recente feito a 1000 habitantes de uma regiao rural revelou que 448 pessoas
apoiam a aplicacao de penas de prisao pesadas em crimes de fogo posto.

Deduza a estimativa de maxima verosimilhanga da probabilidade (p) de uma pessoa
escolhida ao acaso em tal regiao ser favoravel a aplicacao da referida pena. Verifique que

o estimador associado é centrado.

e V.a. de interesse

X = resposta ao inquérito

Distribuicao
X ~ Bernoulli(p)

Parametro DESCONHECIDO

p=PX=1),0<p<1

e F.p.
P(X =x) form e (1—-p)' ™, =01
e Amostra
x = (z1,...,7,) amostra de dimensdo n proveniente da populagdo X onde x; =

resposta da ¢ — ésima pessoa

x : n=1000
_—448—0448—448(7 t fi ti
T = To00 = ¥ = 44.8% respostas afirmativas
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e Obtencao da estimativa de MV de p

Passo 1 — Funcao de verosimilhanga

L(plz) = J[P(X =)

=1

= ﬁ (1 —p) ]

i=1

= pzz‘:l L (1 — p)n_Zi:l T

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca
InL(plz) = In [pz?:lxi (1— p)n—zz;lxi]

— n(p) Y + In(1 - p) (n - Zx)

i=1

Passo 3 — Maximizacao

A estimativa de MV de p, p, obtém-se resolvendo

dlns(P@_) =0 (ponto de estacionaridade)
. P p=p
p
M <0 (ponto de maximo)
P p=p

Tendo em conta a funcao log-verosimilhanca e relembrando que 0 < p < 1,17 tem-se

sucessivamente
( d[ln(p) 2?21 z;+1In(1—p) (n_Z:‘L:1 xz)]
dp .
]/?\ b=p
d? [ln(p) Z?:1 z;+In(1-p) (n—zyzl xz)]
dp?
\ b=
( 27:1 xT; . ’I’L—Z;n:l Tq — 0
D 1-p A
b=p
Rt TRt <0
\ p=p
Z?:l Zi _ n_Z:LZI Zi — 0
P 1-p
Z?:l Zi n_Z?:l Zi
| — =%~y <V

17 Aqui e ali serd necessario admitir que p # 0, 1.
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Proposicao verdadeira ja que 0 < p <1

Passo 4 — Concretizagao

Para este inquérito tem-se:

1 n
R (p = T = média da amostra)
=

no. obs. de respostas afirmativas

no. pessoas inquiridas
= 0.448

e Estimador de MYV de p

Serd representado pela via. EMV(p) = 237, X; = X (i.e., pela média da a.a.)

e possui valor esperado igual a E(X) = E(X) = p. Deste modo conclui-se que o

estimador de MV de p é centrado. °

Exemplo 6.41 — Estimador e estimativa de MV (caso continuo)
Os tempos observados (em anos) até a primeira colisao de detritos espaciais com diametro
inferior a 1mm em 4 satélites em MEO foram de 1.2, 1.5, 1.8, 1.4.
Admita que tal tempo possui distribuicao pertencente ao modelo exponencial de
parametro A. Obtenha o estimador e a estimativa de MV de \.
e V.a. de interesse
X = tempo até primeira colisao de detritos espaciais (em anos)
e Distribuicao
X ~ exponencial(\)
e Parametro DESCONHECIDO

A(A>0)
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e F.d.p.

e Amostra

x = (x1,...,x,) amostra de dimensao n proveniente da populagdo X
T n=+4
1
T = 1 (1.24+154+1.84+1.4)=1475

e Obtencao da estimativa de MV de A

Passo 1 — Funcao de verosimilhanca
L) = Tl
_ Z:HI < Ne xl)
— N A lim T
Passo 2 — Funcao de log-verosimilhanca

InL(Az) = In ()\" e i 3”)

= nln(\) =X
i=1

Passo 3 — Maximizagao

A estimativa de MV de X\ é aqui representada por \e

5 . ¢inliiz) si/\'@ Nt 0  (ponto de estacionaridade)
£l Llg) lnd];gA'@ g <V (ponto de maximo)

Substituindo a fungao log-verosimilhanca nas expressoes acima e tendo em conta

que A > 0, obtém-se

p
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$—2imTi =0
[ ~% <V
S
A — nn
D e T
Proposicao verdadeira ja que A > 0

Passo 4 — Concretizacao
Para esta amostra tem-se:
A= (2)7!
= inverso da média da amostra
= 14757
~ 0.678

e Estimador de MV de )\
Serd representado pela v.a. EMV()\) = (X)7! (i.e, inverso da média da a.a.). Por

sinal nao se trata de estimador centrado de . °

O estimador de MV nem sempre é tinico e nem sempre é centrado. No entanto, os
estimadores de MV gozam de varias propriedades importantes, das quais destacamos tres

que enunciaremos informalmente ja de seguida.

Nota 6.42 — Propriedades dos estimadores de MV
1. Invariancia
Sejam:

e 0 a estimativa de MV de 6
e EMV(0) o estimador de MV de 6

e h(f) uma funcao bijectiva de 0.'®

Entao a estimativa de MV de h(f) é dada por

18 Exigir que h(#) seja uma funcio bijectiva de § pode parecer demasiado restritivo. Com efeito, trata-
se de uma condigao suficiente mas nao necessaria para que seja satisfeita a invariancia. De acordo com
Rohatgi e Saleh (2001, p. 418) basta que a funcao h(f) : IRP — IR™ (m < p) transforme conjuntos abertos
de IRP em abertos de IR™.
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h(0) = h(0) (6.22)
e o estimador de MV de h(#) dado por

EMV(h(0)) = h[EMV(0)]. (6.23)

2. Suficiéncia

A suficiéncia pode ser descrita informalmente do seguinte modo: as estimativas de
MV condensam em geral toda a informacao relevante, contida na amostra, sobre o

parametro desconhecido.

3. Consisténcia

Esta propriedade, que de um modo geral os estimadores de MV possuem, pode ser
informalmente traduzida no seguinte comportamento probabilistico: a medida que
aumentamos a dimensao da a.a. (n), o EMV(0) dispersa-se cada vez menos em torno

do verdadeiro valor de @ (i.e., as inferéncias tornam-se cada vez mais rigorosas). e

Exemplo 6.43 — Propriedade da invariancia dos estimadores de MV

Com o objectivo de estudar o tempo até falha de certo equipamento electrénico (em
dezenas de milhar de horas), uma engenheira recolheu um total de 50 observagoes que
conduziram a média geométrica amostral m, = ( ) xi>1/50 = 4.2427.

Confirmada a adequagao do modelo {Pareto(2.5, ), A > 0}, cuja f.d.p. é dada por

A2.5 =MD > 95

0, c.C.,

fx(x) {

aquela mesma engenheira passou para a fase de estimagao pontual do parametro

desconhecido e de uma sua funcao.*’

(a) Prove que a estimativa de mdaxima verosimilhanca de A é igual a
A = [In(m,) — In(2.5)] "
e V.a. de interesse
X = tempo até falha de certo equipamento electrénico (em 10* horas)
e Distribuicao

X ~ Pareto(2.5,\)

19 Adaptado do Exame de 4 de Fevereiro de 2003.
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Parametro DESCONHECIDO

A(A>0)
F.d.p.
A2.50 =MD > 2.5
fx(z) = {
0, c.c.,
Amostra
z = (r1,...,7,) é uma amostra de dimensao n proveniente da populacao X
tal que
n = 50

my = (H xz) = 4.2427
i=1

Obtencao da estimativa de MV de A\

Passo 1 — Funcao de verosimilhanga

—.

N
I
—

L(Az) =

fX(iUz)

I

s
|
—

(A2.5% 2, Y]

no\ D)
= A" x 25" (H :c>

1=1

Passo 2 — Funcao de log-verosimilhancga

n\—OD)
InL(Az) = In [)\" X 2.5 (H %) ]
= nln(A)+nAln(2.5) - (A+1) ih’l(%)

= nln(A\)+nAn(2.5) —n(A+1) In(m,)

Passo 3 — Maximizacao

Representar-se-a a estimativa de MV de \ por \ e é sabido que

i 2intalz) 59@ N 0 (ponto de estacionaridade)
£ Inbl) 1nd1§9|§) <0 (ponto de méximo).
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Tirando partido da expressao da fungao log-verosimilhanca e do facto de A > 0,

segue-se
- { §+nn(2.5) —nln(m,) =0
—5z <0
Y 1
A= In(mg)—In(2.5)
Proposicao verdadeira ja que A > 0
Passo 4 — Concretizagao

Particularizando para a amostra recolhida obtém-se:

A = [In(m,) —In(2.5)] 7}
— [In(4.2427) — In(2.5)] "
~ 1.8907.

(b) Obtenha a estimativa de MV da probabilidade de a duragao do equipamento exceder
um periodo de 35.000 horas.

e Outro parametro DESCONHECIDO

h(\) = P(X > 3.5)

= /+OO 225" =AMt g
3.5
—(AMFD)+1 [T
A2.5 7
—()\ + 1) +1 a5

- ()

e Estimativa de MV de h()\)

Uma vez que h(\) é uma funcao bijectiva de A pode invocar-se a propriedade

da invariancia dos estimadores de MV e concluir que a estimativa de MV de
h(\) é

- R 25 h) 25 1.8907
WOV = h(A) = (ﬁ) _ (ﬁ) ~ 0.5293.
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6.4 Distribuicoes amostrais.

Motivacao 6.44 — Distribuicao amostral
A caracterizacao probabilistica de estatisticas, de estimadores ou de suas funcoes revela-se
crucial para

e avaliar as propriedades dos estimadores (enviesamento, EQM, eficiéncia relativa,

etc.) e

e obter estimativas intervalares de parametros desconhecidos (intervalos de confianga
— Cap. 7). °

Definicao 6.45 — Distribuicao amostral

A distribuicao de uma estatistica, estimador ou sua funcao é denominada de distribuicao

amostral (ou distribui¢do por amostragem). o
Proposicao 6.46 — Duas distribuicoes amostrais
Seja X = (X1,...,X,) uma a.a. de dimensdo n proveniente da populagdo X com f.d.

FX (I’) Entao

Estatistica Distribuicao amostral

Xy =mini—,.n X;  Fxg, () =1-[1-Fx(z)]"
Xy =maxi=1,.nX; Fx,(z)=[Fx(2)]"

Nota 6.47 — Duas distribuicoes amostrais

Os resultados da Proposicao 6.46 sao validos para qualquer v.a. de interesse,
independentemente da sua distribuicao ou do seu caracter ser discreto ou continuo.
Para além disso, caso X; represente a duracao da i—ésima componente de um sistema

constituido por n componentes, tem-se que:
e X(;) =min;—; ,X; representa a duracao de um sistema em série;

o X, =max;—; . ,X; representa a duragao de um sistema em paralelo. °
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Exemplo/Exercicio 6.48 — Duas distribuigoes amostrais

Demonstre a Proposicao 6.46.

e V.a.

ii.d. :
X, ~ X, 1=1,....n

o F.d. de X

Fx(x)=P(X <z), —00 <z < +00

e Nova v.a.

X(l) = min;—i,_ ., X;

e Distribuicao amostral de X
= 1= P[Xq) > 7]
= 1—P(XZ>ZL’,Z:1,,TL)

1—ﬁP(X7;>x)

=1

S - ﬁ P(X > x)
= 1- 1[;()( > x)]"
= 1—[1-Fx(x)"
e Outra v.a.
Xy = max;=y__n X;

e Distribuicao amostral de X(n)
FX(n) (z) = P[X(n) < z]
= PX;<z,i=1,...,n)
Xiindep H P(X; <x)
i=1

=t I P(X <a)

1=1

= [P(X <)
— [Fx(z)]".
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Exercicio 6.49 — Distribuicoes amostrais
Considere que um sistema mecanico é composto por 5 componentes cujos tempos até falha

sao v.a. i.i.d. a X ~ exponencial(A) e valor esperado comum igual 1000 horas.
(a) Calcule a probabilidade de o tempo até falha do sistema exceder 2500 horas ao

admitir que as componentes foram colocadas em paralelo.

e V.a.

X; = duracao da componente 2, : =1,...,5
X, %X, i=1,...,5

e Distribuicaode X
X ~ exponencial(\)

e Parametro
A o E(X)=1000
= 1000

1
A
A =0.001

0, r <0
1 — 6—0.001:1: T Z 0

J

e Duracao do sistema em paralelo

X(5) = max;—1

e F.d. de X(5)
Fxg(r) = [Fx(@)]
_ (1 . 6—0.001x>5 >0

e Probabilidade pedida

P[X) > 25000 = 1-— FX(5)(25OO)
5
- 1_ (1 _ 6—0.001><2500>
= 0.348353.
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(b) Volte a calcular a probabilidade solicitada em (a) admitindo que as componentes

foram colocadas em série.
e Duracao do sistema em série

X(l) — minizl

.....

e F.d. de X(l)

Fx)(@) = 1—[1-Fx(@)’
= 1= [1 . (1 . e—0.00lac)]S
- 1— €—5><0.001:1:

= Fepiexooo(z), ©>0
e Nota

X; "% exponencial(\),i =1,...,n =

Xay = min;—y,_, X; ~ exponencial(n x A).

e Probabilidade pedida

P[Xa) > 25000 = 1-— FX(U(25OO)
= 1 (1 — e5x0001x2500

~ 3.7x107°
(c) Comente os valores obtidos em (a) e (b).

e Comentario — Constata-se que
P[X 1y > 2500] << P[X(5 > 2500], (6.24)

confirmando um facto ja bem conhecido: os sistemas em série tém duracao

(estocasticamente) menor que os sistemas em paralelo. °
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6.5 Distribuicoes amostrais de médias.

Motivacao 6.50 — Distribuicoes amostrais da média
A média é de um modo geral o estimador de MV do valor esperado de qualquer v.a. de

interesse,? pelo que é fundamental saber qual a sua distribuicao exacta que, refira-se,

nem sempre é de facil obtencao. °
Proposicao 6.51 — Duas distribuicoes amostrais da média
Seja X = (X1,...,X,) uma a.a. de dimensao n proveniente da populagdo X. Entao
Populacao Distribuicao amostral da média
X ~ normal(p, 0?) X ~ normal(u,0?/n) < 5/;\/’% ~ normal(0, 1)
X com distrib. arbitréria (ndo normal), f/—_\/’% ~rrc normal(0, 1)

E(X) = p, V(X) = 0% < +00, n grande

Nota 6.52 — Duas distribuicoes amostrais da média
O primeiro dos dois resultados da Proposicao 6.51 é um resultado exacto e deve-se ao
facto de a combinacao linear de v.a. independentes e com distribuicoes normais ainda
possuir distribuicao normal.

O segundo resultado ¢ aproximado, deve-se ao Teorema do Limite Central e s6 deve
ser aplicado quando a v.a. de interesse nao possui distribuicao normal e a dimensao da

amostra é suficientemente grande. °

Exemplo 6.53 — Uma distribuigao amostral (aproximada) da média da a.a.
Admita que o desvio absoluto de uma medicao instrumental em relacdo a uma norma é
uma v.a. X com distribuicao exponencial com parametro A desconhecido.

Calcule E(X) e V(X), onde X representa, naturalmente, a média de uma amostra
aleatéria de dimensao n proveniente da populacao X. Tirando partido dos resultados

anteriores mostre que, para n suficientemente grande, se tem?!

Z =X —-1)y/n ~ normal(0,1).

200u est4 de algum modo relacionada com esse estimador.
21 Adaptado do Exame de 18 de Janeiro de 2003.
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V.a.

X =desvio absoluto de uma medicao instrumental em relacao a uma norma

Distribuicao

X ~ exponencial(\)

Parametro

A DESCONHECIDO (A > 0)

e Nova v.a.

Z =X —-1)y/n

Distribuicao aproximada de Z

Comece-se por notar que neste caso F(X) =1/X e V(X) = 1/)?, pelo que

E(X)

V(X)

Entao, de acordo com o TLC, pode afirmar-se que, para n suficientemente grande

(n > 30),

7 -

X - B(X)
JV(X)
X3

(AX —1)vn

normal(0, 1).

Teremos ocasiao de estudar outras distribuicoes amostrais da média da a.a. que serao

oportunamente introduzidas a medida que forem necessarias no capitulo seguinte.
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Capitulo 7

Estimacao por intervalos

7.1 Nocoes basicas.

Motivacao 7.1 — Intervalos de confianca
Para além de uma estimativa pontual para o parametro desconhecido, ¢ importante
adiantar um intervalo que dé uma ideia da confianca que se pode depositar na estimativa
pontual.

Este intervalo ou estimativa intervalar é, de um modo geral, denominado de intervalo

de confianca. E os valores mais usuais para o grau de confianca sado: 90%, 95% e 99%. e

Exemplo 7.2 — Intervalo de confianca
Admita que a resisténcia de uma componente electréonica (em ohm, ) é uma v.a. X ~
normal(u, o), onde p é desconhecido e o é conhecido e igual a 49).

Para obter-se informacao sobre o valor esperado da resisténcia da componente, u,
recolheu-se uma amostra de dimensao n = 4, tendo-se registado o seguinte conjunto de
observagoes: z = (5.0,8.5,12.0,15.0).

(a) Obtenha a estimativa de MV de p.

1
== 1 X (5.0 + 8.5+ 12.0+ 15.0) = 10.125 .

(b) Obtenha um intervalo de confianga a 95% para u.
E sabido que EMV () = X. Mais ainda, que

X —p

4= om

~ normal(0, 1). (7.1)
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Importa notar que a v.a. Z depende de
o EMV(p) =X
® W,

no entanto, possui distribuicao independente de p. Assim sendo, pode calcular-se,

por exemplo, a seguinte probabilidade:

P(~1.96 < Z < +1.96) = ®(1.96) — ®(—1.96)
= P(1.96) — [1 — $(1.96)]
= 0.9750 — 0.0250

= 0.9500. (7.2)
Equivalentemente,
— X_ f—t
P(-1.96 < 2 < +1.96) = 0.9500
P (=196 x % < X — < +1.96 x %) = 0.9500 (7.3)
P(X =1.96x % << X +1.96 x %) = 0.9500.

Importa notar que:

1. O intervalo de extremos aleatérios

_ g — g
X —-—196x —, X+196x — 7.4
[ SRV R ﬁ] 74

contém {pu} com probabilidade 0.9500.

2. A concretizagdo deste intervalo para a nossa amostra x = (5.0,8.5,
12.0,15.0) é dada por:

7 —1.96x %, 7+ 1.96 x %]

= [10.125 — 1.96 x 2, 10.125 + 1.96 x (7.5)

i|
f4

3. p pertence ao intervalo [6.2052, 14.045Q2] ou com probabilidade 1 (um) ou com
probabilidade 0 (zero), i.e., u pertence ou nao ao intervalo e nada mais podemos

adiantar por desconhecimento do verdadeiro valor de .
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4. Caso recolhéssemos um grande ntmero de amostras de dimensao n = 4 e

obtivéssemos os correspondentes intervalos

7—1.96 X —— F+1.96 x ——

v v’

a proporcao destes intervalos aos quais pertenceria o verdadeiro valor de y seria

(7.6)

de aproximadamente 95%. (Esquema...) E esta a interpretacao frequencista

da expressao confianca a 95%. °

Definicao informal 7.3 — Intervalo de confianga (IC)
Um IC para o parametro 6 é do tipo [/, u], onde [ e u representam os respectivos limites
inferior (“lower”) e superior (“upper”), respectivamente. Estes limites tém ainda a

particularidade de serem funcoes:
e da amostra z, em particular de uma estimativa pontual de 6;

e dos quantis de probabilidade respeitantes a distribuicao de uma v.a. que, apesar de

depender de 0 e de um estimador de 6, possui distribuicao nao dependente de 6.1

A este intervalo estd associado um grau de confianca, usualmente representado
por (I — a) x 100%, cujos valores mais usuais sao 90%, 95% e 99%, i.e.,
a =0.1,0.05,0.01. o

Motivagao 7.4 — Método de obtencao de intervalos de confianga
E necessdrio adiantar um método de obtencao sistematica de intervalos de confianca para

um parametro desconhecido 6. °

Definicao 7.5 — Método da v.a. fulcral
Antes de mais é necessario descrever a situacao com que lidamos, em particular convém

identificar:
e a v.a. de interesse X e a respectiva distribuicao;
e o parametro desconhecido # para o qual se pretende obter um IC;

e outro eventual parametro (conhecido ou desconhecido) da distribuigao de X.

IEsta definicao de IC est4 claramente associada ao método de obtencao de intervalos de confianca

descrito ja de seguida. Para mais métodos de obtencao de IC, recomenda-se a leitura de Rohatgi e Saleh
(2001, p. 532-559).
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Posto isto, o método da v.a. fulcral compreende 4 passos:
e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para ¢

E necessario identificar uma v.a. exclusivamente dependente da a.a. X e do

parametro desconhecido 6, doravante representada por
Z=7(X.9), (7.7)

que, no entanto, possui distribui¢do exacta (ou aproximada) independente de 6.
Esta v.a. é, por regra, uma funcao trivial do estimador de MV de 6, consta, de
um modo geral, do formulario da disciplina e é usualmente designada de v.a. fulcral

para 6.
Escusado serd dizer que a v.a. fulcral para 6, Z, nao depende de mais nenhum
parametro desconhecido senao de 6.

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Identificada que foi a v.a. fulcral para 6 e a respectiva distribuigdo exacta (ou
aproximada), deve proceder-se & obtengao de um par de quantis dependentes do

grau de confianca e, por isso mesmo, representados por a, e b,. Assim:

Plag < Z<by)=1—
(tnsbo) s | e =7 S0 210 (7.9
P(Z < ay) = P(Z > b,) = a/2.
(Esquema...) Deste modo, conclui-se que
o=F;'(a)2
b = Fy (0/2) (7.9)
bo = F; (1 —a/2),

onde F,'(p) representa o quantil de ordem p da distribuicao exacta (ou aproximada)

da v.a. fulcral para 6.2

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

De modo a obter um intervalo com extremos aleatérios que contenha {6} com
probabilidade (1 — a) é crucial inverter a dupla desigualdade a, < Z < b, em
ordem a 0:

Plao <Z <by)=1-a
: (7.10)
PII(X) <0 <THX)] =1-a,

2Pela forma como estes quantis estdo definidos eles dizem quantis equilibrados. Refira-se ainda que a

primeira equagao do sistema (7.8) é redundante, pelo que serd doravante omitida.
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onde Ti(X) e Ty(X) sdo os extremos aleatérios ha pouco referidos, nao sé

dependentes da a.a. X mas também dos quantis de probabilidade a, e b,.

e Passo 4 — Concretizacao

Neste passo limitamo-nos a substituir, nas expressoes de T} (X) e To(X),
X .. X,

pelas respectivas observagoes,
Ty T,

obtendo-se deste modo o IC a (1 — a) x 100% para 6:

10(1—a)><100%(9) = [T1($)7 Tz(z)]-
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7.2 Intervalos de confianca para o valor esperado,

variancia conhecida.

Nesta seccao, a semelhanca do que acontecera com as seguintes, serao apresentados
intervalos de confianca para parametros de interesse. Esta apresentagao obedecerd um
figurino que passa pela identificagao da distribui¢ao da nossa v.a. de interesse (populagao)
e dos parametros conhecidos e desconhecidos, muito em particular aquele para o qual
pretendemos obter um IC. A esta identificacao seguem-se a aplicacao do método da v.a.

fulcral e alguns reparos que entendamos pertinentes.

Na obtencao de intervalos de confianca para o valor esperado de uma populacao com

variancia conhecida, distinguiremos dois casos:
1. Populacao normal

2. Populacao com distribuicao arbitraria e dimensao da amostra suficientemente

grande.

CASO 1 — IC para o valor esperado de populacao normal com variancia

conhecida

e Situacao
X ~ normal(p, 0?)
(& DESCONHECIDO?

0?2 conhecido.

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p

Nunca serd de mais salientar que a v.a. fulcral para g encontra-se no formulério e
serd seleccionada tendo sempre presente que deve depender de p (e de mais nenhum
outro parametro desconhecido) e de um estimador de u e deve possuir distribuigao

exacta com parametros conhecidos, logo independente de p. Assim:

X —p
o/vn

(Ver formulério.)

Z:

~ normal(0, 1). (7.14)

3A palavra “desconhecido”estd intencionalmente em letras maitsculas para chamar atencao para o

facto de ser este o parametro para o qual pretendemos calcular o IC.
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e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Os quantis de probabilidade a, e b, sao simétricos pois a f.d.p. da distribuicao

normal(0, 1) é simétrica em relagao a origem.

a. € b, obtém-se por consulta da tabela de quantis da pagina 8 do conjunto de

tabelas disponibilizadas para esta disciplina.

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
P(aangba)zl—oz

P(aa >: 11—«

P(X—box Z<p<X-a,x%)=1-a

P|X - ®7'(1-a/2) x %ﬁgﬂgX+¢—1(1—a/2)x
e Passo 4 — Concretizacao

ICH _ayx100% (1)
=221 -0a/2) x %, T+O7(1-0a/2) x %I

Exemplo 7.6 — IC para o valor esperado de populacao normal com variancia

conhecida

Retome o Exemplo 7.2 e obtenha agora um intervalo de confianca a 90% para o valor

esperado da resisténcia da componente electréonica. Recorra ao método da v.a. fulcral,

passo a passo.

e V.a.

X = resisténcia da componente electrénica (em )
e Situacao

X ~ normal(u, 0?)

(& DESCONHECIDO

o2 conhecido.
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Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p

_ X
a/vn

ja que pretendemos um IC para o valor esperado de populagao normal com variancia

Z

~ normal(0, 1).

conhecida. (Ver formulario.)

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Dado que o nivel de confianga ¢ igual a (1 — «) x 100% = 90% (i.e. a = 0.1),

lidaremos com os quantis

g = —D (1 — a/2) = —0~1(0.95) "' —1.6449
bo = ®1(1 — a/2) = 71(0.95) = 1.6449.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plao < Z <by)=1—-a

P[X—¢—1(1—a/2)x p< X407 (1-0a/2) x L] =1-a

7 S ) x 7

Passo 4 — Concretizacao

Ao notar-se que

41— a/2)

NG

ICh oo (1) = [ 01— a/2) %

onde
n =4
T = 10.12512
CI>_1(1 — a/2) — 1.6449
o = 40}
tem-se
4 4
1Cyo = 110.125 — 1.6449 x —, 10.125 4+ 1.6449 x —
90% (:u) \/Z \/Z

= [6.8352(2,13.4148€)].
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CASO 2 — IC aproximado para o valor esperado de populagao arbitraria com
variancia conhecida
e Situacao
X com distribuigao arbitrdria (ndo normal): E(X) = u, V(X) = o*
{4 DESCONHECIDO
o2 conhecido
n suficientemente grande para justificar o recurso ao Teorema do Limite Central

(TLC).

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p

Ao aplicar o TLC conclui-se que

X —p
o/vn

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Z:

~ normal(0, 1). (7.17)

Uma vez que s6 conhecemos a distribuicao aproximada de v.a. fulcral para pu,
Z, os quantis a, e b, definidos abaixo enquadram esta v.a. com probabilidade

aproximadamente igual a (1 — «). Com efeito,

= —d (1 - /2 P(Z ~ /2
bo = 711 — a/2). P(Z > b,) ~ a/2
e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Plan < Z <by)~1—a
PIX-0(1-0/2)x Z<u<X+07(1-0/2)x %|~1-a
e Passo 4 — Concretizacao
O 1C
IC() = |- (1—a/2) x =, 7+ '(1-a/2)x — (7.19)
v vn

possui grau de confianca aproximadamente igual a (1 — «) x 100% ja que sé se
conhece a distribuicao aproximada da v.a. fulcral de p.* Nao surpreende pois que

este intervalo seja denominado de IC aproximado para pu. °

4Daf ter-se retirado o indice (1 — a) x 100% de IC.
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Exemplo 7.7 — IC aproximado para o valor esperado de populacao arbitraria
com variancia conhecida
Ao estudar-se a densidade de construcao (X) num projecto de urbanizagao foi recolhida

uma amostra de 50 lotes desse projecto, tendo-se obtido 3°°°, z; = 227.2.%

(a) Assumindo que o desvio-padrao de X é igual a 4, obtenha um intervalo de confianga

aproximadamente igual a 95% para o valor esperado da densidade de construcao.

e V.a.

X = densidade de construcao em projecto de urbanizagao

e Situacao
X com distribuigao arbitrdria (ndo normal): E(X) = u, V(X) = o?

H DESCONHECIDO

o2 conhecido

n = 50 > 30, pelo que a dimensao da amostra é suficientemente grande.

e Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para p

Deve usar a seguinte v.a. fulcral para pu

_ X
a/Vn

dado que foi solicitado um IC aproximado para o valor esperado de populacao

Z ~pre normal(0, 1)

arbitraria com variancia conhecida e a dimensdo da amostra (n = 50) é
suficientemente grande para justificar o recurso ao TLC.
e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Ao considerar-se um nivel de confianca aproximadamente igual a
(1 —a) x 100% = 95% (i.e., a = 0.05), faremos uso dos quantis
o = —0 (1 — a/2) = —®~1(0.975) "&£ —1.9600
bo = @711 — a/2) = ®71(0.975) = 1.9600.

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plaa < Z <by) ~1—«

P[X—@—l(l—a/z)x M§X+q)—1(1_a/2)xi}

g
Z <

>Adaptado do Exame de 19 de Janeiro de 2002.

216



e Passo 4 — Concretizacao

Tendo em conta que a expressao do IC aproximado a (1 — «) x 100% é

o

T+ 011 —a/2) x ik

IC(p) = |z — 7 '(1 — a/2) x %
onde
n = 50
T =q6 200 @ =227.2/50 = 4.544
O (1 — a/2) = 1.9600

o=4,
segue-se
4 4
IC(p) = [4.544 —1.9600 x ——, 4.544 + 1.9600 X ——

V50 V50

= [3.435,5.653].

(b) Que dimensao deveria ter a amostra para que a amplitude do intervalo aproximado

fosse reduzida para metade?

e Obtencao da nova dimensao da amostra

Em primeiro lugar note-se que a amplitude de um intervalo de confianca

aproximadamente igual a (1 — ) x 100% é dada por
T+ (1 - 0/2) x | - |2- 07 (1 - a/2) x %

=201 —«/2) N

ao recorrer-se a uma amostra de dimensao n.

Seja n* a nova dimensao de amostra que reduz tal amplitude para metade.

Entao
n* 20711 —a/2)

;n_* - % X [2q>—1(1 — a/2) %]
1

I
DO | =
Si-

*
3

4n

3
I

n* = 200.

E necessario quadruplicar a dimensao da amostra para que a amplitude do

intervalo aproximado seja reduzida para metade. °
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Nota 7.8 — Intervalos de confianca

1. A amplitude do IC estd relacionada com a precisao das estimativas pontual e
intervalar. Com efeito, quanto menor a amplitude do IC (com (1 — «) x 100%

fixo) mais precisas sao estas estimativas.

2. Ao aumentarmos a dimensao da amostra, mantendo o grau de confianca
(1 —a) x 100% fixo, diminuimos a amplitude do IC e aumentamos a precisao destas

estimativas.

3. Ao aumentarmos (1 — a) x 100%, mantendo a dimensao da amostra n fixa,

aumentamos a amplitude do IC, logo diminuimos a precisao das estimativas.

4. Nao faz sentido considerar (1 — «) x 100% = 100% (i.e., a = 0) por este valor

conduzir a um intervalo de confianca absolutamente inutil: IC' = ©. °
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7.3 Intervalos de confianca para a diferenca de dois

valores esperados, variancias conhecidas.

Motivacao 7.9 — IC para a diferenca de valores esperados

E frequente desejar confrontar os valores esperados dos desempenhos de duas maquinas ou
de dois métodos, etc.® A obtencao de um IC para a diferenca entre esses valores esperados
revelar-se-a de extrema utilidade, nomeadamente, para inferir da superioridade (ou nao)

de desempenho de um/a método/maquina. o

Tal como aconteceu na seccao anterior, distinguiremos dois casos, desta vez
1. Duas populacoes independentes, com distribuicoes normais

2. Duas populagoes independentes, com distribui¢oes arbitrarias e dimensoes das duas

amostras suficientemente grandes,

sendo que as variancias sao, em qualquer dos dois casos, conhecidas.

CASO 1 — IC para a diferenca de valores esperados de duas populacoes
normais independentes com varidncias conhecidas
e Situacao
X1 ~ normal(py, 03) 1L X5 ~ normal(us, 03)
(1 — p2) DESCONHECIDO

o2 e o5 conhecidos.

e Obs. — Admita-se que X, representa a média da a.a. i de dimensao n; respeitante

a v.a. de interesse/populagao X; (i = 1,2).

e Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para (u; — po)

A v.a. fulcral para (u; — pe) encontra-se no formulério e tem a particularidade de
depender de (p; — p2) (e de mais nenhum outro parametro desconhecido) e de um
estimador de (u; — p2), (X1 — X3). Para além disso, possui distribuicao exacta

conhecida e independente de (g7 — o). Assim, lidaremos com

(X1 — X3) = (11 — pio)

2 2
91 4 %2

Z = ~ normal(0, 1) (7.20)

ni no

6Passamos pois a lidar com duas varidveis de interesse/populacoes.
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j& que X; ~indep. normal(p;, 02 /n;),i = 1,2.7 (Ver formuldrio. )

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

o =~ (1 — a/2)

bo = (1 — a/2). (7.21)

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

A inversao faz-se de modo anélogo...

Pla, < ( Xi)Q*(/iéfm) <b,| =1—a
Vi

P(X) — X,) — (I)_l(l—oz/Z)X\/Jl—l— <,u1 149
§(X1—X2)+<I>_1(1—oz/2)><\/01+ ]—1—04

e Passo 4 — Concretizagao

0'2 0'2
IC(1—a)x100% (11 — p2) = [(@ —Ty) — P71 —a/2) x o

(Z1 — &) + D11 — /2) x \/m] | (7.22)

Nota 7.10 — IC para o valor esperado ou a diferenca de valores esperados

Dado que a distribuicao normal possui f.d.p. simétrica em relacao a origem, minizaremos
a amplitude esperada do IC — logo aumentaremos a precisao do IC — ao tomarmos
quantis simétricos. Alids, é por isso que temos considerado até ao momento quantis de

probabilidade simétricos/equilibrados. o

"Para justificar estes resultados basta notar que: X; é uma combinacdo linear de v.a. normais
independentes, logo também com distribuicao normal; X; e X, sdo independentes uma vez que assumimos
que as duas a.a. também o sdo. Por fim, resta invocar o fecho da distribuigdo normal para somas/diferengas
de v.a. independentes para concluir que (X; — X3) também tem distribuicdo normal, com valor esperado
E(X) — X2) = B(Xy) — B(Xs) = 1 — iz e variancia V(X; — Xp) = V(X)) + V(Xz) = & + 22
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Exemplo 7.11 — IC para a diferenca de valores esperados de duas populacoes
normais independentes com variancias conhecidas

Uma amostra de 10 peixes foi recolhida de um lago e medidas as concentracoes de PCB.
Os resultados em ppm (partes por milhdo) foram para o Lago 1: 11.5, 10.8, 11.6, 9.4,
12.4, 11.4, 12.2, 11.0, 10.6, 10.8.

Por outro lado, foi recolhida uma amostra de 8 peixes de outro lago e medidas também
as concentracoes de PCB, tendo-se obtido os valores seguintes para o Lago 2: 11.8, 12.6,
12.2, 12,5, 11.7, 12.1, 10.4, 12.6.

Considere que estes dois grupos de medicoes sao concretizacoes de duas a.a.
independentes provenientes de distribuicoes normais com valores esperados desconhecidos
p1 € g e variancias o3 = 0.09 e o3 = 0.06, respectivamente.

Obtenha um IC a 99% para a diferenca dos valores esperados das concentracoes de

PCB nestes dois lagos. Comente.®

e V.a.

X, = concentracao de PCB no lago i (i = 1,2)

e Situacao
X1 ~ normal(py,03) 1L Xy ~ normal(us, 03)
(11 — p2) DESCONHECIDO

0% e o5 conhecidos.

e Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para (u; — o)

Uma vez que se tem em vista a obtencao de IC para a diferenca de valores esperados
de duas populagoes normais independentes com variancias conhecidas, faremos uso

da seguinte v.a. fulcral para (g — p2):

(X1 — X3) = (1 — pio)

2 2
91 4 %2

Z:

~ normal(0, 1).

ni ng
(Ver formulério.)

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Dado que o nivel de confianga é igual a (1 — «) x 100% = 99% (i.e., a = 0.01),

utilizaremos os quantis

8 Adaptado do Exame de 25 de Junho de 2002.
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g = —D (1 — a/2) = —0~1(0.995) "L —2.5758
be = ®1(1 — a/2) = 71(0.995) = 2.5758.

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omite-se este passo...

Passo 4 — Concretizagao

Ao ter em conta que a expressao geral deste IC para (g — o) é

2
92

0.2
IC0-ayx100% (1 — pi2) = |(T1 — T2) — 7H(1 — /2) x /71 +

ng’
2 2
(T1 = Z2) + @711 — a/2) x /71 + Z—gl :

e o facto de
ny =10, 7, =11.17, ¢ =0.09
ne =8, Iy =11.9875, oc2=0.06
O~1(1 — a/2) = 2.5758

conclui-se que

0.09 0.06
ICo00(pty — pt2) = |(11.17 — 11.9875) — 2.5758 X ot 5
0.09 0.06

— [—1.1484, —0.4866].

Comentario — A estimativa de MV de (3 — po) é igual a
T1 — Ty = —0.8175 # 0.

Mais,
[Co99% (11 — p2) 2 {0},

pelo que o “zero”nao é um dos valores razoaveis para (p; — j2). Ora, se tivermos

em conta tudo isto e ainda o facto de

p — po # 0= # po,

nao parece disparatado afirmar que as concentracoes de PCB diferem de um lago

para outro. °
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CASO 2 — IC aproximado para a diferenca de valores esperados de duas
populagoes arbitrarias (nao normais) independentes com variancias conhecidas
e Situacao
X1 1l X5, com distribuigoes arbitrarias (nao normais): F(X;) = u;, V(X;) = 02,1 =
1,2
(11 — p2) DESCONHECIDO

02 e 02 conhecidos

ni1 e ng suficientemente grandes.

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para (p; — p2)

Recorrendo ao TLC obtém-se a v.a. fulcral para (u; — p2) que por sinal nao se
encontra no formulario por tratar-se de uma variante da v.a. fulcral usada no caso
anterior. Escusado serd dizer que depende de (p; — p2) e de um estimador de
(1 — p2), para além de possuir distribuicao aproximadamente normal padrao e
como tal independente de p; — us.

X1 — X)) — (g — a
(X 2) — (= piz) ~rrc normal(0, 1). (7.23)

7 =
ot

o3
T g
e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Os quantis

o = —07 11— a/2)
{ bo = 711 — /2) (7.24)

enquadram a v.a. fulcral para (p; — p2) com probabilidade aproximadamente igual
a(l—a).

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

A inversao da desigualdade é analoga...

e Passo 4 — Concretizacao

IC(/Jl —,UQ) = (3_31 —3_32) (I) 1—0&/2
(T, —To) + P 1(1 — /2) x

\/\/:] (7.25)

possui grau de confianca aproximadamente igual a (1 — «) x 100%.
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Exemplo 7.12 — IC aproximado para a diferenca de valores esperados de duas
populagoes arbitrarias (nao normais) independentes com variancias conhecidas
Foram efectuados estudos em Los Angeles e Nova York com o objectivo de determinar a
concentragao de mondxido de carbono (CO) perto de vias rapidas. Para o efeito foram
recolhidas amostras de ar para as quais se determinou a respectiva concentracao de CO

em ppm (partes por milh&o).

(a) Obtenha um IC aproximado a 95% para a diferenca dos valores esperados das

concentracoes de CO nestas duas cidades tendo em conta a seguinte informagao:

Los Angeles np =40 1 =117.77 a% =10
Nova York ne =50 Iy=97.14 03 =32

e V.a.
X, = concentracao de CO perto de vias rapidas em Los Angeles
X5 = concentracao de CO perto de vias rapidas em Nova York
e Situacao
X1 1L X5, com distribuigbes arbitrarias (nao normais):
E(X;)=u;, V(X;) =02,i=1,2
(47 — p2) DESCONHECIDO
2

0? e o3 conhecidos

ny =40 > 30 e no = 50 > 30 logo amostras sao suficientemente grandes.

e Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para (pu; — o)

Ja que se pretende IC aproximado para a diferenca de valores esperados de duas
populagoes arbitrarias (ndo normais) independentes com variancias conhecidas
e as dimensoes das amostras justificam o recurso ao TLC, usar-se-a a seguinte

v.a. fulcral:

~ normal(0, 1).

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

O seguinte par de quantis enquadra a v.a. fulcral Z com probabilidade

aproximadamente igual a (1 —a) = 0.95 (i.e., a = 0.05):

o = -0 11 — a/2) = —0~1(0.975) " —1.9600
be = (1 — a/2) = =1(0.975) = 1.9600.
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e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Omite-se este passo...
e Passo 4 — Concretizacao

Tirando partido do facto de a expressao geral do IC aproximado a
(1 —a) x 100% ser

IC( — p2) = (71 — 72) — @711 — a/2) X Z—? + ;‘L—g,

n n9
e de
ny =40, T, =117.77, a% =10
ny =50, Ty = 97.14, 05 =32
<I>_1(1 — a/2) = 1.9600,
obtém-se
10 32
IC(uy — pe) = [(117.77 —97.14) — 1.9600 x 0 + 50’

10 32
117.77 — 97.14) + 1. — 4=
(117.77 — 97.14) + 1.9600 x 4o+50]

— [18.7809, 22.4791].

(b) Num programa televisivo em que se debatiam questdes ambientais, o presidente da
camara de Nova York afirmou que: “A concentracao esperada de CO em Nova York

nao difere da concentragao esperada em Los Angeles.” Comente esta afirmacao.

e Comentario — A estimativa de MV de (u; — p2) é superior a 0. Com efeito,
T1 — T2 = 20.63
e para além disso

1C(py — p2) 2 {0},

pelo que o presidente da camara de Nova York deveria ter afirmado que
a concentracao esperada de CO em Los Angeles é superior a concentracao

esperada em New York. °
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7.4 Intervalos de confianca para o valor esperado,

variancia desconhecida.

Motivacao 7.13 — IC para o valor esperado com variancia desconhecida

Na maior parte das situacoes desconhecemos quer o valor esperado, quer a variancia da

nossa v.a. de interesse. Neste caso (‘IX/\_/% ~ normal(0, 1) deixa de ser uma v.a. fulcral para

i ja que depende de o e este parametro é desconhecido. °

Por forma a adiantar uma v.a. fulcral para p quando lidamos com uma populacao
normal com variancia desconhecida, sera preciso enunciar alguns resultados auxiliares que

condensaremos na seguinte proposicao.

Proposicao 7.14 — Distribuicoes do qui-quadrado e de t-Student

Considere-se X; ~;; 4 normal(u,o?),i =1,...,n. Entao:
2
1. (Xl_a_g> ~ia.d. X%l);l = 17 ceey ?

2y, (Be) e x2,) 10

n—lSz n—1 n v
3. st (D) o 1 ; (Xi_X)2NX%n—1)

o2 o2 n—1 ~i=1

m (n—1)52

o2

X—p
4. T

Sejam W ~ normal(0,1) e Y ~ X%u) duas v.a. independentes (W 1LY"). Entao:

5. W ~ 1 11
/Y/l/ (v)
X—u —&X/_f d mnormal(o,1) :
6. Sdn = e e t(n—1), j& que o numerador é uma v.a.
5 X(n—1)
T n—1
independente do denominador. °

Nota 7.15 — Distribuicoes do qui-quadrado e de t-Student
Os quantis de probabilidade das distribuicoes do qui-quadrado e de t-Student constam

das paginas 9 e 10 das tabelas disponibilizadas nesta disciplina. °
9Leia-se: “a v.a. ... possui distribuicdo do qui-quadrado com um grau de liberdade”.
10 eia-se: “a v.a. ... possui distribuicdo do qui-quadrado com n grau de liberdade”. Trata-se de uma

consequéncia da propriedade reprodutiva da v.a. do qui-quadrado.
Ul eia-se: “a v.a. ... possui distribuicao de t-Student com v grau de liberdade”
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CASO 1 — IC para o valor esperado de populacao normal com variancia
desconhecida
e Situacao
X ~ normal(p, 0?)
{4+ DESCONHECIDO

o2 desconhecido.

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para u

Recorrendo a Proposicao 7.14 podemos adiantar uma v.a. fulcral para u:

_ X
- S/vn

(Ver formuldrio.) Com efeito, esta v.a. depende de p mas nao do parametro

Z

tno1). (7.26)

desconhecido o, para além de depender de um estimador de u, X, e de um de

o, S. Mais, possui distribuicao exacta conhecida e independente de p e de o2

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Uma vez que a distribuigao de t-Student com (n—1) graus de liberdade é igualmente
simétrica em relacao a origem, minimizaremos a amplitude esperada do IC ao

escolher quantis de probabilidade simétricos:

w=—F1 (1-a/2
“ _f(nU( a/2) (7.27)
bo = Ft(n_1>(1 —a/2).
(Esquema e consulta de tabelas...)
e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Similar a da obtencao de IC para p com o conhecido.
e Passo 4 — Concretizacao
IC1-a 6
(i )Xlo_olo/ (1) ) . B ) (7.28)
=lz-F, 0-a/2)x 2, z+F (1-a/2)x %],
onde, recorde-se, s? = Y7 (2, — 2)* = L x (X0, 27) — n(Z)?)]
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Nota 7.16 — IC para o valor esperado de populacao normal, com variancia
desconhecida
O IC em (7.28) ¢é similar ao obtido para p com ¢ conhecido em (7.16). De facto ocorreram

as seguintes substituigoes:
e b l(1—af2) — F', (1—a/2);
e 0 — .

E mais uma vez temos um IC do tipo:

e estimativa pontual £+ quantil X concretizacao do denominador da v.a. fulcral. e

Exemplo 7.17 — IC para o valor esperado de populacao normal com variancia
desconhecida

A duracdo (em horas) de certa marca de pilha para maquinas fotograficas digitais possui
distribuicao que se admite normal com valor esperado u e variancia o2 desconhecidos.

Um revendedor seleccionou ao acaso 10 pilhas de um lote, tendo obtido o seguinte
conjunto de dados: x = (251,238, 236,229, 252, 253, 245,242,235, 230). Tire partido do
facto de 312, 7; = 2411 e 3,2, 22 = 582009 e obtenha um intervalo de confianca a 99%

para fi.
e V.a.
X = duracao (em horas) de certa marca de pilha
e Situacao
X ~ normal(u, 0?)

n DESCONHECIDO

o? desconhecido.
e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p

_ X
S

dado que se pretende IC para o valor esperado de populacao normal com variancia

Z

desconhecida. (Ver formulério.)
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e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Comon =10e (1 —a) x 100% = 99% (ou seja, a = 0.01), far-se-a uso dos quantis

ao =—F,"  (1—a/2)=—F_(0.995) "= —3.250
ba = Fy, (1 —a/2) = F_1(0.995) = 3.250

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omite-se novamente este passo...

e Passo 4 — Concretizacao

Ora, é sabido que neste caso

S

IO(I—a)xlOO%(N) = f—F_l (1—0{/2) X %,

t(n—1)

_ _ S
T+ Ft(nl,l)(l — @/2) X % ,

onde
n =10

— 1y 2411 _

52 = ﬁ iy (v — 2)?

= o1 ¥ (X #) — n(@)?)
= 57(582009 — 10 x 241.1%)

= 79.66

Fy,l (1 —a/2) = 3.250.

Deste modo conclui-se que

/79.66 79.66
[Ogg%(,d) = |:2411 — 3.250 x 1—0, 241.1 + 3.250 x T]

— [231.927,250.273].
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CASO 2 — IC aproximado para o valor esperado de populagao arbitraria com
variancia desconhecida
e Situacao
X com distribuicao arbitrdria (ndo normal): E(X) = u, V(X) = o?
{t DESCONHECIDO
0?2 desconhecido

n suficientemente grande.

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para pu

A v.a. fulcral a utilizar nesta situacao encontra-se no formuldrio e muito se
Xy : e e~

assemelha a Sidn ™~ tin-1), usada quando a v.a. de interesse possui distribuicao

normal com ambos os parametros desconhecidos. De facto tém a mesma expressao

mas distribuicoes distintas:

_ X
- S/vn

Para a utilizacao desta v.a. ¢é fundamental que a dimensao da amostra seja

Z ~ normal(0, 1). (7.29)

suficientemente grande ja que este resultado distribucional assenta na aplicacao do
TLC e do Teorema de Slutsky (Rohatgi e Saleh (2001, p. 270)).
e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Os quantis de probabilidade simétricos a utilizar dizem respeito a distribuicao

aproximada da v.a. fulcral para u:

{ 4y = —0 (1 - a/2) (730

bo = 711 — a/2).

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Anéloga a obtencao de IC para o valor esperado de populacao normal com o
desconhecido.

e Passo 4 — Concretizacao

O IC aproximado é, neste caso, dado por:

IC(n) = |7 =@ (1= a/2) x = T4 (1—a/2) x |, (7.31)
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Exemplo 7.18 — IC aproximado para o valor esperado de populacao arbitraria
com variancia desconhecida
Uma maquina automatica é usada para encher e selar latas de um litro de um produto
liquido. Na sequéncia de algumas queixas acerca do facto de as latas se encontrarem
demasiado cheias, foi medido o contetido de 100 latas seleccionadas ao acaso do fabrico
didrio, tendo-se obtido 3-;% x; = 108.983 e 3.;% 2?2 = 120.238.

Deduza um intervalo aproximado de confianca a 95% para o valor esperado p do

contetdo das latas.'?

e V.a.

X = conteudo de lata de um litro de um produto liquido

e Situacgao
X com distribuicao arbitrdria (ndo normal): E(X) = u, V(X) = o?
1 DESCONHECIDO
02 desconhecido

n = 100 > 30 (suficientemente grande).

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para u

_ X
- S/vn

pois pretende-se IC aproximado para o valor esperado de populacao com distribuicao

Z

~ normal(0, 1)

arbitraria com variancia desconhecida e estamos a lidar com amostra suficientemente
grande que justifica invocarmos o TLC e o Teorema de Slutsky. (Ver formulario.)
e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Uma vez que o grau de confianga é aproximadamente de (1 —«a) x 100% = 95% (ou

seja, a = 0.05) iremos usar os quantis simétricos seguintes:

g = -1 — a/2) = —0~1(0.975) " —1.9600
be = D11 — a/2) = 1(0.975) = 1.9600.

Estes quantis dizem respeito a distribuicao aproximada da v.a. fulcral para p e

enquandram-na com probabilidade aproximadamente igual a (1 — «) = 0.95.

12 Adaptado do Exame de 24 de Junho de 2006.
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e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Tal como nos exemplos anteriores omite-se este passo...

e Passo 4 — Concretizagao

O IC aproximado a (1 — a) x 100% para p é dado por

IC(p) = x—q>—1(1—a/z)x%, 7+ 01— a/2)

" S
V)’
onde
n = 100

F=Lym g, = 10898 _ q (3983

' = 5 (X 2f) — n(2)?]
L (120.238 — 100 x 1.089832)

~ 100—1

= 0.0147945

(1 — a/2) = 1.9600.

Assim sendo

0.0147945
IC(n) = [1.089831.9600>< o0
014794
1.08983 + 1.9600 x OOT.EQ5]

= [1.06599, 1.11367].

Antes de prosseguirmos para a seccao seguinte convinha realcar que em certas situagoes
lidamos com uma v.a. de interesse cuja distribuicao depende de um unico parametro
desconhecido e que quer o valor esperado, quer a variancia dependem desse mesmo
parametro.

Entre essas situagoes, considere-se, para ja, aquela em que, ao invocar o TLC, obtém-
se uma v.a. fulcral para o valor esperado cuja expressao é de tal modo simplificada que
nao é sequer necessario estimar V' (X) a custa da variancia da a.a. e como tal nao é preciso
invocar o Teorema de Slutsky:.

Ilustraremos  esta situacao com um exemplo paradigmatico em que
X ~ exponencial(A = 1/9).
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Exemplo 7.19 — IC aproximado para o valor esperado de populacao arbitraria
com variancia desconhecida dependente do valor esperado mas que nao carece
de estimacao...

Admita que o tempo entre falhas consecutivas de certo equipamento eléctrico é

caracterizado por ter a seguinte f.d.p.:

J—
fX(«:U) _ { 5 o L >0

0, c.c.,

onde d > 0. Admita ainda que recolheu uma amostra de dimensao n = 35 desta populacao,
tendo obtido 37 x; = 77.349 e 2%, 22 = 293.452.
Justifique que
X

Vn (F — 1) ~ normal(0, 1),

onde X é o estimador de MV de §. Tire partido deste resultado e da amostra para

construir um intervalo de confianga aproximado a 90% para o valor esperado F(X) = §.1

e V.a.

X = tempo entre falhas consecutivas de certo equipamento eléctrico

e Situacao
X com distribuicao nao normal...
X ~ exponencial(A = 1/0), p = E(X) =4, 0 = V(X) = §2
n DESCONHECIDO
o2 desconhecido

n = 35 > 30 (suficientemente grande).

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para ¢

De acordo com o TLC, pode afirmar-se que:

 X-EX) X-EX) X-0 X a
Z = 53 = \/@ = = —\/E(F—l)wnormal(o,l).

13 Adaptado do Exame de 23 de Junho de 2007.
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e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Ao pretendermos IC aproximado a (1 — «) x 100% = 90% (ou seja, « = 0.1) é
suposto usar os quantis
e = -1 — a/2) = —®~1(0.95) “L£'* —1.6449
bo = D711 — a/2) = P71(0.95) = 1.6449,
que enquadram a v.a. fulcral para 6 com probabilidade aproximadamente igual a
(1 —a) =0.90.

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Uma vez que a v.a. fulcral tem expressao em nada semelhantes as anteriores nao se

omitira este passo:

Plan < Z<by)~1—a

1+ 147
X X N
P[mﬁ 5§m] =1-a
vn v
e Passo 4 — Concretizagao

O IC aproximado a (1 — ) x 100% para 0 possui expressao geral dada por

X T
=R S e

com

T=1y = T _ 990997
d-1(1 — a/2) = 1.6449.
Deste modo o IC aproximado a 90% é igual a

2.20997 2.20997

10(5) - 1.6449 1.6449
1+ 35 1— NG

= [1.72919, 3.06106].

234



7.5 Intervalos de confianca para a diferenca de dois

valores esperados, variancias desconhecidas.

Escusado sera dizer que na apresentacao que se segue considerar-se-ao dois casos.

1. Lida-se com duas populagoes normais independentes: X; ~ normal(uy,03) e X, ~
normal(us, 03), onde o2 e o5 sdo desconhecidos mas que se assume serem iguais.
Para além disso, as dimensoes das amostrais nao sao suficientemente grandes que

justifiquem o recurso a um resultado assintético.

2. Desta feita as duas populagoes sao independentes, com distribuicoes arbitrarias
(possivelmente normais) e valores esperados e variancias iguais a p; e 02, i = 1,2,
onde 0% e 02 sao desconhecidos mas nao necessariamente iguais. Mais, as dimensoes
das duas amostras, n, e no, sao suficientemente grandes para invocar o TLC e o

Teorema de Slutsky.

CASO 1 — IC para a diferenca de valores esperados de duas populacoes
normais independentes, com variancias desconhecidas mas que se assume
serem iguais
e Situacao
X ~ normal(py,03) 1L X5 ~ normal(usy, 03)

(1 — p2) DESCONHECIDO

0% e o5 desconhecidos, no entanto, assume-se que serem IGUAIS: 0% = 03 = 02
n1 < 30 ou ny < 30.
e Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para (u; — jio)
Desta feita é suposto utilizarmos:
(X1 — X5) — (11 — o)
Z - ~ t(n1+n2_2), (732)

(n1—1)S7+(n2—1)53 (L + L)

2 X
ni+no—2 ni no

(n1—1)S}+(n2—1)S3
ni+no—2

populagoes X; e X, 07 = 02 = 2. (Ver formuldrio.)

onde ¢ um estimador razoavel para a variancia comum das

235



Para justificar este resultado distribucional basta reescrever a v.a. fulcral, ter
presente a forma como é derivada a distribuicao t-Student e notar que se assumiu

que 03 = o5 = 0. Assim, temos:

(X1—X2)—(p1—p2)

2, o2 |
B R 4 normal(0,1)
Z = (n1—1)5%  (ng—1)52 - 2 ~ t(n1+n2—2)' (733)
1 5 Ly 5 2 (n14+n9—2)
\/ "n1+n2_2" V' nitno—2
e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
_ ~1
g = _Ft(nﬁnrg)(l —a/2) (7.34)
ba = Ft(n1+n2—2)(1 — 04/2)
e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
A inversao é analoga...
e Passo 4 — Concretizagao
]C(l—a)xloo%(,ul - Mz)
/= — -1 (n1—1)s2+(na—1)s2 , 1 1
o ($1 o $2) o Ft(n1+n2*2)(1 o 04/2) X \/ 71141-712—2 : (n_l + n_z)’ (735)
_ _ _ n1—1)s2+(no—1)s2
(71— 22) + F ) (1= af2) s [0 (e 4 )

Exemplo 7.20 — IC para a diferenca de valores esperados de duas populacoes
normais independentes, com variancias desconhecidas mas que se assume
serem iguais

Para efectuar uma andlise comparativa entre duas marcas de computadores pessoais,
andlise essa baseada no tempo (em meses) até a necessidade da primeira reparagao,

recolheram-se observagoes que conduziram aos resultados
e Amostra 1: Y20 z;; =248, 17, 22, = 3560
e Amostra 2: 3.2, x;9 = 152, 2, 22, = 2730.

Admitindo que os tempos sao independentes e tém, para ambas as marcas, distribuicoes
normais com variancias desconhecidas mas iguais, determine um intervalo de confianca a

90% para a diferenca dos respectivos valores esperados.!

14 Adaptado do Exame de 13 de Julho de 2002.
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e V.a.

X; = tempo até la. reparacao de computador pessoal da marca 7, 1 = 1,2

e Situacao
X1 ~ normal(py,03) 1L X5 ~ normal(us, 03)
(1 — p2) DESCONHECIDO

0% e o5 desconhecidos mas que se assume serem IGUAIS: 0% = g2 = o>

n; = 20 < 30 ou ny = 12 < 30.

e Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para (u; — o)

(X1 — X3) — (1 — pi2)
(n1—1)S+(n2—1)S2 1 1
r (2 +25)

Z:

i t(n1—|—’n2—2)

2
ni+no—2 X

uma vez que é suposto determinar um IC EXACTO para a diferenca de valores
esperados de duas populacoes normais independentes, com variancias desconhecidas
mas que se assume serem iguais. (Ver formulario.)

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Ao ter em conta que, neste caso, n; = 20, no = 12 e (1 — ) x 100% = 90%

i.e., o = 0.1, usaremos os quantis de probabilidade:

{ 4y = —F (1—a/2) = —F} (0.95) “£" —1.697

Tty ng-2)
ba =

= E(n1+n2—2)(1 —a/2) = thgt) (0.95) = 1.697.

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,
Este passo é mais uma vez omitido...

e Passo 4 — Concretizacao

Ao notar que

]C(l—a)xmo%(m - /J2)

ny— 52 ng— 32
— (@ =) — Fh (1= af2) x o/t 1y 1y

t(n1+n2*2) ni+nz—2
- B —1)s2+(na—1)s3
(Z‘l —_ xZ) + E(n11+n2—2)(1 o &/2) X (nl 71)18—}-”;?22 )82 (n_ll T %) ’
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onde

ny =20, 7, = 12.4, s? = 25.516
ny = 12, Ty = 12.67, s = 73.152
Fit (1—a/2) =1.697,

t(ny+ny—2)
segue-se

1090%(#1 - /~L2)

— [(12.4 = 12.67) — 1.697 x \/(20—1)x25.25()1i4{2(1_22—1)><73.152(% ),

(12.4 — 12.67) + 1.697 x \/<20—1>><25-2501ﬁ2<{22—1>><73-152(% + L)

+
ol

— [—4.33254, 3.79254].

Motivacao 7.21 — IC aproximado para a diferenca de valores esperados de
populacoes arbitrarias independentes com variancias desconhecidas
Nem sempre é razoavel admitir que o? = 02 = 02, muito em particular quando as
estimativas de o7 e 02 sao bem distintas. Contudo, ao lidarmos com n; < 30 e ny < 30,
nao podemos adiantar uma solucao satisfatoria no ambito desta disciplina.

Mas a situacao muda totalmente de figura caso n; > 30 e ny > 30, ja que nesta
situagao podemos invocar dois resultados assintoticos, nomeadamente, o TLC e o Teorema
de Slutsky, e deixamos de necessitar de assumir que as duas populagoes sao normais e que

0? = 03 = o”. o

CASO 2 — IC aproximado para a diferenca de valores esperados de duas

populacoes arbitrarias independentes com variancias desconhecidas

e Situacao

X; U X5, com distribui¢oes arbitrarias (possivelmente normais): FE(X;) =
wi, V(X)) =02,i=1,2

(1 — f12) DESCONHECIDO

02 e 02 desconhecidos mas nao necessariamente iguais

ny > 30 e ny > 30, i.e., ambas as amostras sao suficientemente grandes.
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Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para (p; — p2)

Recorrendo ao TLC e ao Teorema de Slutsky obtém-se a v.a. fulcral para pu; — o

que pode encontrar-se no formulario. Trata-se de uma variante da v.a. fulcral usada

no caso em que se pretendia IC para a diferenca de valores esperados de populagoes

normais com variancias conhecidas.

(X1 — X) — (p1 — pi2)
Sty 53

ni n2

Z = ~ normal(0, 1).

(Ver formulério.)

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

o = —07 11 — a/2)
bo = 71 (1 — /2).

Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

A inversao é andloga...

Passo 4 — Concretizagao

O IC é dado por

IC(py — o) = |(T1 — T2) = @711 —@/2) x /71 + 2
(71— 2) + @1 (1 — a/2) x /2 + n—]

e possui grau de confianca aproximadamente igual a (1 — «) x 100%.

desconhecidas
corredor movimentado de uma superficie comercial.

resultados foram z, = 321 e sy = 14.
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Exemplo/Exercicio 7.22 — IC aproximado para a diferenca de valores

esperados de duas populagoes arbitrarias independentes com variancias

Para comparar a resisténcia ao uso de dois tipos de materiais ceramicos usados em

pavimentos, foram colocados 81 mosaicos do primeiro tipo e 121 do segundo tipo num

Apds um ano o seu desgaste foi medido numa escala conveniente. Para os mosaicos

do primeiro tipo obteve-se T; = 290 e s; = 12, enquanto que para os do segundo tipo os



Assuma que, em ambos os casos, a distribuicao do desgaste é normal e que os desgastes
em mosaicos de tipo diferente sao independentes. Construa um intervalo de confianca a
95% para a diferenca entre os valores esperados do desgaste dos dois tipos de materiais,

assumindo que
(a) as variancias sao desconhecidas MAS NAO SAO NECESSARIAMENTE IGUAIS;™

e V.a.
X,; = desgaste do material do tipo i, =1, 2
e Situacao
X1 ~ normal(py,02) 1L Xy ~ normal(us, 03)
(41 — p2) DESCONHECIDO
2

0? e o3 desconhecidos, no entanto, assume-se que NAO sao IGUAIS

ny = 81 >> 30, ny = 121 >> 30 (suficientemente grandes)

e Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para (u; — o)

Uma vez que as dimensoes das amostras sao suficientemente grandes podemos
obter um IC aproximado para a diferenca de valores esperados de duas
populacoes arbitrarias'® independentes, com variancias desconhecidas mas que

se assume serem iguais, devemos utilizar a seguinte v.a. fulcral para (p; — jo):

)_(1 —X2) - (Ml —M2) a

— ~ normal(0, 1).
s2 S
Vo T

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

L

(Ver formulario. )

Como o nivel aproximado de confianca é de (1 — ) x 100% = 95% (i.e.,
a = 0.05), recorre-se aos quantis
o = -0 (1 — a/2) = —®~1(0.975) "&£ —1.9600
be = 11 — o/2) = 71(0.975) “2E" 1.9600
e é sabido que enquadram a v.a. fulcral Z com probabilidade aproximada (1 —
Q).
e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omitimos este passo...

15 Adaptado do Exame de 7 de Fevereiro de 2004.
16Por sinal estas populacoes sao normais neste caso.
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e Passo 4 — Concretizacao

Neste caso o IC aproximado é dado por

IC(p — p2) = [(T1 — T2) — P11 — a/2) X ,/Z—%l T 2_32,
(71— T2) + D711 —a/2) x 4/ + n_] ,
onde
ny =81, T =290, s7 =12?
ny = 121, Ty = 321, s5 = 142
d~1(1 — a/2) = 1.9600.

Logo obtém-se

IC( — ) = (290 — 321) — 1.9600 x 12 + 142
H1 — H2) = . 31 191’
122 142
290 — 321 1. —_— 4 —
( 90 — 3 )+ 9600 x 31 + 121]

— [-34.6128, —27.3872].

(b) as variancias sao desconhecidas E IGUAIS.

Neste caso podemos obter IC exacto, bastando para o efeito usarmos a v.a. fulcral

para (p1 — fi2)
(X1 — X3) = (1 — pio)

(n1—1)S7+(n2—1)53 1 1
\/ ni+no—2 X ni + no

Z — g t(n1+n2_2).
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7.6 Intervalo de confianca para a variancia de uma

populacao normal.

Motivacao 7.23 — IC para a variancia de populacao normal

Até ao momento s6 adiantamos IC para valores esperados ou diferencas de valores
esperados. E altura de deduzir uma estimativa intervalar para a variancia, parametro
este usualmente desconhecido a par do valor esperado da populacao. Consideraremos a
situagao em que estamos a lidar com uma v.a. de interesse normalmente distribuida com

valor esperado desconhecido.!” °

Considere-se entao uma populagao X ~ normal(u,c?), onde quer u, quer o sao

desconhecidos.

e Situacao
X ~ normal(p, 0?)
i desconhecido

02 DESCONHECIDO.

e Passo 1 — Selecc¢ao da v.a. fulcral para o>

2 se encontra no formuldrio e depende de o?

De notar que a v.a. fulcral para o
(mas nao de p) e, naturalmente, de um estimador de o2, neste caso S?. Adiante-
se ainda que esta v.a. possui distribuicao exacta com parametros conhecidos, logo

independente de ¢%. Trata-se de:

(n —1)5?

o2

(Ver formulério.)

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Pelo facto da f.d.p. da v.a. do qui-quadrado nao ser simétrica em relacao a origem e
possuir suporte igual a IR, lidamos efectivamente com dois quantis nao s6 distintos

como nao simétricos:

17Ao considerar-se o valor esperado conhecido, o procedimento descrito a seguir sofre ligeirissimas
alteragoes, em particular, o nimero de graus de liberdade da distribuicao do qui-quadrado passa a ser

igual a n.
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(Ga, ba) - {

P(Z < a,) =a/2
P(Z > b,) = «a/2

4 =F3  (a/2)

X(n-1
by = Fxf(i_l))(l —a/2). (7.40)
(Esquema...)
Escusado serd dizer que este par de quantis se encontra tabelado. (Consulta da
tabela...)
e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plan<Z<b)=1—-a

P

P

e Passo 4

10(1—a)><100%(02) =

—aaé(n_o—g)éﬂéba}zl_af

[1 o2 1|
St Sal=1-a

P

—(n—bl)SQ <2< (n—l)SQ] 1

o

— Concretizacao

(n—1)s? (n—1)s?

— Q.

X(n-1)

F2l (1—a/2) F;%i_l)(a/z)

(7.41)

Exemplo 7.24 — IC para a variancia de populagao normal

Retome o Exemplo 7.20 e obtenha um intervalo de confianca a 90% para a variancia do

tempo até & primeira reparacao de computadores da marca 1.'®

e V.a.

X = tempo até la. reparacao de computador pessoal da marca 1

e Situacao

X ~ normal(u, 0?)

1 desconhecido

02 DESCONHECIDO.

18 Adaptado do Exame de 13 de Julho de 2002.
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e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para o?

Por pretendermos um IC para a variancia de populacao normal faremos uso de:

(n—1)52

_ 2
Z = > ™~ X(n-1)-

o

(Ver formulério.)
e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade
Ao ter-se em consideracao que n = ny; = 20 e (1 — ) x 100% = 90% far-se-a uso

dos quantis nao simétricos:

= F' % (0/2) = —?1 (0.05) "' 10.12
n—1 19
bo = F3' (1—a/2)=F," (0.95) %" 30.14.
X(n-1) X<19>

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omite-se este passo...
e Passo 4 — Concretizagao
Ora, como a expressao geral do IC para o? é

(n—1)s? (n—1)s?

. ) 1 )
By (=a/2) Fg' (af2)

IC1—a)x100%(0%) =

onde, para este exemplo, se tem

n=n; =20

s? =L x (X0 2?) — n(2)?] = 555 (3560 — 20 x 12.4%) = 25.516
(a/2) = 10.12
(

X(n 1)
1 —«/2) =30.14,
<n 1)

conclui-se que

(20 — 1) x 25.516 (20 — 1) x 25.516

[Coo(0%) = 30.14 ’ 10.12

— [16.085, 47.905]. .

Nota 7.25 — IC para a variancia de populagao arbitraria (nao normal)
Ao deixarmos de assumir que a populagao tem distribuicao normal, nada se pode adiantar

no que diz respeito a estimacao intervalar da variancia no ambito desta disciplina. °

244



7.7 Intervalos de confianca para uma probabilidade
de sucesso e outros parametros de populacoes nao

normais uniparamétricas

Motivacao 7.26 — IC aproximado para uma probabilidade
E também altura de fornecer uma estimativa intervalar para a probabilidade de sucesso

de uma prova de Bernoulli. °

Consideremos populagdao X ~ Bernoulli(p), onde a probabilidade de sucesso p é
desconhecida. No ambito desta disciplina consideraremos somente o caso em que dispomos

de um grande numero de observagoes (bindrias...).
e Situacao
X ~ Bernoulli(p)
p DESCONHECIDO

n suficientemente grande (n > 30).

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p

Neste caso devemos recorrer a:

X — a
J = — p_ ~ normal(0, 1). (7.42)
X(1-X)

Esta v.a. fulcral possui distribuicao que decorre do TLC e do Teorema de Slustky.

Importa notar que Z depende de p e de um estimador deste mesmo parametro,

X, a proporcao de sucessos na a.a. Note-se ainda que E(X) = E(X) = p e

V(X) = V(nX) =k (1n_p ). Deste modo, ao aplicar-se 0 TLC, obterfamos a seguinte

v.a. fulcral para p:

X - a
L) normal(0, 1). (7.43)

p(1-p)

Contudo, a utilizacao desta v.a. fulcral torna a inversao da desigualdade do Passo 3
muito dificil uma vez que p figura em numerador e em denominador (neste ultimo
caso sob o sinal de uma raiz).

X—p

X(1-X)

A v.a. fulcral para p, Z = , € de longe muito mais conveniente na referida

inversao. A respectiva distribuicao aproximada decorre da aplicacao do TLC e do
Teorema de Slutsky.
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e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

{ o = D (a)2) = —07 (1 — a/2) (744
b

=& (1 —a/2).
e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plao < Z<by)~1—«

Pla, < p

I/\
IZ

’I’L

< < X X(1-X) ~1—«

P|X—d(1-a/2)x X(I_X)Spg)_(—l—q)_l(l—a/Z)x ff(l—fﬂ]

e Passo 4 — Concretizagao

O IC seguinte possui grau de confianca aproximadamente igual a (1 — «) x 100%:

IC() = |7 — 11— a/2) x /T9=2 74 &1(1—a/2) x f@—f)] | (7.45)

n n

Exemplo/Exercicio 7.27 — IC aproximado para uma probabilidade

Um inquérito recente feito a 1000 habitantes de uma regiao rural revelou que 448 apoiam

a aplicacao de penas de prisao pesadas em crimes de fogo posto.

(a) Construa um intervalo de confianca aproximado a 95% para a probabilidade (p) de

uma pessoa escolhida ao acaso na referida regiao ser favoravel a aplicacao da referida

pena.t?

e V.a.
X,; = resposta da ¢ — ésima ao inquérito, 1 =1,...,n
X, idd y
e Situacao
X ~ Bernoulli(p)
p DESCONHECIDO

n = 1000 >> 30 (suficientemente grande).

19 Adaptado do Exame de 6 de Setembro de 2006.
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e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para p
X _ a
J/— normal(0, 1).
X(1-X)

uma vez que nos foi solicitada a determinacao de um IC aproximado para uma

probabilidade e a dimensao da amostra justifica a aplicacao do TLC e do Teorema
de Slutsky.

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Os quantis a utilizar sao

o = —D (1 — a/2) = —01(0.975) ““£'* —1.9600
bo = ®1(1 — a/2) = ~1(0.975) = 1.9600.

Estes enquadram a v.a. fulcral para p com probabilidade aproximadamente igual
a(l—a),

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omite-se novamente este passo...

e Passo 4 — Concretizagao

Ao ter-se em consideracao que

=1 ST = 1404080 proporcao observada de respostas afirmativas

T
®~1(1— a/2) = 1.9600

conclui-se que o IC aproximado a 95% para p é dado por

11— a/2) x \/ -

T+d(1—a/2) x

IC(p) =

0.448 x (1 — 0.448)
1000 ’

= {044819600><\/

0.448 x (1 — 0.448) |
(l448—+]“9600><x/ all )‘

1000
= [0.417178, 0.478822].
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(b) Obtenha o IC aproximado para p

2 + [0 (1 — a/2)) £ &1 (1 — a/2)\/4nz + [0} (1 — a/2)]* — 4na?
2{n+[@71(1 - o/2)]’}

que se obtém ao recorrer-se a v.a. fulcral \/X—i ~ normal(0, 1), de acordo com
p(1—p)/n
Murteira (1990, Vol. 11, p. 233). )

E curioso notar que, recorrendo a um procedimento analogo ao acabado de descrever,
também se pode obter um IC aproximado para um outro valor esperado, o da v.a. de

Poisson, como ilustra o exemplo seguinte.

Exemplo 7.28 — IC aproximado para o valor esperado de populacao de
Poisson

Na famosa experiéncia realizada pelo fisico Rutherford (em 1910), sobre a emissao de
particulas a por uma fonte radioactiva, foi observado que em 2612 intervalos de 1/8 de
minuto foram emitidas no total 9318 particulas. Admita que a variavel aleatéria X, que
representa o numero de particulas emitidas por essa fonte radioactiva num intervalo de
1/8 de minuto, possui distribui¢do de Poisson com parametro .

Obtenha um intervalo de confianca aproximado a 90% para o valor esperado de X .2

e V.a.

X = numero de particulas emitidas em intervalo de 1/8 de minuto
e Situacao

X ~ Poisson(p)

p=E(X)=V(X) DESCONHECIDO

n >> 30 (suficientemente grande).

e Passo 1 — Seleccao da v.a. fulcral para u

Ao recorrermos ao TLC podemos afirmar que

XS-EX) X-BX) X-u

W

20 Adaptado do Exame de 8 de Julho de 2006.

~ normal(0, 1).
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No entanto, esta v.a. fulcral nao s6 nao consta do formulédrio, como torna a inversao
da desigualdade do Passo 3 muito dificil uma vez que p figura em numerador e em

denominador (neste ltimo caso sob o sinal de uma raiz).

Posto isto invocaremos o TLC e do Teorema de Slutsky que garantem que

X
/=

~ normal (0, 1),

il
=

onde X é o estimador de MV de u. Escusado sera dizer que esta v.a. fulcral para p
é mais conveniente na referida inversao.

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Usaremos os quantis

e = —D (1 — a/2) = —®~1(0.95) “L£"* —1.6449
bo = (1 — a/2) = 1(0.95) = 1.6449

pois enquadram a v.a. fulcral para u com probabilidade aproximadamente igual a
0.90.
Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omite-se este passo...

Passo 4 — Concretizacao
Uma vez que
n = 2612
T = % rx = gg% = 3.5674

(1 — a/2) = 1.6449

segue-se o IC aproximado a 90% para pu é

IC(p) = f—CI)_l(l—oz/Q)x\/%, :U—}—(I)l(loz/Q)X\/%]
[ 3.5674 3.5674
—  |3.5674 — 1.644 5674 + 1.644
3.567 6440 > |/ =, 3.5674 4 16449 2612]

= [3.5066, 3.6282).
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A seguir apresenta-se um quadro que nos parece extremamente 1til dado condensar
todos os intervalos de confianca que constam deste capitulo. Este quadro possui cinco

colunas onde podemos encontrar:
e o parametro para o qual se destina o IC;

e em que circunstancias podemos recorrer a semelhante IC;

uma estimativa pontual do referido parametro;

a v.a. fulcral a usar nesta situacao;

e, por fim, o IC, que podera ser exacto ou aproximado.?!

21Esta destringa é deixada a atengdo do leitor/a mas basta relembrar que os intervalos aproximados
estao associados a utilizacao de uma v.a. fulcral com distribuicao aproximada e, como tal, apds a expressao

. a
da v.a. segue-se o sinal ~.
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Capitulo 8

Testes de hipoteses

Motivacao 8.1 — Testes de hipdteses

Até ao momento procuramos adiantar um valor razoavel ou um intervalo de valores
razoaveis para um parametro desconhecido de interesse, tirando partido da informacao
amostral de que dispomos.

E altura de tirarmos partido dessa mesma informacao para nos pronunciarmos sobre
afirmacoes relativas a esse mesmo parametro desconhecido ou a outros aspectos da nossa
v.a. de interesse.

Nao se trata de um mero exercicio académico mas sim de uma resposta
a uma necessidade decorrente da pratica. Basta pensarmos na averiguacao da

veracidade /razoabilidade de uma afirmacao de:

e um fabricante de automdveis quanto ao valor esperado da quantidade de combustivel

consumida por cada 100K m por certo modelo fabricado;

e uma produtora de um farmaco no que diz respeito a percentagem de pacientes que
consideram ter havido melhoras do seu estado de saide apds a administracao do

farmaco. °

A exposicao da matéria deste capitulo muito se assemelha a do capitulo anterior: ao
invés de falarmos de intervalos de confianca para parametros de interesse, apresentamos
testes de hipoteses para esses mesmos parametros. Mais, a ordem de apresentacao dos
testes de hipdteses respeita a do capitulo anterior.

Para além de testes sobre parametros, sera apresentado o teste de ajustamento do
qui-quadrado, bem como o teste de independéncia do qui-quadrado, pese embora o facto

de este iltimo teste nem sempre figurar no programa da disciplina.
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8.1 Nocoes basicas

Antes de prosseguirmos é crucial adiantarmos algumas nocoes fundamentais no ambito

dos testes de hipdteses, muito em particular o que se entende por hipotese estatistica.

Definicao informal 8.2 — Hipodtese estatistica

Qualquer afirmagao/conjectura acerca de

e um parametro desconhecido ou

e da distribuicao da v.a. de interesse, etc.

sera denominada de hipdtese estatistica. °

Definicao 8.3 — Hipodtese paramétrica
Trata-se de conjectura respeitante a um parametro desconhecido, assumindo que se
conhece a distribuigdo da v.a. de interesse (a menos de um ou mais parametros

desconhecidos). o

Exemplo 8.4 — Hipdétese paramétrica

E usual que os fabricantes facam afirmacoes acerca dos seus produtos. Por exemplo, um
fabricante de baterias de 12V, para além de assumir que a dura¢ao das mesmas (v.a. de
interesse) possui distribui¢ao normal com variancia conhecida, pretende convencer um seu

grande cliente que o valor esperado da duracao das mesmas ¢ de 1000 dias:

e V.a. de interesse

X = duragdo (em dias) de bateria de 12V

e Situacao
X ~ normal(p, o)
i1 = F(X) DESCONHECIDO

0? = V(X) conhecida

e Hipodtese

1= 1000 dias °

E essencialmente com este tipo de hipéteses que iremos lidar ao longo deste capitulo,
pelo que omitiremos o adjectivo “paramétrica”’” sempre que nos parecer desnecessario.

Ao lidar-se com hipdteses paramétricas, assumir-se-a que o conjunto de valores
considerados possiveis/razoaveis para o parametro desconhecido — i.e., o espaco de

parametro © — possui pelo menos dois valores.
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Definigao informal 8.5 — Hipdtese nula/alternativa

De um modo geral confrontamos duas hipdteses paramétricas:

e a hipdtese mais relevante, usualmente designada de hipétese nula e representada por

Hy;

e uma hipdtese dita alternativa, representada por H;.

Estas duas hipdteses paramétricas estao associadas a dois sub-espacos disjuntos de ©: H,,

atribui ao parametro valores em Oy C © e H; em ©; = ©\0O,. °

Exemplo 8.6 — Hipétese nula/alternativa

H4 vérias possibilidades de hipétese alternativa para a hipétese nula do Exemplo 8.4:

o Hy:p=po=1000 dias (hipétese nula)

1 < o = 1000 dias
> o = 1000 dias
| 1t # o = 1000 dias

(1= = 800 dias (ponto de vista do consumidor)

(ponto de vista do consumidor)

(ponto de vista do fabricante)

(compromisso entre ambos)

Se assumirmos que a variancia da duracao das baterias de 12V é conhecida estaremos a

lidar com os seguintes espacos e sub-espacos de parametro:

Espaco de parametro Hip. Nula S Hip. Alternativa ©; =0\09

© = {800, 1000} Ho: p=1000 ©g = {1000} Hip:p =800 01 = {800}

© = (0, 1000] Hp:p=1000 ©¢ = {1000} Hq : p < 1000 01 = (0,1000)

© = [1000, +00) Hp: p=1000 ©¢ = {1000} Hy - p > 1000 01 = (1000, +00)

0 = (0,+00) Ho: p=1000 ©g = {1000} Hjp : p #1000 01 = (0,+00)\{1000}

Convém ainda referir que os valores especificados nas hipéteses nula e alternativa nada

tém a ver com valores observados na amostra, muito em particular com a estimativa (de

MV) do parametro desconhecido p, .

Ha varias possibilidades de classificar as hipdteses nula e alternativa, nomeadamente

no que diz respeito a cardinalidade do sub-espaco de parametro a elas associado...
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Definicao 8.7 — Hipdtese simples/composta

Uma hip6tese paramétrica H; (1 = 0,1) diz-se:

e simples, caso especifique um tunico valor para o parametro desconhecido que

corresponde a um tnico ponto no espago paramétrico, i.e., caso #0; =1 (i =0, 1);

e composta, caso contrario. °

Exemplo 8.8 — Hipdtese simples/composta
Retome-se o Exemplo 8.4. Ao assumir-se que a v.a. de interesse possui distribuicao normal

com valor esperado desconhecido e variancia conhecida tem-se:
e Hy: = o= 1000 dias — hip6tese simples (©¢ = {1000});
o Hi:pu < py= 1000 dias — hipdtese composta (01 = (0, 1000)).

Note-se, no entanto, que, caso se assuma que a variancia é igualmente desconhecida,
nao s6 passamos a lidar com um espaco de parametro ligeiramente diferente, como H,
passa a ser também uma hipdtese composta. Com efeito, © = {(u,0?) : u,0? > 0} =
IRt x IRT e a hipdtese Hy : u = pog = 1000 dias estd associada ao sub-espaco ©y =

{1000} x IR™, que por sinal nao é um conjunto singular. o

Definicao informal 8.9 — Hipdétese alternativa unilateral/bilateral
E costume ir além na classificacao da hipétese alternativa. Esta classificacao depende
também da hipdtese nula com que estejamos a lidar. H; é, em geral, de um dos tres

seguintes tipos:

e unilateral inferior, caso possua um sinal de menor (e.g., Hy : p = 1000 dias e
Hy : < 1000 dias);?

e unilateral superior, se possuir um sinal de maior (e.g., Hy : p# = 1000 dias e H; :
p > 1000 dias);?

e bilateral, caso H; tenha um sinal de diferente (e.g., Hy : = 1000 dias e Hy : p #
1000 dias). o

1Ou atribua um valor inferior ao conjecturado em Hy, e.g., H; : p = 800 dias.
20u atribua um valor superior ao conjecturado em Hy, e.g., H; : p = 1200 dias.
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Definicao informal 8.10 — Teste de hipoteses
Um teste de hipdteses nao passa de um procedimento estatistico que conduz a uma
decisao acerca das hipdtese nula e alternativa, tendo em conta a informacao amostral

que recolhemos. °

Nota 8.11 — Decisoes em testes de hipdteses

De acordo com a informagao recolhida tomamos (de um modo geral) uma de duas decisoes:
e rcjeitar Hy;
e nao rejeitar Hy. °

Definicao informal 8.12 — Erros de la. e 2a. espécie

As decisoes em testes de hipoteses podem ou nao ser correctas. Senao vejamos:

Situacao real

Decisao H, Verdadeira H, Falsa
Rejeitar Hy Erro de 1la. Espécie Decisao Correcta
Nao rejeitar H Decisao Correcta Erro de 2a. Espécie

Definicao 8.13 — Probabilidade de erro de la. e de 2a. espécie
E habitual delinear o teste de hipoteses de modo a minimizar as probabilidades de
ocorréncia de erros de la. e 2a. espécie. Estas probabilidades costumam ser representadas

por « e (3, respectivamente, e definem-se do seguinte modo:

a = P(Erro de la. espécie) = P(Rejeitar Hy | Hy é Verdadeira) (8.1)
B = P(Erro de 2a. espécie) = P(Nao rejeitar Hy | Hy é Falsa). (8.2)
([ ]

Qualquer destas probabilidades dependera, como veremos mais tarde, do verdadeiro

valor do parametro.

Definicao 8.14 — Nivel de significancia

E habitual estabelecer um limite superior para a probabilidade de ocorréncia de erro de
la. espécie. Este limite é usualmente designado de nivel de significancia (n.s.) do teste e
representado doravante por ag (g € (0,1)). O teste de hip6teses serd delineado de modo

que
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e P(Rejeitar Hy | Hy é Verdadeira) < .

Os valores mais comuns do n.s. do teste sao 10%, 5% e 1%. o

Qualquer decisao pela rejeicao ou nao de Hy devera basear-se na informagcao recolhida,

muito em particular no

e valor observado daquilo que chamaremos de uma estatistica de teste e designaremos

por 1.

Definicao informal 8.15 — Estatistica de teste
Uma estatistica de teste — a utilizar no confronto de um par de hipodteses que digam

respeito ao parametro desconhecido 6 — possui as seguintes caracteristicas:

e reflecte a discrepancia entre o estimador de 6 e o valor conjecturado para 6 em H,

(90);

e obtém-se, de um modo geral, a custa da v.a. fulcral Z7 — que usariamos na

construcao de um intervalo de confianca para 8 —, substituindo # por 6, na expressao
de Z;

e tem distribuicao (exacta ou aproximada) conhecida, sob a validade de Hy. °

Exemplo 8.16 — Estatistica de teste

Retomemos o Exemplo 8.4 e consideremos:

e V.a. de interesse

X = duracao de bateria de 12V

e Situacao

X ~ normal(p, 0?)
1 = E(X) DESCONHECIDO
0% = V(X) conhecida

e Hipodteses

Hy : pp = po = 1000 dias vs. Hy : pu # g

e Nivel de significancia

OCO:E)%
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Note-se que, caso pretendéssemos construir um IC para u, deveriamos utilizar a seguinte
e V.a. fulcral para u

Z = m/i ~ normal(0, 1).

E é substituindo p por pg na expressao de Z que obtemos a...
e Estatistica de teste

T = 7\% ~p, normal(0, 1),

44

onde “~p, ...”deve ler-se “tem distribuicao ... sob a validade de Hy". )

Decidir pela rejeicao ou nao de Hy pressupoe também que se identifique:

e o conjunto de valores considerados criticos para a estatistica de teste T' que deverao

conduzir a rejeicao de Hy.

Este conjunto é, por isso mesmo, denominado de regido critica ou de rejeicao de Hy (para

valores da estatistica de teste).

Definicao informal 8.17 — Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica
de teste)
Representamo-la por W e escolhemo-la de modo que:

e P(Rejeitar Hy | Hy é Verdadeira) = oy (< ayp).

e seja um intervalo real (ou uma reuniao de intervalos reais) que depende de quantil(is)
de probabilidade relacionada com ag e respeitantes a distribuigao (exacta ou

aproximada) da estatistica de teste sob Hy;

e 0 seu aspecto dependa da hipdtese alternativa H; e do que “significa” obter valores

inconsistentes com Hy.

Exemplo 8.18 — Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)
No Exemplo 8.16 concluimos rapidamente que quanto mais se distingue a estimativa de u,
x, do valor conjecturado para p, py = 1000 dias, menos consistente ¢ Hy : u = o = 1000
dias com os dados e mais consistente é Hy : p # 19 com oS mesmos.

Efectivamente, quando, por exemplo, ¥ = 750 dias (¥ = 1300 dias, resp.) de-
vemos, em principio, rejeitar Hy. Ora, nestes casos temos T << pg (T >> pig, resp.).

Equivalentemente,
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ol = f/_j% <<0 (t= z/_\?% >> (), resp.).

Assim, a regiao de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste) é uma reuniao de

intervalos — um a esquerda (¢t << 0) e outro a direita (¢ >> 0) — ou seja
o W =(—00,—c)U(c,+0),
onde o valor critico ¢ é escolhido de modo que
o P(Rejeitar Hy | Hy é Verdadeira) = oy < P(T < —couT > ¢ | Hy) = ay.

Assim, a semelhanca do que acontecia com os intervalos de confianca lidaremos com o

seguinte quantil de probabilidade, para ag = 5%:
o c=d (1 —ap/2) = d1(1 —0.05/2) "= 1.9600. .

Uma vez escolhida a estatistica de teste e identificada a regiao de rejeicao de Hy para

a mesma, estamos em condicoes de poder tomar uma decisao.

Proposicao 8.19 — Decisao

Para decidir pela rejeicao ou nao de Hy ¢ necessario calcular
e t = valor observado da estatistica de teste.

Deve tomar-se uma de duas decisoes:
e Rejeitar Hy ao n.s. ag, se t € W;

e Nao rejeitar Hy ao n.s. ag, se t & W. °

Nota 8.20 — Decisao

e Afirmar que
— Hj nao foi rejeitada ao n.s. ayg
nao significa que

— Hj seja verdadeira.

e Analogamente, concluir que
— Hj foi rejeitada ao n.s. ay

nao significa que
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— Hyj seja falsa.

Significa sim que

— Hj nao é consistente com os dados ao n.s. «ay.

e Podemos rejeitar Hy ao n.s. ag e nao rejeitar esta hipotese a outro n.s. e vice-versa.

Em suma, a decisao de rejeitar ou nao Hy depende crucialmente do nivel de

significancia considerado. °

Apresentadas que foram as nocoes fundamentais em testes de hipdteses é altura de

apresentar o seu procedimento geral.

Definicao informal 8.21 — Procedimento geral de testes de hipd6teses
A efectuacao de um teste de hipdteses compreende os 7 passos seguintes:
1. V.a. de interesse

Identificar a v.a. de interesse (X).

2. Situagao
Identificar a distribuicao da v.a. de interesse, o parametro DESCONHECIDO que esta a
ser testado, bem como averiguar se a distribuicao de X depende de mais parametros
e se estes sao conhecidos ou desconhecidos.

3. Hipodteses

Especificar as hipdteses nula (Hy) e alternativa (H).

4. Nivel de significancia

Escolher o nivel de significancia (o).

5. Estatistica de teste

Escolher a estatistica de teste adequada (7') e identificar a sua distribuicao (exacta

ou aproximada) sob a validade de Hy.

6. Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Obter a regiao de rejeicao de Hy para valores da estatistica de teste (W), tendo em

conta o nivel de significancia e a hipétese alternativa.
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7. Decisao

Calcular o valor observado da estatistica de teste (¢) e decidir pela rejeicao ou nao

de Hy ao n.s. ay. °

As seccoes que se seguem consistem essencialmente na apresentacao de um ou dois
exemplos ilustrativos do teste que da por titulo a seccao. Note-se, no entanto, que, de um
modo geral, em qualquer das seccoes sera introduzido um conceito novo no ambito dos

testes de hipdteses pelo que se recomenda a leitura integral de todas elas.
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8.2 Testes de hipoteses para o valor esperado,

variancia conhecida.

Tal como na obtencao de IC para o valor esperado de uma populacao com variancia

conhecida, distinguiremos dois casos:
1. Populacao normal

2. Populacao com distribuicao arbitraria e dimensao da amostra suficientemente

grande.

[lustraremos a efectuacao destes dois testes com exemplos.

Exemplo 8.22 (cAso 1) — Teste sobre valor esperado de populagao normal,
variancia conhecida
Um fabricante de baterias de 12V — para além de assumir que a duracao das mesmas
(v.a. de interesse) possui distribuigdo normal com desvio-padrao conhecido e igual a 50
dias — pretende convencer um seu grande cliente que o valor esperado da duracao das
mesmas ¢ de 1000 dias.

Averigue a razoabilidade desta afirmacao do fabricante de baterias ao nivel de
significancia de 5% e tendo em conta que a média da duracdo de 4 baterias testadas
foi de 930 dias.

e V.a. de interesse

X = duracao de bateria de 12V

e Situacao
X ~ normal(u, 0?)
1 DESCONHECIDO
0% = 50? dias?® conhecido

e Hipodteses
Hy : = po = 1000 dias vs. Hy : pu # o = 1000 dias

e Nivel de significancia

@0:5%
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e Estatistica de teste
o/\/n

pois estamos a efectuar um teste sobre o valor esperado de uma populagao normal

T ~ g, normal(0, 1) (8.3)

com variancia conhecida.

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Por estarmos a lidar com teste bilateral, a regiao de rejeicao de Hj, escrita para

valores da estatistica de teste, é uma reuniao de intervalos do tipo
W = (—o0, —c) U (¢, +00), (8.4)
onde ¢ : P(Rejeitar Hy|Hp) = a, i.e.,

c=3"(1—ap/2) =D 1(1 — 0.05/2) "“E" 1.9600. (8.5)

e Decisao
Uma vez que o valor observado da estatistica de teste ¢ igual a
T — fig

o/\/n
930 — 1000

50/v4
= 28

€ W = (—00,—1.9600) U (1.9600, +00), (8.6)

t =

conclui-se que devemos rejeitar Hy ao n.s. de 5%, pelo que o cliente tem razoes para

desconfiar do fabricante. °
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Exemplo 8.23 (cAsO 2) — Teste sobre valor esperado de populagao com
distribuicao arbitraria e dimensao da amostra suficientemente grande,
variancia conhecida
Ao estudar-se a densidade de construgao (X) num projecto de urbanizagao foi recolhida
uma amostra de 50 lotes desse projecto, tendo-se obtido >, x; = 227.2.3

Até que ponto é razoavel afirmar que valor esperado da densidade de construcao é

igual a 5, assumindo que o desvio-padrao de X é igual a 4 e um n.s. de 10% 7

e V.a. de interesse

X = densidade de construcao em projecto de urbanizacgao
e Situagao
X com distribuigao arbitrdria (nao normal): E(X) = pu, V(X) = o?
(4 DESCONHECIDO
0% = 42 conhecido

n suficientemente grande (n = 50 > 30)

e Hipoéteses
Ho:pp=po=>5vs. Hy:p# o
e Nivel de significancia

g — 10%

e V.a. fulcral para i e estatistica de teste

De acordo com o TLC, pode afirmar-se que:
X-BX) X—pu,
Z = E ) = s normal(0, 1).
V(X) o/vn

Substituindo p por pg na expressao desta v.a. fulcral, obtemos a seguinte estatistica
de teste com distribuicao aproximada conhecida sob Hy:
o/\/n

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

T ~ g, normal(0, 1). (8.7)

O teste é bilateral, logo a regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica

de teste) é uma reunido de intervalos do tipo W = (—o0,—c) U (¢, +00), onde
¢ : P(Rejeitar Hyo|Hy) ~ vy, i.e.,

3 Adaptado do Exame de 19 de Janeiro de 2002.
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c=®"1(1—ap/2) = D (1 —0.10/2) " 1.6449.

e Decisao

Como o valor observado da estatistica de teste ¢ igual a

T — fig
o/\/n
4.544 — 5

4/V/50
= 081

¢ W = (—o00,—1.6449) U (1.6449, +00),

deve afirmar-se que nao devemos rejeitar Hy ao n.s. de 10%.
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8.3 Testes de hipdteses sobre a igualdade de dois

valores esperados, variancias conhecidas.

Motivacao 8.24 — Testes de hipdteses sobre a igualdade de dois valores
esperados, variancias conhecidas

Ao confrontar duas populagoes independentes — representando, por exemplo, oS
desempenhos de dois tipos de artigos (resisténcia, duracdo, etc.) — é usual testar a
igualdade dos seus valores esperados, sejam eles 11 e us. E importa notar que a hipotese

de igualdade de valores esperados,

é equivalente a
HO sl —IUQZILLO:O. (811)

Distinguiremos novamente dois casos:

1. Duas populagoes independentes, com distribuicoes normais com variancias

conhecidas

2. Duas populacoes independentes, com distribuicoes arbitrarias com variancias

conhecidas, e dimensoes das duas amostras suficientemente grandes.

Exemplo 8.25 (cAso 1) — Teste sobre a igualdade de valores esperados de duas
populacoes normais, variancias conhecidas

Um fabricante produz dois tipos de plastico e pretende saber se as suas resisténcias
possuem valores esperados iguais. Com objectivo de esclarecer esta duvida, recolheu

duas amostras, tendo registado as seguintes observacoes:
e Tipo 1 — z; = (26,24, 22, 30)
e Tipo 2 — z, = (25,31, 33, 29).

Assumindo que as resisténcias de Tipo 1 e 2 sao v.a. independentes com distribuicao

normal e desvios-padrao iguais a 0; = 7 e 05 = 3, respectivamente, teste
e a hipotese de igualdade dos valores esperados das resisténcias

contra
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e a hipdtese do valor esperado da resisténcia do plastico de Tipo 1 ser inferior a do
Tipo 2.

Considere para o efeito o n.s. de 5%.
e V.a. de interesse
X1 = resisténcia do plastico de Tipo 1
X, = resisténcia do plastico de Tipo 2
e Situacao
X1 ~ normal(py, 02) 1L Xy ~ normal(us, 03)
(41 — p2) DESCONHECIDO
02 =T? e 02 = 3% (conhecidos)
e Hipodteses
Ho:pin—po=po =0 (pn = p2) vs. Hy:pn — pio < po =0 (1 < paa)
e Nivel de significancia

04025%

e Estatistica de teste

T = ~p, normal(0, 1) (8.12)

uma vez que pretendemos efectuar teste sobre a igualdade de valores esperados de

duas populagoes independentes com distribuicao normal e variancias conhecidas.
e Regiao de rejeicao de Hj (para valores da estatistica de teste)
Tratando-se de

— um teste unilateral inferior (Hy : p; — p2 < g = 0),

concluimos que, quanto menor for a estimativa de MV de (u; — p2), (1 — Z2), mais
razoes temos para rejeitar Hy. Assim, a regiao de rejeigdo de Hy (para valores da

estatistica de teste) é um intervalo a esquerda
W = (—o0,¢), (8.13)
onde

—®~1(1 — 0.05) """ —1.6449. (8.14)

o
|
<
£}
S
!
|
<
—
|
Q
S
!
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e Decisao
Uma vez que n; = ny = 4 e as médias das duas amostras sao iguais a r; = 25.5 e
Ty = 29.5, o valor observado da estatistica de teste é dado por

(Z1 — T2) — po

2 2
91 4 %2

ni n2

(25.5 — 29.5) — 0
Jite
= —1.05
¢ W = (—o0,—1.6449). (8.15)

Deste modo, concluimos que nao devemos rejeitar a hipotese de igualdade dos valores
esperados das resisténcias dos dois tipos de plédstico (Hp) ao n.s. de 5%. (Faca um

comentario que entender pertinente...) °

Nota 8.26 — Decisao a diversos niveis de significancia
E curioso notar que no Exemplo 9.4 nao se rejeita Hy a qualquer nivel de significancia

menor ou igual a 5% pois

Wae, = (—00, —1.6449)
—1.05 € { Wasy = (—00, —1.9600) (8.16)
Wig = (—o00, —2.3263)

sugerindo que enunciemos os seguintes resultados. °

Proposicao 8.27 — Decisao a diversos niveis de significancia

E crucial ter presente os seguintes resultados:
e Nao rejeitar Hy ao n.s. ap = Nao rejeitar Hy a qualquer n.s. o < ayp;
e Rejeitar Hy ao n.s. oy = Rejeitar Hy a qualquer n.s. af > «p.

(Justifique elaborando um esquemal) o
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Exercicio 8.28 (cAsO 2) — Teste sobre a igualdade de valores esperados de
populacoes independentes com distribuicao arbitraria e dimensao da amostra
suficientemente grande, variancias conhecidas

Conceba um enunciado de um teste de hipoteses para o CASO 2 e complete os passos

seguintes do procedimento geral de hipoteses:

e V.a. de interesse

e Situacao

X, 1l Xy, com distribuigoes arbitrarias (nao normais): F(X;) = u;, V(X;) = 02,1 =
1,2

(1 — f12) DESCONHECIDO
0% e o5 conhecidos

ny e ngy suficientemente grandes.
e Hipoédteses

e Nivel de significancia

e Estatistica de teste

(Xl - XZ) — Mo

~ g, normal(0, 1) (8.17)

2 2
U_l_|_‘7_2
ni n9

e Regiao de rejeicao de Hj (para valores da estatistica de teste)

e Decisao
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8.4 Funcao poténcia de um teste

Motivacao 8.29 — Funcao poténcia de um teste
Ao efectuar-se um teste é usual saber qual a probabilidade de rejeitar Hy quando esta
hipotese é verdadeira. E igualmente importante determinar a probabilidade de tomar a

seguinte decisao acertada: rejeitar Hy quando H, é falsa. °

Comecemos por relembrar que, ao definirmos as hipéteses nula (Hy) e alternativa
(Hy) sobre o parametro desconhecido 6, subdividimos o espago de parametro em dois
sub-espacos ©g e O, respectivamente. Para além disso, recorde-se que a probabilidade

de cometer erros de la. e 2a. espécie sao funcoes de 6 definidas por

a = af)

= P(Rejeitar Hy | Hy é verdadeira)

= P(TeW]|0), 60c0, (8.18)
B o= B

= P(Nao rejeitar Hy | Hy é falsa)

= P(T¢W|0), 6c0,. (8.19)

Definicao 8.30 — Funcgao poténcia de um teste
A funcao poténcia de um teste corresponde a probabilidade de rejeicao da hipdtese nula
(quer esta seja verdadeira, quer seja falsa):
p(0) = P(Rejeitar Hy | 6)
= PTeWlb), 00O

RO 0 € O,
B {1—mm,ee@L (8.20

Caso Hj seja uma hipdtese nula simples, o sub-espago ©g ¢é singular e temos

), €60 = {6}
p(0) = {1ﬁ(6), feco. (8.21)
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Exemplo 8.31 — Funcao poténcia de um teste
Para definir a funcao poténcia do teste descrito no Exemplo 8.22, é necessario relembrar

o seguinte:

e V.a. de interesse

X = duracao de bateria de 12V

e Situacao
X ~ normal(p, 0?)
/& DESCONHECIDO
0% = 50? dias conhecido

n=4

e Hipodteses

Hy : = po = 1000 dias vs. Hy : p # po dias

e Nivel de significancia

06025%

e Estatistica de teste
o/\/n
e Regiao de rejeicao de Hj (para valores da estatistica de teste)

W = (—o0, —1.9600) U (1.9600, +00).

T

~ g, normal(0, 1) (8.22)

Assim sendo, segue-se:

e Espaco e sub-espacos de parametro

© = (0,4+0)
O = {10}
©1 = O\{no}
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e Funcao poténcia do teste

p(p) = P(Rejeitar Hy | p)

- P EW | _
_ P()i/_\/%o < —1.9600 ou )i/\/_ > 1.9600 | M)
_p (X_Z/t/%_“o < —1.9600 | u)

+P (X _Z/D%‘_“O > 1.9600 | u)

- P(f/?/_ < ~1.9600 + Nﬁt\ )

+P<§/\/_>19600+ /\/_\ )

_ 0 H Ho —
= <I>< 19600—|—0/\/_)+1 @(19600—!— /\/_>,ue®. (8.23)

e Concretizacoes
Note-se, por exemplo, que:
= o = 1000 dias —
p(po) = P(—1.9600) + 1 — ®(1.9600) = 2 x [1 — ®(1.9600)] = 0.05 = «v;
@ = pp = 1025 dias —
p(p1) = P(—1.9600 — 1) + 1 — &(1.9600 — 1) = [1 — $(2.9600)] + [1 —
®(0.9600)] “E" (1 — 0.9985) + (1 — 0.8315) = 0.1700.

A interpretacao do tultimo destes resultados passa por afirmar que, caso o verdadeiro
valor esperado da duracao das baterias de 12V seja igual a p = p; = 1025 dias, o

teste é capaz de rejeitar Hy em 17% das vezes. °

Exercicio 8.32 — Funcgao poténcia de um teste

(a) Recorra a um software que lhe seja familiar para elaborar o grafico da funcao

poteéncia do teste descrito no Exemplo 8.31. Comente.

(b) Elabore também o grafico da fungdo poténcia de teste quando se confrontam as
hipoteses Hy : u = pp e Hy @ o # po mas se utiliza a regiao de rejeicao W =

(—o00, —1.96). Comente este grafico e compare-o com o que obteve na alinea (a). o
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8.5 Testes de hipoteses para o valor esperado,

variancia desconhecida.

E de longe mais realista efectuar um teste sobre p assumindo que o? é igualmente
desconhecido. Mais, tal como na Seccao 8.2, serd necessario fazer a destringa entre os

dois casos seguintes:
1. Populacao normal

2. Populacao com distribuicao arbitraria e dimensao da amostra suficientemente

grande.

Exemplo 8.33 (cAsO 1) — Teste sobre o valor esperado de populagao normal,
variancia desconhecida
A duragdo (em horas de uso) de certa marca de pilha para méquinas fotogréficas
digitais possui distribuicao que se admite normal com valor esperado p e variancia
0% desconhecidos. Um revendedor dessas baterias adquiriu recentemente um grande
lote e seleccionou uma amostra de 10 baterias, tendo obtido as seguintes duracoes
x = (251,238,236,229,252, 253,245, 242,235, 230). De notar que a esta amostra estao
associados 10, x; = 2411 e 312, 22 = 5820009.

O revendedor pretende averiguar se o valor esperado da duragao é de 250 horas. Teste
esta hipétese ao nivel de significancia de 10%, contra a hipétese alternativa defendida pelo

produtor que defende que tal valor esperado é superior a 250 horas.

e V.a. de interesse

X = duragao (em horas de uso) de certa marca de pilha
e Situacao
X ~ normal(p, 0?)

1 DESCONHECIDO

o2 desconhecido

e Hipodteses

Hy: = po =250 horas vs. Hy : pu > pog = 250 horas

e Nivel de significancia

Qg — 10%
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Estatistica de teste

_X—Mo

dado que pretendemos efectuar teste sobre o valor esperado de uma populacao

normal com variancia desconhecida.

Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Estamos a lidar com
— um teste unilateral superior (Hy : > po),

pelo que, quanto maior for a estimativa de MV de u, Z, mais nos devemos inclinar
para a rejeicao Hy. Assim sendo, a regiao de rejeicdo de Hy (para valores da

estatistica de teste) é um intervalo a direita

W = (e, +00), (525
onde ¢ : P(RejeitarHy|Hy) = ay, i.e.,

c=F' (1—ag)=F  (1-0.10) =" 1383, (8.26)
Decisao

Tendo em conta que n = 10 e a média e a variancia corrigida da amostra sao iguais

a
1 2411
Po= — == =241.1 8.27
! n;‘r 10 (8.27)
1 n
¢ = | (ze) e

1
= —— [582009 — 1 241.1)?
1O__]_[58 009 — 10 x ( )3

= 79.66 (8.28)

(respectivamente), o valor observado da estatistica de teste é dado por

T — Ho
s/\/n
241.1 — 250
/79.66/10

= -3.15
¢ W = (1.383,+00). (8.29)
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Deste modo, concluimos que nao devemos rejeitar Hy ao n.s. de 10% nem a qualquer

outro n.s. menor que 10%.4 o

Exemplo 8.34 (cAsO 2) — Teste sobre o valor esperado de populagao com
distribuicao arbitraria, variancia desconhecida
Retome o Exemplo 8.33 e desta feita assuma que o revendedor desconhece a distribuicao

da duracao dessas baterias, adquiriu um grande lote e seleccionou uma amostra nao de
10 mas sim de 50 baterias, tendo obtido Z = 241.1 e s? = 398.3.

Volte a testar as hipdteses nula e alternativa consideradas anteriormente ao n.s. de
10%.

e V.a. de interesse

X = durag@o (em horas de uso) de certa marca de pilha

e Situacao
X distribuicao arbitraria
p = E(X) DESCONHECIDO
o? = V(X) desconhecido

n suficientemente grande (n = 50 > 30)

e Hipodteses

Hy: = po =250 horas vs. Hy : > pog = 250 horas

e Nivel de significancia

g — 10%

e Estatistica de teste
X — Mo a

"= "5m

H, normal(0, 1) (8.30)

porque pretendemos efectuar teste sobre o valor esperado de uma populacao
com distribuicao arbitraria e variancia desconhecida e a dimensao da amostra é

suficientemente grande e justifica o recurso a um resultado limite.

4E curioso notar que caso estivéssemos a testar Hy : = pg = 250 horas vs. Hy : pu < po rejeitariamos
Hy ao referido n.s. (Justique...)
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e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Tratando-se de um teste unilateral superior (Hy : > ), a regiao de rejeigao de

Hy (para valores da estatistica de teste) é & mesma um intervalo a direita

W = (¢, +00),

onde agora ¢ : P(Rejeitar Hy|Hy) ~ «y, pelo que
c=®"1(1—ap) =® (1 —0.10) =" 1.6449.

e Decisao
Uma vez que n = 50, T = 241.1 e s* = 398.3 tem-se:
T — fig

s/\/n
241.1 — 250

\/398.3/50

— 315
¢ W = (1.6449, +-00). (8.31)

Pode entao afirmar-se que nao devemos rejeitar Hy a qualquer outro n.s. menor ou

igual a 10%. o

Terminamos esta seccao apresentando um exemplo similar ao apresentado no final da
seccao 7.4. Diz respeito a um teste sobre o valor esperado de uma v.a. de interesse X cuja
distribuicao depende de um tnico parametro desconhecido e que, embora o valor esperado
E(X) e a variancia V(X)) dependam desse mesmo parametro, o TLC sé por si basta para
obter uma v.a. fulcral (logo uma estatistica de teste para o valor esperado sem que seja

necessario estimar V(X).
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Exemplo/Exercicio 8.35 — Teste sobre valor esperado de populagao com
distribuicao arbitraria e dimensao da amostra suficientemente grande,
variancia desconhecida mas que nao carece de estimacao...

Admita que o desvio absoluto de uma medicao instrumental em relacao a uma norma é

uma v.a. X com distribuicao exponencial com parametro A desconhecido.’

(a) Calcule E(X) e V(X), onde X representa, naturalmente, a média de uma amostra
aleatoria de dimensao n proveniente da populacao X. Tirando partido dos resultados

anteriores mostre que, para n suficientemente grande, se tem

7Z = (AX —1)v/n ~ normal(0, 1).

(b) Tendo em conta a v.a. fulcral Z, teste a hipdtese Hy : A = Ag = 1 contra a alternativa
bilateral H; : A # \g, ao nivel de significancia de ag = 10% e a luz do facto da soma

dos desvios absolutos da amostra x = (x4, ..., x4) ser igual a fﬂl xr; = 47.5408.

e V.a. de interesse

X = desvio absoluto de uma medicao instrumental em relacao a uma norma

e Situacao
X ~ exponencial(\)
A DESCONHECIDO

n suficientemente grande (n = 40 > 30)

e Hipodteses
Hol/\z/\():lVS. H11>\7é/\0
e Nivel de significancia

g = 10%

e V.a. fulcral para )\ e estatistica de teste

Comece-se por notar que:

E(X) = E(X)z%
vy - VOO

> Adaptado do Exame de 18 de Janeiro de 2003.
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Entao, de acordo com o TLC, pode afirmar-se que

7 - X-BX)
V(X)
x-}

= (AX-1vn
~ normal(0, 1). (8.32)

Substituindo A por Ay na expressao desta v.a. fulcral, obtemos a seguinte estatistica

de teste com distribuicao aproximada conhecida sob Hy:
T = (XX — 1) v/n Xg, normal(0, 1). (8.33)

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Tratando-se de um teste bilateral, a regiao de rejeicao de H, (para valores da
estatistica de teste) é uma reunido de intervalos do tipo W = (—o0, —¢) U (¢, +00),
onde ¢ : P(Rejeitar Hq|Hy) =~ «p, i.e.,

c=d1(1—ap/2) = D 1(1 —0.10/2) " 1.6449.

e Decisao

Dado que o valor observado da estatistica de teste é igual a

t = (MT—1)vn
— (1 x 47.5408/40 — 1) V40
= 1.192
¢ W = (—o0,—1.6449) U (1.6449, +00),

conclui-se que nao devemos rejeitar Hy ao n.s. de 10%, nem a qualquer outro n.s.

menor que 10%. o
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8.6 Um método alternativo de decisao em testes de

hipéteses: calculo do p-value

Motivacao 8.36 — Calculo do p-value
A decisao pela rejeicao ou nao de Hy depende crucialmente do nivel de significancia «y
que tenhamos considerado.

Ora, em vez de fixarmos o n.s. do teste, de identificarmos a regiao de rejeicao de Hy
e de verificarmos se o valor observado da estatistica de teste (f) pertence ou nao a tal

regiao, podemos proceder do seguinte modo:
e tomar o valor de ¢
e averiguar
e para que niveis de significancia se decide pela REJEICAO de Hj e
e para que niveis de significancia se decide pela NAO REJEICAO de H. °

Passemos agora a um exemplo por forma a continuar a motivar o calculo do que

designaremos por p-value.

Exemplo 8.37 — Calculo do p-value
Retomemos o problema do fabricante de baterias de 12V, descrito no Exemplo 8.22.

Recordemos que temos:

e V.a. de interesse
X = duracao de bateria de 12V

e Situacao

X ~ normal(p, 0?)

{1 DESCONHECIDO

0? = 50% dias® conhecido.
e Hipoéteses

Hy : = po = 1000 dias vs. Hy : pu # o = 1000 dias
e Nivel de significancia

Desta feita consideremos um n.s. arbitrario .
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e Estatistica de teste
o/\/n

e Regiao de rejeicao de Hj (para valores da estatistica de teste)

T

~ g, normal(0, 1) (8.34)

Sabemos que se trata de uma reunido de intervalos do tipo W,, = (—00, —¢4,) U

Cap, +00), onde
( 0?7 )7

Cag = P11 — ap/2). (8.35)
e Decisao
Ora, ja vimos que o valor observado da estatistica de teste é igual a t = —2.8. Logo,

consultando a tabela de quantis da distribuigdo normal(0, 1) conclui-se que:

— por um lado,

(—o0, —1.6449) U (1.6449,+00), para o = 10%
—00, —1.9600) U (1.9600 =35
f=_28eW,, =4 (% )V +o0), para ap = 5% (8.36)
(—o0, —2.5758) U (2.5758, +00), para ag = 1%
| (=00, —2.7478) U (2.7478, +00), para ag = 0.6%,
devendo rejeitar-se Hy a qualquer n.s. ag > 0.6%;
— por outro lado,
(—o0, —2.8782) U (2.8782,+0c0), para ag = 0.4%
t=—-28¢ Wy =1 (—00,—3.0902) U (3.0902, +00), para ag = 0.2% (8.37)

e ey

e neste caso nao se deve rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 0.4%.

Importa ainda notar que, caso o ponto critico que define a regiao de rejeicao de Hy

fosse

c=lt|, (8.38)
teriamos a seguinte regiao de rejeicao de H

W = (—o0, —[t]) U (|t|, +00), (8.39)

com nivel de significancia associado igual a (Esquema...)
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P(T < —[tjouT > |t| | H) = 2x[1—®(|t])]

= 2x[1—P(2.8)]
= 2x [1—0.9974]
= 0.0052
= 0.52%. (8.40)
Para além disso,
t=-2.8 g WO.52% = (—OO, —28) U (28, +OO) (841)

donde
— nao rejeitarfamos Hy ao n.s. de 0.52% nem a qualquer n.s. menor que 0.52%;

— rejeitarfamos Hy a qualquer n.s. maior que 0.52%.

0.52% é, neste exemplo, o “ponto de viragem” da nossa decisao pela rejeicao ou nao

de Hy. Este ponto é genericamente designado de... °

Definicao informal 8.38 — P-value

Dado o valor observado da estatistica de teste

e 0 p —value é o maior nivel de significancia que leva a nao rejeicao de Hy.
Para além disso, devemos agir do seguinte modo:

e nao rejeitar Hy a qualquer nivel de significancia ay < p — value;

e rejeitar Hy a qualquer nivel de significancia ag > p — value.

E quanto menor for o p — value, maior é a evidéncia contra Hy. °

6Posto isto, podemos acrescentar que o p — value é o “menor” (aqui com as devidas aspas) nivel de

significancia que leva a rejeicao de Hy.
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Nota 8.39 — P-value
O célculo do p — value depende do aspecto da regiao de rejeicao de Hy (para valores da
estatistica de teste:

w Teste P-value Esquema...
(—00,¢) unilateral inferior P(T <t| Hy) = Fpp, ()
(¢, +00) unilateral superior P(T'>1t| Hy) =1— Fpp,(t)

(—o00, —c) U (¢, +00) bilateral e T|Hy com P(T < —[t|ouT > |t| | Hp)

distrib. simétrica em =2 x [1 = Fpg,(|t])]

relagao a origem
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8.7 Testes de hipoteses sobre a igualdade de
valores esperados de duas populacoes, variancias

desconhecidas.

No ambito desta disciplina, caso pretendamos confrontar os valores esperados de duas
populacoes normais independentes com variancias desconhecidas e estejamos a lidar com
amostras de dimensoes que nao sao suficientemente grandes que justifiquem o recurso a
um resultado assintético, teremos que assumir que as variancias sao iguais, alids, tal como

aconteceu no capitulo anterior.

Exemplo 8.40 (cAsO 1) — Teste sobre a igualdade de valores esperados de
populacoes normais, variancias desconhecidas

Foram efectuados estudos em Los Angeles e New York com o objectivo de determinar a
concentragao de mondxido de carbono (CO) perto de vias rapidas. Para isso recolheram-se
amostras de ar para as quais se determinou a respectiva concentragao de CO (usando para
tal um espectémetro). Os resultados das medigoes em ppm (partes por milhao) foram no

periodo de uma semana:

e Los Angeles — z; = (112.2,118.4,114.1)

e New York — z, = (101.1,102.2, 100.4, 9.6, 88.2).

Posteriormente, num programa televisivo em que se debatiam questoes ambientais, o
presidente da camara de New York afirmou que: “A média da concentracao de CO em
Los Angeles é superior ou igual a de New York”.

Diga se esta afirmacao é consistente com os dados, determinando para o efeito um

intervalo para o p — value.

e V.a. de interesse
X1 = concentracao de CO em Los Angeles

X5 = concentracao de CO em New York

e Situacao
X1 ~normal(py,0?) 1L Xy ~ normal (s, 03)
(11 — f12) DESCONHECIDO
0% e o5 desconhecidos, no entanto, assume-se que sao IGUAIS: 0% = 02 = ¢*

n1 < 30 ou ny < 30
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e Hipéteses
Ho:pn —po > po=0vs. Hy:pg — po < o

e Nivel de significancia

oy com valor arbitrario

e Estatistica de teste

(Xl — X2) — Ho
T = ( 1)52+( 1)5‘2 1 ) N,U/I_NQZILLO t(n1+n2—2) (842)
ny— ng—
et s k1 2

pois estamos a efectuar teste sobre a igualdade dos valores esperados de duas
populacoes independentes com distribuicoes normais, cujas variancias, embora

desconhecidas, se assume serem iguais.
e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)
Tratando-se de

— um teste unilateral inferior (Hy : g — po < pg = 0),

concluimos que a regiao de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste) é
um intervalo a esquerda do tipo W = (—o0,¢), onde ¢ : P(Rejeitar Ho|luy — po =

MO) = (g, OU Sej&,

c=F! () = —F; 1 (1 — ). (8.43)

o t(n1 +ng—2)

e Decisao

Ora,
n =3, =1149¢e s% = 10.09
ng =5, To = 98.1 e s3 = 32.34,

logo o valor observado da estatistica de teste é igual a

;o (Z1 — T2) — o
(n1—1)s2+(n2—1)s32 1 1
\/ T Ol Y

(114.9 — 98.1) — 0

(3_1)10.094 (5_1)32.34 1,1
3+5-2 X (3 + 5)

— 3.237. (8.44)
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Uma vez que este teste estda associado a uma regiao de rejeicao de Hy que é um

intervalo a esquerda temos:
p—ovalue = P(T <t| u — pe = po)

- FT|M1 —p2=[0 (t)
— P, (3.237)
9 0.991123. (8.45)

Atendendo a este valor:
— nao devemos rejeitar Hy a n.s. ap < 99.1123%;

— rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 99.1123%.

Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao de t-student com 6 graus de
liberdade podemos adiantar um intervalo para o p—wvalue deste teste. Com efeito, ao

enquadrarmos convenientemente ¢t = 3.237 por dois quantis, obtemos sucessivamente

Frl (0.99)=3.143 < t=3.237<3.707=F"1 _ (0.995)
(34+5—2) (34+5—2)
0.99 < p—wvalue=F,, ,(3.237) < 0.995. (8.46)

Deste modo, o intervalo para o p — value é (0.99,0.995), pelo que
— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 99%;

— rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 99.5%.

Mais, pela ordem de grandeza do p — value, a hipotese defendida pelo presidente da
camara de New York (Hj) afigura-se altamente consistente com os dados obtidos,

nomeadamente aos n.u.s. (1%, 5%, 10%). o

Ainda a propdsito do exemplo anterior, note-se que, pelo facto das amostras possuirem
dimensao 3 e 5, nao seria licito recorrer a qualquer resultado assintético, pelo que a
solucao satisfatoria no ambito desta disciplina passa por assumir que as variancias, embora
desconhecidas, sao iguais. Acrescente-se, no entanto, que um teste prévio de igualdade
das mesmas permite-nos concluir que esta hipdtese nao deve ser rejeitada a qualquer dos
niveis usuais de significancia.

Mas nem sempre é razodvel admitir que 02 = 05 = 02, muito em particular quando

as estimativas de 0% e 02 sao bem distintas. Recorde-se que, caso n; > 30 e ny > 30,
podemos invocar dois resultados assintoticos, nomeadamente, o TLC e o Teorema de
Slutsky, e deixa de ser necessario assumir que as duas populagoes sao normais e que as

variancias, embora desconhecidas, sao iguais.
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Exemplo 8.41 (cAsO 2) — Teste sobre a igualdade de valores esperados
de populacoes independentes com distribuicao arbitraria e amostras
suficientemente grandes, variancias desconhecidas
Para comparar a resisténcia ao uso de dois tipos de materiais ceramicos usados em
pavimentos, foram instalados 81 mosaicos do primeiro tipo e 121 do segundo tipo num
corredor movimentado de uma superficie comercial. Apds um ano o seu desgaste foi
medido numa escala conveniente. Para os mosaicos do primeiro tipo obteve-se z; = 290
e s; = 12, enquanto que para os do segundo tipo os resultados foram z, = 321 e s = 14.
O fabricante do primeiro tipo de material afirma que o valor esperado do desgaste dos
seus mosaicos é inferior ao dos mosaicos do segundo tipo de material. Efectue um teste
de hipdteses que entender razoavel, assumindo que os desgastes em mosaicos diferentes

sao v.a. independentes e um nivel de significancia de 1%.7

e V.a. de interesse
X1 = desgaste dos mosaicos do primeiro tipo de material

X, = desgaste dos mosaicos do segundo tipo de material

e Situacao

X; I X,  com distribuigbes arbitrarias  (possivelmente normais):

(1 — f12) DESCONHECIDO
2 2 d h .d ~ . . .
01 € 05 desconnecldos 1mas 1nao necessariamente 1guails

ny > 30 e ny > 30, i.e., ambas as amostras sao suficientemente grandes

e Hipodteses
Ho :pp—pe = po = 0vs. Hy @ g — po < pp = 0 (pretensao do fabricante do
primeiro tipo de material)

e Nivel de significancia

g — 1%
e Estatistica de teste

X1 —X2) — Mo

S%_'_S_%
1 ng

ot

~ g, normal(0, 1) (8.47)

n

"Adaptado do Exame de 7 de Fevereiro de 2004.
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por tratar-se de teste sobre a igualdade dos valores esperados de duas populacoes
independentes com distribuicao arbitraria com variancias desconhecidas e estarmos
a lidar com amostras suficientemente grandes.

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Lidamos novamente com um teste unilateral inferior (H; : pu; — po < po = 0), logo
a regiao de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste) é um intervalo &

esquerda W = (—o0, ¢), onde ¢ : P(Rejeitar Ho|Hp) =~ ap, i.e.,
c=0"ap) = - (1 — ) = —P(0.99) = —2.3263. (8.48)

e Decisao
Uma vez que
ny =81,z =290 e 57 = 12
ne = 121, &y = 321 e s9 = 14,
o valor observado da estatistica de teste é igual a

(T1 — Z2) — to

2 2
51 52
ni n2

(290 — 321) — 0
2 2
S0 T
= —16.82
e W = (—o0,—2.3263). (8.49)

Assim sendo, devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. af > 1%. Posto isto podemos
afirmar que a pretensdao do fabricante do primeiro tipo de material (desgaste

esperado menor) é consistente com os dados aos niveis usuais de significancia. e
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8.8 Testes de hipdteses para a variancia de uma

populacao normal.

E também costume especular sobre a variancia de uma v.a. de interesse. Caso esta v.a.
possua distribuicao normal, podemos adiantar uma estatistica de teste com distribuicao

exacta do qui-quadrado sob a validade de H.

Exemplo/Exercicio 8.42 — Teste de hipé6teses sobre a variancia de uma

populacao normal

(a) Admita que a resisténcia a tensao de uma fibra téxtil (em psi) possui distribui¢do
normal, com valor esperado i desconhecido, e averigue se a variancia ¢ igual a

ot = 50psi? ou se pelo contrdrio é superior a este valor, a luz da amostra z =
(1018, 982, 1007, 1015, 978) e a0 n.s. de 5%.

e V.a. de interesse

X = resisténcia a tensao de uma fibra téxtil (em psi)
e Situacao

X ~ normal(p, 0?)

i desconhecido

0? DESCONHECIDO.
e Hipoteses

Hy:0? =0} =50psi® vs. Hy : 0% > 0}

e Nivel de significancia

g — 5%
e Estatistica de teste
n—1)52
r= DS ey (8.50)
0o

pois pretendemos efectuar um teste sobre a variancia de uma populacao normal
com valor esperado desconhecido.
e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Tratando-se de um teste unilateral superior (H; : 02 > 07), a regiao de rejeicao
de Hy (para valores da estatistica de teste) é um intervalo a direita do tipo
W = (¢,400), onde ¢ : P(Rejeitar Hq|Hy) = v, ou seja,

c=F.' (1—ap)=Fg (1-005)" %9488, (8.51)

(n—1) (5—1)
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e Decisao
O valor observado da estatistica é igual a

(n—1)s
ot
(5-1) x 351.5
50
= 28.12

€ W = (9.488,+00). (8.52)

t =

Deste modo devemos rejeitar Hy ao n.s. de 5% ou a qualquer outro n.s. maior

que 5%.

(b) Faga uso de uma méquina (resp. das tabelas) para determinar um valor (resp. um
intervalo) para o p — value do teste da alinea anterior. Que decisoes devera tomar ao

recorrer ao valor do (resp. intervalo para o) p — value? °
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8.9 Outro método alternativo de decisao em testes de
hipdéteses: relacao entre intervalos de confianca e

testes bilaterais.

Existe ainda uma outra alternativa de efectuacao de testes de hipdteses que passa por
invocar uma analogia entre intervalos de confianca e testes, nomeadamente bilaterais,

como se pode ver na proposicao que se segue.

Proposicao 8.43 — Relacao entre intervalos de confianca e testes de hipoteses
bilaterais

Seja

o [Cag)x100%(0) = [I, u]
um intervalo de confianca para 6. Entao este IC leva a

e rejeicao de Hy : 0 = 0 ao nivel de significancia g ®
a favor da hipdtese alternativa bilateral Hy : 6 # 6y, caso

o Oy ¢ 10(1_a0)x100%(9)' )

Este resultado faz todo o sentido uma vez que, caso o valor conjecturado para 6, 6,
nao pertenca ao conjunto de valores razoaveis para # associados ao grau de confianca

(1 — ap) x 100%, faz todo o sentido rejeitar Hy ao n.s. de ay.

Nota 8.44 — Relacao entre intervalos de confianca e testes bilaterais
Para invocar esta analogia, ¢ necessario que a estatistica de teste tenha sido obtida a

custa da v.a. fulcral para ¢ que usada na construcao de I'C(1_ag)x100%(0)- o

80u a qualquer outro n.s. superior a ajq.
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Exemplo 8.45 — Relacao entre intervalos de confianca e testes bilaterais

Retomemos o Exemplo 8.42, construamos um IC a 95% para o?

e averiguemos a
razoabilidade de Hy : 02 = oj = 50psi* contra a hipitese alternativa bilateral Hy : 0% # o

ao nivel de significancia de oy = 5%.

e Passo 1 — Selec¢ao da v.a. fulcral para o2
n—1)52
7 = % ~ X%n—l) (8.53)
o

ja que estamos a obter um IC para a variancia de uma populacao normal com valor

esperado desconhecido.

e Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

= F 2) = [ (0.025) "2 0.484
bay = F5' (1 —ap/2) = F3' (0.975) = 11.14.
X(n-1) X
e Passo 3 — Inversao da desigualdade a,, < Z < b,,
[TPC]
e Passo 4 — Concretizagao
(n—1)s? (n—1)s
IC(1—ao)x1oo%(02) = 1 ) 1
_Fx?n_l)(l — ap/2) Fx?n_l) (vo/2)
_ [(6-1)3515 (5—1)351.5
| 1114 7 0.484
= [126.212,2904.959]. (8.55)

e Hipodteses

Hy : 02 = 0} = 50psi® vs. Hy : 0% # o}

e Decisao

Invocando a relacao entre intervalos de confianca e testes de hipoteses, pode concluir-

se que, pelo facto de
o = 50 & ICys%(0?) = [126.212,2904.959], (8.56)

devemos rejeitar Hy ao n.s. de 5% (a favor de H; : 0? # of) ou a qualquer outro

n.s. maior que 5%. o

291



8.10 Testes de hipdteses para parametros de

populacoes nao normais uniparamétricas.

No ambito desta disciplina aprenderemos, por exemplo, a efectuar testes assintéticos sobre

uma probabilidade de sucesso desconhecida. Vejamos um exemplo.

Exemplo 8.46 — Teste sobre uma probabilidade de sucesso

Um fabricante de cerveja afirma que a sua bebida tem a preferéncia de 40% dos
apreciadores de cerveja. Recolhida uma amostra, constatou-se que 54 de 150 apreciadores
preferem tal marca. Averigue a razoabilidade da afirmagao do fabricante ao nivel de
significancia de 4%.°

e V.a. de interesse

Neste caso estamos a lidar com a seguinte v.a. de interesse:
1, se o individuo prefere a marca de cerveja
, C.C.

e Situacao
X ~ Bernoulli(p)
p DESCONHECIDO

n suficientemente grande (n = 150 >> 30)

e Hipodteses

Hy:p=py=0.40vs. Hi :p+# po

e Nivel de significancia

05024%

e Estatistica de teste

Sabe-se que o estimador de MV de p é
I
X = - ZXZ-, (8.58)

onde X; ~;,;q4 X. Para além disso,

9Adaptado do Exame de 4 de Fevereiro de 2003.
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E(X) = E(X)=p (8.59)

V(X) - %V(X) _ me_p) < +o0. (8.60)

Entao pelo TLC pode afirmar-se que

X - FE(X X—p 4
7' = S ) _ L s normal(0, 1), (8.61)
V(X) p(1=p)

n

T = ~ g7, normal(0, 1). (8.62)

\/m

De notar que esta estatistica de teste, ao contrario das que usamos até ao momento,

nao foi obtida a custa da v.a. fulcral

—p
1-X

|><|

fa
3

7 = ~ normal (0, 1), (8.63)

que teriamos utilizado para obter um IC assintético para o parametro p. Esta
decisao prende-se essencialmente com o facto de nao ser necessaria qualquer inversao
de duplas desigualdades do tipo —c < Z < ¢ no ambito dos testes de hipdteses.?

Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Tratando-se de um teste bilateral, a regiao de rejeicao de Hj,, escrita para
valores da estatistica de teste, é do tipo W = (—o0,—c) U (¢,+0o0), onde ¢ :

P(Rejeitar Hy|Hy) =~ av, ou seja,

c=d"1(1—ap/2) = (1 — 0.04/2) =" 2.0537. (8.64)
Decisao
Dado que o valor observado da estatistica de teste é igual a

T — Po

\/m

t =

10Relembre-se que a utilizacdo da v.a. fulcral para p, Z’, foi evitada pois tornava a inversao da

desigualdade do Passo 3 da obtencao de ICs extraordinariamente dificil uma vez que p figura em

numerador e em denominador (neste tltimo caso sob o sinal de uma raiz).
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54
155 — 0.4

/0.4(1—0.4)
150
36 — 0.4

0.04
= —1

¢ W = (—00,—2.0537) U (2.0537, +00),

conclui-se que nao devemos rejeitar Hy ao n.s. de 4%. Deste modo, pode dizer-se
que a afirmacao do fabricante é consistente com os dados ao n.s. de 4%, bem como

a qualquer outro n.s. menor que 4%. °

Exercicio 8.47 — P-value de teste sobre uma probabilidade de sucesso

Prove que o valor aproximado para o p — walue do teste assintotico efectuado no
Exemplo 8.46 é igual a 2 x [1 — ®(| — 1])] = 0.3174. o

Refira-se ainda que a seguir podem encontrar-se dois quadros-resumo que sistematizam
os testes de hipdteses paramétricas aqui leccionados considerando em qualquer dos casos

um nivel de significancia de ag. Nas suas cinco colunas constam:

e as circunstancias em que estamos a efectuar o teste de hipdteses;

a hip6tese nula (Hy);

a estatistica de teste a utilizar nesta situagao (7');

a hipdtese alternativa (Hy);

e a regiao de rejeicao de Hy escrita para valores da estatistica de teste (W).
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8.11 Teste de ajustamento do qui-quadrado de

Pearson.

O teste de ajustamento do qui-quadrado permite averiguar a adequacao de

e uma distribuicdo com todos os parametros conhecidos (hipdtese simples —
subsecgoes 8.11.1 e 8.11.4) ou de

e uma distribuicao com pelo menos um parametro desconhecido, i.e., uma familia de

distribuigoes (hipdtese composta — subsecgoes 8.11.2 e 8.11.4)
a um conjunto de dados referente a
e uma v.a. de interesse do tipo discreto ou continuo.
Este teste exige, no entanto,
e um grande nimero de observagoes (uma vez que se baseia num resultado assintético)
e pressupoe que

e 0s dados estejam organizados em classes e disponhamos de uma tabela de

frequéncias.

De notar que estas classes devem nao sé ser disjuntas, como cobrir todo o contradominio

da v.a. de interesse.

A apresentacao deste mesmo teste far-se-4 essencialmente a custa de exemplos.
Contudo importa referir que recorreremos ao procedimento geral de testes de hipdteses e

que lidaremos com uma estatistica de teste cujo valor observado reflecte as
e discrepancias (relativas)
entre
e as frequéncias absolutas observadas das classes da tabela de frequéncias e

e as frequéncias esperadas (ou suas estimativas) dessas mesmas classes sob a validade

da hipdtese nula.

Esta estatistica de teste possui distribuicao assintética do qui-quadrado, sob a validade
de Hy. Acrescente-se também que o nimero de graus de liberdade desta distribuicao do

qui-quadrado depende do ntimero de:
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e classes em que estao organizados os dados da tabela de frequéncias;
e parametros nao especificados em H, e que, consequentemente, é necessario estimar.

Convém ainda referir que no decurso do teste de ajustamento do qui-quadrado é por
vezes necessaria o agrupamento de classes adjacentes e refazer parcialmente os calculos.
Recorreremos mais uma vez a um exemplo para ilustrar esta situacao, na sub-seccao

8.11.3.

Por fim, ilustrar-se-4 o recurso a classes equiprovaveis no teste de ajustamento de
)
qui-quadrado, na sub-seccao 8.11.5.11

1 Ainda & laia de conclusdo refira-se que hé outros testes de ajustamento que ndo requerem tantas

observagoes como ¢ o caso do teste de ajustamento de Kolmogorov-Smirnov que nao faz parte do programa
da disciplina.
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8.11.1 Ajustamento de uma distribuicao discreta
E curioso notar que a frequencia observada da classe ¢ é a concretizacao da v.a.
O, ~ binomial(n, p;), (8.65)

onde n representa o total de observagoes e p; a probabilidade de uma observacao escolhida
ao acaso pertencer a classe i (justificagao!).

Caso a hipdtese nula seja simples, somos capazes de calcular o valor da probabilidade p;
sob a validade de Hy, valor esse que serd doravante representado por p?. Somos igualmente
capazes de calcular o valor esperado de O; sob Hjy, pelo que igualaremos a frequéncia

esperada sob Hj da classe 7, E;, a este valor esperado. Assim,

E; = E(O;|Hy) = Elbinomial(n,p})] = n x p}. (8.66)
Exemplo 8.48 — Teste de ajustamento do qui-quadrado: dados discretos
(hip6tese simples — uniforme discreta)

Um dado ¢ langcado 1000 vezes tendo conduzido a tabela de frequéncias observadas a

seguir.

Resultado Freq. Obs.

174
174
154
179
154
165

SO W N

Coloca-se, naturalmente, a questdo: Serd o dado equilibrado/perfeito? Resta-nos
responder a esta questao, considerando para o efeito um nivel de significancia de, por

exemplo, 5%.

e V.a. de interesse

X =resultado do lancamento do dado

e Hipodteses

Hy : X ~ uniforme discreta({1,...,6}) vs.
H; : X 4 uniforme discreta({1,...,6}) 2

12A hipétese nula é simples dado que em Hj se conjectura uma tnica distribuicdo completamente
definida.
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Importa notar que, ao considerarmos p; = P(X =1i),7=1,...,6, as hipdteses nula

e alternativa podem reescrever-se do seguinte modo:
Hy:pi=p?=1/6,i=1,...,6 vs.
Hy o 3i:pi #p).

e Nivel de significancia

g — 5%
o Estatistica de Teste
i (Oz - Ez)2 a
onde:

k = No. de classes em que estao organizados os dados da tabela de frequéncias
=6

O; = Frequéncia absoluta observavel da classe ¢

E; = Frequéncia absoluta esperada, sob H, da classe ¢
= E(Oi|Ho) = np]

3 = No. de parametros a estimar = 0.

Escusado sera dizer que as frequéncias absolutas esperadas sob Hj serao iguais ao

valor esperado de O; sob Hy. Com efeito,
E;=nxp)=1000x1/6,i=1,...,6. (8.68)

De referir que estas frequéncias sao dependentes de 7, salvo em rarissimas excepgoes

como ¢é o caso deste exemplo. O exemplo seguinte ilustrara tal facto.

e Regiao de rejeicao de H, (para valores de T')

Quanto maior a discrepancia entre a frequéncia absoluta observada da classe i (0;)
e o valor conhecido da frequéncia absoluta esperada sob Hy da classe i (F;), maior é
o valor observado da estatistica de teste e menos consistente é a hipétese Hy com os
dados recolhidos. Logo a regiao de rejeicao de Hy (para valores de T') é um intervalo

a direita

13Estas frequéncias absolutas esperadas serao igualadas a n x p?, onde p? = 1/6 uma vez que estamos

a averiguar o ajustamento da distribuigdo uniforme discreta com espaco de resultados {1,...,6}.
14Uma vez que Hy é uma hipétese simples ndo é necessario estimar qualquer parametro desconhecido.
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44

= (¢, +0),

onde ¢ : P(Rejeitar Hy|Hy) >~ ap, i.e.,

c=F,'  (1—ay)=F3

e Decisao

(1—10.05) = 11.07.

X{k—p-1) X(6—0-1)

(8.69)

(8.70)

Para calcular o valor observado da estatistica de teste é necessario construir

uma tabela de frequéncias onde deverao constar, entre muitos outros valores, as

frequéncias absolutas observadas e os valores conhecidos das frequéncias absolutas

esperadas sob Hj.

Classe ¢ Freq. abs. observada Freq. abs. esperada sob Hop

Parcelas valor obs. estat. teste

0; — ; 2
7 0; Ei:nng (0i—By)” *Ejjl)
1 [174—166.(6)]% _
2 {2} 174 « 0.322
3 {3} 154 “ 0.963
4 {4} 179 « 0.912
5 {5} 154 « 0.963
« [165—166.(6)]%
6 {6} 165 ROt = 0.017
k k k 0;—E;)?
Zi:l 0i ="n Zi:l Ei=n t= ZiZl ( E; :
= 1000 = 1000.00 = 3.499
Entao o valor observado da estatistica de teste é igual a
k 2
(0 — E;)
p- yles B
- E,
1=1

= 0.322 4 0.322 + 0.963 4 0.912 + 0.963 + 0.017
= 3.499
¢ W = (11.07, +00).

(8.71)

Consequentemente nao devemos rejeitar a hipdtese de estarmos a lidar com um dado

equilibrado, ao n.s. 5%, nem a qualquer outro n.s. menor que 5%.
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Exemplo 8.49 — Teste de ajustamento do qui-quadrado: dados discretos
(hip6tese simples — distribuicao de Poisson)

O departamento de defesa pretende saber qual a distribuicao de probabilidade do ntimero
de avarias, durante uma dada missao, ocorridas numa determinada zona de um submarino.
Com esse objectivo foram recolhidos dados relativos a 500 destas missoes condensados na

tabela abaixo.

No. de falhas por missao 0 1 2 3 4
No. de missoes (com tal no. de falhas) 185 180 95 30 10

Teste ao nivel de significancia de 5% a hipétese de os dados seguirem uma distribuicao de

Poisson com valor esperado igual a 1.

e V.a. de interesse

X = numero de falhas em uma missao do submarino

e Hipdteses

Hy : X ~ Poisson(1) vs. H; : X + Poisson(1) 19

e Nivel de significancia

&0:5%

e Estatistica de Teste

k ( N 0l
T:ZT NHO X%k—,@—l)’ (872)

onde:
k = No. de classes = 5
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe ¢
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy,da classe 7 16

3 = No. de pardmetros a estimar = 0.17

15 A hipétese nula é simples j4 que em Hj se conjectura uma tinica distribuicdo e ndo uma familia de

distribuicoes como seria o caso de Hy : X ~ Poisson(A) onde A é desconhecido.
16Fstas frequéncias serdo igualadas a valores de facil célculo j& que estamos a averiguar o ajustamento

da distribuicao de Poisson com valor esperado igual a 1.
1"Dado que a distribuicao conjecturada em Hj estd completamente especificada, i.e., Hy é uma hipétese

simples.
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e Regiao de rejeicao de H, (para valores de T))

Pelo mesmo motivo apontado no exemplo anterior, a regiao de rejeicao de Hy escrita

para valores de T' é um intervalo a direita W = (¢, +00), onde

c=F,' (I1—ay)=F (1-0.05) =9.488. (8.73)

X{(k—p—1) X(5-0-1)
e Decisao

O calculo do valor observado da estatistica de teste pressupoe, como anteriormente,

a construcao de uma tabela auxiliar de frequéncias de vario tipo.

Classe i Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

2
i 0; E; =nxp? (0:—Ey)” _EEI)
_ (185—183.95)%
1 {0} 185 500 x 0.3679 = 183.95 g3 or = 0.0060
2 {1} 180 500 x 0.3679 = 183.95 0.0848
3 {2} 95 500 x 0.1839 = 91.95 0.1012
4 {3} 30 500 x 0.0613 = 30.65 0.0138
5 {4,5,...} 10 500 x 0.0190 = 9.50 0.0263
k k k 0i —E:)2
Zi:l 0i =n Zi:l Ei=n b= iz Lo E?l)
= 500 = 500.00 =0.2321

Note-se que
E, = nx p?
= nx P(X € Classe i | Hy)
= n x P[X € Classe ¢ | X ~ Poisson(1)]

P[X =i—1| X ~ Poisson(1)], 1=1,2,3,4
=n
P[X >4 | X ~ Poisson(1)], i=25

e—AXAi—l . e—lxli—l .
o x o = aer e = 1,2,34 (8.74)
1— ) +...p%), i =5.
Assim, temos
k (Oi . Ez)2
to= Yy =Y
; L
= 0.0060 + 0.0848 + 0.1012 + 0.0138 + 0.0263
= 0.2321
Z W =(9.488, +00), (8.75)

pelo que nao devemos rejeitar a hipétese de os dados serem provenientes de uma
populacao com distribuicao de Poisson com parametro conhecido e igual a 1, a

qualquer nivel de significancia menor ou igual que 5%. °
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8.11.2 Ajustamento de uma familia de distribuicoes discretas

E altura de considerar o caso em que se conjectura nao uma distribuicao especifica para
a nossa v.a. de interesse mas sim um modelo ou familia de distribuicoes. Basta pensar,
por exemplo, no modelo de Poisson de parametro desconhecido A .

Tratando-se Hy de uma hipotese composta, s6 podemos adiantar uma expressao para
n x pY, expressao essa que depende de parametro(s) desconhecido(s). Assim sendo, n X p?
nao pode figurar na expressao da estatistica de teste,'® pelo que sé nos resta considerar

que E; passe a ser um estimador de n x pY.1?

(]
Retomaremos o Exemplo 8.49 por forma a deixar claras as diferencas entre os testes

de ajustamento do qui-quadrado com hipéteses nulas simples e composta.

Exemplo 8.50 — Teste de ajustamento do qui-quadrado: dados discretos
(hip6tese composta — modelo de Poisson)

Voltemos a considerar o problema do niimero de avarias durante missoes do submarino
do Exemplo 8.49 e testemos agora a adequacao do modelo de Poisson — familia de todas
as distribuicoes de Poisson — a este mesmo conjunto de dados e ao mesmo nivel de

significancia, 5%.

e Hipoéteses
Hy : X ~ Poisson(\) vs. Hy : X o¢ Poisson(\)

Hy é uma hipotese composta dado que A é uma constante positiva desconhecida.

e Nivel de significancia

Q’O:E)%

18 A5 estatisticas, por definicao, nao podem depender de quaisquer parametros desconhecidos.
19Convém referir que esta substituicio conduz a uma alteracao da distribuicao assintética da estatistica

de teste. Caso as estimativas de MV do(s) 8 parametro(s) desconhecido(s) seja(m) calculada(s), como
com base nos dados agrupados em classes, a estatistica de teste possui distribuicao do qui-quadrado com
k — B — 1 graus de liberdade. Caso as estimativas de MV do(s) parametro(s) desconhecido(s) seja(m)
calculada(s), como, alids, é costume, com base nos dados originais e nao nos dados agrupados em classes,
a cauda direita da f.d.p. assintdtica da estatistica de teste estd entre as caudas direitas das f.d.p. das
distribuicoes do qui-quadrado com k — 1 e k — 3 — 1 graus de liberdade. No entanto, iremos considerar
(incorrectamente) que, em qualquer dos dois casos, a distribuigao assintética da estatistica de teste é do
qui-quadrado com k — 3 — 1 graus de liberdade; ao fazeé-lo, estamos a lidar com um teste que conduzira
a uma percentagem superior de rejeicoes indevidas de Hy no primeir dos dois casos. Para mais detalhes
recomenda-se a leitura de Paulino (1992, pp. 54-56).
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o Estatistica de Teste

i ( T E@)z a
r=y OB (5.76)
=1 ?

Assinale-se somente o que distingue esta estatistica de teste daquela que figura em
(8.72):
E; = Estimador da frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe @

3 = No. de parametros a estimar = 1.2°

e Estimacao de \

A estimativa de MV de X\ é dada por
B 185><O+180><1+95><2+30><3+10><4_1

A =00 : (8.77)
por sinal igual ao valor considerado no Exemplo 8.49.
e Regiao de rejeicao de H, (para valores de 7))
Desta feita lidamos com o intervalo a direita W = (¢, +00), onde
c=F;  (1—ay)=F (1-0.05) =7.815. (8.78)

X(k—-p-1) X(5—1-1)
e Decisao

Como A é desconhecido o mesmo acontece com pY e com a frequéncia absoluta

esperada, sob Hy, da classe i,

e—A )\71—1 .
nxp? = nx{ GO t=1234 (8.79)
L—(pl+...pY), i=5.

Mas uma vez que A = 1 as estimativas das frequéncias absolutas esperadas sob H,

sao iguais a

(i—1)! G—1)1

. = AO o
e =nXp, = e " o
1— (Y +...p1), i=5

e~ Ay \i—1 e—1yx1i—1 .
— 1 = 1, 2 3, 4
n X { ’ (8.80)
De realcar que estes dados foram claramente manipulados por forma a evitar mais
calculos na obten¢ao do habitual quadro usado no calculo do valor observado da
estatistica de teste. Mas atente-se a algumas diferengas — subtis é certo (identifique-

as!) — entre o quadro que se segue e o do Exemplo 8.49.

20F necessario estimar \ para efectuar este teste.
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Classe i Freq. abs. obs. Estim. freq. abs. esp. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

o2
7 0; ei:nxﬁ? —(ole‘l)
. (185—183.95)2
1 {0} 185 500 x 0.3679 = 183.95 (185-183.95)° — 0.0060
2 {1} 180 500 x 0.3679 = 183.95 0.0848
3 {2} 95 500 x 0.1839 = 91.95 0.1012
4 {3} 30 500 x 0.0613 = 30.65 0.0138
5 {4,5,...} 10 500 x 0.0190 = 9.50 0.0263
k k k 0;—e;)>
Dimg 0i =1 D€ =1 t=3> iy ( 161'1)
= 500 = 500.00 = 0.2321

Posto isto, obtemos o mesmo valor observado da estatistica de teste:

2
0; — €
t=>Y" loi—e)” _ 0.2321 ¢ W = (7.815, +00). (8.81)
i=1 €i
Conclui-se entao que a hipotese dos dados serem provenientes de uma populacao
com distribuicao pertencente ao modelo de Poisson é razoavel a qualquer nivel de

significancia menor ou igual a 5%. °

8.11.3 Agrupamento de classes

Uma vez que o teste de ajustamento do qui-quadrado se baseia na convergéncia em
distribui¢ao de binomiais (O;) para normais afigura-se razoavel exigir que as frequéncias
esperadas sob Hy, E;, nao sejam demasiado pequenas, em particular exigir que sejam
superiores ou iguais a 5.2}

Deste modo, se registarmos, para algum ¢,
L] El <H

devemos agrupar esta classe a classe adjacente com menor frequéncia absoluta esperada
sob H,.

Nao ha, contudo, uma base tedrica para tal regra, havendo mesmo estudos que indicam
que pode registar-se uma ou duas frequéncias esperadas sob Hj inferiores a 5, sem que
seja violada a distribuigao assintética, como refere Paulino (1992, p. 52). Com efeito, ha

autores que sugerem que nao ha a necessidade de qualquer agrupamento de classes se:

21Recorde-se que: é suposto aproximar a v.a. X ~ binomial(n, p) pela v.a. X ~ normal(np, np(1 — p))

quando np > 5 e n(1 — p) > 5; o quadrado de uma normal-padrao tem distribuigao do qui-quadrado...
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e em pelo menos 80% das classes se verificar F; > 5 e

e nas restantes classes E; > 1.

E serd este o critério que usaremos doravante para nao agrupar classes.

Aproveitaremos um exemplo de Montgomery e Runger (2003, pp. 316-8) para ilustrar
nao so6 o agrupamento de classes no teste de ajustamento do qui-quadrado mas também
o calculo de intervalo aproximado para o p-value no referido teste. A apresentacao deste
exemplo sera acompanhada por poucos comentarios ja que este exemplo é similar ao
Exemplo 8.50.

Exemplo 8.51 — Teste de ajustamento do qui-quadrado: dados discretos
(hipStese composta, agrupamento de classes, p-value)

Alguns estudos prévios levam a crer que o niimero de defeitos em circuitos de determinado
tipo possui uma distribuicao de Poisson. Os resultados na tabela seguinte dizem respeito

a uma amostra de 60 circuitos.

No. defeitos Freq. Obs.

0 32
1 15
2 9
3 4

Testemos a adequacao do modelo de Poisson a este conjunto de dados calculando para

o efeito um intervalo (aproximado) para o p-value.
e V.a. de interesse

X = numero de defeitos em circuitos de determinado tipo

e Hipodteses

Hy : X ~ Poisson(\) vs. Hy : X 7 Poisson(\)*

e Estatistica de Teste

(0; E) .
T = Z Lo X{e—g1)- (8.82)

e Estimacao de \

A estimativa de MV de X é igual a

32X 04+15x1+9x2+4x%3
el X60+ XEFAXS g, (8.83)

22H, é uma hipétese composta dado que A é uma constante positiva desconhecida.
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e Estimacao das probabilidades de pertenca e das frequéncias absolutas

esperadas sob H

As estimativas das probabilidade de pertenca a cada uma das classes sob Hy sao

dadas por:
Pl = P(X =0Hy) = eXO—TXO — 0.472
») = P(X =1|Hy) = # = 0.354
Py = P(X =2/H,) = ¥ =0.133

P = P(X >3[Hy) =1— () + 55 +p5) = 0.041.

Consequentemente, obtemos as seguintes estimativas das frequéncias absolutas

esperadas sob H:
e1 = nxp)=28.32
er = mxpy=21.24
e3 = nxpy=7.98

ey = mXpy=2.46.

e Agrupamento de classes e decisao

Tendo em conta que a 4a. das 4 classes possui e; < 5 — e como tal menos de 80%
das classes possuem e; > 5 — deve proceder-se ao agrupamento da 4a. classe aquela

que é a sua Unica classe adjacente, a 3a. classe. Passamos a
— dispor de k = 3 classes ({0}, {1},{2,3,...})

ao invés das 4 iniciais e a lidar com o seguinte quadro de frequéncias:

Classe i Freq. abs. obs. Estim. freq. abs. esp. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

; — 0 (0i—eq)®
1 0; €, =n Xp; %
2
1 {0} 32 28.32 (B2-2832)° — 0.478
; 2
2 {1} 15 21.24 (A5-2124)7 _ 833
‘ 2
3 {2,3,..} 9+4=13 7.9842.46 = 10.44 (1810407 — 0.628
k — k _ _ Nk (0i—ei)?
Zi:l 0i =1 21:1 € =" t= Z¢:1 r
= 60 = 60 =2.939
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e Intervalo aproximado para o p-value

Tratando-se de teste associado a uma regiao de rejeicao de Hy que é um intervalo a
direita temos
p—wvalue = P(T >t| Hy)

= 1= Fryn,(?)
~ 1-Fa (2.939). (8.84)

Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado com um grau
de liberdade podemos obter um intervalo (aproximado) para o p-value deste teste.
Para tal basta enquadrar convenientemente ¢t = 2.939 por dois quantis, obtendo-se

sucessivamente

FX‘%I (0.900) =2.706 < t=2.939 < 3.170 = F5' (0.925)
1) (1)
0.900 < Fp (2.939) < 0.925
1-0925 < 1—F» (2.939) <1—0.900

X(1)

e por fim o intervalo aproximado para o p-value: (0.075,0.10). Deste modo, conclui-

se que:
— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 7.5%;

— rejeitar Hy a qualquer n.s. agy > 10%. °

8.11.4 Dados continuos — hipé6tese simples/composta

Para v.a. continuas o procedimento de teste é analogo: as observacoes devem ser
previamente organizadas em classes, i.e., em intervalos disjuntos que cubram todo o
contradominio da v.a. de interesse.

Por exemplo, caso estivéssemos a testar a adequagao da distribuigdo normal(0,1) as

classes seriam do tipo:
e Classe 1 — (—o0, a4

e Classe 2 — (aq, as]

o Classe k — (ag_1,+00).
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Exemplo 8.52 — Teste de ajustamento do qui-quadrado: dados continuos

(hip6tese simples/composta)

(a) Um engenheiro admite que a duracao de certa marca de lampadas eléctricas é uma v.a.

com distribuicao exponencial de parametro A = 0.05. Numa experiéncia laboratorial

envolvendo 100 dessas lampadas obtiveram-se as seguintes duracoes resumidas abaixo:

Classe [0, 10) [10, 20) [20, 30) [30,+o0)
Frequéncia 30 27 23 20

Com base nos dados fornecidos, teste a hipotese considerada pelo engenheiro ao nivel
de significancia de 5%. Obtenha e discuta o intervalo aproximado para o valor—p

associado & amostra considerada.??

e Hipoteses
Hy : X ~ exponencial(0.05) vs. Hy : X ¢ exponencial(0.05)

e Nivel de significancia

g = 5%
e Estatistica de Teste
(O; — E) “
T= Z ~Hy X(k-5-1)
onde:

k = No. de classes =4
O; = Frequéncia absoluta observavel da classe ¢
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe 7

(8 = No. de parametros a estimar = 0.

e Regiao de rejeicao de H, (para valores de T)

E um intervalo & direita W = (c, +00), onde

c=F, (1-a)=Fg (1-005)=T78I5.

X(k—p-1) X(4—0-1)

23 Adaptado do Exame de 24 de Junho de 2006.
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e Decisao
Tirando partido do facto de
Fxim,(x) = P[X <2 | exponencial(0.05)]
S P )
conclui-se que as frequéncias absolutas esperadas sob Hj sao iguais a
p) = P(0<X < 10|Hy)
= Fxu,(10) — Fix g, (0) = 0.39347 — 0 = 0.39347

py = P(10 < X < 20|Hy)

= Fxg,(20) — Fxn,(10) = 0.63212 — 0.39347 = 0.23865
Py = P(20 < X < 30|Hy)

= Fxu,(30) — Fxm,(20) = 0.77687 — 0.63212 = 0.14475
ps = P(X = 30|H,)

= 1— Fyg,(30) = 1 —0.77687 = 0.22313

Consequentemente, obtemos o seguinte quadro

Classe i Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

2
7 0; E; =nxp? —(OiEEi)
2

1 [0, 10) 30 100 x 0.39347 = 39.347 (BO_39347)” — 2.2204
2 [10,20) 27 100 x 0.23865 = 23.865 0.4118
3 20, 30) 23 100 x 0.14475 = 14.475 5.0208
4 [30,+00) 20 100 x 0.22313 = 22.313 0.2398

k _ k _ _ bk (0i—By)?

Zi:l 0i =M Zi:l Ei=mn t=) i, E;
=100 = 100.00 = 7.8928

e o valor observado da estatistica de teste ¢é igual a
t = 7.8928

e W =(7.815+0),
pelo que devemos rejeitar a hipdtese de ajustamento da distribuicao de

exponencial com parametro 0.05 ao conjunto de dados, a qualquer nivel de

significancia maior ou igual que 5%.
e Intervalo aproximado para o p-value
Uma vez que a regiao de rejeicao de Hy é um intervalo a direita segue-se:
p—wvalue = P(T >t | Hy)
= 1— Fpr,(t)
~ 1-— an_ 1)(7.8928).

0—

311



Ora, ao recorrer as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado com trés
graus de liberdade podemos obter um intervalo (aproximado) para o p-value

deste teste enquadrando convenientemente £ = 7.8928 por dois quantis:

F (0.95) =7.815 < t=17.8928 < 9.348 = F (0.975)
X(a) X(a)

095 < Fa (7.8928) < 0.975
1-0975 < 1—Fg (7.8928) < 1-0.95.

Deste modo conclui-se que o intervalo aproximado para o p-value é (0.025,0.05)
e que:
— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. oy < 2.5%;

— rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 5%.

(b) Um engenheiro admite que a duracao de certa marca de lampadas eléctricas é uma
v.a. com distribuicdo pertencente ao modelo {Exponencial(A), A € RT}. Numa
experiéncia laboratorial envolvendo 100 dessas lampadas obtiveram-se as seguintes

duracoes resumidas abaixo:

Classe [0,10) [10,20) [20,30) [30,+oc0)
Frequéncia 30 27 23 20

Com base nos dados fornecidos, teste a hipotese considerada pelo engenheiro ao nivel
de significancia de 5%, sabendo que a estimativa de MV calculada numericamente

com base nos dados agrupados ¢é igual a 0.047094.

e Hipodteses

Hy @ X ~ Exponencial(A), A > 0 DESCONHECIDO vs. H; : X
Exponencial(\)*

e Estatistica de Teste

(O; — E) a
T = Z "~ Hp X%k—ﬁ—l)

k = No. de classes =4
O, = Frequéncia absoluta observavel da classe ¢
E; = ESTIMADOR da frequéncia absoluta esperada, sob H,, da classe 7

(8 = No. de parametros a estimar = 1.

24 A hipétese nula é COMPOSTA ja que em Hj se conjectura uma familia de distribuicoes.
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e Calculo das estimativas das frequéncias absolutas observadas sob H,

Como \ é desconhecido o mesmo acontece com
Fxm,(z) = P[X < x | Exponencial(\)] =1 — e ", 2 > 0,

com p? e com a frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe 1,

(

P(0 < X < 10|Ho) = Fx|,(10) — Fx,(0), i=1
nx = P(10 < X < 20[Hp) = Fxr,(20) — Fxn,(10), i =2
' P(20 < X < 30[Hp) = Fxu,(30) — Fx s, (20), i=3
| P(X > 30[Hy) =1 — Fy|p,(30), i=4
(1 —e710 i=1
e~ 10N _ e—zm, i=9
e~20A _ 730X — 3
\ e 30 1 = 4.

Mas uma vez que a estimativa de MV de A foi avaliada numericamente com base
na amostra agrupada e é igual a A= 0.047094, podemos obter as estimativas das
frequéncias absolutas esperadas sob Hy, tirando partido das expressoes acima e

da propriedade de invariancia dos estimadores de MV:

e; = nX ]5?
(1 _ 104 _ 1 _ ¢ 10x0.047004. i—=1
p—10% _ =20\ _ ,—10x0.047094 _ —20}0.047094 ;o
= nXx =200 _ =30\ _ ,—20x0.047094 _ e—30x0.047094
30N _ — —30x0.047094 i—4.

\

100 x 0.375587 = 37.5587, 1+ =1
100 x 0.234521 = 23.4521, =2
100 x 0.146438 = 14.6438, =3
100 x 0.243454 = 24.3454, 1 =4.

\
Constata-se que nao é necessario agrupar qualquer classe ja que em pelo menos
80% delas e; > 5 e nas restantes e; > 1.

e Regiao de rejeicao de H, (para valores de T)

Lidamos com um intervalo a direita W = (¢, +00), onde

c=F,  (1—ag)=F5 (1-0.05)=F3 (0.95) "= 5.991.

X(k—p—1) X(a-1-1) (2)
e Decisao

Tendo em conta que
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Classe Freq. abs. obs. Freq. abs. esper. sob Hyp Parcelas valor obs. estat. teste

o2
1 0; ei:nxﬁ? —(016_1)
2
1 (0, 10] 30 100 x 0.375587 = 37.5587 (BO-37.5587)" — 1.52119
2 (10, 20] 27 100 x 0.234521 = 23.4521 0.536724
3 (20, 30] 23 100 x 0.146438 = 14.6438 476827
4 (30, +00) 20 100 x 0.243454 = 24.3454 0.775594
k k k —e;)?
Zi:1 0p =" Zi:1 €i="n t= 21:1 tos ejZ)
=100 =100.00 = 7.60177

o valor observado da estatistica de teste é dado por

t = 7.60177
e W = (5991, 400),

pelo que devemos rejeitar a hipdtese de os dados serem provenientes do modelo

exponencial, a qualquer nivel de significancia maior ou igual que 5%. °

Terminamos esta sub-sec¢ao recomendando a leitura do Exemplo 9.13 de Montgomery
e Runger (2003, pp. 318-319) e remetendo o/a leitor/a para a sub-sec¢ao seguinte onde

se encontra um exercicio com dados continuos.

8.11.5 Classes equiprovaveis e dados continuos

Ao lidarmos com dados continuos, é costume tirar partido do agrupamento efectuado na
analise descritiva, usualmente com classes com a mesma amplitude. Este procedimento
pode conduzir ao agrupamento de classes adjacentes.

Por forma a evitar este inconveniente e sistematizar a escolha de classes, deve adoptar-
se o que usualmente se designa por classes equiprovaveis sob Hy, i.e., os extremos das k

classes sao escolhidos de forma que
p) =P(X €Classei | Hy) =1/k,i=1,...,k, (8.85)

onde k:n x p) =% > 5, ie., o nimero de classes deverd satisfazer k < 2. Para tal basta

n
k
que se considere os seguintes extremos:
e ay = limite inferior do contradominio da distribuicao conjecturada em H, para a
v.a. X;

Fy, Ho( i/k) = quantil de probabilidade i/k da distribui¢ao conjecturada em Hy
para a v.a. de interesse X, 1=1,...,k—1;
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e a; = limite superior do contradominio da distribuicao conjecturada em H, para a
v.a. X.

Este procedimento tem ainda a particularidade de simplificar o calculo do valor
observado da estatistica de teste dado que, neste caso, E; = n/k e, consequentemente, a

estatistica passa a escrever-se

k Oi—nk2
. ;< iy
kk

= =) 0t-n. (8.86)

Com efeito:

T —

M=
S
~

x5

~
I
—

S|Ix» 3| 3| I | 3|
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Exemplo 8.53 — Teste de ajustamento do qui-quadrado:

(hip6tese simples, classes equiprovaveis)

dados continuos

Com o objectivo de estudar o tempo até falha de certo equipamento electrénico (em

milhares de horas), X, foram recolhidas e ordenadas 50 observagoes na tabela seguinte.

Dada a natureza dos dados e alguns estudos prévios, suspeita-se que as observagoes sejam

provenientes de uma populagao X com distribuicao de Pareto com parametros 2.001 e
2.822, i.e., com f.d.

1

x2o

2.0012822

822

x> 2.001.

2.001
2.156
2.444
2.720
3.727

2.007
2.161
2.449
2.825
3.769

2.017
2.181
2.478
2.863
3.803

2.026
2.196
2.520
2.867
4.329

2.036
2.214
2.579
3.016
4.420

2.075
2.227
2.581
3.176
4.795

2.077
2.320
2.598
3.360
6.009

2.082
2.367
2.637
3.413
6.281

2.101
2.424
2.691
3.567
6.784

2.137
2.443
2.715
3.721
8.305

(a) Prove

que as

(2.7686, 3.5394]

it

(¢

classes

(3.5394, +00)

[2.001, 2.1656],

sao

— P(X €[2.001,2.1656] | Ho)

= Fxu,(2.1656) — Fi g, (2.001)
2.0012.822
o 20012.822)

:(1

2.0012-822
2.16562822

= 0.2000

1

k

)-(

(2.1656,2.3981],

equiprovaveis
Hy : X ~ Pareto(2.001,2.822). De facto, parai=1,..., ke k = 5:

sob

(2.3981,2.76836],

a

hipotese

(b) Averigue a adequagao da distribuicdo de Pareto com os referidos parametros ao

conjunto de dados, ao nivel de significancia de 10%.

e Hipoéteses

Hy : X ~ Pareto(2.001,2.822) vs. Hy : X o Pareto(2.001, 2.822)

e Nivel de significancia

g — 10%
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o Estatistica de Teste
(O; — E) a
I= Z ™~ Ho X?k—ﬂ—l)u (8.89)

onde:
k = No. de classes =5
O, = Frequéncia absoluta observavel da classe ¢
E; = Frequéncia absoluta esperada, sob Hy,da classe i = n/k = 10

(6 = No. de parametros a estimar = 0.

e Regiao de rejeicao de Hj (para valores de T')

E um intervalo & direita W = (¢, +00), onde

c=F3' (l—ag)=F3' (1-0.1)=7.779. (8.90)

X(k—p-1) X(5-0-1)
e Decisao
Ao lidarmos com classes equiprovaveis sob Hy basta recorrer a (8.86) para
obter o valor observado da estatistica de teste. Assim sendo, ha somente a
necessidade de determinar as frequéncias absolutas observadas das 5 classes.

Ora, da consulta da tabela com as n = 50 observagoes conclui-se que sao iguais
a: 12, 6, 13, 7, 12. Logo

5 (0 —n/k)?

b= 2 n/k

i=1

k
_ Py

na4

5
— 50(122 + 6%+ 13% + 7% + 12%) — 50

= 4.2
Z W =(7.779, +00), (8.91)
pelo que nao devemos rejeitar a hipotese de os dados serem provenientes de

uma populacao com distribuicao de Pareto com parametros 2.001 e 2.822, a

qualquer nivel de significancia menor ou igual que 10%. °
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8.12 Teste de independéncia do qui-quadrado de

Pearson em tabelas de contingéncia.

Dada a pertinéncia do teste de independéncia do qui-quadrado em tabelas de contigéncia
decidimos acrescenta-lo neste capitulo. Limitamo-nos, no entanto, a apresentar um
exemplo. Para mais detalhes e consideracoes tedricas acerca deste teste de hipdteses,?”

remetemos o/a leitor /a mais interessado para Montgomery e Runger (2003, pp. 315-320).

Exemplo 8.54 — Teste de independéncia do qui-quadrado em tabelas de
contingéncia
Num estudo clinico seleccionaram-se aleatoriamente n = 1000 individuos que foram

classificados segundo o género e a presenca ou auséncia de daltonismo, obtendo-se os

seguintes resultados:

Masculino Feminino

Dalténic@s 39 6
Nao Daltonic@s 461 494

e Par aleatorio de interesse

Neste exemplo estamos a lidar com uma tabela de contigéncia e duas v.a. de

interesse. A saber:

1 se o individuo for dalténico
X = (8.92)
2 c.c.
v — { 1 se o individuo for do género masculino (8.93)
2 c.c.
e Situacao
Considere-se, parai=1,...,rej=1,...,5 (r,s =2):

pij = P(X =1,Y = j) DESCONHECIDO;
pi. = P(X = i) = Y5_, pij DESCONHECIDO;

p;j = P(Y =j) =3I, pi;; DESCONHECIDO.

25Por sinal também ele assintético e como tal requerendo um niumero suficientemente grande de

observacoes.
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e Hipéteses
Ho :pij =pi. X pj, 1,5 = 1,22 vs. Hy 2 3(i,7) : pij # pi. X P
e Nivel de significancia

g — 10%

e Estatistica de teste

royy OBl

i=1j=1 ij
ros (o.. _ &)2
1) n a 9
- Z Z 0. x0.; ~Ho X(r—1)(s—1) (894)
i=1j=1 —
onde, parat=1,...,rej=1,...,s:

O,; = Frequéncia absoluta observavel da célula (i, j) da tabela de contingéncia
O;; ~ binomial(n, p;;);

O, = §:1 0;; = Frequencia absoluta observavel da linha ¢ da tabela de
contingéncia

O;. ~ binomial(n, p;.);

O, = >i_;0;; = Frequéncia absoluta observavel da coluna j da tabela de
contingéncia

O ~ binomial(n, p ;)

Ei' = Oi'zo'j = Estimador de E(OZ] ‘ HO).27

e Regiao de rejeicao de Hj (para valores da estatistica de teste)

Quanto maior for a discrepancia entre as frequéncias das células da tabela de
frequéncias (0;;) e a estimativa da frequéncia absoluta esperada dessa mesma célula
sob a validade da hipétese de independéncia (o;, X 0j/n), mais inconsistente serda H,
com os dados. Logo a regiao de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste)
é um intervalo a direita da distribui¢ao assintdtica de T' sob Hy, i.e., W = (¢, +00),

onde

26Recorde-se que duas v.a. discretas X e Y sdo independentes caso a f.p. conjunta de (X,Y) se escrevear

a custa do produtos das f.p. marginais de X e de Y.

?"De notar que F(O;; | Hy) = E[binomial(n, p;;) | Ho] = n p;. X p_j, pelo que o estimador natural desta
Oi y 945 _ 9Qix0;

X_'J

quantidade é, efectivamente, n x ==
n n n
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c=F3! (1—ap) =F3' (1—0.1) = 2.706. (8.95)

X(r—1)(s—1) X(2—-1)(2-1)
e Decisao

Tendo em consideracao que

0ij Masculino Feminino 0.
Daltonic@s 39 6 45
Nao Dalténic@s 461 494 955
0. 500 500 n = 1000

o valor observado da estatistica de teste é igual a

2

t:iiw

i=1 j=1 Cij
r S8 2
- ZZ (Oij — 0;. X O'j/n)
P 0; X 0j/n
30 _ 45x500 2 6 _ 45x500 2
B 1000 i 1000
= 45x500 45x500
1000 1000
2 2
461 — 955x 500 494 — 955x 500
n 1000 n 1000
955x500 955x500
1000 1000

(39 —22.5)° (6 —22.5)°
25 | 25
(461 — 477.5)° (494 — 477.5)
s 47ih
= 25.34

e W = (2.706, +00). (8.96)

A presenca de daltonismo num individuo parece depender do respectivo género a

qualquer n.s. superior ou igual a 10%. °

320



Capitulo 9

Introducao a regressao linear simples

9.1 Modelos de regressao.

Motivacao 9.1 — Modelos de regressao

Em engenharia é frequente estarmos interessados em estabelecer uma relacao entre
e uma variavel dependente, Y, e
e uma (ou mais) varidvel(is) independente(s), = (ou (z1,..., L)) .

Esta relagao é, de um modo geral, traduzida por um

e modelo de regressao. °

Exemplo 9.2 — Modelos de regressao

Considere as variaveis

e Y = pressao atmosférica (variavel dependente ou resposta)

e r = altitude (varidvel independente ou explicativa ou regressora).
H4 varias possibilidades de modelos de regressao, entre elas:

1. Modelo deterministico

Y =06y + bz (9.1)

2. Modelo de regressao linear simples (RLS)
Y = 6y + Sz + €, (9.2)

onde se assume que € é um erro aleatorio tal que E(e) = 0.
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3. Modelo de regressao linear multipla
Y = Bo + Bix1 + Baza + €, (9.3)

onde x; e xy representam a altitude e a temperatura (resp.). )

A obtencao de informacao no ambito da RLS passa pela recolha de uma amostra de

n pontos
(xi,y:), i=1,...,n, (9.4)

onde podemos entender que
e 1, representa o estimulo a que é submetido o individuo 7 e

e y, representa a resposta do individuo 7 a esse mesmo estimulo.

Nota 9.3 — Representacao grafica
E crucial representar graficamente os pontos (x;,v;),i = 1,...,n, para averiguar se a
relacdo entre a varidavel independente/explicativa = e a varidvel resposta Y é de facto do

tipo linear ou se ha a necessidade de uma transformacao dos dados para que tal ocorra. e

Exemplo 9.4 — Regressao linear simples

Pretende estudar-se a relacao entre a resisténcia de um determinado tipo de pléstico (V)
e o tempo (em horas) que decorre a partir da conclusao do processo de moldagem até
ao momento de medigao da resisténcia (x). Para tal foram testadas 12 pegas construidas

com esse plastico e obtidas as seguintes observacoes:

l 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

Tempo (x;) 16 24 32 40 48 48 48 48 56 64 72 80
Resisténcia (y;) 199 214 230 248 255 262 279 267 305 298 323 339

400 -

300 A AR

Resisténcia
-

200 A .

100 T T T T 1
0 20 40 &0 80 100
Tempo
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Apesar de nenhuma curva simples passar exactamente por todos os pontos, ha forte
indicacao no sentido de os pontos do grafico se dispersarem aleatoriamente em torno de

uma recta. °

9.2 Meétodos dos minimos quadrados e da maxima

verosimilhanca em regressao linear simples.

Comecemos por uma ilustracao e pela definicao informal do modelo de regressao linear
simples (RLS).

Exemplo 9.5 — Regressao linear simples

Pretende averiguar-se se a relacao entre a percentagem de hidrocarbonetos presentes no
condensador principal de uma unidade de destilagao () e a pureza do oxigénio produzido
(Y') é do tipo linear, tendo sido recolhidas para o efeito as 20 observagoes que constam de
Montgomery e Runger (2003, pp. 373-374):

( 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
%Hidrocarbonetos 0.99 1.02 1.15 1.29 146 136 087 1.23 1.55 1.4
%Pureza 90.01 89.05 91.43 93.74 96.73 9445 87.59 91.77 99.42 93.65
( 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
%Hidrocarbonetos 1.19 1.15 098 1.01 1.11 1.2 1.26 132 143  0.95
%Pureza 93.54 9252 90.56 89.54 89.85 90.39 93.25 93.41 94.98 87.33

YPureza

o |

s |

sa |

sz |

0 |

i ¥Hid

0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Tal como no Exemplo 9.4, o grafico parece apontar no sentido de os pontos se

dispersarem aleatoriamente em torno de uma recta. °
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Definicao informal 9.6 — Modelo de RLS
O modelo de RLS é definido por

Y;Zﬁo—i_ﬁlxi—i_eiai:l)"')n) (95)

onde:

Y; = resposta aleatdria do individuo ¢ (varidvel dependente aleatdria)

e 1; = i— observacao da varidvel independente!

Bo = ordenada na origem (constante DESCONHECIDA)

B = declive (constante DESCONHECIDA )?

e ¢; = erro aleatorio associado a observagao da resposta do individuo 1. °

A esta definicao informal é necessario acrescentar dois sub-conjuntos de hipdteses de
trabalho fundamentais quer para a estimacao pontual, quer para outro tipo de inferéncias

sobre os parametros do modelo tais como a ordenada na origem e o declive.

Nota 9.7 — Hipodteses de trabalho do modelo de RLS

E costume assumir que os erros aleatérios

® ¢; sdo v.a. nao correlacionadas?

tals que
® E(EZ) =0
e V(e;) = 0? (constante DESCONHECIDA). J

Nota 9.8 — Consequéncias
A luz destas hipéteses de trabalho e da equagdo do modelo de RLS (9.5) segue-se, para

1=1,...,n:
o B(Y;) = o+ frai + E(e;) = Bo + B
o V(V;) =V(e) =0o% o

IE habitual assumir que se trata de varidvel nao aleatéria — ou por tomar valor fixo, ou por tratar-se

de medicao sem erro ou com erro desprezvel
’Na verdade By e (31 sdo a ordenada na origem e o declive do valor esperado da resposta,

respectivamente (ver nota 9.8).
3Le., corr(e;,e;) =0, i # j.
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9.2.1 Estimacao de ) e 31 — método dos minimos quadrados

O ponto de partida para a estimacao pontual dos parametros B, e 31 é o conjunto de
dados:

o (z;,y;), i=1,...,n.

Motivacao 9.9 — Método dos minimos quadrados
A obtencao das estimativas dos minimos quadrados de 3, e 3; passa pela minimizacao
das discrepancias entre o que é “esperado” pelo modelo de RLS — E(Y;) = Gy + f1x; —

e o que é efectivamente observado — y;. (Esquema...)

Com efeito, pretendemos encontrar estimativas de Gy e (5; que minimizem a soma dos

quadrados dos desvios verticais entre y; e By + ($1x;, soma essa igual a

n

Q= Q(Bo, A1) = Z[?Jz — (6o + frxy))*. (9.6)
=1 o
Proposicao 9.10 — Estimativas de minimos quadrados

As estimativas de minimos quadrados de 3, e 31 — representadas doravante por BO e Bl

— sa0 a solucao do seguinte sistema de duas equacoes lineares:

(Bo, A1) - 3_5 oo =i - (9.7)
9811 Bo=P0,61=1
i.e.
Go = §—hz (9.8)
A 1Ty —NITY
= . 9.9
g i T — N’ (5:9)
([ ]
Proposicao 9.11 — Estimadores de minimos quadrados

Os estimadores de minimos quadrados de 3, e (3; serao igualmente representados por 50
e Bl,‘l encontram-se no formulario da disciplina e sao dados por:
Go "=V~ (9.10)

~ f(im Z?:l xzy; —nzY

| (9.11)

n 2 2
i=1Li — T
([ ]

4Neste capitulo nao faremos a destrinca entre estimador e estimativa, em termos notacionais, por mera

conveniéncia.
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Nota 9.12 — Estimativas de minimos quadrados

e O sistema (9.7) é equivalente a

54 =23 i — (Bo + i = 0

(B0, B1) n o = (o A o A ) (9.12)
23" iy — (Bo+ Bizi)] = 0
7}50 : B Ziz} x; o = ni:l Yi (9.13)
BoXicimi+ B2l o = i=1 Lili
7}50 : B Ziz} x; o = ni:l Yi (9.14)
50 Zi:1 T; + 51 Zi:1 T, = i—1 LilYi
ﬁ? 2= n 2 n 2 B yn_ ﬁlx (915)
(Y — 6ix) i v+ P o) = i=1TiYi
B L y=bw (9.16)
B (Zizl Ly —nx ) = DTy —nTY.

e Convém realcar que o sistema (9.7) possui solucao sse
d xi—nz® #£0, (9.17)
i=1

i.e., sse na amostra existirem pelo menos dois valores distintos da variavel explicativa

x.

e Acrescente-se ainda que pode mostrar-se que a matriz hessiana de () é semi-definida

positiva, pelo que, caso exista solucao (g, 1), ela corresponderd a um minimo.

e Asdiferencgas e; = y; — (8o +/12;) sdo denominadas de residuos. E serd a custa destes
residuos que obteremos uma estimativa da variancia o?. A sua anélise (empirica)
permitira avaliar a adequacao do modelo de RLS e sera abordada na ultima seccao

deste capitulo. °

Nota 9.13 — Férmula alternativa de Bl
E frequente encontrar a seguinte férmula alternativa de Bl na literatura. Esta féormula é,
por sinal, menos pratica que a da Proposicao 9.10 e é dada por:

ie1 (2 — T) (Y — ¥) (9.18)

i (w5 — )2
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Exemplo 9.14 — Estimativas de minimos quadrados
O custo de manutengao (em euros) de tractores parece aumentar com a idade (em anos)

do tractor. Para verificar esta suposicao, obtiveram-se os seguintes dados:

1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
Idade (em anos) 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 4.0 4.0 4.0 4.5
Custo (em euros) 163 182 978 466 549 495 723 681 619
i 10 11 12 13 14 15 16 17
Idade (em anos) 45 45 50 50 50 55 6.0 6.0

Custo (em euros) 1049 1033 890 1522 1194 987 764 1373

Considerando um modelo de RLS, obtenha e interprete as estimativas de minimos
quadrados de Gy e (.
e Estimativas de minimos quadrados

Tirando partido das expressoes das estimativas de minimos quadrados de 3y e 31 e
do facto de n = 17 e de

T = 3.647058824
n 42— 9805

" a2 —nz? = 63.38235294

Yy = 13668
y = 804
Tyl = 13294114
" yE—ny? = 2305042 °

1 xy; = 58196.5
P ixy —nTy = 8348.5,

obtém-se:

SEmbora estas quantidades sejam desnecessarias no curso deste exemplo, o seu cdlculo é mais que
recomenddvel ja que o valor de Y. | y? e muito em particular o de Y., y? — ny? é usado em outros

tipos de inferéncias que faremos sobre os parametros do modelo.
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5 1Ty —NTY
St x?—nz?
58196.5 — 17 x 3.647058824 x 804
289.5 — 17 x 3.6470588242
8348.5
63.38235294
— 131.7164733 (Euro/ano) (9.19)

Bo = ¥— Blf
= 804 — 131.7164733 x 3.647058824
—  323.6222738 (Euro). (9.20)

e Interpretagao das estimativas de minimos quadrados

By ~ 323.6
Estima-se que o valor esperado do custo de manutencao de um tractor novo (com

idade igual a 0 anos) seja de aproximadamente 323.6 Euros.

By ~ 131.72
Por cada ano que passa, o valor esperado do custo de manutencao aumenta

aproximadamente 131.72 Euros. °

Nota 9.15 — Estimativas de minimos quadrados
Recomenda-se o uso do maximo de algarismos possiveis nos passos intermédios da
obtencao das estimativas de minimos quadrados, por forma a evitar a acumulacao de
erros de arredondamento.

Recomenda-se também que os arredondamentos sé sejam efectuados aquando da

apresentacao dos valores das referidas estimativas. °
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9.2.2 Estimacao de ) e 31 — método da MV

Para obter as estimativas de MV de 3, e (3; sao necessarias hipoteses de trabalho adicionais
que dizem mais uma vez respeito aos erros aleatérios. Estas hipoteses de trabalho
adicionais possuem implicagoes distribuicionais que nos permitirao efectuar inferéncias
de vario tipo, nomeadamente, obter intervalos de confianca e efectuar testes de hipdteses

sobre 3y e (1 e outros parametros de interesse.

Nota 9.16 — Hipodteses de trabalho adicionais do modelo de RLS

Adicionalmente, assuma-se que

€ ~iiq normal(0,0%), i=1,...,n. (9.21)

Nota 9.17 — Consequéncias
Ao lidar com erros aleatorios ¢; i.i.d. e normalmente distribuidos conclui-se que as seguintes

funcoes afim destes erros

Y = Bo + B1%i + € ~indgep normal(Gy + G124, 02), i=1,...,n, (9.22)
le.,
_ 1 .
inWo,ﬂl (yz) = (27TO'2) 1/2 exp {—@ [yz - (ﬁo + 61.%2)]2} , 1= ]., SN2 (923)
[ J

Proposicao 9.18 — Estimativas de MV
Pode adiantar-se que as estimativas de MV de 3, e (1 coincidem com as estimativas de
minimos quadrados deste par de parametros. Assim, nao sé sao representadas por Bo e

(31, como sao iguais a

Bo = §— Pz (9.24)
5 2 Ty —nTy

n 2 =2
i=1 X; nx

Nota 9.19 — Deducao das estimativas de MV

e Funcao de verosimilhanca

A funcao de verosimilhanca é dada por
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L(ﬁo;ﬁﬂg) = anlﬁo,ﬁl(yz')
i=1

— f[l(27r02)_1/2 exp {—2%‘2 [y — (Bo + ﬁlxl)]z}
= (2m0?) % exp {—2%2 En; [y; — (Bo + ﬁlxi)]z} . (9.26)

e Log-verosimilhanca

Por seu lado o logaritmo da funcao de Verosimilhanca é

InL(Bo, Bily) = —% In(270?) Z — (Bo + Pr;)]”
1 1
= In(270?) — @Q, (9.27)

onde, recorde-se, () é definido por (9.6).

e Maximizagao

Tratando-se In L(5, 51|y) de uma funcao proporcional a —@), a sua maximizacao no
que diz respeito a (3 e 31 é equivalente a minimizacao de () que conduziu, como se

sabe, as estimativas seguintes:

Go = §— iz (9.28)
A i1 TiYi —NTY
— , 9.29
[
Nota 9.20 — Notacgao alternativa
Em alguns livros de texto pode encontrar-se a seguinte notagao:
Sxxy = Z($Z — 2_7)2
i=1
= > z7—nz’ (9.30)
i=1
Sxy = Z(ﬂ% —Z)(yi — )
i=1
= > zi(yi —9)
i=1
= Z yi(r, — )
i=1
= ) iy —nxy. (9.31)
i=1
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Posto isto,

Bo = g—gﬂf (9.32)
XX
B = gX—Y (9.33)
XX

9.2.3 Recta de regressao

E usual estimar o valor esperado da resposta associada a um valor arbitrario x da variavel

explicativa. A estimativa pontual de E(Y|r) = [y + [ix é igual a
j = BY|a)
= B+ iz (9.34)

e é habitual dar-se-lhe o nome de “fitted value”.

A recta definida por
By + By, para z € [T(1), T ()]

..........

regressao, recta estimada ou recta ajustada.

Exemplo 9.21 — Recta de regressao
Retome o Exemplo 9.4 (resisténcia do plastico) e obtenha uma estimativa para o valor
esperado da resisténcia de uma peca de plastico que seja testada 20 horas apds a sua

moldagem.

e Estimativas de G, e 5;

Note-se que n =12 e
Yo,z =576
T =48
S x? = 31488
St x?—nz? = 3840

7

Sy Yi = 3239

7 = 269.9166667

S y? = 897639

Sy — ni? = 23378.91667
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Tixy; —nTy = 9280.

Logo

8, = 1Ty —NITY
b ST x? —nT?
164752 — 12 x 48 x 269.9166667

31488 — 12 x 482

9280

3840
— 2.416666667 (9.35)

Bo = ¥— Blf
= 269.9166667 — 2.416666667 x 48
—  153.9166667 (9.36)

e Recta de regressao

A estimativa do valor esperado da resisténcia de uma peca de plastico que seja

testada x horas apds a sua moldagem ¢ igual a

j = E(Y|x)
= Bo+31><1’
= 153.9166667 + 2.416666667 X . (9.37)

E esta a equacgao da recta de regressao. Ora, para x = 20, obtém-se

E(Y|z =20) = 153.9166667 + 2.416666667 x 20
—  202.25. (9.38)

Exercicio 9.22 — Recta de regressao
Trace a recta de regressao sobre o grafico do Exemplo 9.4 (resisténcia do pléstico) e

obtenha alguns residuos (e; = y; — (BO + lez)) a sua escolha. °
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9.3 Propriedades dos estimadores dos minimos

quadrados e estimacao da variancia.

E possivel adiantar o valor esperado e a variancia dos estimadores de minimos quadrados

de By e B1, bem como a covariancia entre estes dois estimadores.

Proposicao 9.23 — Propriedades dos estimadores dos minimos quadrados

Parametro Estimador Valor esperado Variancia
Bo Bo=Y - B Bo o?x (L4 B —
n - m?—n T2
Zn z;Y;—nzY 2
-
61 ﬂ T_L_l xf—n T2 ﬁl Z?zl :c?—n T2
2 2 _ o2z>
600(607 51) - 2?—1 w%—n 72
Convém salientar que:
e [y e 31 sao estimadores centrados de 3y e (1;
e 3 e 31 sao v.a. dependentes correlacionadas negativamente. °

Motivacao 9.24 — Estimacao de o2

Para além de 3y e 31 é necessario estimar um outro parametro DESCONHECIDO:

o Vie) =V(Y;) = o2 o

Tal como se teve ocasiao de referir a estimativa de o obtém-se a custa dos residuos,

tal como podemos ver na proposicao que se segue.

Proposicao 9.25 — Estimativa de o2

A estimativa de o2 representar-se-a por 62 e ¢ igual a
~2 -
7 a —2 1—1
— Sl (o + By x )
z—l
— [( —ny ) (31)2 (Z T3 — nf2>] , (9.39)
i=1

6Este facto é ébvio ja que ﬁo depende de Bl através de uma sua funcgao decrescente, BO =9y — Bla_c.
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sendo que a ultima expressao é a mais conveniente para o calculo desta estimativa ja que

tira partido de quantidades previamente obtidas aquando da determinacao de Bo e Bl. °

2

Proposicao 9.26 — Estimador de ¢° e uma sua propriedade

O estimador de 02 consta do formuldrio e é definido por

52 Tz niZ [(ZY2—nY2> — (B1)? (f:xf—mj«?)], (9.40)

i=1

Refira-se também que se trata de um estimador centrado de o2.7 °

Exemplo 9.27 — Estimativa de o2
Retome mais uma vez o Exemplo 9.4 (resisténcia do plastico) e obtenha a estimativa da
variancia da resisténcia.

A estimativa de o2 é, neste caso, igual a

o ol ) ()

— 12—1_2 (897639 — 12 x 269.9166667%)

—2.416666667% x (31488 — 12 x 48?)]

1
- (23378.91667 — 2.416666667% x 3840)

12 —2
= 95.225. (9.41)
([ ]
Exercicio 9.28 — Estimativas das variancias dos estimadores de (3, e (3;
Retome o Exemplo 9.27 e obtenha estimativas das variancias dos estimadores de 3y e 31,
i.e., determine estimativas de o2 X (% + Wz_nﬁ) e de Wz_mz, resp. o

"Embora nao se trate do estimador de MV de o2 sob a hipétese de trabalho de erros aleatérios i.i.d.

normalmente distribuidos.

Mais uma vez representamos do mesmo modo quer a estimativa, quer o estimador de um parametro

desconhecido, neste caso 2.
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9.4 Alguns abusos do modelo de regressao.

Escusado sera dizer que a tentacao de estabelecer uma relacao entre uma variavel resposta
e uma ou mais variaveis explicativas e de estimar o valor esperado da resposta para valores
arbitrarios da variavel explicativa pode conduzir a abusos na utilizagcao de modelos de
regressao. Entre eles destacariamos dois. A saber:

e Escolha incorrecta das variaveis explicativas

Uma escolha incorrecta das variaveis explicativas pode levar a conclusoes absurdas
ja4 que uma associacao estatistica nao implica necessariamente uma relacao de causa
e efeito.

e Erro de extrapolacao

A relacao traduzida pelo modelo de RLS sé é vélida para a gama de valores
observados da variavel explicativa x,

(1), T
onde, recorde-se, T(;) = MiNi—1, , T; € T(p) = MaAX;—1,  pn T;.

Caso se obtenha um “fitted value”

Y= Bo + Bl% para r ¢ [35(1), x(n)]a
estamos a cometer aquilo que se designa por

erro de extrapolacao. (Esquema...)

Exemplo 9.29 — Erro de extrapolacao
Tendo em vista o teste de uma nova solugao de insulina foram administradas 3 doses
diferentes dessa mesma solucao a coelhos e registadas as quedas na quantidade de agicar
no sangue depois de um periodo fixo de tempo.

As observagoes referentes ao logaritmo da dose (x) e a queda da quantidade de agucar

no sangue (YY) encontram-se na tabela abaixo.

1 1 2 3 4 5] 6 7 8 9 10 11 12
LnDose (x;) 0.36 036 036 0.36 056 056 056 0.56 0.76 0.76 0.76 0.76
Queda agucar (y;) 17 21 49 54 64 48 34 63 62 72 61 91
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(a) Obtenha a recta de regressdo e uma estimativa do valor esperado da queda da
quantidade de acucar no sangue quando o logaritmo da dose é unitario, tendo em
conta que Y0, x; = 6.72, S 27 = 4.0832, 3", y; = 636, S0, y? = 38602 e
Se por um lado o logaritmo da dose administrada ndo é uma v.a. (por ser

perfeitamente controldvel), por outro lado a resposta, queda da quantidade de agiicar

no sangue, é claramente uma v.a. Entao, faz sentido recorrer a partida ao modelo
de RLS.

e Recta de regressao

Dado que z = % =0.56ey = % = 53 as estimativas de (3 e (5, sao iguais a:
8, = D TiYi —NTY
' Yy T —n 7
_385.16 — 12 x 0.56 x 53
40832 — 12 x 0.562
29
- 0.32
= 90.625 (9.42)
Bo = §— bz
= 53 —90.625 x 0.56
= 2.25. (9.43)

Logo a recta de regressao ¢ dada por:
j = E(Y|x)

= BO + Bl X x
— 2.95+90.625 x 1. (9.44)

e Estimativa de E(Y |z =1)
A estimativa do valor esperado da queda da quantidade de acicar no sangue
quando o logaritmo da dose é unitario é § = 2.25+ 90.625 x 1 = 92.875. Note-
se, no entanto, que esta estimativa foi obtida por EXTRAPOLACAO uma vez

que a gama de valores da varidvel explicativa é [0.36,0.76].

Assim, esta estimativa deve ser usada com muito CAUTELA ou, melhor ainda,

nao deve ser utilizada.
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(b) Calcule o logaritmo da dose a administrar de forma a obter uma estimativa do valor

esperado da queda da quantidade de acicar no sangue igual a 70.

e Obtencao da dose a administrar

Pretende-se a abcissa « tal que E(Y|z) = 70. Ora,

N 70 — [y 70 — 2.25
=710 r=— Sr=——"—%x=07476 (9.45
Bo+ P X x T ) T 00625 T (9.45)

¢ o logaritmo da dose a administrar de modo a obter queda esperada da

quantidade de agicar no sangue igual a 70. °

337



9.5 Intervalos de confianca para (3;, 3, e para o valor

esperado da resposta.

Motivagao 9.30 — Intervalos de confianga para [y, 51 e E(Y|xo) = By + Bizo
Para além das estimativas pontuais, é de extrema utilidade adiantar intervalos de valores
razoaveis para os parametros desconhecidos 3y e (1, bem como para o valor esperado da

resposta quando a variavel explicativa toma o valor x,

® E(Y|JZ’0) = ﬁ() + 611’0. ]

Para construir intervalos de confianga (e ja agora efectuar testes de hipdteses) para
By e (31 ou outros parametros de interesse no ambito do modelo de RLS é crucial assumir

que
€ ~iiq normal(0,0%), i =1,...,n, (9.46)
ja que nessa situacao obtemos os seguintes resultados distribuicionais.

Proposicao 9.31 — Distribuicao dos estimadores de MV de [y, 31 e By + [B120
Sob a validade de (9.46) temos Y; ~ingep normal(By + 814, 0%), i = 1,...,n, donde:

Parametro Estimador Distribuicao
Bo Bo normal (ﬁo, 0% x (% + Zn+_”f2))
t=1
ﬁl Bl normal (ﬁl, W)
~ A~ =\2
Bo + Bizo Bo + P1xo normal (ﬁo + Bixg, 0% X (% + %))
i=1""1
°
Proposicao 9.32 — V.a. fulcral para o>
Também sob a validade de (9.46) temos:
Parametro V.a. fulcral para 0? Distribuicao
n—2) 62
o ( 022) X%an)
°
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E exactamente por fi’o e Bl terem distribuicoes normais e serem independentes da v.a.
fulcral para o? que seremos capazes de adiantar v.a. fulcrais para 8y, 81 e E(Y|zo) =
B0 + B1xg. Elas possuem, em qualquer dos casos, distribuicao t—Student ja que ("_U#
tem distribuicao do qui-quadrado.

Com efeito, ao reduzir os trés estimadores da Proposicao 9.31 e ao substituir o2 pelo
seu estimador, obtemos as seguintes v.a. fulcrais que, por sinal, também constam do
formulario. As concretizacoes dos intervalos aleatérios de confianca foram acrescentadas

a tabela seguinte e obtém-se sem grande dificuldade.

Proposicao 9.33 — V.a. fulcrais para 3y, 81 e 0y + (120

Os IC para estes trés parametros de interesse obtém-se, sob a validade de ¢ ~;;4

normal(0,0?), i = 1,...,n, a custa das seguintes v.a. fulcrais:
Parametro  V.a. fulcral IC(1_a)x100%
Bo—Bo B -1 . 1 22
5 Sty Aok F G —a/2x e (z + Z—)
5 i=1
52 1 T
X(n+2’f1 x?—na‘:z)
=1
B1—-B1 5 —1 -
B1 — ~ tin—2) B1 £ Ft(n—2) (1 —a/2) x zn m2"52:|
Zn x2—n z2 - =t
i=1 4
o B X A _5)2
8o + Brzo (Bg+B129)—(Bo+B1z0) ~ tin_2) (Bo + Brzo) % F;(:L_z) (1—a/2) x 4 /62 % {% + 7596()—;6)21
1 (zg—=)2 e
Sl KR o ]
i=1 1

Nota 9.34 — Intervalos de confianga para [y, 31 e E(Y|zo) = By + Pixo

e Eistes tres intervalos de confianca sao do tipo

estimativa centrada do parametro

+quantil x /estimativa da variancia do estimador do parametro.

e A amplitude de IC(1_a)x100% (B0 + B170) aumenta a medida que nos afastamos de
z (i.e., torna-se menos precisa), reflectindo, assim, os “perigos” da extrapolagao.
(Esquema...) °
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Exemplo 9.35 — Intervalo de confianga para E(Y|z) = 3y + Bixo
Um astrénomo resolveu estudar a relacao entre a distancia e a velocidade de recessao
entre nebulosas. Com esse objectivo registou para 24 nebulosas as distancias a partir da

terra (z, em megaparsecs) e as respectivas velocidades de recessao (y, em Km/s), tendo
obtido

S x; =21.873, Y2y, = 8955, Y 22 =29.5178, YH, y? = 6511425,
S ay = 12513.7

e min(zy, ..., o) = 0.032 e max(z1, ..., x9) = 2.8
Obtenha um intervalo de confianca a 90% para o valor esperado da velocidade de recessao
de uma nebulosa a uma distancia da terra de 0.55 megaparsecs, assumindo que o modelo

de RLS ¢ apropriado.”

e Estimativas de MV
Assumindo que €; ~; ;4 normal(0,0?), i =1,...,n, e tirando partido do facto de
Sz = 21.873
x=0.911375
S a2 = 29.5178
" x? —nz? = 9.583294625

> et ¥i = 8955

y = 373.125

S y? = 6511425

S y? — ng? = 3170090.625

Yo Ty —nxy = 4352.336875,

obtém-se

n _
Bl . Dic1TiYi —NITY
= T R
1L —nT

4352.336875

9.583294625
—  454.1587 (9.47)

81 parsec = 3.26 anos luz.
9 Adaptado do Exame de 24 de Junho de 2004.
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Bo = ¥— Blf
= 373.125 — 454.1587 x 0.911375
—  40.7839. (9.48)

e Estimativa de MV de E(Y |z, = 0.55)
E igual a
E(Yl|ze) = fo+ Bizo
= —40.7839 4 454.1587 x 0.55
— 209.0034. (9.49)

e Estimativa de o2

E, neste caso, dada por

o () (B-e)

b 2
= 519 (3170090.625 — 454.1587° % 9.583294625)

—  54247.1805. (9.50)

e IC a 90% para E(Y|xo)

— Passo 1 — V.a. fulcral para E(Y |xy) = By + fizo
(Bo + Bﬂo) — (Bo + Brxo)

V <[h+ oe

— Passo 2 — Quantis de probabilidade

Z:

~ b2 (9.51)

Ja que (1 —a) x 100% = 90% temos a = 0.10 e lidaremos com os dois quantis
simétricos:

- — tabela
LFL (- a/2) = £F,} | (1-0.10/2) “&° 1717, (9.52)

— Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omitimo-lo...
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— Passo 4 — Concretizacao
E dado por
IC(1-a)x100% (5o + Br70)
~ A B xo—7T)2
= [ (Bo + Brzo) £ Ft(nl_g)(l —@/2) X \/ { + Z( 2 —)an} ]

i=1"1%

— [209.0039 +1.717 x \/54247.1805 L+ 3558§2%141‘33275>5)2]|

= [209.0039 £ 1.717 x 54.7678§]
209.0039 + 94.0336]
114.967, 303.0398].

[
[

Exemplo 9.36 — Intervalos de confianca para (3, e 3,
Determine IC para os coeficientes do modelo de RLS do Exemplo 9.35.

e IC a 90% para [

o Passo 1 — V.a. fulcral para [,

Da consulta do formulario segue-se

Bo — Bo

~ t(n-2)
\/62 X |:7lz + Ef‘flgj?—m‘:?

o Passo 2 — Quantis de probabilidade

Z:

Ja que (1 —a) x 100% = 90% temos a = 0.10 e lidaremos com os dois quantis

simétricos:
- — tabela
iFi(nl—z)(l —a/2) = :l:Ft(;l_Q)(l —0.10/2) =" 1.717.

o Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omitimo-lo...

o Passo 4 — Concretizacao
E dado por
Ic — | B F' (1 2 52 5 | i
(1—a)x100%(50) = | o t(n,Q)( —a/2) x |62 X 5"‘ n na? —n a2
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Ora, tirando partido dos resultados do Exemplo 9.35, segue-se:

1 0.911375?
I = |-40.7839 £ 1.71 4247.1805 | —
Coo% (o) [ 0.7839 &+ 1.717 x J5 71805 [24 i 9.583294625”

= [—184.045,102.477).

Mais, uma vez que By = 0 € ICq%(5y) nao devemos rejeitar Hy : By = [Boo = 0

(i.e., a hipétese de a recta de regressao passar pela origem) a qualquer n.s. oy <
100% — 90% = 10%.

e IC a 90% para [,

o Passo 1 — V.a. fulcral para ;
Consultando mais uma vez o formulario segue-se
b1 — b
&2

n 2_ 52

o Passo 2 — Quantis de probabilidade

Z:

~ t(n-2)

Lidaremos novamente com os dois quantis simétricos:

P (- a/2) = +F) | (1-0.10/2) "= 1.717.

t(24—2)
o Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omitimo-lo...

o Passo 4 — Concretizacao

E dado por

ICH _ayx100%(B1) =

52
A~ _1 g

Recorrendo de novo aos resultados do Exemplo 9.35, temos:

54247.1805
I —  [454.1587 £ 1.71
Coo% (1) [ 41587+ 1717 X \/9.583294625]

= [324.982, 583.336].
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9.6 Testes de hipdteses sobre (3, 51 e o valor esperado

da resposta.

Escusado sera dizer que é a partir das v.a. fulcrais introduzidas na seccao anterior

que obteremos estatisticas de teste para o confronto de hipdteses sobre (y, (1 e
E(Y|xo) = B + Bio.

Proposicao 9.37 — Estatisticas de teste para (3, e (5,

Mais uma vez sob a validade de ¢; ~; ;4 normal(0,0?), i = 1,...,n, temos
Hipétese nula Estatistica de teste
Ho : 8o = oo Bo— oo ~Hy t(n—2)
52x% l_|_—9_02
n ZY'Ll x?—n z2
Ho: 1= 0o ﬁl — ~Hy tn—2)
\/Z’L 1 ml —nx
Hy : E(Y|zo) = Bo + Brzo = Eo(Y|0) (Bo+B120)—Eo (Y |zo0) ~Ho tn_2)
5’2 + (I“*m) ‘|
=1 1‘%an2

Nota 9.38 — Testes de hipoteses sobre (;
De entre os testes de hipdteses no ambito do modelo de RLS destaque-se um teste de

especial importancia por vezes denominado de
e teste de significancia da regressao.

A hipdtese nula deste teste é

b Hoiﬁlzﬁl,ozo-
Esta hipotese é sindénimo de inexisténcia de associacao linear entre a variavel resposta Y

e a variavel explicativa ja que sob a validade de Hy temos Y; =3y + ¢, i1 =1,...,n. e
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Exemplo 9.39 — Testes de hip6teses sobre 3,

Considere o conjunto de dados do Exemplo 9.35 e teste a hipdtese de a velocidade de

recessao das nebulosas nao ser influenciada pela respectiva distancia a partir da terra ao

nivel de significancia de 10%.

Hipoteses
Hoiﬁlzﬁl,():ovs. Hl:ﬁl#O

Nivel de significancia

g = 10%

Estatistica de teste

g _&f 0~ tna) (9.53)
le x?—n T2

Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Estamos a lidar com
— um teste bilateral (H; : 81 # 0),

pelo que, quanto maior for o valor absoluto da estimativa de MV de [, Bl, mais nos
devemos inclinar para a rejeicao Hy. Logo a regiao de rejeigao de Hy (para valores

da estatistica de teste) é uma reuniao de intervalos do tipo
W = (—o0, —c) U (¢, +00), (9.54)
onde ¢ : P(Rejeitar Hy|Hp) = a, i.e.,

c=F', (1—ao/2) = F | (1-0.10/2) "= 1.717. (9.55)

L(24—2)

Decisao

Tendo em conta que, de acordo com o Exemplo 9.35,
By = 454.1587
62 = 54247.1805
S x? —nz? = 9.583294625,

o valor observado da estatistica de teste é dado por
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B — Bio
&2
2?21 a:?—n z2

454.1587 - 0

54247.1805
V 9.583294625
— 6.036378628
e W = (—o0,—1.717) U (1.717, +0). (9.56)

Deste modo, concluimos que devemos rejeitar a hipétese de a velocidade de recessao
das nebulosas nao ser influenciada pela respectiva distancia a partir da terra, ao n.s.

de 10% bem como a qualquer outro n.s. maior que 10%. °

Exemplo 9.40 — Testes de hip6teses sobre 3,
Retome o conjunto de dados do Exemplo 9.4 (resisténcia do plastico) e teste a hipdtese
de o tempo que decorre a partir da conclusao do processo de moldagem até ao momento

de medicao da resisténcia nao influenciar a resisténcia do plastico ao nivel de significancia
de 5%.

e Hipodteses
Holﬁlzﬁl,():ovs. leﬁl#o
e Nivel de significancia

040:5%

e Estatistica de teste

B1— Bio
&2
Z?:1 x?—n T2

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

T —

NHO t(n_g) (957)

Estamos a lidar com
— um teste bilateral (H; : 81 # 0),
pelo que, quanto maior for o valor absoluto da estimativa de MV de (3, Bl, mais nos

devemos inclinar para a rejeicao Hy. Logo a regiao de rejeigao de Hy (para valores

da estatistica de teste) é uma reuniao de intervalos do tipo

W = (—o0, —c) U (¢, +00), (9.58)
onde
c=F,', (1-ao/2) =F,, , (1-0.05/2) =yapeta 2-228. (9.59)
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e Decisao
Tendo em conta os seguintes resultados ja obtidos anteriormente
Yo,z =576
T =48
S x? = 31488
S x? —nx? = 3840

Yo Y = 3239

y = 269.9166667

Sy = 897639

Sy — ng? = 23378.91667

P ixy; —nxy = 9280.

n

% i TiYi—nTY o
b= 352 = s — 2-416666667

=1 "1

A A

0 =y — 1T = 269.9166667 — 2.416666667 x 48 = 153.9166667

62 = L[S0, w2 —ni?) — (B)? (T, a2 —na?)
= L (23378.91667 — 2.4166666672 x 3840) = 95.225,

12-2
conclui-se que o valor observado da estatistica de teste é dado por

Bl - 61,0

6-2
n 2 72
i=1 aci nxT

2.416666667 — 0

95.225
3840
= 15.3464
€ W = (—00,—2.228) U (2.228, +00). (9.60)

Deste modo, concluimos que devemos rejeitar a hipotese de a resisténcia do pléastico
nao ser influenciada pelo tempo que decorre a partir da conclusao do processo de
moldagem até ao momento de medicao da resisténcia, ao n.s.de 5% bem como a

qualquer outro n.s. maior que 5%. °
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Exemplo 9.41 — Testes de hipb6teses sobre 3,
Teste a significancia da regressao para o conjunto de dados do Exemplo 9.5

(hidrocarbonetos), calculando para o efeito um intervalo para o p — value.

e Hipodteses
H()Iﬁl:ﬁl,O:OVS. leﬁlyé()
e Nivel de significancia

%)

e Estatistica de teste

Bl - 61,0

6-2
n 2 72
i=1 wi nx

T =

~Hp t(n—2) (961)

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)
A regiao de rejeicao de Hy (para valores da estatistica de teste) é uma reuniao de
intervalos do tipo W = (—o0, —¢) U (¢, +00), onde ¢ = Ft?nlﬂ)(l — ap/2).
e Decisao
Tendo em conta os seguintes resultados ja obtidos anteriormente
Yo = 23.92
x=1.196
Yo xy = 29.2892

2
n 22— nz? = 0.68088

Sy = 1843.21

7 = 92.1605

S y2 = 170044.5321

S y? —ng? = 173.376895

S xiys = 2214.6566
S wys —nTy = 10.17744.

B = Zi;lf;gi_‘:;? = 101744 _ 14 94747973
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By =7 — AT = 92.1605 — 14.94747973 x 1.196 = 74.28331424

=1 (g7 = ng?) = (B)? (Siy af —na?)
505 (173.376895 — 14. 94747973% x 0.68088) = 1.18055,

conclui-se que o valor observado da estatistica de teste é dado por

3, — 14.9474 —
t = b = bro _ 14.94747973 0:11.3517.

52 /1.18055
S o7 na? 0.68088

i=1"

Intervalo para o p-value

(9.62)

Tratando-se de teste associado a uma regiao de rejeicao de Hy que é uma reuniao

de intervalos simétricos temos:

p—wvalue = 2x P(T >t| Hy)

= 2X (1= Fryp,(t)]
= 2x[1-F, , (11.3517)].

(9.63)

Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao do qui-quadrado com 18 graus de

liberdade podemos obter um intervalo para o p-value deste teste. Para tal basta

enquadrar convenientemente ¢ = 11.3517 por dois quantis. No entanto, as tabelas

disponiveis s6 permitem afirmar que

F,

tos )(O 9995) = 3.992 < t=11.3517

0.9995 < F,, (11.3517)
2% [1— F,,, (11.3517)] < 2x (1—0.9995)

e por fim o intervalo para o p-value é (0,0.001).

Deste modo, conclui-se que devemos rejeitar Hy (hipétese de a pureza do oxigénio

produzido nao ser influenciada pela percentagem de hidrocarbonetos) a qualquer

n.s. ag > 0.1%.
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Exemplo 9.42 — Testes de hipé6teses sobre 5y e E(Y|xg) = Gy + Sz

Com o objectivo de estimar a constante de elasticidade (3;)”! (em Newton/metro) de
certo tipo de mola, foram seleccionadas 10 dessas molas, todas com o mesmo comprimento
em repouso By (em metros). Foi obtido o seguinte conjunto de resultados, apds se ter
suspendido a mola 7 (¢ = 1,...,10) um corpo com peso x; (em Newton) e medido o

comprimento da mola apds tal suspensao y;:

? 1 2 3 | 5 6 7 8 9 10
r; 025 050 0% 1.00 1.25 150 1.75 200 225 250
yi 0.206 0.212 0.218 0.225 0.239 0.237 0.245 0.251 0.257 0.263

22 =1375 12 27 —na? = 5.15625 21y =2.353 ;% y7 — ng? = 0.0034021
10 2y — n@y = 0.131375.

Admita a validade do modelo de regressao linear simples Y; = Gy + iz +¢€; (1 =1,...,10)

para este conjunto de dados e responda as questoes que se seguem:'®

(a) Obtenha estimativas de maxima verosimilhanca do declive da recta, da constante de
elasticidade (3;)~! e do valor esperado do comprimento da mola ao sujeitd-la a uma

forca de 3.0 Newton. Comente esta ultima estimativa.

e Estimativa de MV do declive da recta ()
Ao tomar como hipétese de trabalho €; ~; ;4 normal(0,0?), i = 1,...,n, e ao
ter consideracao que n = 10 e
T ix; = 13.75
Tz =1.375
S x?—nz? =5.15625
"y = 2.353
y = 0.2353
" y? —ny? =0.0034021
P ixy; —nxy = 0.131375,

depressa se conclui que

5 TATY —nTY
b = Pa? —nT?
~0.131375
~ 5.15625
— 0.0254788.

10 Adaptado do Exame de 24 de Junho de 2006.
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e Estimativa de MV da constante de elasticidade ()~}

Ao invocar-se a propriedade de invariancia dos estimadores de MV pode adiantar-

se que a estimativa de MV da constante de elasticidade,

h(Br) = (B)~
¢ dada por

h(Br) = h(B)

0.0254788
= 39.2483.

e Estimativa de MV de E(Y|zy = 3)

Invocando novamente a propriedade de invariancia dos estimadores de MV e
tirando partido quer de Bl = 0.0254788 quer de

Bo = Y- 313_7
= 0.2353 — 0.0254788 x 1.375
—  0.200267,

pode adiantar-se que
E(Y|zo) = Bo+ Pizo
= 0.200267 + 0.0254788 x 3
= 0.276703.

e Comentario

A estimativa de MV do valor esperado do comprimento de uma mola apds a
suspensao de peso xy = 3.0 deve ser usada com toda alguma cautela uma vez que
foi obtida por EXTRAPOLAGAO. Com efeito, xg = 3.0 & [z(1), 2] = [0.5, 2.5],
ou seja o valor de g nao pertence a gama de pesos considerados para a obtencao

da recta de regressao.

(b) Teste a hipétese de o comprimento em repouso comum as 10 molas ; (em metros)

ser igual a 0.2m ao nivel de significancia de 5%.

e Hipdteses

HO : BO = 5070 = 0.2 vs. H1 : 60 # 0.2
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e Nivel de significancia
g — 5%
e Estatistica de teste

BO - 50,0

~9 1, _ 2
\/U X (n + Z?le—na_ﬂ)

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

~Hy tn—2)

Dado que
— o teste é bilateral (H; : Fy # 0.2),

a regiao de rejeigdo de Hy (para valores da estatistica de teste) é a reuniao de

intervalos
W = (=00, —¢) U (¢, +0),
onde ¢ : P(Rejeitar Hy|Hy) = ap, ou seja,
c=F', (1—ay/2) = F  (1—0.05/2) =" 2.306.

t(10-2
e Decisao
Tendo em conta os calculos anteriores bem como o facto de a estimativa centrada
de o? ser igual a

. 1

n—2

1
= <0.0034021 — 0.0254788? x 5.15625)
10 -2

= 0.00000685263,

tem-se o seguinte valor observado da estatistica de teste:

;o= 60 _ 60,0
B 0.200267 — 0.2
.3752
\/0.00000685263 x (& + 21
— 0.149307

g W = (—o00,—2.306) U (2.306, +00).

Logo nao se deve rejeitar a hipdtese de o comprimento em repouso das molas

(Bo) ser igual a 20cm ao n.s. de 5% nem a qualquer outro n.s. menor que 5%.
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(c) Teste agora a hipdtese de o comprimento esperado apds suspensao de um peso de

xo = 2 ser igual a 0.25m ao nivel de significancia de 10%.

e Hipodteses
Hy: E(Y|xg=2)=Ey(Y|rg =2) =0.25 vs.
H,: E(Y|xg=2)# Eo(Y|xg =2)
e Nivel de significancia
ap = 10%
e Estatistica de teste
(Bo + leo) — Eo(Y|zo)

~Ho Ln-2)
_ (zo—2)% $)2
\/ + ZZ LT 2_nz2

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

A regiao de rejeigao de Hy é a reuniao de intervalos W = (—oo, —c) U (¢, +00),

onde
— - abela
c=F ", (1—ap/2) = F!  (1-0.10/2) “=*1.860,
ja que o teste é bilateral (Hy : E(Y|xg = 2) # Eo(Y|zo = 2)).

e Decisao

Capitalizando nos célculos das alineas anteriores obtém-se o seguinte valor

observado da estatistica de teste

(Bo =+ leo) — Eo(Y |zo)

(xo—7)?
\/ { T Zl l:rl—naﬂ}
(0.200267 + 0.0254788 x 2) — 0.25
\/0.00000685263 x [ + BoLar]

5.15625
= 1.11586

¢ W = (—o0,—1.860) U (1.860, +00).

Assim sendo, nao se deve rejeitar a hipétese de o comprimento esperado de mola
apos suspensao de peso de 2 Newton ser igual a 0.25m a qualquer n.s. menor ou

igual a 10%. o
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9.7 Coeficiente de determinacao e analise de residuos

na avaliacao do modelo

Motivacao 9.43 — Coeficiente de determinacgao

Para além de averiguarmos se a variavel resposta (Y) depende linearmente da varidvel
explicativa (x), é fundamental verificar se a recta de regressao se ajusta bem ao conjunto de
dados. Para o efeito limitar-nos-emos, no ambito desta disciplina, a calcular o coeficiente

de determinacao. °

Definicao informal 9.44 — Coeficiente de determinacao

Trata-se de coeficiente que da ideia aproximada do ajustamento da recta de regressao aos
dados. E definido por

2 _ i1 (Ui — 1)?
i1 (yi — )2
(0, wy; —nzy)
(X2 —na?) x (i v —ny?)

Assim, r? x 100% corresponde &

r

(9.64)

e percentagem da variacao total (37 ,(y; — 7)?) explicada pela varidvel regressora x

(o (5 — 7)) i

Nota 9.45 — Coeficiente de determinacao

Escusado serd dizer que a segunda féormula do coeficiente de determinacao que figura na
definicao informal 9.44 é de longe a mais conveniente exactamente por tirar partido de
quantidades previamente calculadas.!!

Importa notar ainda que:

o r2 € 0,1]
o r2=1&79 =y,i=1,...,n — modelo RLS MUITO BOM.
Com efeito, caso ¢; = v;,¢ = 1,...,n, todos os pontos estao sobre a recta de

regressao, pelo que o modelo de regressao explica toda a variabilidade observada

na variavel resposta Y. O modelo de RLS é muito bom.

UEsta férmula leva-nos a afirmar que o coeficiente de determinacao corresponde ao quadrado do

coeficiente de correlacao empirica entre as varidveis z e y.
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e ’=0&g; =¢,i=1,...,n — modelo RLS MUITO MAU.

De facto, caso ¢; = 9,7 = 1,...,n, o modelo de regressao é incapaz de explicar a

variabilidade observada na variavel resposta Y. O modelo de RLS é muito mau. e

Exemplo 9.46 — Coeficiente de determinacao
Retome o Exemplo 9.35 (velocidade de recessao de nebulosas). Calcule e comente o valor

do coeficiente de determinacao.

e Coeficiente de determinacao

E dado por

2 (X0, iy, —nzy)
(X 27 —nz?) x (XL, y7 —ny?)
(12513.7 — 24 x 0.911375 x 373.125)
(29.5178 — 24 x 0.9113752) x (6511425 — 24 x 373.1252)

4352.336875
9.58329 x 3170090.625

= 0.6235. (9.65)

A recta de regressao explica 62.35% da variacao total da varidvel resposta Y.
Assim, havendo cerca de 40% de variacdo nao explicada, pode afirmar-se que a

recta estimada se ajusta razoavelmente ao nosso conjunto de dados. °

Exercicio 9.47 — Coeficiente de determinacgao
Certifique-se que o coeficiente de determinacao do Exemplo 9.4 (resisténcia do plastico) é
ligeiramente inferior a 96%), podendo concluir-se que a recta estimada se ajusta muito bem

aos dados, o que ja era bem visivel pelo grafico que acompanhava este mesmo exemplo. e

Nota 9.48 — Analise empirica de residuos
Por forma a averiguar a adequacao do modelo de RLS e a razoabilidade das hipdteses de

trabalho deve elaborar-se um grafico em cujas
e abcissas devem constar os “fitted values” (y; = BO + fi’l ;)
e cujas

~

e ordenadas correspondem aos residuos (e; = y; — ¥;)-
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Caso as hipéteses de trabalho sobre os erros aleatérios (€; ~; ;4. normal(0, 02)) nao estejam

a ser violadas:

e o grafico acabado de descrever deve ter o aspecto de uma mancha de pontos dispersos

aleatoriamente numa faixa horizontal (Esquema...) e

e 0 histograma dos residuos deve ter um aspecto simétrico e semelhante a f.d.p. da

v.anormal. °

Exemplo 9.49 — Analise empirica de residuos
De seguida obtém-se o grafico de residuos (e; = y; — ;) vs. “fitted values” (9;), para os

dados da resisténcia do plastico do Exemplo 9.4.

20 A

15 - *
L 2
10 A *
+
s -

b4
1 4
\! 0 T T L T 1
w d +
t 130 200 230 ¢ 300 350 400

-5 1 +

+
-10 4 *
-15 4 +

_20 .
“fitted values™

Este grafico assemelha-se a uma mancha de pontos dispersos ao acaso numa faixa
horizontal, pelo que se pode concluir que a recta estimada se ajusta muito bem aos dados,
o0 que, alids, se coaduna quer com o grafico dos dados (ver Exemplo 9.4), quer com o valor

elevado do coeficiente de determinacao (ver Exercicio 9.47). o

Nota 9.50 — Analise empirica de residuos
Dependendo do aspecto do grafico de residuos (e; = y; — ;) vs. “fitted values” (7;),

podemos ser levados a concluir que estamos a lidar com

e um modelo de regressao linear com erros aleatorios independente com variancia

constante

ou entao com
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um modelo de regressao nao linear
erros aleatérios com variancia nao constante
observacoes discordantes

falta de independéncia.
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Exemplo 9.51 — Exame de 9 de Janeiro de 2007
Numa dada regiao pretende determinar-se se existe uma relacao entre as despesas basicas
anuais das familias (Y') e o seu rendimento anual (x).

A recolha de uma amostra de 10 familias conduziu aos seguintes resultados, em

milhares de euros:

i T2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rendimento (x;) 22 26 45 37 28 50 56 34 60 40
Despesas bésicas anuais (y;) 16 17 26 24 22 21 32 18 30 20

S0 ;=398 Y10 22 =17330 0w =226 10,42 =5370 310wy = 9522,

Admita a validade do modelo de regressao linear simples Y; = Gy + f1x;+¢; (i = 1,...,10)

para este conjunto de dados e responda as seguintes questoes:
(a) Estime a recta de regressao.

e Estimativas de 3, e (3;

Tendo em conta que n = 10 e

i x; = 398
T = 39.8
S a? = 17330
" r? —nx®=1489.6

?:1 Y, = 226
y=22.6

im1 i = 5370

"Ly —ny? =2624

i1 Ty = 9522,

TLxY —nTY = H27.2,

obtém-se

5 i LY —nTy

b = S x?—nz?
527.2

1489.6
= 0.35392

Bo = y— B@
= 22.6 —0.35392 x 39.8
= &.5196.
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e Recta de regressao
J=E(Y|z) = By + Bz = 8.5196 + 0.35392 x, para z € [22, 60].
(b) Calcule o coeficiente de determinagao e comente o valor que obteve.

e Coeficiente de determinacao

Tirando partido dos calculos auxiliares da alinea anterior tem-se:

2 = (Z?:l TiYi —nIT g)Q
(X 2 —n2?) x (i 47 —ny?)
527.22
T 1489.6 x 262.4
— 0.711.

71.1% da variagao total nas despesas bésicas anuais das familias (Y') é explicada
pelo rendimento anual (x), pelo que a recta estimada se ajusta razoavelmente

ao conjunto de dados.

(c) Serda que a amostra de que dispoe permite concluir — ao nivel de significancia de
5% — que ha relacao linear positiva entre as despesas basicas anuais e o rendimento

anual?

e Hipodteses
Hy:p1=00=0vs. Hi:6,>0
e Nivel de significancia
ap = 5%
e Estatistica de teste
B — B0
52

n 2_ 52

e Regiao de rejeicao de Hj (para valores da estatistica de teste)

T =

~Hy Ln-2)

Ao lidar com

— um teste unilateral a direita (H; : §; > 0),
quanto maior for o valor da estimativa de MV de [, Bl, mais razoes temos
para rejeitar Hy, pelo que a regiao de rejeigao de Hy (para valores da estatistica

de teste) é um intervalo a direita

W = (¢, +00),
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onde
c=F', (1—ag) =F!  (1-0.05) =" 1.86.

t(10-2)
e Decisao

Ora,
B = 0.35392

6% = 5 (i = ng?) — (B)? (i, 2? —na?)]
= —-(262.4 — 0.35392% x 1489.6)

10-2

= 9.47671
S x? —nx? = 1489.6
logo o valor observado da estatistica de teste é igual a
b1 — B

e
n 2_ . 72

0.35392 — 0
[9.47671
1489.6
= 4.437
e W =(1.86,+0c0).

t =

Conclui-se que devemos rejeitar a hipétese de as despesas basicas anuais nao
serem influenciadas pelo rendimento anual a favor de uma relacao ser do tipo
linear positivo entre estas variaveis, ao n.s. de 5% bem como a qualquer outro

n.s. maior que 5%. o

Exemplo 9.52 — Exame de 25 de Janeiro de 2007
Num processo de fabrico suspeita-se que o nimero de artigos defeituosos produzidos por
uma maquina (Y) dependa da velocidade a que essa mesma méquina esta a operar (x).

Abaixo encontram-se 12 registos do nimero de defeituosos e da velocidade associada.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x; 200 400 300 400 200 300 300 400 200 400 200 300
yi 28 75 37 53 22 58 40 96 46 52 30 69

121 @i = 3600, 312, 22 = 1160000, 3/2, y; = 606, 3°12, y? = 35732, Y°;2, ;y; = 196800.

(a) Admitindo a validade do modelo de regressao linear simples (Y; = By + (12 + €, @ =
1,...,12), obtenha estimativas pontuais de [y e do aumento esperado no numero de

artigos defeituosos produzidos caso a velocidade duplique de 200 para 400 unidades.
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e Estimativa de [,

Comon=12¢

S 2 = 3600
z = 300
n 22 = 1160000
n 22 —nz® = 80000

Sy = 606

7 = 50.5

Y1 y; = 35732
Sy —ng? = 5129

> iy iy = 196800,
T ixy; —nxy = 15000,

A Qi Ti¥%inTY 15000 _
B = S a2—nzz 80000 0.1875

=1 "1

conclui-se que

A

Bo = y— Blf
= 50.5—-0.1875 x 300
= —=b5.75.

e Estimativa do aumento esperado quando...

O aumento esperado no numero de artigos defeituosos produzidos caso a

velocidade duplique de 200 para 400 unidades é dado por

E(Y|r =400) — E(Y|r = 200) = (8o + B x 400) — (8o + B x 200)
= 200 0.

Assim sendo a estimativa deste aumento é igual a

2003 = 200 x 0.1875

= 37.5 artigos defeituosos.
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(b) Determine um intervalo de confianga a 95% para o valor esperado do nimero de

artigos defeituosos produzidos quando a velocidade da maquina é de 450 unidades.

Comente esta estimativa intervalar.

e Estimativa de F(Y |x()

Ao considerar-se que a velocidade da maquina é de 450 unidades, estima-se que

o valor esperado do ntimero de artigos defeituosos produzidos seja igual a

E(Y|5E0) = fo+ Bixg
= —5.75+ 0.1875 x 450
= 78.625 artigos defeituosos.

e IC a 95% para E(Y|xg)

Passo 1 — Selecgao da v.a. fulcral para E(Y|zy) = 0o + 120
(Bo + B120) — (Bo + P170)

~ tn-2)
_ (mo—7)% 96)2
\/ + ZZ LT 2_nz2

Passo 2 — Obtencao dos quantis de probabilidade

Z:

Tendo em conta que (1 — ) x 100% = 95% temos o = 0.05 e usaremos com

os quantis simétricos:

+F 1, (1= a/2) = £F ) (1-0.05/2) "= 2228,

t(12—2)
Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Omitimos este passo...

Passo 4 — Concretizacao

Como a expressao geral do IC a (1 — «) x 100% para [y + G120
IC1—ayx100% (B0 + B1z0)

Gt o) By (1= af2) x o [34 bt ] |

i=1"1

n =10

ro = 450

By + Brzo = 78.625

Fil,(1—a/2) =2228

0% = L (S v? = n?) — (B)? (S, 2 —na?)|

= - 2(5129 0.1875% x 80000)

= 231.65
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z = 300
tem-se

::78&512%8x¢%1%x{%+l@t@fH

80000
= [78.625 4+ 2.228 x 9.18998|
= [58.1497, 99.1003].

e Comentario — Como

ro =450 & [z(1), Twm)] = [i_min 2, Max x;] = [200, 400],

=1,...,n =1,....n

i.e., o = 450 nao pertence a gama de valores da varidvel explicativa, estamos
a cometer um ERRO DE EXTRAPOLACAO, pelo que as estimativas pontual e

intervalar de E(Y |xg = 450) devem ser usadas com muita cautela.
(c) Calcule o coeficiente de determinagao e comente o valor obtido.

e Coeficiente de determinacao

Tirando mais uma vez partido dos célculos auxiliares da alinea (a) obtém-se:

2 = (S, ziys —nzy)”
(Y27 —nx?) x (X, y7 —ny?)
150002
~ 80000 x 5129
~  (.548.

Apenas 54.8% da variacao total no nimero de artigos defeituosos (Y) é explicada
pela velocidade a que a méquina estd a operar (z), pelo que a recta estimada se
ajusta de forma nada razoavel ao conjunto de dados.

Mais uma razao para ter cautela com as estimativas pontual e intervalar obtidas

na alinea (b). o
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Exemplo 9.53 (Exercicio 9.1, colectanea de exercicios) — Regressao linear simples;

estimacao pontual de MQ; recta de regressao; coeficiente de determinacao;

teste a significancia da regressao; intervalo de confianca para o valor esperado

da resposta; erro de extrapolacao

Interessa estudar a relacdo entre a resisténcia de um determinado tipo de plastico (V) e

o tempo que decorre a partir da conclusao do processo de moldagem até ao momento de

medicao da resisténcia (x) (em horas). As observagoes que se seguem foram efectuadas

em 12 pecas construidas com este plastico, escolhidas aleatoriamente.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12

Tempo (z;) 16 24 32 40 48 48 48 48 56 64 T2

Resisténcia (y;)

80

199 214 230 248 255 262 279 267 305 298 323 359

S @ =576, 3, 2 = 31488, 3, y; = 3239, 3, y? = 897639, 3, myy; = 164752,

(a) Represente graficamente as observagoes e desenhe a recta que, no seu entender, melhor

se a justa as observacoes.

e Representacao grafica dos dados

350 |
300 |
250 | .

30 40 50 60 70 80

Apesar de nenhuma curva simples passar exactamente por todos os pontos, hé

forte indicagao no sentido de os pontos do gréfico se dispersarem aleatoriamente

em torno de uma recta.
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(b) Considere um modelo de regressao linear simples para explicar as observagoes.
Obtenha a estimativa dos minimos quadrados dos coeficientes da recta de regressao

e desenhe-a no grafico.

e Modelo de RLS
Y= 0o+ bizi + €&
Y; = resisténcia do pléastico da peca ¢
By = ordenada na origem (constante DESCONHECIDA )
B1 = declive (constante DESCONHECIDA )
x; = tempo decorrido entre a conclusao da moldagem e a medicao da resisténcia d
peca 1

¢; = erro aleatorio associado a medicao da resisténcia da peca ¢

e Hipodteses de trabalho

€; Sa0 v.a.

o nao correlacionadas!?
tais que

o E(Q) = O

o V() = o? (constante DESCONHECIDA ).

e Estimativas de 3, e (3;

Uma vez que n =12 e

o Y, x; =976
T =48
" 2 = 31488

P a? —nz? = 3840

o 2?21 y; = 3239
7§ = 269.9166667
"y = 897639
n g2 —ni? = 23378.91667

o M, xy; = 164752
doim1 Ty —nxy = 9280,

2Le., corr(ei,ej) =0, i # j.
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tem-se

n _
Bl _ i=1iYi —NTY
= R B——
i1 X —NT

164752 — 12 x 48 x 269.9166667
31488 — 12 x 482

9280
3840
= 2.416666667

Bo = y— Blf
= 269.9166667 — 2.416666667 x 48
= 153.9166667

e Recta de regressao

A estimativa do valor esperado da resisténcia de uma peca de plastico que seja

testada x horas apods a sua moldagem ¢ igual a
j = E(Y|x)
= Go+fixa
= 153.9166667 4 2.416666667 x x.

e Representacao grafica dos dados e da recta de regressao

400 -
350
300
250

200 [

Muito bom ajuste!
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(c) Calcule o coeficiente de determinagao e comente o valor obtido.

e Coeficiente de determinacao
Tirando partido dos valores obtidos anteriormente, tem-se
2 = (S, wiys —nzy)”
(i 27 —n?) x (XL ¥ — ny?)
(9280)2
3840 x 23378.91667
= 0.959269.

Logo pode afirmar-se cerca de 95.93% da variacao total dos dados referentes &
variavel resposta Y é explicada pelo modelo de regressao, o que indicia um muito
bom ajustamento da recta estimada ao nosso conjunto de dados, tal como ja se

tinha constatado na alinea anterior.

(d) Proceda ao teste da hipétese “O coeficiente angular é nulo”, indicando e comentando
o valor-p do teste. Qual o interesse desta hipdtese?” Relacione-o com o resultado
obtido em (c).

e Hipdtese de trabalho
€; ~iiq. Normal(0,0%), i =1,...,n (hipétese de trabalho)
By = ordenada na origem de E(Y;|z;) = By + f12; (DESCONHECIDO)
By = declive de E(Y;|x;) = By + f1x; (DESCONHECIDO)

o? (DESCONHECIDO)

e Hipodteses
Hy: 01 =p10=0vs. Hy: 01 # Pio
e Estatistica de teste
31 — 1o
52

~Hy t(n-2)
[ &2
n 2_ o 32
i=1 xi nx

e Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

T —

Estamos a lidar com um teste bilateral (Hy : 81 # (1), pelo que a regiao de

rejeicao de Hy é do tipo W = (—o0, —¢) U (¢, +0).
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e Decisao (com base em intervalo para o p-value)

Atendendo a que a estimativa de o2 é igual a

1 n . n
() (0]
n—2 [\ i—1
1 2
= 53 (23378.91667— 2.4166666672 x 3840)
— 95.225

e tendo em conta que

B, = 2.416666667

S xi—nx? = 3840,
o valor observado da estatistica de teste é dado por
B — Bio

e
n 2_ 52

2.416666667 — 0

95.225
3840

~ 15.346413.

t =

113

Uma vez que este teste é bilateral™> temos:

p—wvalue = P(|T|>|t| | Ho)
= 2x P(T > |t| | Ho)
= 2x P(T > 15.346413 | Hy)
= 2x [l Fy,, (15.346413)] .
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao de t-student podemos adiantar

um intervalo para o p-value deste teste. Com efeito, ao enquadrarmos

convenientemente |t| = 15.346413, obtemos sucessivamente

Fy} (0.9995) = 4587 < 15.346413
1 - F,, (15.35) < 1-0.9995
2x |1 = Fy,, (15.35)] < 2 (1-0.9995)
p —value < 0.001.

Consequentemente, devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 0.1%, por exemplo,

a qualquer dos niveis usuais de significancia (1%, 5%, 10%), resultado este que se

I3E a f.d.p. da estatistica de teste é, sob Hy, simétrica em relacdo a origem.
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coaduna com o muito bom ajustamento do modelo ao conjunto de dados, como

tivemos ocasiao de referir na alinea (c).

e Decisao (com base no valor do p-value)

Ao recorrer & maquina de calcular obterfamos p — value ~ 2.8 x 1078, logo
deveriamos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 2.8 x 107%, nomeadamente a qualquer
dos niveis usuais de significancia (1%, 5%, 10%), resultado este, que como se

referiu acima, se coaduna com o muito bom ajustamento do modelo ao conjunto
de dados.

e Interesse da hipétese nula
Rejeitar Hy : 1 = P10 = 0 ¢ sinénimo de rejeitar a hipdtese de inexisténcia de
relacdo linear entre a resisténcia da pega (Y) e o tempo (z) que decorre entre
a conclusao da moldagem e a medicao da resisténcia da peca, i.e., significa nao

rejeitar a hipdtese de existéncia de relacao linear entre Y e x.

(e) Calcule o intervalo de confianca a 95% para o valor esperado da resisténcia obtida 48
horas depois de concluida a moldagem. Acha legitimo usar o mesmo procedimento

tratando-se de um periodo de 10 horas em vez de 48 horas? Justifique a sua resposta.

e Outro parametro desconhecido

E(Y|xo) = Bo + (1 X xp, valor esperado da resisténcia obtida zy horas depois de

concluida a moldagem.
e Passo 1 — V.a. fulcral para E(Y|z¢) = Gy + S1xo
(Bo + Biwo) — (Bo + Bio)

~ ln-2)
_ (z—m0)? aco)2
\/ [ + Zz N :cl —n 2

e Passo 2 — Quantis de probabilidade

7 —

Ja que (1 — a) x 100% = 95% temos o = 0.05 e lidaremos com dois quantis

simétricos a, = —b, iguais a:

+F (1= a/2) = £F ) (1-0.05/2) "= +2.228

t(l
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e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plan < Z<by)=1—a

1
n

P{(BO —|—le0) — Ft?nl_g)(l — 04/2) X \/5’2 X

< Bo + Pixo < (50+51J30)‘|‘Ft( (1 —a/2) x \/UQX{%‘FZTS%—EO)Q—]}

e Passo 4 — Concretizacao

A expressao geral do intervalo é
IC 1 —a)x100%(Bo + B1o)
(Bo + Brao) + Fy,_, (1—a/2) x \/

(Z—1x0)?
+ ZZ 1xz_n:1:2:| ] Y
e a sua concretizagao para (1 — ) x 100% = 95% e xy = 48 igual a

ICse(Bo + By x 48) 2 [(153.9166667 + 2.416666667 x 48)

1 (48 — 48)?
+9.998 x 495.225 x [_ n u”

12 3840

= [269.9166667 + 2.228 x /7.935416]
= [263.640419, 276.192914].

e Comentario
ro = 10 ndo pertence a gama de valores da varidvel explicativa, [z(1), za2)] =
[16, 80], pelo que nao seria legitimo recorrer ao mesmo procedimento para obter
uma estimativa intervalar de E(Y|zy = 10) — estariamos a cometer um ERRO

DE EXTRAPOLACAO...
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Exemplo/Exercicio 9.54 (Exercicio 9.2, colectanea de exercicios) — Regressao
linear simples; estimativa pontual (e intervalar) de valor esperado da resposta;
coeficiente de determinacao; teste a significancia da regressao

Um estudo sobre a influéncia da velocidade do vento (z, em km/h), na quantidade de
agua (Y) que se evapora por dia, em centenas de litros, na albufeira de certa barragem,

a temperaturas constantes, conduziu a:

T; 20 50 30 100 70

v 3 5 3 10 8

(a) Adoptando um modelo de regressao linear simples, estime a recta de regressao de Y
sobre = e obtenha uma estimativa da quantidade média de agua evaporada quando a

velocidade do vento é igual a 90km/h. Faga uso dos seguintes valores: >, x; = 270,
> af = 18700, ;s = 29, X 7 = 207, X2, @iy = 1960

e Modelo de RLS
Yi= 0o+ bizi + €
Y; = quantidade de agua que se evapora no dia ¢
x; = velocidade do vento no dia ¢

¢; = erro aleatério associado a medicao da quantidade de agua que se evapora

no dia 17

e Hipodteses de trabalho
€; ~i.iq Normal(0,0?), i =1,...,n (hipétese de trabalho)
Py = ordenada na origem de E(Y;|z;) = (o + f12; (DESCONHECIDO)
By = declive de E(Y;|x;) = By + f1x; (DESCONHECIDO)

o? (DESCONHECIDO)

e Estimativas de MV de 5, e 3,
Atendendo a que
n=>:
v x; =270
T =20 =>54
" x? = 18700
S x? —n(z)? = 18700 — 5 x 54% = 4120

2
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21 Yi = 29
y=2=>58
Yy =207

S y? —n ()2 =207 — 5 x 5.8 = 38.8

Yoy —nry = 1960 — 5 x 54 x 5.8 = 394,

as estimativas de MV para este modelo sao iguais a:

5 s Ty —nTy
S > B EE
34
4120
— 0.095631

Bo = y— [31 X T
= 5.8 —0.095631 x 54
= 0.635922

e Recta de regressao

Para x € [z(), v(»)] = [20,100], tem-se
E(Y|z) = By + 31 x z = 0.635922 + 0.095631 X

logo a estimativa do valor esperado da quantidade de dgua evaporada quando a

velocidade do vento é igual a x = 90km/h é dada por

E(Y|z =90) = B + 1 x 90 = 0.635922 + 0.095631 x 90 = 9.242712.

(b) Calcule o coeficiente de determinagao do modelo estimado.

e Coeficiente de determinacao

Tirando partido dos valores obtidos anteriormente, tem-se

2 = (S, ziys —nzy)”
(X zf —n7?) x (XL 97 — ny?)
(394)2
4120 x 38.8
— 0.971099,
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i.e., cerca de 97.11% da variacao total dos dados referentes a variavel resposta
Y é explicada pelo modelo de regressao, o que indicia um excelente ajustamento

da recta estimada ao nosso conjunto de dados.

(c) Teste a significancia da regressao. Indique o valor-p desse teste e comente o resultado

face ao valor obtido na alinea anterior. (Exame 5 Fev 2002)

Hipodteses
Hy : 1 = (10 = 0 (i.e. ndo existe associacao linear entre Y e z) vs. Hy : 51 # Pio

Estatistica de teste

Bl - 51,0

T = — ~Hy t(n—Q)
o~
Z?:l z?—n 2

Regiao de rejeicao de H, (para valores da estatistica de teste)

Estamos a lidar com um teste bilateral (H; : £1 # (1), pelo que a regido de
rejeicao de Hy é do tipo W = (—o0, —¢) U (¢, +00).

Decisao (com base em intervalo para o p-value)

Atendendo a que a estimativa de o2 é igual a

1 < 2 -
5 = KZ?J? —n§2> — (61)? (wa —7%52)]
n—2 i—1 i=1
1 2
- (38.8 — 0.0956312 x 4120)
— 0.373804

e tendo em conta que

B, = 0.095631
" xr —nT? = 4120,
o valor observado da estatistica de teste é dado por

Bl - ﬁl,O

O"-Q
n 2 72
i=1 11?1; nxT

0.095631 — 0
/0.373804
4120

= 10.039806.
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Uma vez que este teste é bilateral* temos:

p—wvalue = P(|T|>|t| | Ho)
= 2XxX P(T > |t| | Ho)
= 2 x P(T > 10.039806 | Hy)
= 2x |1 = Fy, (10.039806)|
Recorrendo as tabelas de quantis da distribuicao de t-student podemos adiantar

um intervalo para o p-value deste teste. Com efeito, ao enquadrarmos

convenientemente |t| = 10.039806, obtemos sucessivamente

F; }(0.995) =5.841 < 10.039806 < 10.21 = F; ! (0.999)

t(8) (3

0.002=2x(1—-0.999) < p—walue <2 x (1—10.995) = 0.010.

Consequentemente

— nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < 0.2%;

— devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ag > 1.0%, por exemplo, a qualquer dos
niveis usuais de significancia (1%, 5%, 10%), resultado este que se coaduna
com o excelente ajustamento do modela ao conjunto de dados, como tivemos

ocasiao de referir na alinea anterior.

Obs. — Recorrendo amaquina de calcular obtemos p — value = 0.002103. Deste
modo: nao devemos rejeitar Hy a qualquer n.s. ap < 0.2%; devemos rejeitar

Hy a qualquer n.s. ag > 0.2%, nomeadamente a qualquer dos niveis usuais de
significancia (1%, 5%, 10%).

(a)’ Obtenha um intervalo de confianga a 95% para o valor esperado da quantidade de

agua evaporada quando a velocidade do vento é igual a x = 90km/h.

e Outro parametro desconhecido

E(Y|xo) = Bo+ P1 X xg, valor esperado da quantidade de dgua evaporada quando

a velocidade do vento ¢ igual a o = 90m/s.
e Passo 1 — V.a. fulcral para E(Y |xy) = By + Pixo
(Bo + Brro) — (Bo + Bro) ~ 1

tn—2)
~2 1 (T—z0)?
\/“ Sl D v

7 —

H4E a f.d.p. da estatistica de teste é, sob Hy, simétrica em relacdo a origem.
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e Passo 2 — Quantis de probabilidade
Ja que (1 — a) x 100% = 95% temos o = 0.05 e lidaremos com dois quantis

simétricos a, = —b, iguais a:

P (1—a/2) = £F !, (1-0.05/2) "= +£3.182.

e Passo 3 — Inversao da desigualdade a, < Z < b,

Plao, <Z<by)=1—-«

1
n

P{(Bo + Biao) — E?nl_z)(l —a/2) X \/&2 X
< Bo + Przo < (50+51$0)+Ft( (1_@/2)X\/&2X{%+Zf@_—g®)2—]}

=1—-a«a

e Passo 4 — Concretizagao

A expressao geral do intervalo é
IC 1 —a)x100% (B0 + B10)
5 A - T—x0)2
(Gt o) Bl (1= af2) x o [34 e ] |

_nr2
i 1331 nxT

e a sua concretizagao para (1 — ) x 100% = 95% e xo = 90 igual a

. 1 (54— 90)2
ICos (o + By x 90) 2 [9.242712 +3.182 x \10.373804 X [5 4 B4 907 1120 )

= [9.242712 + 3.182 x v/0.192346]
= [7.847173,10.638249].

(c)’ Confronte as hipdteses Hy : f1 = P10 =0.2 ¢ Hy : /1 < P10 ao n.s. de 5%.
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