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FUNCAO EXPONENCIAL

Uma funcdo F : R —» R* + dada por F ( x ) = a*, a constante positiva diferente de 1,
denomina-se funcéo exponencial.

F(x)=a" (aeR,a>0ea=1)

Esta definicdo provoca muitas questdes:

e 0 que significa o simbolo a* ?

e porqueaceR*+ea=x1l?

e porque ndo se podetera<0?

e que tipo de variag&o e gréafico tem a* ?

Tais perguntas estardo respondidas quando tivermos construido a funcdo F, a partir de
sucessivas amplia¢cdes dos campos numéricos a partir de N.

Atencao!!!! Lembre-se que:

(Poténcias da mesma base)

Exempilos:
1) SejaafuncdoF={(x,y) e RxR/y=2"}

Vamos construir uma tabela e em seguida, o grafico.

Y A
8
10 %
4 o 1
1 2
2-‘[
1471 2 4
———— 3 8
2-10 1 23
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2)SejaafungéoF:(X,y)eRxR/y:[LJX
2

Vamos construir uma tabela e, em seguida, o grafico.

YA

8
i A 2
4 0 1
| 1 %
2 || %

b

3-2-10 3L~

Quando a base for 2 (0 mesmo acontecerd se ela for 3, 4 ou qualquer nUmero maior que 1),
quanto maior o expoente, maior seré o valor de y = a*.

Por exemplo, 2° < 2* > 2° ...

Da mesma forma quando a base for_1 (o mesmo acontecerd se ela for 1
2 3
Ou qualquer nimero menor que 1), quanto maior o expoente, menor sera a valor de y = a*.

Porexemplo: (1)% <( 1) <(_21)* ...
2 3 4

A funcdo exponencial sera crescente, quando a base a for maior que 1 e, decrescente, se a for
positiva e menor que 1. Seu gréfico etrd sempre um dos dois aspectos.

5"'4; Y &

s —
C T 0 e
[ a>1 ] 0<a>1]
f & crescente f & decrescente
>

Observe que, nos dois casos, o grafico de F ( x ) = a* ndo intercepta o eixo 0x, pois, para a e
R* +, a = 0 para qualquer x € R.

<«
Todo grafico de uma fungdo F (x ) = a*(a € R* +, a # 1) intercepta o eixo 0x no ponto (0, 1).

Como ndo ha nenhuma restricdo, X pode variar de -« a + o, ou seja, o0 seu dominio é R.

Observe, também, como a > 0 e a # 1, as imagens de a* serdo sempre positivas. Assim,
teremos:

D=R

Im=R*+
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Mais uma vez, observe que, se a = 1, teremos y = 1* e que para qualquer valor de X,
terlamos y = 1.

E se a fosse negativo, os valores de y = ax (por exemplo y = (-2)) iriam oscilar entre positivos
e negativos (por exemplo, y = (-2)° =4 ey = (-2)° = -8).

Entéo, estes sdo alguns dos motivos que determinam que a deve ser positivo e diferente de 1.

Resumindo:

Conceito: F={(x,y)/y=a"® ,a>0}
Exemplos:
Fi={(x,y)/y=2"}
Fo={(x,y)/y=2"""}

Dominio: depende da funcéo F (x).
Sefory=a*,x e]-w, +o|

Imagem: ye]O0, +oo]

Sea> 1,y écrescente
Se a< 1,y é decrescente
Zeros: nao possui
Variacdo: Sea>1,y é crescente

Sea<1,yé decrescente

a® a a
Gréfico:
a>1
y=a'
a<1i
A
_b
3
— a- x
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EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva graficamente a equacéo 2" = 4

2410 1 23

Paray =4 temos x= 2. Portanto S={2}
EXERCICIOS:

1) Esboce o gréfico das fungdes F =R —» R* +:

a) y=3

b) y :[1_] '

3
c) F(x) =2

dy=2""

e) F(X)z[l_J)Ha
2

2) Sendo x < 0 e sabendo-se que a* > 1, o que se pode afirmar sobre o valor de a? justifique
graficamente.

3) Se para x > 1 tem-se a* > 5, 0 que se pode afirmar sobre o valor de a? justifique.
1) Se parax>1tem-se a* < 3, o que se pode afirmar sobre o valor de a?
2) Se parax<-1tem-se a* > 3, o que se pode afirmar sobre o valor de a?

3) Separax<-1tem-sea‘<_1 , o que se pode afirmar sobre o valor de a?
5

INEQUACOES EXPONENCIAIS

Podemos resolver inequacdes exponenciais pela analise grafica da funcdo exponencial
F(x)=a"
Considere os dois casos a seguir:
Y A

- ; ol -

~ T >
a>1 = f crescente 0 > a>1 =» f decrescente
X, > X, =2 Y,>Y,) X. > X, = Y, <Y)
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Observe nos gréficos que:

e Paraa>1lex,>x temos a5, >a%;

e Paraa<1lex,>x,temosa*,<a’

Vamos entdo estabelecer um processo de resolucdo de inequagdes exponenciais:
e reduzem-se os dois membros da inequacao a uma mesma base;

e monta-se uma nova inequacdo com 0s expoentes. Se a > 1, mantém-se o sinal da
desigualdade original; se 0 < a < 1, inverte-se o sinal da desigualdade.

Exemplos:
1) Resolva a inequacédo 2***' > 8,

Entdo, temos: 2*** > 2°

Como a base ( 2 ) é maior que 1, F é crescente, ou seja, quanto maior o expoente, maior a
poténcia, entao:

X+1>3o0ux>2
Solugéo: S={xe R/x>2}

2) Resolver a inequagéo:{LJ <1,
2 8

Entdo, temos| 1 |*"' <(1)°
2 2

Como abase | 1 [é menor que 1, F é decrescente, ou seja, quanto maior o
2
expoente, menor a poténcia, entao:
X—-—1>3o0ux>14

Solugédo: S{x e R/x>4}

EXERCICIOS
4) Resolva as inequacdes:

a) 3<27
2

b)[l—J X +1 >[LTO
5 5



Matematica — Ensino Médio — Médulo 02 Curso Preparatério Mais Pratico

GABARITO
1.a) 1.b)

1.c) Y4 1.d)

1.e) Y4
4

-5
¥ A
2)

Resposta: a é uma fracdo menor que 1 ( < a < 1) porque quando x é negativo ( x < Q) temos
y=a*>1.

Por exemplo: [LT =2°=4>1
2
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EQUACOES EXPONENCIAIS

Equacao exponencial é toda equacgdo que possui a incognita no expoente de uma poténcia.

Exemplos:
3¥=09
2*-1=16
2% =512

A resolucdo de uma equacgdo exponencial baseia-se, de uma maneira geral, na comparacao de
duas poténcias.

Para maior facilidade, vamos classifica-las em alguns tipos e subtipos.

1°tipo a“=b

1° caso —a e b sdo poténcias de mesma base.

Neste caso teremos a comparacao de duas poténcias de mesma base. E se duas poténcias
sdo iguais e ttm a mesma base, entao os seus expoentes deverdo ser iguais entre si.

Exemplos:
1) Considere a equacdo 2* = 32. Podemos resolvé-las reduzindo 32 para base 2:

=32 /> 2x=2° ——> x =5
Logo, S = {5}

2) Resolver a equacéao: 2*t=16

2x—1:24
x—-1=4
X =05

Logo, S = {5}
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EXERCICIO RESOLVIDO:

x+1

Para a equacdo 9**' = 27*7%  teremos:
9x+l - 27x—3

(32)x +1 - (33) (x—13)

2x+2 3x-9
3 =3

2X+2=3x-9

X =11

Logo, S={11}
EXERCICIOS

1) Resolva as equacgdes:
a) 2°=8

b) 3 X2 +2x+1 =1

C) 4 2x+3 =8 x-1

d W2 = 4¥!

2°caso —ae b sao quaisquer.

Para se resolver esse tipo de equacédo, necessitamos do emprego de logaritmos.
Exemplos:

1) =5

log 3*=log 5

2) 2" = 3 Sabe-se que {IogZ = 0,30103

log3 =0,47712

log2”* = log3
x log2 =1og3

x=log3 ——> 030103 ©=——> x= 0,63109

log2 0,47712
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EXERCICIOS

2) Resolver as equacdes;
a) 3 x+1 - 5

b) 2x+1.3x—1:5x—2.7x+3

2°tipo

Equacdodotipo a = N

c

Neste caso, costuma-se usar o seguinte artificio: b =y e, assim, sucessivamente.
Exemplos:

X

3

1) 2=512
artificio 3=y
Entdo, 2y-512 > 2y=2° ©—=> y =9

Substituindo, temos:

=9
=3
X =2
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Este exercicio poderia também ser resolvido da seguinte maneira:

= 3
X = 2
2)
X
2
2
3 = 81
3@ W
2 = 4
2 = 2@
2X =2
X =1
EXERCICIOS

3) Resolva as equacdes:

a) 3 = 81

by 2 = 8

10
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Exemplos:

X
3
c) 5 = 125
X
2
2
d2 = 16
3°tipo

Equacdes do tipo:

2X

Neste caso, costuma-se usar o seguinte artificio:

1) 7%-8.7°+7=0

Fazendo

Temos: 7% = y?

7=y

Assim, teremos a equacéo:

A.y2+B.y+c:O — equacao do 2° grau

Substituindo, temos; y*—8y+7=0 e

Mas 7" = y, temos

2) 2%-5.2+4=0
Y —5y+4=0

A=25-4.1.4

A=25-16

A=9

y=17
y=1
=7 Xx =1
=1 X =0

11
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22 =1

2 8/2 = 4

26 =1 ou 2 =4

2 =2° X = 2?
X =0 X =2
EXERCICIOS

4) Resolva as equacdes:
a) 3¥-5.3+6=0

b) 5%+2.5-3.5=0

4° tipo

Equag6es onde aparecem soma de exponenciais de mesma base.

Costuma-se desmembrar as poténcias.
Exemplos:

1) 2x+2+2x+1_2x_1 = 44

6.2 +2° .21 2% = 44
21
4y + 2y -y = 44
1 1 2 1
8y+4y—-y=288
11y = 88
y = 88 y =8 Entéo:
11

27y + 3y -y = 783

12

2" =8
2t =2°
X =3
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29y = 783 y = 27 Entéo: 3 =27
y = 783 =3
9
X =3

EXERCICIOS

GABARITO

5) Resolva as equacdes:
a)5*"" + 5% 7% + 5% + 5% = 780

b)3**2 + 3**1 . 3% % =321

1)

a) x =3

b) x = -1

c) x=-9

d) x =-2+\25
8

2)

a) x = 0,69897 - 047712
0,47712

b) x = -2log5 + 3log7 - log2 + log 3
log2 + log3 - log5 - log 7

3)

a x =2

by x =1

c) x=1

d x=1

4)

ayx =1 e x=_log2
log 3

byx =1

5)

a) x=5

b) x =3

13
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AUTO — AVALIACAO

1- Considere um recipiente contendo, no instante t = 0, um nimero N° de bactérias, se
reproduzindo normalmente. Suponhamos que, a cada instante, 0os nascimentos de novas bactérias sejam
proporcionais ao nimero de bactérias existentes no recipiente naquele instante.

A partir desta suposicao, pode-se demonstrar que 0 numero de bactérias num certo instante
t > 0 é dado por:

N(t)=N°. K
Onde: N (t) é o nimero de bactérias no instante t;
No € 0 nimero de bactérias no instante t = 0

K é uma constante que depende do tipo de bactérias e que pode ser determinada
experimentalmente.

Suponhamos, entdo, que, um determinado instante observou-se que havia 200 bactérias no
recipiente, reproduzindo-se normalmente. Passadas 12 horas, ja havia 600. Passadas mais 36 horas, quantas
bactérias havera?

a) 5400

b) 16200

c) 7200

d) 21600

e) 28800

2) Resolva a equacgéo:

logs (2x—1) —logs (bx + 3) = -1

a) 6

by 7/4

c) -3/7

d) 4/7

e) 2

3) Dado olog 3=0,477, calcule log 9000.

a) 2,954

b) 3,954

c) 1,431

d) 3,431

e) 0,954

4) Resolva a equacao: 3 .3=-3

4 4
1

a) x =0 ou X

14
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b) x =1 o0ux =3
c) x=0oux=3
d x=1oux=4
e) x =2

5) Simplificando a expresséao:

E=10g32.log, 3.l0ogs4 .logs5.10g; 6 .10gg7 . logg 8 . logy 9, obtemos:

a) 1

b) logy 10
c) logs2
d) logy 2
e) log,10

GABARITO DA AUTO - AVALIACAO
1) b
2) a
3) b
4) a

5) d

15



Matematica — Ensino Médio — Médulo 02 Curso Preparatério Mais Pratico

FUNCAO LOGARITMICA

O CONCEITO DE LOGARITMO
Considere a potenciacdo 2° = 8 e suponha agora dois problemas:
e Qual é o nimero que, elevado ao cubo da 8?
x*=8
cuja solugo é x = V8 = 2
e Qual é o expoente a que devo elevar o nimero 2, para obter 8?
2=8

Esta é uma equacédo exponencial (a incégnita esta no expoente), cuja solugdo € x = log, 8, que
se lé x é o logaritmo de 8 na base 2.

Assim, achar o logaritmo significa achar o expoente, ou seja:

O logaritmo de um ndmero N numa base a (deve ser positiva e diferente de 1) € o expoente a
que se deve elevar a base a, para se obter o nimero N.

Observacgéo:

Log.aQ > a*=N
NN

log ,8 =3 —Jp logaritmo
{
base numero ou antilogaritmo
Exemplos:
Log., 16 = 4 porque 2* = 16
Log.s 25 = 2 porque 5°=25
Log.; 27 = 3 porque 3*=27
Log.; 49 = 2 porque 77 =49
Log.s [LJ =-2 porque 3%=_1_
9 9

Log.s | 1 |=-2 porque 5°=_1
25 25

16
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16 16

Log.; (1 | =2porque[ 1 | = 1
R 2 4

Log.s 5 = 1 porque 5' =5

Log., [LJ =-4porque2*= 1

R, 3
Log., >v2° = 3 porque 27 = *2°
5

_ T
Log.; V3= 1 porque 3% =%3
3

EXERCICIOS RESOLVIDOS
2) Calcule o logaritmo:

a) Log.,4=x

=4 /> 2¥=2? X=2

b) Log.81_32 =X

1 =32 —=>{ *]=2° c—=>(2°)=2°
8 2
—>| X

-3x =5 :i
3
c)log.; 1 =x
v 27
1) =(1 —> 3%=3%" —=>-2x=3
vy a3
3 3
+3X = +2  — X=3_
2
1 Ix
d)Logyz 1 =x(%2)*= 1 —>|27|=2" = 1 x=-+4
16 P 2

x=-4 ©0—>x=4.2=28
1/2 1

EXERCICIOS
1) calcule o logaritmo:
a) Log. L 16 =
b) LOg.7 49 =
c) Log.g32=

d) Log%_81 =

17
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Atencéo!!

Observe que:

e Log.,a=1porque a'l=a —>" logaritmo de propria base é sempre 1.
e Log.,1=0porque a’=1 ——>'0 logaritmo de 1 em qualquer base é zero”.
e Sea>0,az1—>N>0 —> “sO existe logaritmo de nimero positivo”.

e S0 as poténcias da base tém logaritmo inteiro.

Log,a=1 Log., a’=2 Log.a a’=3 Log., a‘=4
Iog.lT =-1 log. 1= -2 ...

Chamamos de sistema de logaritmo o conjunto dos ndmeros positivos e seus respectivos
logaritmos numa determinada base.

Assim, teremos os sistemas de logaritmos na base 2, na base 3, na base 10, na base 1 etc.
10

As bases mais usadas, séo:

Base 10 ——> sistema decimal;

Base e ——> (e=z2,7128...) ——> sistema neperiano.
Exemplo: Sistema de logaritmos na base 2

Vamos construir o grafico F : R*+ =——>R, definida por y = log., X:

ndmero 0

|H
=
|H
=
N
~
©

16 ...+

w |
N
[SNIN)

logaritmo $ =00 0 1 2 3 4...+0

* ¥

FUNCAO LOGARITMICA

Uma funcédo F : R* + —» R dada por F( x ) = log.a x, a constante e positiva e diferente de 1,
denomina-se funcao logaritmica.

F(x)=log.,x(0<a=1)

18
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Observe que a definicdo da funcao nos impde:

D=R*+

D=R*+

Im: R

Vocé viu no exemplo anterior a representacao gréafica da
F={(x,y) e R*+xR/y=log, x}

Vamos agora construir o grafico da funcéo:

funcéo:

F:{(x,y)eR*+xR/y:Iog._%x}

X [0 | R L L T - R - T +a
8 4 2
y % +o0 32 1 o |11 |2 |3 .. o
2 5 8 >
1 \
3 _--‘-h__‘_

Repare, entdo, que o grafico da funcdo F, = log , x depende do valor de ¢

Y=F(x) Y=F(x)

Y& ¥ 4

3

\

[=]

Decrescente

Todo o gréfico da funcdo F ( x ) = log » x (O
©
ponto (1, 0) e ndo intercepta o eixo Oy.
Observe que em ambos os casos a imagem da funcao é:

Resumindo:

a) Forma:y=log.;x,a<0,a=1

19

K‘r

1

>
< a = 1) intercepta o0 eixo Ox

no
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Estudo de y = log.? x
Dominio: x >0
Dom(F)=xe€]0,+o]
Imagem:
Im(F)=yel-o]
Zeros:
Y=0quandox =1

Variacéo:
Se a>1,y écrescente

Sea<ac<l,y édecrescente

Quadro de variacéo: a<l
x O..y|a® ylaiy [a7_w|[1 wlaw |22 [y [-*=

Y=logx[-o w |-3 w|2 w|1w |O_w (1 » |2 _» |3_w |..*w

x 0 a® a2 vt oo Y=log,.x
+ oo 3 21 0
a<1
[ x 0 a a’ al 1 a’ a’ a’ ‘ o+ o
Y=loga.x| + @ 3 2 1 0 -1 2 | 3 e

AV}
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LOGARITMOS

O CONCEITO DE LOGARITMO

A primeira operacdo que se aprende em matematica é a operacao de adicdo: 3 +2 = 5.

3 e 2 sado parcelas e 5 é o resultado; a soma.

Agora, dados o resultado 5 e uma das parcelas 3 ou 2, chega-se a outra parcela através da
operacgao de subtracdo, assim temos:

5-2=3porque3+2=5

5-3=2porque2+3=5

Lembre-se que a adigdo é comutativa.

Considerando, entéo, a operac¢do de multiplicacdo 3 x 2 = 6.

Temos: 3 e 2 sdo fatores e 6 é o produto (resultado).

Novamente dados o resultado e um dos fatores, como chegar a outro?
A resposta é a divisdo.

Entéo:

6:2=3porque 3x2=6

6:3=2porque2x3=6

Lembre-se que a multiplicacéo é comutativa.

Vejamos agora a potenciacgao: 2°=8
2 é base
3 € 0 expoente

8 é a poténcia
Agora vejam: Dados 8 (poténcia) e 3 (expoente), como chegaremos ao 2(base)?

- através de radiciagdo: N8 = 2 porque 2° =8

- mas se forem dados 8 (poténcia) e 2 (base), qual é o expoente? Ou seja, a que expoente
devemos elevar 2 (base) para obter 8 (poténcia)? Bem, a resposta vira através da operacgéo de
logaritmacéao.

21



Matematica — Ensino Médio — Médulo 02 Curso Preparatério Mais Pratico

Entdo: se 2° =8

Diremos que 3 é o logaritmo de 8 na base 2 e escrevemos:
8 é o0 numero ou antilogaritmo.
Log, 8 = 3 onde 3 é abase
2 é o logaritmo
- quer dizer que calcular o logaritmo, € calcular o expoente?

- Isso! Dizemos que o logaritmo de um nimero N, numa base a, positiva e diferente de um, é
0 expoente a que deve elevar a base a, para se obter o nimero N.

Ou seja: | Selogas N =x entdo| a* =N
Exemplos:
Logp, 8 = 3 —» logaritmo
base n° ou antilogaritmo

logs 81 = 4, porque 3* = 81
log, 64 = 3, porque 4% = 64
log, 16 = 4, porque 2* = 16

- 2 -
logs (°V3?)= _2 , porque 3°=5V3?
3

log,| 1 |= -3, porque 2°=1
8 8

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Calcular log; 16.
Ora, log, 16 = x

Entao:

ou 2x=2"
logo: x =4

2) Calcule logs | 1 |=
27

22
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logs |1 [=x
27

=1
27
=1
53_
3=3°
X=-3
Lembrete:

Todo nimero elevado a expoente negativo é igual a uma fracdo, cujo numerados € 1 e o denominador é
este numero elevado ao oposto de seu expoente.

3) Calcule logg 16

8 =16
ou

(23)x — 24
23x - 24

3x=4 . x=4/3
4)Qualéolog, (V8)?
logs, (CV8) =x

wy'= (V8)

@% =2

Assim:

2-2x - 23/5

ou-2x =3/5
x=-3/10 ou x=-0,3
5) Agora responda:

Em que base o logaritmo de 27 é 3?

23




Matematica — Ensino Médio — Médulo 02 Curso Preparatério Mais Pratico

Sabemos entéo que:

¥~ N\

Log,?” = 3
Logo:
a’=27
ou
a=\27 /> 33 a=3

6) Qual é o numero, cujo logaritmo na base 3 é 4?

Temos entéo:

¥~ N\

Log ™ = 4

EXERCICIOS

e Calcule o logaritmo:

1) logs ¥ =

2) log,* =

3) logys ™ =
4) |Ogl/g (1/27) -
5) log, 5V8 _

6) logye ' =

e Calcule a base:

7) log, ¥-5
8) log, =2
9) log, Y=o

10) log, ® = 3/2

11) log, = -2

24
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e calcule o niumero ou antilogaritmo:
N _

12) log, " =4

13) logy;, " = ¥

14) logys " = %

15) logs " = 3
CONSEQUENCIAS:
Voceé viu que Log, '=x ——> a*= ea>0a=1

Agora observe:

1) Se a base é positiva, 0 nUmero também devera ser positivo, pois niimero positivo elevado a

gualquer expoente dara resultado também positivo.

é R+.

- Quer dizer que s6 existe logaritmo de nimero positivo.

Sea>0,az1 =—> N>0 = (+)*=+ Lembre-se que o dominio da func3o y = Logx

2) log, ® = 1 porque a' =a =———> “O logaritmo da prdpria base é sempre 1.”
Exemplo:
Log, > =1
Logs° =1

Logy =1

3) Se log, * = 0 porque a’=1 /——> “O logaritmo de 1 em qualquer base é zero”.
Exemplo:

Log, =0

Logs =0

Logy ' =0

4) SO as poténcias da base tém logaritmo inteiro

log,%=1

log ,a” = 2.......
log A =2

log ;l/a=-1
log ,a° =3
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log, 1/a° = 2.......

Observacéo:

Chamamos de sistema de logaritmo ao conjunto dos ndmeros positivos e seus respectivos
logaritmos numa determinada base.

Exemplo:
Sistema de logaritmos na base 2
Ndmero |0 e—— |1 — |1 |1 1 2 4 8 16.....+0
8 4 2
logaritmo | 3 om0 | -3 -2 -1 0 1 2 3 4.+

Assim teremos os sistemas de logaritmos na base 2, na base 3, na base 1 etc.
10

As bases mais usadas sao:
Base 10 » sistema decimal;

Basee —» (ex= 2,7128..) —» sistema Neperiano

INEQUAGCOES LOGARITMICAS

Vocé ja viu, quando a variacdo da funcao logaritmica que quando a base é maior que 1, os
logaritmicos variam no mesmo sentido do nimero, ou seja, se a base é maior que 1, quanto maior o namero,
maior o logaritmo.

Assim:

Se|a>1|e log, A > log,B =———> A > B

Log, A <log, B A<B
Exempilo:
Seja a base 2
Se log, A > log, B, entdo A > B

Da mesma forma, quando a base é menor que 1 os logaritmos variam no sentido contrario dos
nameros, ou seja, se a base é menor que 1, quanto maior o nUmero, menor sera o logaritmo.

Assim:

Se |a<1 |e logsA>logaB =/ A<B

Log. A <log, B ——> A>B
Exemplo:
Seja a base %2
Selog,, A>log, B,entdo A < B
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EQUACOES LOGARITICAS

Utilizando as propriedades operatérias, vocé pode resolver as equagbes que envolvam
logaritmos. A resolucéo de equacdes logaritmicas se da em trés etapas basicas:

—> Estabeleca as condicdes de existéncia dos logaritmos;
—» Resolva a equacéo utilizando as propriedades operatérias;

— Faca a interseccao entre a solugdo encontrada e as condi¢des de existéncia.

Exemplos:
1) logio (2x + 1) =logyo 2

Condicao de existéncia (lembre-se que s6 existe logaritmo de nidmero positivo)

2x+1 > 0
2x > -1
x > -1/2

Resolvendo a equacgéo:
Temos: log 10 (2x + 1) = logyg 2
Ora, sabemos que se log;,g A = logy B, entdo, A = B
Ouseja, 2x+1=2
E 2x=2-1
Ou x=% ©—=> como esta solucdo nao interfere na condi¢do de existéncia, temos
S = {%}
2) Logp(2x+1)=2

Condicao de existéncia

2x+1 > 0
2x > -1
X > -1/2

Resolvendo A Equacéo:
Temos, logpp(2x+1) = 2

Ou log. (2x +1) = log;o10°
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E |0g10 (2X + 1) = |0910100
Logo, 2x+1 = 100
2x = 100-1

X = 99 ———> como esta solugdo nao interfere na condigcdo de existéncia, temos

2
S = {ﬁ}
2
3) logs(x+1)—logsx = logs2

Condicado de existéncia

A)x+1>0 B) x >0
X > -1
Entéo, [ I_?i;;;;iﬁm’ﬂﬁﬂ ousegja x > 0
-1 0

Resolvendo A Equagéo

Temos, logs (x + 1) —logsx = logs2 — lembre-se:

Log, [A] = loga A log, B
B

Ou log E<+1 =log 2
X

X+1 =2 /=—> x+1=2x

x=1 C—=> como esta solu¢io nao interfere na condic&o de existéncia, temos
S={1}
4) logs (x + 3) +logs (x — 3) =logs 16
Condicao de existéncia:
Xx+3 >0 —> x > -3

—> x >3
X-3>0 —> x >3 >
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Aplicando a propriedade, temos;
Logs [ (x +3) (x—3) ] = logs 16

Log (x> — 9) = log 16

x> -9 =16
x> =25
X=x5

Como x deve ser maior que 3,temos: S ={ 5}
5) log(x+1)+log (x—1)=log 15
Condig8es de existéncia:
x+1>0 => x> -1
—> x>1
x-1>0 —> x>1
Resolvendo a equagédo e aplicando as propriedades operatorias, temos:
Log[(x+1) (x—1)]=log 15
X*—x+x-1=15
x*-16=0
x> =16
x =16
X=x4
Comparando com as condi¢Bes de existéncia, verificamos que a penas o valor +4 satisfaz.

Assim, S { +4 }

6) log,(x*—1)—log,x=1
Condicdes de existéncia;
Devemos ter,

X¥-1>0 —> +\ /+ —> x<-loux>1

>
Hiin

-1 0 +1
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Ouseja: x > 1

Resolvendo a equacéo:

log, x>—1 =log,2
X

xX-1 =2
X
x*—1=2x
X =2x-1=0
a=1
e b=-2
c=-1

A=4-4.1.(1)=4+4=8

x=2+V8 = 2+2V2 = [1+v2
2 2

Comparando com as condi¢Bes de existéncia, verificamos que apenas o valor 1 + V 2 satisfaz.

Assim: S { 1+V2 }

7) logz(2x—3) —logzsx=2
Condicdes de existéncia:

2Xx—-3 >0 /= x > 3 R

5 >
] I

0 § X > §
2 2

x>0 C—>

Resolvendo a equacéo:

Logs |2x—3 | logs 3

X

2x — 3 = 9x

2Xx—9x =3

-7x =3 =—=>x = -3 Este valor nio satisfaz as condi¢cdes de existéncia, logo S = {g}
7 7

1) Resolva a inequagéo:

Log, (x + 3) >log, (2x + 2)
Como a base (2) € maior que um, temos:

X+3 > 2x+2
ou -x > -1
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ou x < +1
Mas como s0 existe logaritmo de nimero positivo, temos:
Xx+3 >0 o0ux > -3

e 2x+2 >0 o0u x > -1

logo, os valores que satisfazem a inequacao e ddo condicdo de existéncia aos logaritmos sé&o:

A

—
} Resposta: -1 <x<1
|

-3 -1 1

2) Resolva a inequacgéo:
Log., (X +4) > log,, (2x + 2)
Como a base (1/2) é menor que um, temos:

X +4 < 2x + 2 (inverte o sentido)

e -Xx < -2 ou X > 2

as condicdes de existéncia os logaritmos séo:

Entdo temos:

v

v

| Resposta:
I it

-4 -1 2

3) Resolva a inequacéo:
Logys (3x +2) > 2

Como 2 =logy;z (1/9) porque (1/3)2 =1/9

Temos: Logys (3X + 2) > logys @9

e 3x +2<1/9 (base menor que um)

ou 27x+18<1

27x<-17 T/——> |x < -17_

27
Mas, para que exista o logaritmo, é necessario que 3x +2 >0

ou X > -2
3
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entao temos:

X < -17
27
Xx>-2 ou x>-18
3 3
L"IHHH.’I_!
_18 17
27 27
-18 -17
27 27

logo, a resposta é

4) Resolva a inequacao:
Logs @9 53

Temos que 3 = logy,, (1/8)

27

-18 > x> -17

27

Dai log1/3 (2 — x > logy, (1/8)

E 2 —x < 1/8 (base menor que um)

16-8x<1
-8 <-15
X > 15
8

A condigdo de existéncia do logaritmo é 2—-x>0

O que nos da:

W///////////////

v

ou—x > -2

X < 2

15
8

Resposta:ls—5 < x <2
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EXERCICIOS

16) Determine o valor de x nas express@es abaixo:

a) log, (x +1)=3
b) logso (x + 1) =0
c) logo(x+1)=1
d) logs(x—1)=4

e) logs(x—1)=0

f) logs(2x+3)=1

g) log,(x+1)=4

h) logy, (x+1)=0

i) logy, (x+1)=1

17) Resolva as inequagoes:

a) log, (2x +2) >log, (x + 4) =

b) logys (2x + 2) > logy, (x + 4) =

c) logio (2x —6) < logye (3x — 12) =
d) 109110 (2X — 6) < 1091/10 (Bx — 12) =

e) logiz (x—4)>2

f) |Ogg (X2 - 1) <2

GABARITO

1) x=5/3

2) x=2

3) x=-2

4) x=3/2
-3

5)x=5 = -3
2 10

6) x =-2

Ya=2

8)a=1/2

9a=3

10) a = V512
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11) a= 1
2

12)N =16
13)N=4

14) N =1/2
15) N = 27
16)

a) x=7

b) x=0

c) x=9

d x=83
e) x=2

fl x=1

1
=
a1

9) x
h) x=0

) x=-1/2

17)

a) x>2

b) -1<x<2
c) XxX>6

d 4<x<6
e) 4<x<17/4

f) V10 < x < -1

ou

1< x <10
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PROPRIEDADES OPERATORIAS DOS LOGARITMOS

Vamos lembrar algumas propriedades das poténcias.

1- Para multiplicar duas propriedades de mesma base, conserva-se a base, somam-se 0s

expoentes.

Am An - Am+n

2- Para se dividir duas poténcias de mesma base, conserva-se a base e subtrai-se o0s
expoentes:

Am, An — Am—n

3- Para se elevar uma poténcia a um expoente, conserva-se a base e multiplicam-se os
expoentes.

(Am)n = Am.n

4- A poténcia de expoente fracionario é equivalente ao radical, cujo radicando é a base da
poténcia, o indice é o denominador da fracdo e o expoente do radicando corresponde ao numerador da fracéo
expoente.

AT =A™

Exemplos:
1) 2°: 2°=2°
2) 25:2%=27
3) (25)°=2°

3
4) N2 =2°

Suponhamos agora, que soubéssemos:
Loga * = x

Log.® =y

E quiséssemos calcular:

Loga ®®: log.®®; log.”™; log. ™A

como {log,* = x temos [a‘=A
log, ® =y a’=B
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Exemplos:

Entao:

A.B=za“.a¥=a*"’

X
™A =™a* = a™
Assim, log,*® = log, @) =x+y
Loga*® = loga (@) = x -y

Log.(A™) = log, (@™)=m.x

X
m

Log. "A = loga(@™) = X_
m

Logo:

1- | log. (A.B) =log, A + log, B O logaritmo do produto é igual a soma dos
logaritmos dos fatores.

2- |loga (A/B) =log, A —log . B O logaritmo do quociente € igual a diferenga entre o
logaritmo do dividendo e o logaritmo do divisor.

3-[log. (A™ =m . log, A O logaritmo de uma poténcia é igual ao produto do
expoente pelo logaritmo da base .

4-|log, ™A = logs A O logaritmo de uma raiz é igual ao logaritmo do

m radicando dividido pelo indice do radical.

Dados: logio 2 = 0,30103
logi0 3=0,47712
Temos
Log 6 =log (2 x 3) =log 2 + log 3 =0,30103 + 0,47712 =0,77815
Log (3/2) = log 3 — log 2 = 0,47712 — 0,30103 = 0,17609
Log 8 = log 2° = 3 log 2 = 3 + 0,30103 = 0,90309

Log *v3 = log3 = 0,47712 = 0,15904
3 3

log 16,2 = log (162) = log 162 —log 10 = log (2 x 3*) — log 10
10

36



Matematica — Ensino Médio — Mdédulo 02 Curso Preparatério Mais Pratico

como log 10 =1 (log, a = 1); temos
log 16,2=1log 2 +4log 3—-1log 10=0,30103 +4x0,4771 -1 =
0,30103 + 1,90848 — 1 = 1,20951
EXERCICIOS

1) Desenvolva as expressdes usando as propriedades operatérias dos logaritmos:

a) (Resolvido) log [A. B]
C

LogA+logB-logC
b) (Resolvido) log A% =2 log A

c) (Resolvido) log | A”>.B*| =21log A+ 3logB -4 log C
C

d) log B® =
e)log*VA =

flogVvA.B =
C

g) log 5@3 =
C

hylog [ VA.B x “VAT.B | =
C C

2) Dados logy 2 = 0,3010
logso 3 = 0,4771
Determine:
a) (resolvido) logio 21 = logsg (23 x3)=3log2+log3=3x3,3010 +0,4771 = 1,3801
b) logy 72 =
c) 1072 =

d) Ioglo (0,72) =

e) logyn36=
f) log 3,6 =
g) log 0,36 =

MUDANCA DE BASE:

Consideremos o problema que consiste em determinar os logaritmos dos nimeros na base b,
sendo conhecidos e tabelados os logaritmos dos mesmos ndmeros no sistema de base a.

Seja N um numero qualquer, cujo logaritmo na base b queremos achar. Representemos por X,
o logaritmo procurado.
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Teremos:

Log, N= x *— b =N
Mas se b*=N

Vem loga (b*) = log, N (0 sistema de base a é conhecido)

Ou xlog, b =log, N

E x = logy N
loga b

ou ainda: logp N=loga N. _ 1
log. b

A constante 1 denomina-se mddulo relativo do sistema de base b em relagdo ao de base a.

loga b
- quer dizer que, para se calcular log, 3, basta fazer:
log; 3=1log3 = 047712 = 1,5
log2 0,30103
Exemplos:
a) logi4 = log,4 =2 =1
log, 16 4 2
b) loge x = logz X = logzx (x> 0)
logs 9 2
c)logy5 = logz 5 = -log, 5
log, %2
d)logz5 = logs5 =_1
logs 3 log 5 3
EXERCICIOS

3) Mudar x = log, 10 para a base 10.

4) Calcular y — logs 2 em fungéo de x = logyo 2.
5) (Resolvido) Simplifique a expressao:

E =log, 3 .logy 2 +logg 8 . l0g, 9

Transformando para base 2
E=log3 + log8 . log9

log,9 19@59

Ou seja,

E=log,3. 1 +log,2° lo»3. 1 +3log,2=
log, 3° Z\mgQ
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1/2+3.1 B=/——= 1/2+1/3+6/2 = 7/2

6) Simplifique a expressao:

Logs 9 . logg 3 passando a base para3.

7) Calcule o valor de:

Logs 2 .log, 3 .10gs4 .loge 5. 1097 6 . logg 7 . loge 8 . 10910 9

8) Calcule o produto:

Logs 2 .log, 5. logs 3 =

9) Calcule o valor de:

N =1logs5.1log, 3.logs 2

GABARITO
3)
d)3log B

e)log A
3

fylogA+logB—-LogC
2

g)2logA+3logB -logC
5

h)logA+logB—LogC + 3logA+logB - 2logC
2 4

4)

a) 1,3801

e) 1,5562
b) 1,8572

f) 0,5562
c) 0,9286

g) —-0,2219
d) -0,1428

3) x=_1
logyo 2

5) y= _10g102
1-logyp 2
6) 1

7) logyg 2

8) 1
9)1
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LOGARITMOS DECIMAIS

O sistema de logaritmos decimais é o sistema de base 10, também chamado sistema de
logaritmos comuns, ou vulgares, ou de Briggs (Henry Briggs, matematico inglés: 1561 — 1630, foi quem
primeiro destacou a vantagem do emprego dos logaritmos de base 10 para os calculos).

CARACTERISTICA E MANTISSA:

Nés ja vimos que num sistema de base qualquer a, vemos que s6 as poténcias inteiras da base
tém logaritmos inteiros:

Log.a" =n
Qualquer numero que ndo seja poténcia inteira da base, terd seu logaritmo constatando de

uma parte inteira denominada CARACTERISTICA do logaritmo, mais uma parte fracionaria ou decimal (menor
que a unidade) chamada MANTISSA do logaritmo.

Assim, temos;
Log20 =1,30103 =1 + 0,30103
Onde 1 é a caracteristica e

0,30103 é a mantissa.

No sistema de logaritmos de base 2 teremos;

Log, 32 =1log, 5°=5

Log, 64 =6

Os numeros compreendidos entre 32 e 64 terdo os logaritmos compreendidos entre 5 e 6. Para
0 namero 48, por exemplo, teremos:

Log, 32 < log,48 < log, 64

e 5 < log,48 < 6

Assim, log, 48 = 5 + fracéo

Onde 5 é a caracteristica, e a parte fracionaria decimal é a mantissa.

Vamos falar também de COLOGARITMO (n&o confunda com antilogaritmo). Ao logaritmo do
inverso do niumero, da-se o nhome de cologaritmo do ndmero.

Assim,

Colog ,N = Ioga[l_]
N

Mas log, [1_]= logal — logaN = 0 — log,N = - logaN
N
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Entéo colog , N = - logaN

O cologaritmo corresponde, portanto, ao simétrico do logaritmo.

Usa-se o0 cologaritmo para substituir as subtracdes de logaritmos por adicdo, como, por
exemplo, no calculo:

e log 3 = log3-1log2=1log3+colog 2
2

PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS DECIMAIS

Nés j& vimos que para se calcular a caracteristica do logaritmo de um numero numa base
gualquer, a, basta encontrar a poténcia de a imediatamente inferior ao niUmero, por exemplo, a caracteristica
de log, 153 é 7.

Porque 2’ = 128 < 153 < 2 = 216

E log® 135 = 7 + fracéo

Ora, na base 10 temos:

a) 10°=0,001

b) 10%=0,01

c) 10'=0.1

d 10°=1

e) 10'=10

f) 10*=100

g) 10°=1000, etc

O que nos permite concluir:
e O logaritmo decimal de qualquer poténcia de 10 é o seu préprio expoente.

e A caracteristica do logaritmo decimal de um ndmero _maior que um é uma unidade menor
que o nimero de algarismo de sua parte interna.

e A caracteristica do logaritmo decimal de um nimero positivo menor gue um_é negativa, e
tem tantas unidades quantos zeros precedem seu primeiro algarismo significativo.

Entéo, vemos que:

e A caracteristica do log 123 é 2

e A caracteristica do log 8457 é 3

e A caracteristica do log 27,345 é 1

e A caracteristicadolog7é0

e A caracteristica do log 0,0003 é -3
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e A caracteristica do log 0,2 é -1
e A caracteristica do log 0,0005 é —4
e A caracteristica do log 0,0203 é -2
e A caracteristica do log 0,0080054 é -3
Suponhamos agora que C é a caracteristica de M, a mantissa do logaritmo decimal de um
namero A;
Ent&o log A = C, M calculemos:
Log (A. 10”) onde P é um namero inteiro
Ora,
Log (A. 10°) =log A + P.log10 = C, M + P = (C + P), 0 que nos permite concluir que

4) Quando se multiplica ou divide um numero por uma poténcia de 10, a mantissa de seu
logaritmo decimal ndo se altera

- Quer dizer que 2; 20; 200 e 2000 tem a mesma mantissa?
- Exato! Se log 2 = 0,30103, entéo:

Log20 =1,30103

Log200 = 2,30103

Log2000 = 3,30103

Mas, suponhamos que quiséssemos calcular log 0,002 a caracteristica é (-3) e a mantissa € a
mesma que a de 2,20 ou 2000 e é positiva; nesse caso escrevemos log 0,002 = 3,30103.

Como a mantissa € positiva e a caracteristica € negativa, a notacdo acima representa uma
convencdo. O logaritmo assim escrito € denominado LOGARITMO PREPARADO (caracteristica negativa e
mantissa positiva).

O logaritmo todo negativo (ex.: colog 20 = -1,30103) possui caracteristica e mantissa negativas.

- E como é que se transforma o logaritmo preparado em logaritmo negativo, e vice-versa?

Veja:

Seja log 0,002 = 3,30103

Mas 3,30103 =-3 + 0,30103 = -2,69897
Entdo -3,30103 =-2,69897

Agora, de negativo para preparado:

Seja o logaritmo negativo: -3,98673
Podemos escrever: -3,98673 = -3 — 0,98673
Somando e subtraindo uma unidade, tem-se:

-3,98673=-3-1+1-0,98673
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ou ainda
-3,98673 =(-3-1) + (1 —0,98673) = -4 + 0,01327
entao:

-3,98673 = 4,01327
- E para que transformar?

- Suponhamos que, no desenvolvimento de um mondémio, vocé encontrasse adicdes,
subtrag6es, multiplicagbes e divisbes com logaritmos preparados.

Neste caso, transforma-se o logaritmo preparado em logaritmo negativo e opera-se com
ndmeros relativos.

Isso! Mas o resultado devera vir sempre com a mantissa positiva.

Por exemplo, calcule:

3
log 5’% sabendo log? = 0,30103
0,3

Logs = 0,47712

(0,002)
Bem, log 3 T 3.log 0,002 —log 0,3
’ 5

= 3x3,30103-1,47712 = 3x(-2,69897)—(0,52288) =
5 5
= _-8,09691 +0,52288 = -7,57403 = -1,514806 = 2,485194
5 5

Agora, repare neste exercicio:
Calcule , E%
\I (2789)°
log 3,45 = 0,53782
Sabendo log 27,89 = 1,44545
log 1,643 = 0,21564

, 0,0345

Seja E = 5
(2789)°

EntdologE = log 0,0345—2log 2789 =
3

= 2,53782 —2x3,44545 =
3

= -1,46218 — 6,89090 =
3

= -8,35308 = -2,78436 = 3,21564
3

43



Matematica — Ensino Médio — Médulo 02 Curso Preparatério Mais Pratico

E, pelo enunciado, sabemos que log 1,643 = 0,21564 e a mantissa € a mesma! Ou seja, 0

ndamero cuja mantissa é 21564, é 1643.

Selog E = 3,21564

Temos E = 0,001643

3’(—02-% = 0,001643

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Calcular log 4391 sabendo-se que log 0,04391 = 2,64256.
- Neste caso, temos que a caracteristica de log 43,91 é 1.

Pelo logaritmo dado, vemos que a todo nimero que possua (somente) os algarismos 4391,

nesta ordem, corresponde a mantissa 64256.

= 5,32527

Entdo podemos concluir que log 43,91 = 1,64256
2) Calcular o log 47285
Sabe-se que log 4,728 = 0,67468
log 4729 = 3,67477
Como a mantissa independe da virgula, temos:
Mantissa de 4728............... 6768
Mantissa de 4729............... 67477
Vamos procurar a mantissa de 4728,5 que devera estar entre 67468 e 67477
Como a diferenca entre 4728 e 4729 é 1
4728 e 47285 é 05
formamos a seguinte regra de trés:
se 0 nimero aumenta 1, a mantissa aumenta 9

se 0 niUmero aumenta 0,5, a mantissa aumentara x

logo, a mantissa serd 67468 +5 = 67473 e log 47285 = 4,67473
Observacéo:

Para se calcular colog 47485 devemos lembrar que colog 47285 = -log 47285 = -4,67573

3) calcular o antilogaritmo de 2,84046 (achar o ndmero cujo log é 2,8404).
Sabendo-se log 6925 = 3,84042

log 6926 = 3,84048
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A mantissa 84046 esta entre 84042 e 84048, temos entao:
A mantissa 84047, corresponde o niimero 6925

A mantissa 84048, corresponde 0 numero 6926

diferenca = 6 diferenga =1
e aregra de trés:

Na mantissa, quando aumenta 6, no nimero aumenta 1.
Na mantissa, quando aumenta 4, no nimero aumenta X.

E x = = 0,66...

4
6

logo, o nimero sera 6925,66 .......... =6925,67
Assim, selog N = 2,84046
N = 0,0692567
Observagéo:
Para se achar o nimero cujo colog é 1 15954, devemos lembrar que:

logN = -colog N

Entdo, logN = (-T,15954) = -(-0,84046) = 0,84046
E se log N = 0,84046,temos N = 6,92567
EXERCICIOS

1) Dada a expressao:

2
1,253 /-6“’5
N = _ V5

(0,04)

Calcular o logaritmo decimal de N, sabendo-se que log 0,5 = 0,69897

2) Dados a = 2,5: b=0,025; e=4,86;
log2=0,30103 e log7=0,84510,

calcular colog x, sendo:

x = a**y
e+2
GABARITO
1) 7,68524
2) 1,52397
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