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Preface 

S h o r t l y b e f o r e b e c o m i n g P r e s i d e n t o f H a r v a r d i n 1 8 6 2 , t h e m a t h -

e m a t i c i a n T h o m a s H i l l m a d e t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t c o n c e r n i n g 

t h e b e s t k n o w n v e c t o r i a l s y s t e m o f h i s d a y : " T h e d i s c o v e r i e s o f 

N e w t o n h a v e d o n e m o r e f o r E n g l a n d a n d f o r t h e r a c e t h a n w h o l e 

d y n a s t i e s o f B r i t i s h m o n a r c h s ; a n d w e d o u b t n o t t h a t i n t h e g r e a t 

m a t h e m a t i c a l b i r t h o f 1 8 5 3 , t h e Q u a t e r n i o n s o f H a m i l t o n , t h e r e i s a s 

m u c h r e a l p r o m i s e o f b e n e f i t t o m a n k i n d a s i n a n y e v e n t o f V i c -

t o r i a ' s r e i g n . " L o r d K e l v i n , w r i t i n g w h e n V i c t o r i a w a s v e r y o l d a n d 

t h e m o d e r n v e c t o r s y s t e m v e r y n e w , t o o k a v e r y d i f f e r e n t v i e w . 

" Q u a t e r n i o n s c a m e f r o m H a m i l t o n a f t e r h i s r e a l l y g o o d w o r k h a d 

b e e n d o n e ; a n d , t h o u g h b e a u t i f u l l y i n g e n i o u s , h a v e b e e n a n u n -

m i x e d e v i l t o t h o s e w h o h a v e t o u c h e d t h e m i n a n y w a y . . . v e c t o r s 

. . . h a v e n e v e r b e e n o f t h e s l i g h t e s t u s e t o a n y c r e a t u r e . " T h o u g h 

K e l v i n ' s b a r b s i n t h i s a t t a c k o f t h e 1 8 9 0 ' s w e r e d i r e c t e d a g a i n s t t h e 

q u a t e r n i o n s y s t e m , h e h a d b e e n w a g i n g w a r a g a i n s t a l l v e c t o r i a l 

m e t h o d s s i n c e t h e 1 8 6 0 ' s . 

I f a s c i e n t i s t o f t h e p r e s e n t d a y w e r e f o r c e d t o t a k e s i d e s i n t h i s 

d i s p u t e o n t h e v a l u e o f v e c t o r i a l m e t h o d s , h e m i g h t v i e w H i l l a s 

o v e r l y e n t h u s i a s t i c , b u t h e w o u l d n o t s i d e w i t h K e l v i n . T h e v i e w o f 

v e c t o r i a l m e t h o d s c h a m p i o n e d b y t h i s g r e a t p h y s i c i s t h a s b e e n r e -

f u t e d b y t h e t h o u s a n d s o f u s e s t h a t h a v e b e e n f o u n d f o r v e c t o r i a l 

m e t h o d s . N e a r l y a l l b r a n c h e s o f c l a s s i c a l p h y s i c s a n d m a n y a r e a s o f 

m o d e r n p h y s i c s a r e n o w p r e s e n t e d i n t h e l a n g u a g e o f v e c t o r s , a n d 

t h e b e n e f i t s d e r i v e d t h e r e b y a r e m a n y . V e c t o r a n a l y s i s h a s l i k e w i s e 

p r o v e d a v a l u a b l e a i d f o r m a n y p r o b l e m s i n e n g i n e e r i n g , a s t r o n -

o m y , a n d g e o m e t r y . 

D e s p i t e t h e i m p o r t a n c e o f v e c t o r a n a l y s i s , i t s h i s t o r y h a s b e e n 

l i t t l e s t u d i e d . N o t a s i n g l e b o o k a n d n o t m o r e t h a n a h a n d f u l o f 

s c h o l a r l y p a p e r s h a v e u p t o n o w b e e n w r i t t e n o n i t s h i s t o r y . C o n s e -

q u e n t l y m a n y h i s t o r i c a l e r r o r s m a y b e f o u n d i n t h e r e l e v a n t l i t e r a -

i i i 
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t u r e . T h e p r e s e n t s t u d y w a s n o t w r i t t e n i n t h e e x p e c t a t i o n t h a t a l l o r 

e v e n m o s t h i s t o r i c a l q u e s t i o n s a b o u t v e c t o r a n a l y s i s w o u l d b e a n -

s w e r e d ; r a t h e r i t w a s w r i t t e n i n t h e h o p e o f p r e s e n t i n g a n e s s e n -

t i a l l y c o r r e c t o u t l i n e o f t h e h i s t o r y o f t h i s i m p o r t a n t a r e a . I n u n d e r -

t a k i n g t h i s s t u d y I h a v e f r e q u e n t l y b e e n h i n d e r e d b y t h e s c a r c i t y o f 

s c h o l a r l y s t u d i e s o f t h e h i s t o r y o f s u c h r e l a t e d a r e a s a s c o m p l e x 

n u m b e r s , l i n e a r a l g e b r a , t e n s o r s , t h e o r e t i c a l e l e c t r i c i t y , a n d n i n e -

t e e n t h - c e n t u r y m e c h a n i c s . T h i s i s o f c o u r s e t h e c o m m o n p l i g h t o f 

h i s t o r i a n s o f s c i e n c e , a n d I h a v e b e e n c o n s o l e d b y t h e h o p e t h a t t h e 

p r e s e n t s t u d y m a y s h e d l i g h t o n t h e h i s t o r y o f o t h e r a r e a s o f s c i -

e n c e , s u c h a s t h o s e m e n t i o n e d a b o v e . 

I n t h i s s t u d y I h a v e c o n c e n t r a t e d o n t h e m o r e f u n d a m e n t a l as -

p e c t s o f v e c t o r i a l a n a l y s i s ; t h e h i s t o r y o f t h e f o l l o w i n g t o p i c s i s 

t r e a t e d i n d e t a i l : v e c t o r a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n , t h e f o r m s o f v e c -

t o r m u l t i p l i c a t i o n , v e c t o r d i v i s i o n ( i n t h o s e s y s t e m s w h e r e i t o c -

c u r s ) , a n d t h e s p e c i f i c a t i o n o f v e c t o r t y p e s . L e s s a t t e n t i o n h a s b e e n 

g i v e n t o t h e h i s t o r y o f v e c t o r d i f f e r e n t i a t i o n a n d i n t e g r a t i o n , a n d t h e 

o p e r a t o r V a n d t h e a s s o c i a t e d t r a n s f o r m a t i o n t h e o r e m s , s i n c e t h e s e 

w e r e f o r t h e m o s t p a r t d e v e l o p e d o r i g i n a l l y i n a C a r t e s i a n f r a m e -

w o r k . N o d e t a i l e d p r e s e n t a t i o n o f t h e c o m p l i c a t e d h i s t o r y o f t h e 

l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n h a s b e e n a t t e m p t e d . 

T h o u g h t h e a b o v e s t a t e m e n t i n d i c a t e s t h e m a t e r i a l s i n c l u d e d , i t 

d o e s n o t s u f f i c i e n t l y s p e c i f y t h e a p p r o a c h t a k e n i n t h i s s t u d y . F o r a 

n u m b e r o f r e a s o n s I h a v e c h o s e n t o f o c u s (as t h e s u b t i t l e i n d i c a t e s ) 

o n t h e h i s t o r y o f t h e i d e a o f a v e c t o r i a l s y s t e m . I t s h o u l d n o t b e f o r -

g o t t e n t h a t t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s i s b u t o n e o f t h e 

m a n y v e c t o r i a l s y s t e m s c r e a t e d i n t h e c o u r s e o f h i s t o r y . E a c h o f 

t h e s e s y s t e m s e m b o d i e d a n i d e a o r c o n c e p t i o n o f t h e f o r m t h a t a 

v e c t o r i a l s y s t e m c a n h a v e a n d s h o u l d h a v e . A n d i t i s t h e h i s t o r y o f 

t h e s e i d e a s t h a t I h a v e t r i e d t o d e s c r i b e . T o d o t h i s I h a v e d i s c u s s e d 

e a c h o f t h e m a j o r v e c t o r i a l s y s t e m s c r e a t e d b e f o r e 1 9 0 0 a n d a t -

t e m p t e d t o d e t e r m i n e w h a t i d e a s ( m a t h e m a t i c a l a n d m o t i v a t i o n a l ) 

l e d t o t h e c r e a t i o n , d e v e l o p m e n t , a n d a c c e p t a n c e o r r e j e c t i o n o f 

t h e s e s y s t e m s . 

T h e h i s t o r y o f v e c t o r i a l a n a l y s i s m a y i n o n e s e n s e b e v i e w e d a s 

t h e h i s t o r y o f s y s t e m s o f a b b r e v i a t i o n , s i n c e a n y p r o b l e m t h a t c a n 

b e s o l v e d b y v e c t o r i a l m e t h o d s c a n a l s o b e s o l v e d ( t h o u g h u s u a l l y 

l e s s c o n v e n i e n t l y ) b y t h e o l d e r C a r t e s i a n m e t h o d s . T h e h i s t o r y o f 

v e c t o r i a l a n a l y s i s m a y e q u a l l y w e l l b e v i e w e d a s t h e h i s t o r y o f a 

w a y o f l o o k i n g a t p h y s i c a l a n d g e o m e t r i c a l e n t i t i e s . C o n s i d e r a t i o n 

o f t h e s e t w o a s p e c t s o f t h e h i s t o r y w i l l h e l p e x p l a i n w h y I h a v e 

c h o s e n t o f o c u s o n t h e e v o l u t i o n o f t h e i d e a o f a v e c t o r i a l s y s t e m , 

r a t h e r t h a n o n t h e h i s t o r y o f t h e m a j o r t h e o r e m s i n v e c t o r i a l a n a l y -

i v 
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s i s , m a n y o f w h i c h w e r e i n a n y c a s e d i s c o v e r e d b e f o r e a n d o u t s i d e 

o f t h e v e c t o r i a l t r a d i t i o n s . 

Concerning the references. T h e r e a d e r w i l l f i n d t h a t a s i m p l e a n d 

n o t u n c o m m o n s y s t e m o f r e f e r e n c e h a s b e e n e m p l o y e d i n t h e t e x t . 

T h e n o t e s f o r e a c h c h a p t e r a r e l o c a t e d a t t h e e n d o f t h a t c h a p t e r ; 

w i t h i n e a c h c h a p t e r o r d i n a r y n o t e n u m b e r s w i l l b e f o u n d a s w e l l a s 

r e f e r e n c e s t o t h e s e n o t e s o f t h e f o r m (3 ,11 ,1 ; 2 7 ) . T h e l a t t e r a r e r e a d 

a s f o l l o w s : t h e f i r s t n u m b e r a l w a y s r e f e r s t o a n o t e a t t h e e n d o f t h e 

c h a p t e r ; t h e n u m b e r s t o t h e r i g h t o f t h e s e m i c o l o n a l w a y s r e f e r t o 

t h e p a g e n u m b e r s i n t h e p u b l i c a t i o n i n d i c a t e d i n t h a t n o t e . I n s o m e 

c a s e s (as a b o v e ) o n e o r t w o o t h e r n u m b e r s a r e i n c l u d e d t o t h e l e f t 

o f t h e s e m i c o l o n ; t h e s e n u m b e r s ( w h e n t h e y o c c u r ) r e f e r t o t h e v o l -

u m e n u m b e r a n d p a r t n u m b e r o f t h e p u b l i c a t i o n i n d i c a t e d . T h u s 

t h e r e f e r e n c e a b o v e i s r e a d : s e e v o l u m e I I , p a r t I , o f i t e m 3 i n t h e 

n o t e s ; c o n s u l t p a g e 2 7 . T h r o u g h t h i s m e t h o d i t h a s b e e n p o s s i b l e t o 

p r o v i d e t h e r e a d e r w i t h m a n y r e f e r e n c e s t h a t o t h e r w i s e c o u l d b e 

i n c l u d e d o n l y t h r o u g h a s u b s t a n t i a l i n c r e a s e i n t h e s i z e o f t h e b o o k . 

Concerning quotations and translations. S i n c e m a n y o f t h e 

s o u r c e s f o r t h i s s t u d y w e r e b o o k s a n d j o u r n a l s o f l i m i t e d c i r c u l a -

t i o n I h a v e u s e d q u o t a t i o n s r a t h e r l i b e r a l l y . A l l q u o t a t i o n s f r o m d o c -

u m e n t s w r i t t e n i n f o r e i g n l a n g u a g e s ( F r e n c h , G e r m a n , I t a l i a n , R u s -

s i a n , a n d D a n i s h ) h a v e b e e n t r a n s l a t e d i n t o E n g l i s h . I n t h e f e w 

c a s e s w h e r e p r e v i o u s l y p u b l i s h e d t r a n s l a t i o n s w e r e a v a i l a b l e , I 

h a v e u s e d t h e s e a f t e r c h e c k i n g t h e m a g a i n s t t h e o r i g i n a l a n d n o t i n g 

d e v i a t i o n s . T h e s o l e e x c e p t i o n t o t h i s s t a t e m e n t o c c u r s i n t h e c a s e 

o f W e s s e l ' s D a n i s h ; h e r e I h a v e c h e c k e d N o r d g a a r d ' s E n g l i s h t r a n s -

l a t i o n a g a i n s t t h e F r e n c h t r a n s l a t i o n o f Z e u t h e n . T h e r e m a i n i n g 

t r a n s l a t i o n s ( t h e m a j o r i t y ) a r e m y o w n . 

Concerning bibliography. N o f o r m a l b i b l i o g r a p h i c a l s e c t i o n h a s 

b e e n i n c l u d e d i n t h i s b o o k . T h e r e a d e r w i l l f i n d h o w e v e r t h a t t h e 

s e c t i o n s o f n o t e s a t t h e e n d o f e a c h c h a p t e r w i l l s e r v e r a t h e r w e l l a s 

a b i b l i o g r a p h y f o r t h a t c h a p t e r . M o r e o v e r t h e n e e d f o r a b i b l i o g -

r a p h y i s g r e a t l y d i m i n i s h e d b y t h e e x i s t e n c e o f a b o o k t h a t l i s t s 

n e a r l y a l l r e l e v a n t p r i m a r y d o c u m e n t s p u b l i s h e d t o a b o u t 1 9 1 2 ; t h i s 

is A l e x a n d e r M a c f a r l a n e ' s Bibliography of Quaternions and Allied 

Systems o f Mathematics ( D u b l i n , 1 9 0 4 ) . S u p p l e m e n t s t o t h i s u n -

c o m m o n l y a c c u r a t e b i b l i o g r a p h y w e r e p u b l i s h e d u p t o 1 9 1 3 i n t h e 

Bulletin of the International Society for Promoting the Study of 

Quaternions and Allied Systems of Mathematics. 

T h e a u t h o r w i s h e s t o e x p r e s s h i s g r a t i t u d e t o t h o s e w h o h a v e 

a i d e d h i m i n p r e p a r i n g t h i s s t u d y . P u b l i s h e d a n d u n p u b l i s h e d m a -

t e r i a l s h a v e b e e n o b t a i n e d f r o m l i b r a r i e s t o o n u m e r o u s t o m e n t i o n , 

a n d t h i s t h r o u g h t h e k i n d n e s s o f t h e l i b r a r i a n s o f t h e u n i v e r s i t i e s o f 

v 
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N o t r e D a m e , W i s c o n s i n , C a m b r i d g e , a n d Y a l e . A s s i s t a n c e a t i m p o r -

t a n t p o i n t s h a s c o m e f r o m P r o f e s s o r S t e p h e n J . R o g e r s o f N o t r e 

D a m e U n i v e r s i t y a n d f r o m P r o f e s s o r D e r e k J . P r i c e o f Y a l e U n i v e r -

s i t y . S i n c e r e t h a n k s a r e e x t e n d e d t o P r o f e s s o r s C . H . B l a n c h a r d a n d 

W i l l i a m D . S t a h l m a n o f t h e U n i v e r s i t y o f W i s c o n s i n a n d t o P r o f e s -

s o r J a m e s W . B o n d o f P e n n s y l v a n i a S t a t e U n i v e r s i t y . T h e s e t h r e e 

s c h o l a r s ( a p h y s i c i s t , a n h i s t o r i a n o f s c i e n c e , a n d a m a t h e m a t i c i a n ) 

g a v e g e n e r o u s l y o f t h e i r t i m e ( i n r e a d i n g t h e e n t i r e m a n u s c r i p t ) a n d 

o f t h e i r w i s d o m ( i n s a v i n g t h e m a n u s c r i p t f r o m a n u m b e r o f e r r o r s ) . 

T o P r o f e s s o r E r w i n N . H i e b e r t , o f t h e U n i v e r s i t y o f W i s c o n s i n , m y 

m o s t s i n c e r e t h a n k s f o r h i s n u m e r o u s , d e t a i l e d , a n d p e r c e p t i v e 

c o m m e n t s o n t h e e n t i r e m a n u s c r i p t . P o r t i o n s o f t h e r e s e a r c h f o r t h i s 
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Preface to the Dover Edition 

I t i s v e r y g r a t i f y i n g t h a t i n t e r e s t i n t h e m a t e r i a l s p r e s e n t e d i n t h i s v o l u m e 

i s s u f f i c i e n t t o j u s t i f y a s e c o n d e d i t i o n . T h i s has p e r m i t t e d t h e c o r r e c t i o n o f 

a n u m b e r o f s m a l l e r r o r s a n d , m o r e i m p o r t a n t l y , p r o v i d e s a n o p p o r t u n i t y t o 

b r i n g t o r e a d e r s ' a t t e n t i o n s o m e o f t h e r e l e v a n t s t u d i e s o f s p e c i f i c a reas 

w h i c h h a v e a p p e a r e d s i n c e t h e b o o k ' s f i r s t p u b l i c a t i o n i n 1967 . 

R e c e n t r e s e a r c h e s h a v e s h e d l i g h t p a r t i c u l a r l y o n t h e h i s t o r y o f a l g e b r a 

d u r i n g t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y . T h e m o s t b r o a d l y c o n c e i v e d o f s u c h w o r k s 

is L u b o s N o v y ' s Origins o f Modern Algebra.l B r i t i s h d e v e l o p m e n t s in 

a l g e b r a h a v e r e c e i v e d m o s t a t t e n t i o n , i m p o r t a n t s t u d i e s h a v i n g b e e n p u b -

l i s h e d b y H a r v e y W . B e c h e r , J . M . D u b b e y , P h i l i p C . E n r o s , E l a i n e 

K o p p e l m a n , L u i s M . L a i t a , a n d J o a n L . R i c h a r d s . 2 I n t e r e s t i n S i r W i l l i a m 

R o w a n H a m i l t o n ' s a c h i e v e m e n t s i n a l g e b r a h a s b e e n e s p e c i a l l y i n t e n s e . 

R e s e a r c h i n t h i s a r e a has b e e n a i d e d b y t h e a p p e a r a n c e i n 1 9 6 7 u n d e r t h e 

e d i t o r s h i p o f H . H a l b e r s t a m a n d R . E . I n g r a m o f t h e t h i r d v o l u m e o f 

H a m i l t o n ' s Mathematical Papers, t h a t v o l u m e b e i n g d e v o t e d t o h i s p u b l i c a -

t i o n s i n a l g e b r a . 3 T h o m a s L . H a n k i n s has e n r i c h e d H a m i l t o n i a n s c h o l -

a r s h i p b y v a r i o u s p u b l i c a t i o n s , m o s t n o t a b l y h i s e n g a g i n g b i o g r a p h y o f t h e 

g r e a t I r i s h m a t h e m a t i c i a n a n d s c i e n t i s t . 4 T h e s c h o l a r m o s t a c t i v e l y e n g a g e d 

i n a s s e s s i n g H a m i l t o n ' s p l a c e i n t h e h i s t o r y o f B r i t i s h a l g e b r a i s H e l e n a M . 

P y c i o r , w h o s e d o c t o r a l d i s s e r t a t i o n i n t h i s a r e a has b e e n f o l l o w e d b y a 

n u m b e r o f s t u d i e s o f t h e a l g e b r a i c i d e a s o f H a m i l t o n a n d h i s B r i t i s h 

c o n t e m p o r a r i e s . 5 J e r o l d M a t h e w s h a s p u b l i s h e d a p a p e r o n H a m i l t o n ' s 

a l g e b r a i c / a n a l y t i c r e s e a r c h e s d u r i n g t h e 1 8 3 0 ' s , 6 w h i l e B . L . v a n d e r 

W a e r d e n h a s p r o v i d e d a n e w a n a l y s i s o f H a m i l t o n ' s 1 8 4 3 d i s c o v e r y o f 

q u a t e r n i o n s . 7 D a v i d B l o o r h a s b r o a d l y c o n s i d e r e d H a m i l t o n ' s a l g e b r a i c 

a p p r o a c h i n r e l a t i o n t o t h e s o c i a l , p o l i t i c a l , a n d p h i l o s o p h i c a l c o n t e x t o f h i s 

t i m e s , 8 w h e r e a s T . L . H a n k i n s a n d J o h n H e n d r y h a v e f o c u s e d s t u d i e s o n 

t h e g e n e s i s a n d i m p o r t a n c e o f H a m i l t o n ' s c o n c e p t i o n o f a l g e b r a a s t h e 

" S c i e n c e o f P u r e T i m e . " 9 A r n o l d R . N a i m a n i n h i s d o c t o r a l d i s s e r t a t i o n 

s u r v e y e d t h e r o l e o f q u a t e r n i o n s i n t h e o v e r a l l d e v e l o p m e n t o f m a t h e -

m a t i c s . 1 0 
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P r e f a c e t o t h e D o v e r E d i t i o n 

T h e f a s c i n a t i o n I f e l t f o r H a m i l t o n w h i l e r e s e a r c h i n g t h i s b o o k w a s 

r i v a l e d , i f n o t s u r p a s s e d , a s I l e a r n e d m o r e o f h i s r e m a r k a b l e c o n t e m p o r a r y 

H e r m a n n G r a s s m a n n . M a n y issues I e n c o u n t e r e d i n s t u d y i n g h i s m a t h e -

m a t i c a l c r e a t i o n s h a v e b e e n t r e a t e d i n d e p t h b y A l b e r t C . L e w i s w h o s e 

d o c t o r a l d i s s e r t a t i o n i s a c a r e f u l a n a l y s i s o f G r a s s m a n n ' s Ausdehnungslehre 

o f 1844 a n d i t s s o u r c e s . D r . L e w i s has n o w p u b l i s h e d s o m e o f h i s r e s u l t s i n 

p a p e r s o n t h e i n f l u e n c e o f G r a s s m a n n ' s f a t h e r a n d o f S c h l e i e r m a c h e r o n h i s 

m a t h e m a t i c a l s y s t e m . 1 1 M o r e o v e r , J e a n D i e u d o n n e a n d D e s m o n d F e a r n -

l e y - S a n d e r h a v e e a c h p u b l i s h e d essays o n G r a s s m a n n ' s p l a c e i n t h e h i s t o r y 

o f l i n e a r a l g e b r a . 1 2 

R e c e n t r e s e a r c h e s h a v e a lso d e v e l o p e d n e w p e r s p e c t i v e s o n f i g u r e s less 

c e n t r a l t h a n H a m i l t o n a n d G r a s s m a n n i n t h i s h i s t o r y . H e l e n a M . P y c i o r has 

p r e s e n t e d a f r e s h a n a l y s i s o f B e n j a m i n P e i r c e ' s p i o n e e r i n g Linear Asso-

ciative Algebra,13 a n d H u b e r t K e n n e d y has i n v e s t i g a t e d J a m e s M i l l s 

Pe i r ce ' s p l a c e i n t h e " c u l t o f q u a t e r n i o n s " t h a t a rose i n l a t e n i n e t e e t h -

c e n t u r y A m e r i c a . 1 4 G . C . S m i t h i n a r e c e n t p a p e r has u r g e d t h a t M a t t h e w 

O ' B r i e n d e s e r v e s s i g n i f i c a n t l y m o r e c r e d i t a s a p i o n e e r o f t h e m o d e r n 

v e c t o r i a l s y s t e m t h a n has t r a d i t i o n a l l y b e e n a c c o r d e d h i m , 1 5 a n d t h e l a t e 

B . R . G o s s i c k has p r o v i d e d n e w i n s i g h t s o n t h e c o n t r a s t i n g v i e w s o f 

v e c t o r i a l m e t h o d s e s p o u s e d b y O l i v e r H e a v i s i d e a n d L o r d K e l v i n . 1 6 T h e 

f i r s t s y s t e m a t i c s t u d y o f t h e h i s t o r y o f S t o k e s ' T h e o r e m a n d o f t h e a s s o c i a t e d 

t h e o r e m s n a m e d a f t e r G a u s s a n d G r e e n i s d u e t o V i c t o r J . K a t z . 1 7 T h e 

i n v o l v e m e n t o f R u s s i a n m a t h e m a t i c i a n s w i t h v e c t o r i a l m e t h o d s has b e e n 

t r e a t e d b y W . D o b r o v o l s k i j , 1 8 a n d s t u d i e s o f t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s i n 

g e n e r a l h a v e b e e n u n d e r t a k e n b y A d a l b e r t A p o l i n a n d J a m e s W . J o i n e r , 

b o t h o f w h o m s e e m t o h a v e w r i t t e n w i t h o u t k n o w l e d g e o f m y b o o k . 1 9 

F o r t h e sake o f c o m p l e t e n e s s , m e n t i o n s h o u l d b e m a d e o f t h r e e p u b l i c a -

t i o n s w h i c h a p p e a r e d b e f o r e m y b o o k , b u t w h i c h e s c a p e d m y b i b l i o g r a p h i c 

searches . T w o o f t h e s e , b o t h f r o m t h e 1930 s , t r e a t t h e h i s t o r y o f c o m p l e x 

n u m b e r s ; t h e e a r l i e r w a s w r i t t e n b y J . B u d o n w h e r e a s t h e s e c o n d i s E r n e s t 

N a g e l ' s " I m p o s s i b l e N u m b e r s . " 2 0 T h e l a t t e r o m i s s i o n i s e s p e c i a l l y r e g r e t t a -

b l e b e c a u s e t h a t essay p r o v i d e s a h i s t o r i o g r a p h i c p e r s p e c t i v e w h i c h w o u l d 

h a v e e n r i c h e d m y p r e s e n t a t i o n . T h i s i s e v e n m o r e t r u e o f t h e t h i r d essay, 

t h a t p u b l i s h e d i n 1 9 6 3 - 6 4 b y t h e l a t e I m r e L a k a t o s . 2 1 A l t h o u g h c o n t a i n i n g 

e s s e n t i a l l y n o t h i n g r e l e v a n t t o t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s , L a k a t o s ' n o w 

f a m o u s essay i s r i c h i n p h i l o s o p h i c a n d h i s t o r i o g r a p h i c i n s i g h t s w h i c h , w e r e 

I t o r e w r i t e t h i s b o o k , w o u l d c e r t a i n l y b e i n c l u d e d . S o m e h i n t s a s t o t h e 

d i r e c t i o n I w o u l d t a k e a r e p r o v i d e d i n a h i s t o r i o g r a p h i c essay I p u b l i s h e d i n 

1975 . 2 2 

P e r s o n s w h o m a y a c q u i r e f r o m t h i s b o o k a n i n t e r e s t i n f u r t h e r r e a d i n g s i n 

t h e h i s t o r y o f m a t h e m a t i c s m a y w i s h t o c o n s u l t t h e e x c e l l e n t g e n e r a l 
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C H A P T E R O N E 

The Earliest Traditions 

I. Introduction 

T h e e a r l y h i s t o r y o f v e c t o r i a l a n a l y s i s i s m o s t a p p r o p r i a t e l y 

v i e w e d w i t h i n t h e c o n t e x t o f t w o b r o a d t r a d i t i o n s i n t h e h i s t o r y o f 

s c i e n c e . O n e o f t h e s e t r a d i t i o n s r e l a t e s t o m a t h e m a t i c s , t h e o t h e r t o 

p h y s i c a l s c i e n c e . 

T h e f i r s t t r a d i t i o n , t h a t w i t h i n t h e h i s t o r y o f m a t h e m a t i c s , e x t e n d s 

f r o m t h e t i m e o f t h e E g y p t i a n s a n d B a b y l o n i a n s t o t h e p r e s e n t a n d 

c o n s i s t s i n t h e p r o g r e s s i v e b r o a d e n i n g o f t h e c o n c e p t o f n u m b e r . 

T h r o u g h o u t t i m e t h e c o n c e p t o f n u m b e r h a s b e e n e x p a n d e d s o a s 

t o i n c l u d e n o t o n l y p o s i t i v e i n t e g e r s , b u t n e g a t i v e n u m b e r s , f r a c -

t i o n s , a n d a l g e b r a i c a n d t r a n s c e n d e n t a l i r r a t i o n a l s . E v e n t u a l l y c o m -

p l e x a n d h i g h e r c o m p l e x n u m b e r s ( i n c l u d i n g v e c t o r s ) w e r e i n t r o -

d u c e d . T h e a c t i v i t i e s o f s o m e o f t h e f i g u r e s i n t h e h i s t o r y o f v e c t o r 

a n a l y s i s m a y b e v i e w e d a s b e l o n g i n g t o t h i s t r a d i t i o n . 

T h e s e c o n d t r a d i t i o n , t h a t w i t h i n t h e h i s t o r y o f p h y s i c a l s c i e n c e , 

a l s o e x t e n d s b a c k t o a n c i e n t t i m e s a n d c o n s i s t s i n t h e s e a r c h f o r 

m a t h e m a t i c a l e n t i t i e s a n d o p e r a t i o n s t h a t r e p r e s e n t a s p e c t s o f 

p h y s i c a l r e a l i t y . T h i s t r a d i t i o n p l a y e d a p a r t i n t h e c r e a t i o n o f G r e e k 

g e o m e t r y , a n d t h e n a t u r a l p h i l o s o p h e r s o f t h e s e v e n t e e n t h c e n t u r y 

i n h e r i t e d f r o m t h e G r e e k s t h e g e o m e t r i c a l a p p r o a c h t o p h y s i c a l 

p r o b l e m s . H o w e v e r i n t h e c o u r s e o f t h e s e v e n t e e n t h c e n t u r y t h e 

p h y s i c a l e n t i t i e s t o b e r e p r e s e n t e d p a s s e d t h r o u g h a t r a n s f o r m a t i o n . 

T h i s t r a n s f o r m a t i o n c o n s i s t e d i n t h e s h i f t i n e m p h a s i s f r o m s u c h 

s c a l a r q u a n t i t i e s a s p o s i t i o n a n d w e i g h t t o s u c h v e c t o r i a l q u a n t i t i e s 

a s v e l o c i t y , f o r c e , m o m e n t u m , a n d a c c e l e r a t i o n . T h e t r a n s i t i o n w a s 

n e i t h e r a b r u p t n o r w a s i t c o n f i n e d t o t h e s e v e n t e e n t h c e n t u r y . L a t e r 

d e v e l o p m e n t s i n e l e c t r i c i t y , m a g n e t i s m , a n d o p t i c s a c t e d f u r t h e r 

t o t r a n s f o r m t h e s p a c e o f m a t h e m a t i c a l p h y s i c s i n t o a s p a c e f i l l e d 

w i t h v e c t o r s . 

T h e s e t w o b r o a d t r a d i t i o n s c o n v e r g e d a t a n u m b e r o f p e r i o d s i n 

h i s t o r y ; o n e s u c h p e r i o d w a s i n t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y , a n d t h i s 
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c o n v e r g e n c e i s m a r k e d b y t h e c r e a t i o n a n d d e v e l o p m e n t o f v e c -

t o r i a l m e t h o d s . T h e f i r s t m a j o r t h r e e - d i m e n s i o n a l v e c t o r i a l s y s t e m s 

w e r e c r e a t e d i n t h e 1 8 4 0 , s . B e f o r e t h i s t i m e , h o w e v e r , t h r e e i m -

p o r t a n t i d e a s w e r e p u t f o r t h w h i c h l e d t o t h e m a j o r v e c t o r i a l s y s -

t e m s . T h e s e t h r e e i d e a s a r e t h e s u b j e c t o f t h e p r e s e n t c h a p t e r ; t h e y 

a r e t h e c o n c e p t o f a p a r a l l e l o g r a m o f f o r c e s , L e i b n i z ' c o n c e p t o f a 

g e o m e t r y o f s i t u a t i o n , a n d t h e c o n c e p t o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n -

t a t i o n o f i m a g i n a r y n u m b e r s . 

I I . The Concept of the Parallelogram of Velocities 

and Forces 

O n e o f t h e m o s t f u n d a m e n t a l m a t h e m a t i c a l i d e a s i n v e c t o r a n a l y -

s i s i s t h e i d e a o f t h e a d d i t i o n o f v e c t o r s . T h e s u m o f t w o v e c t o r s 

w h i c h h a v e a c o m m o n p o i n t o f o r i g i n i s d e f i n e d a s t h e v e c t o r o r i g i -

n a t i n g a t t h e s a m e p o i n t a n d e x t e n d i n g t o t h e o p p o s i t e c o r n e r o f t h e 

p a r a l l e l o g r a m d e f i n e d b y t h e t w o o r i g i n a l v e c t o r s . C e r t a i n p h y s i c a l 

e n t i t i e s , s u c h a s v e l o c i t i e s a n d f o r c e s , m a y b e c o m p o u n d e d i n a 

s i m i l a r w a y , a n d f r o m t h i s c o r r e s p o n d e n c e s t e m s m u c h o f t h e u s e -

f u l n e s s o f v e c t o r a n a l y s i s . 

T h e i d e a o f a p a r a l l e l o g r a m o f v e l o c i t i e s m a y b e f o u n d i n v a r i o u s 

a n c i e n t G r e e k a u t h o r s , 8 * a n d t h e c o n c e p t o f a p a r a l l e l o g r a m o f 

f o r c e s w a s n o t u n c o m m o n i n t h e s i x t e e n t h a n d s e v e n t e e n t h c e n -

t u r i e s . 9 B y t h e e a r l y n i n e t e e n t h c e n t u r y p a r a l l e l o g r a m s o f p h y s i c a l 

e n t i t i e s f r e q u e n t l y a p p e a r e d i n t r e a t i s e s , a n d t h i s u s a g e indirectly 

l e d t o v e c t o r a n a l y s i s , f o r t h i s i d e a p r o v i d e d a s t r i k i n g e x a m p l e o f 

h o w v e c t o r i a l e n t i t i e s c o u l d b e u s e d f o r p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s . I t 

s h o u l d n o t b e i n f e r r e d , h o w e v e r , t h a t a l l o f t h o s e w h o u s e d t h e c o n -

c e p t o f a p a r a l l e l o g r a m o f p h y s i c a l e n t i t i e s w e r e a w a r e o f t h e i d e a o f 

a v e c t o r o r o f v e c t o r a d d i t i o n . T h e e s s e n t i a l i d e a i n t h e p a r a l l e l o -

g r a m o f p h y s i c a l e n t i t i e s i s t h e c o n s t r u c t i o n o f a d i a g r a m i n t e r m s o f 

w h i c h t h e o p e r a t i o n s i n v o l v e d i n d e t e r m i n i n g t h e r e s u l t a n t b e c o m e 

e v i d e n t . T h e i d e a o f adding t h e l i n e s n e e d n o t b e i n t r o d u c e d o r w a s 

i t ( t o m y k n o w l e d g e ) e v e r i n t r o d u c e d b e f o r e t h e c r e a t i o n o f v e c t o r s . 

T h u s t h i s i d e a a l o n e c o u l d n o t a n d a l m o s t c e r t a i n l y d i d n o t directly 

s t i m u l a t e a n y o n e t o t h e c r e a t i o n o f a v e c t o r i a l s y s t e m . I t s i n f l u e n c e 

w a s indirect b u t i m p o r t a n t , f o r i t w a s t h e f i r s t a n d m o s t o b v i o u s c a s e 

i n w h i c h v e c t o r i a l m e t h o d s c o u l d b e b r o u g h t t o t h e a i d o f p h y s i c a l 

s c i e n c e . 

° T h e s y s t e m u s e d f o r n u m b e r i n g n o t e s i s d e s c r i b e d i n t h e p r e f a c e . 
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I I I . Leibniz' Concept of a Geometry of Situation 

G o t t f r i e d W i l h e l m L e i b n i z ( 1 6 4 6 - 1 7 1 6 ) m a d e m a n y c o n t r i b u t i o n s 

t o m a t h e m a t i c s ; a m o n g t h e l e s s w e l l k n o w n i s h i s c o n c e p t o f a 

g e o m e t r y o f s i t u a t i o n . I n t h i s r e g a r d L e i b n i z d i s c u s s e d t h e p o s s i -

b i l i t y o f c r e a t i n g a s y s t e m w h i c h w o u l d s e r v e a s a d i r e c t m e t h o d o f 

s p a c e a n a l y s i s . A l t h o u g h t h e d e t a i l s o f t h i s i d e a w e r e n e v e r f u l l y 

w o r k e d o u t b y L e i b n i z , h e a d v a n c e d f a r e n o u g h t o b e r a n k e d a s a 

c o n c e p t u a l f o r e r u n n e r o f t h e f i r s t v e c t o r i a l a n a l y s t s . M o r e o v e r h i s 

e s s a y , w h i c h w a s f i r s t p u b l i s h e d i n 1 8 3 3 , p l a y e d a p a r t i n t h e l a t e r 

h i s t o r y o f v e c t o r i a l a n a l y s i s . 

L e i b n i z ' m a i n i d e a s w e r e c o n t a i n e d i n a l e t t e r d a t e d S e p t e m b e r 

8 , 1 6 7 9 , a n d w r i t t e n t o C h r i s t i a n H u y g e n s . 1 I n t h i s l e t t e r L e i b n i z 

w r o t e : 

I a m s t i l l n o t s a t i s f i e d w i t h a l g e b r a , b e c a u s e i t d o e s n o t g i v e t h e s h o r t e s t 

m e t h o d s o r t h e m o s t b e a u t i f u l c o n s t r u c t i o n s i n g e o m e t r y . T h i s i s w h y I 

b e l i e v e t h a t , s o f a r a s g e o m e t r y i s c o n c e r n e d , w e n e e d s t i l l a n o t h e r 

a n a l y s i s w h i c h i s d i s t i n c t l y g e o m e t r i c a l o r l i n e a r a n d w h i c h w i l l e x p r e s s 

situation [situs] d i r e c t l y as a l g e b r a e x p r e s s e s magnitude d i r e c t l y . A n d I 

b e l i e v e t h a t I h a v e f o u n d t h e w a y a n d t h a t w e c a n r e p r e s e n t f i g u r e s a n d 

e v e n m a c h i n e s a n d m o v e m e n t s b y c h a r a c t e r s , a s a l g e b r a r e p r e s e n t s 

n u m b e r s o r m a g n i t u d e s . I a m s e n d i n g y o u a n e s s a y w h i c h s e e m s t o m e 

t o b e i m p o r t a n t . ( 1 ; 3 8 2 ) 

I n h i s e s s a y , w h i c h w a s c o n t a i n e d i n t h e l e t t e r , L e i b n i z d e s c r i b e d 

h i s s y s t e m f u r t h e r : 

I h a v e d i s c o v e r e d c e r t a i n e l e m e n t s o f a n e w c h a r a c t e r i s t i c w h i c h i s 

e n t i r e l y d i f f e r e n t f r o m a l g e b r a a n d w h i c h w i l l h a v e g r e a t a d v a n t a g e s i n 

r e p r e s e n t i n g t o t h e m i n d , e x a c t l y a n d i n a w a y f a i t h f u l t o i t s n a t u r e , e v e n 

w i t h o u t f i g u r e s , e v e r y t h i n g w h i c h d e p e n d s o n s e n s e p e r c e p t i o n . A l g e b r a 

i s t h e c h a r a c t e r i s t i c f o r u n d e t e r m i n e d n u m b e r s o r m a g n i t u d e s o n l y , b u t 

i t d o e s n o t e x p r e s s s i t u a t i o n , a n g l e s , a n d m o t i o n d i r e c t l y . H e n c e i t i s 

o f t e n d i f f i c u l t t o a n a l y z e t h e p r o p e r t i e s o f a f i g u r e b y c a l c u l a t i o n , a n d s t i l l 

m o r e d i f f i c u l t t o f i n d v e r y c o n v e n i e n t g e o m e t r i c a l d e m o n s t r a t i o n s a n d 

c o n s t r u c t i o n s , e v e n w h e n t h e a l g e b r a i c c a l c u l a t i o n i s c o m p l e t e d . B u t 

t h i s n e w c h a r a c t e r i s t i c , w h i c h f o l l o w s t h e v i s u a l f i g u r e s , c a n n o t f a i l t o 

g i v e t h e s o l u t i o n , t h e c o n s t r u c t i o n , a n d t h e g e o m e t r i c d e m o n s t r a t i o n a l l 

a t t h e s a m e t i m e , a n d i n a n a t u r a l w a y a n d i n o n e a n a l y s i s , t h a t i s , 

t h r o u g h d e t e r m i n e d p r o c e d u r e . 

B u t i t s c h i e f v a l u e l i e s i n t h e r e a s o n i n g w h i c h c a n b e d o n e a n d t h e c o n -

c l u s i o n s w h i c h c a n b e d r a w n b y o p e r a t i o n s w i t h i t s c h a r a c t e r s , w h i c h 

c o u l d n o t b e e x p r e s s e d i n f i g u r e s , a n d s t i l l l e ss i n m o d e l s , w i t h o u t 

m u l t i p l y i n g t h e s e t o o g r e a t l y o r w i t h o u t c o n f u s i n g t h e m w i t h t o o m a n y 

p o i n t s a n d l i n e s i n t h e c o u r s e o f t h e m a n y f u t i l e a t t e m p t s o n e i s f o r c e d 

t o m a k e . T h i s m e t h o d , b y c o n t r a s t , w i l l g u i d e u s s u r e l y a n d w i t h o u t 
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e f f o r t . I b e l i e v e t h a t b y t h i s m e t h o d o n e c o u l d t r e a t m e c h a n i c s a l m o s t 

l i k e g e o m e t r y , a n d o n e c o u l d e v e n t e s t t h e q u a l i t i e s o f m a t e r i a l s , b e -

c a u s e t h i s o r d i n a r i l y d e p e n d s o n c e r t a i n f i g u r e s i n t h e i r s e n s i b l e p a r t s . 

F i n a l l y , I h a v e n o h o p e t h a t w e c a n g e t v e r y f a r i n p h y s i c s u n t i l w e h a v e 

f o u n d s o m e s u c h m e t h o d o f a b r i d g m e n t t o l i g h t e n i t s b u r d e n o f i m a g i n a -

t i o n . (1 ; 3 8 4 - 3 8 5 ) 

H i s s y s t e m a s a c t u a l l y s k e t c h e d b y h i m s h o w s t h a t h e b y n o m e a n s 

d i s c o v e r e d a p r i m i t i v e v e c t o r a n a l y s i s , t h o u g h t h e a b o v e q u o t a t i o n s 

s h o w t h a t h e w a s s e a r c h i n g f o r s o m e t h i n g a k i n t o v e c t o r a n a l y s i s . 

L e i b n i z ' s y s t e m c e n t e r e d o n t h e i d e a o f t h e c o n g r u e n c e o f s e t s o f 

p o i n t s . H e u s e d A , B , . . . t o r e p r e s e n t f i x e d p o i n t s a n d X , Y , . . . t o 

r e p r e s e n t u n k n o w n p o i n t s . T h e s y m b o l b w a s u s e d t o e x p r e s s t h e 

r e l a t i o n c o n g r u e n c e ; t h u s h e w r o t e A B C b DEF t o e x p r e s s t h a t a 

s e t o f t h r e e p o i n t s A , B , C , e a c h o f w h i c h w a s a f i x e d d i s t a n c e f r o m 

t h e o t h e r t w o p o i n t s , c o u l d b e m a d e t o c o i n c i d e w i t h a n o t h e r s e t o f 

s i m i l a r l y f i x e d p o i n t s D , E , F . H e t h e n d i s c u s s e d l o c u s r e l a t i o n s a n d 

s t a t e d t h a t t h e l o c u s o f p o i n t s c o n g r u e n t t o a f i x e d p o i n t " w i l l b e a 

space infinite i n a l l d i r e c t i o n s . " ( 1 ; 3 8 7 ) I f i t i s g i v e n t h a t A B b A Y , 

t h e p o i n t v a l u e s o f Y w i l l b e p o i n t s o n a s p h e r e w i t h c e n t e r a t A a n d 

r a d i u s o f l e n g t h AB. T h e r e l a t i o n A X b B X d e t e r m i n e s a p l a n e 

w h o s e p o i n t s (X) a r e e q u i d i s t a n t f r o m A a n d B , a n d t h e r e l a t i o n 

A B C b A B Y d e t e r m i n e s a c i r c l e . L e i b n i z t h e n d i s c u s s e d t h e l o c u s 

o f p o i n t s Y s a t i s f y i n g t h e r e l a t i o n A Y b B Y b C Y a n d c o n c l u d e d t h a t 

" t h e l o c u s o f a l l Y's w i l l b e a straight line." ( 1 ; 3 8 9 ) A f t e r s h o w i n g 

t h a t t h e r e l a t i o n AY V BY V CY V DY d e t e r m i n e s a p o i n t , L e i b n i z 

a p p l i e d h i s a n a l y s i s t o f o u r s i m p l e p r o b l e m s . O n e o f t h e s e m a y b e 

d i s c u s s e d a s t y p i c a l . T h e p r o b l e m i s t o s h o w t h a t t h e i n t e r s e c t i o n o f 

t w o p l a n e s i s a s t r a i g h t l i n e . T h e r e l a t i o n A Y b B Y d e t e r m i n e s o n e 

p l a n e , a n d t h e r e l a t i o n A Y b C Y d e t e r m i n e s a s e c o n d p l a n e . B y 

c o m b i n i n g t h e s e w e h a v e A Y b B Y b C Y , w h i c h , a s i t w a s s h o w n 

b e f o r e , d e t e r m i n e s a s t r a i g h t l i n e . 1 0 

P r o c e e d i n g f r o m t h i s s u m m a r y o f L e i b n i z ' b e s t - k n o w n e x p o s i t i o n 

o f h i s s y s t e m , 1 1 w e m a y d i s c u s s i t s r e l a t i o n t o m o d e r n v e c t o r a n a l y -

s i s . F i r s t , L e i b n i z d e s e r v e s m u c h c r e d i t f o r s u g g e s t i n g t h a t a n e w 

a l g e b r a , w h e r e i n g e o m e t r i c a l e n t i t i e s a r e s y m b o l i c a l l y r e p r e s e n t e d 

a n d t h e s y m b o l s o p e r a t e d u p o n d i r e c t l y , w a s d e s i r a b l e . H o w e v e r , 

h e f a i l e d t o d i s c o v e r a s y s t e m i n w h i c h g e o m e t r i c a l e n t i t i e s c o u l d 

b e a d d e d , s u b t r a c t e d , a n d m u l t i p l i e d . L i k e w i s e h e f a i l e d t o s e e t h a t 

A B a n d B A ( f o r e x a m p l e ) c a n b e v i e w e d a s d i s t i n c t e n t i t i e s a n d t h a t 

— A B c o u l d h a v e a s i g n i f i c a n t m e a n i n g . T h o u g h h i s i d e a o f d i r e c t l y 

r e p r e s e n t i n g a f i x e d p o i n t b y a s y m b o l m a k e s h i m a p a r t i a l f o r e -

r u n n e r o f M o b i u s a n d G r a s s m a n n , h e c e r t a i n l y d i d n o t i n t r o d u c e 

t h e c o n c e p t o f a v e c t o r . D e s p i t e t h e f a c t t h a t a n g l e c o n s i d e r a t i o n s 
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d i d n o t e n t e r i n t o h i s s y s t e m , h e s t i l l m u s t b e v i e w e d a s h a v i n g c o n -

s t r u c t e d a s y s t e m w h i c h a l l o w e d f o r t h e u s e o f c o - o r d i n a i ^ s . L e i b n i z 

s a w t h a t a n e w a l g e b r a o f t h e f o r m s o u g h t w o u l d h a v e n u m e r o u s 

a p p l i c a t i o n s i n m a t h e m a t i c s a n d i n t h e p h y s i c a l s c i e n c e s , b u t h e 

f a i l e d t o d e v e l o p p r a c t i c a l m e t h o d s f o r t h e s e t a s k s . T h e v i e w o f 

L e i b n i z ' s y s t e m t a k e n b y C o u t u r a t , t h o u g h s t a t e d i n r e l a t i o n t o 

G r a s s m a n n ' s s y s t e m , i s a l s o a p p l i c a b l e i n r e l a t i o n t o m o d e r n v e c t o r 

a n a l y s i s ; C o u t u r a t w r o t e : " I n s u m m a r y , t h e c a l c u l u s o f G r a s s m a n n 

s e e m s t o b r i n g f u l l y i n t o r e a l i t y t h e g e o m e t r i c a l c h a r a c t e r i s t i c c o n -

c e i v e d b y L e i b n i z , a n d s h o w s t h a t L e i b n i z ' i d e a w a s n o t s i m p l y a 

d r e a m . B u t t h e r e i s s u c h a d i s p r o p o r t i o n b e t w e e n L e i b n i z ' c o n c e p -

t i o n o f a s y s t e m a n d t h e v e r y d e f e c t i v e e s s a y w h i c h h e a c t u a l l y 

p r o d u c e d t h a t G r a s s m a n n f e l t a s h a r p d i s t i n c t i o n s h o u l d b e m a d e 

b e t w e e n t h e i d e a l c o n c e i v e d a n d t h e s k e t c h a c t u a l l y w r i t t e n . " 1 2 

S h o r t l y a f t e r 1 8 3 3 , w h e n L e i b n i z ' e s s a y w a s f i r s t p u b l i s h e d , t h e 

J a b l o n o w s k i G e s e l l s c h a f t e x p r e s s e d t h e i r i n t e r e s t i n a n d e n t h u s i -

a s m f o r t h e e s s a y b y o f f e r i n g a p r i z e f o r t h e f u r t h e r d e v e l o p m e n t o f 

L e i b n i z ' s y s t e m . O n e m a t h e m a t i c i a n e n t e r e d t h e c o m p e t i t i o n a n d 

w o n t h e p r i z e , e v e n t h o u g h h e h a d c r e a t e d h i s s y s t e m b e f o r e h e a r -

i n g o f L e i b n i z ' i d e a s ; t h i s m a t h e m a t i c i a n w a s G r a s s m a n n a n d t h i s 

i n c i d e n t w i l l b e m o r e f u l l y d i s c u s s e d i n t h e t h i r d c h a p t e r . 

I V . The Concept of the Geometrical Representation 

of Complex Numbers 

T h o u g h t h e t e r m vector analysis i s n o w u s e d p r i m a r i l y i n r e f e r -

e n c e t o s y s t e m s o f m a t h e m a t i c s t h a t m a y b e a p p l i e d i n t h r e e -

d i m e n s i o n a l s p a c e , i t s h o u l d n o t b e f o r g o t t e n t h a t t h e c o m p l e x 

n u m b e r s y s t e m m a y l e g i t i m a t e l y b e c o n s i d e r e d a s a v e c t o r i a l s y s -

t e m . T h e t w o - d i m e n s i o n a l v e c t o r i a l s y s t e m b a s e d o n t h e g e o -

m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s i s c e r t a i n l y n o t a s 

u s e f u l a s t h e t h r e e - d i m e n s i o n a l v e c t o r i a l s y s t e m s w h i c h a r e t h e 

p r i m a r y s u b j e c t o f t h i s h i s t o r y . N e v e r t h e l e s s i t i s i m p o r t a n t t o d i s -

c u s s b r i e f l y t h e e a r l y h i s t o r y o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f 

c o m p l e x n u m b e r s , n o t o n l y b e c a u s e t h e c o m p l e x n u m b e r s y s t e m i s 

( b r o a d l y s p e a k i n g ) a v e c t o r i a l s y s t e m b u t a l s o b e c a u s e H a m i l t o n 

d i s c o v e r e d q u a t e r n i o n s i n t h e c o u r s e o f a s e a r c h f o r a t h r e e - d i m e n -

s i o n a l a n a l o g u e t o t h e c o m p l e x n u m b e r s y s t e m . 

A t l e a s t s i x m e n a r e c o m m o n l y c r e d i t e d w i t h t h e d i s c o v e r y o f t h e 

g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s ; t h e y a r e W e s s e l , 

G a u s s , A r g a n d , B u e e , M o u r e y , a n d W a r r e n . 1 3 S i n c e t h e s y s t e m s c r e -

a t e d b y t h e s e s i x m e n a r e v e r y s i m i l a r a n d a r e o f l i m i t e d r e l e v a n c e 

t o t h e p r e s e n t s t u d y , t h e y n e e d n o t a l l b e d i s c u s s e d i n d e t a i l . I n 
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w h a t f o l l o w s , t h e s y s t e m p u b l i s h e d b y W e s s e l , w h i c h w a s t h e e a r l i -

e s t a n d a m o n g t h e m o s t i m p r e s s i v e , w i l l b e a n a l y z e d i n s o m e d e p t h ; 

t h e i d e a s o f t h e o t h e r f i v e m e n w i l l b e t r e a t e d l e s s f u l l y t h o u g h w i t h 

s p e c i a l a t t e n t i o n t o c e r t a i n a s p e c t s o f t h e i r d e v e l o p m e n t . T h u s i t 

w i l l b e s h o w n t h a t s o m e o f t h e s e m a t h e m a t i c i a n s s e a r c h e d f o r 

t h r e e - d i m e n s i o n a l v e c t o r i a l s y s t e m s a n d t h a t o n e o f t h e m i n f l u -

e n c e d H a m i l t o n i n a n i m p o r t a n t m a n n e r . 

A l t h o u g h H e r o o f A l e x a n d r i a a n d D i o p h a n t u s i n a n c i e n t t i m e s 

h a d e n c o u n t e r e d t h e q u e s t i o n o f t h e m e a n i n g o f t h e s q u a r e r o o t o f a 

n e g a t i v e n u m b e r , a n d a l t h o u g h C a r d a n h a d i n h i s 1 5 4 5 Ars Magna 

u s e d c o m p l e x n u m b e r s i n c o m p u t a t i o n , n e v e r t h e l e s s c o m p l e x n u m -

b e r s w e r e n o t a c c e p t e d b y m o s t m a t h e m a t i c i a n s a s l e g i t i m a t e m a t h -

e m a t i c a l e n t i t i e s u n t i l w e l l i n t o t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y . T h i s i s 

h a r d l y s u r p r i s i n g s i n c e n u m b e r s s u c h a s V ^ T s e e m t o b e n e i t h e r 

l e s s t h a n , g r e a t e r t h a n , n o r e q u a l t o z e r o . 

I n m o d e r n m a t h e m a t i c s c o m p l e x n u m b e r s a r e u s u a l l y j u s t i f i e d 

e i t h e r b y r e p r e s e n t i n g t h e m i n t e r m s o f c o u p l e t s o f r e a l n u m b e r s o r 

b y r e p r e s e n t i n g t h e m g e o m e t r i c a l l y . T h e o r i g i n o f t h e f i r s t m e t h o d 

w i l l b e d i s c u s s e d i n t h e n e x t c h a p t e r . T h e f i r s t a t t e m p t ( w h i c h w a s 

u n s u c c e s s f u l ) t o r e p r e s e n t c o m p l e x n u m b e r s g e o m e t r i c a l l y w a s 

m a d e i n t h e s e v e n t e e n t h c e n t u r y b y J o h n W a l l i s . 1 4 

W h e r e W a l l i s f a i l e d , a N o r w e g i a n s u r v e y o r s u c c e e d e d ; i n 1 7 9 9 

C a s p a r W e s s e l ( 1 7 4 5 - 1 8 1 8 ) p u b l i s h e d t h e f i r s t e x p l a n a t i o n o f t h e 

g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s . 1 5 H i s i d e a s w e r e 

p r e s e n t e d b e f o r e t h e R o y a l A c a d e m y o f D e n m a r k i n 1 7 9 7 a n d p u b -

l i s h e d t w o y e a r s l a t e r i n t h e m e m o i r s o f t h a t s o c i e t y . 2 U n f o r t u n a t e l y , 

h o w e v e r , W e s s e l ' s p u b l i c a t i o n w e n t u n n o t i c e d b y E u r o p e a n m a t h -

e m a t i c i a n s u n t i l 1 8 9 7 , w h e n i t w a s r e p u b l i s h e d i n a F r e n c h t r a n s l a -

t i o n . 3 

I n t h e f i r s t p a r a g r a p h o f h i s m e m o i r W e s s e l s t a t e d : " T h i s p r e s e n t 

a t t e m p t d e a l s w i t h t h e q u e s t i o n , h o w m a y w e r e p r e s e n t d i r e c t i o n 

a n a l y t i c a l l y ; t h a t i s , h o w s h a l l w e e x p r e s s r i g h t l i n e s s o t h a t i n a s i n -

g l e e q u a t i o n i n v o l v i n g o n e u n k n o w n l i n e a n d o t h e r s k n o w n , b o t h 

t h e l e n g t h a n d t h e d i r e c t i o n o f t h e u n k n o w n l i n e m a y b e e x -

p r e s s e d . " ( 2 ; 5 5 ) A s t h i s q u o t a t i o n s u g g e s t s a n d l a t e r p a s s a g e s c o n -

f i r m , W e s s e l ' s c h i e f i n t e r e s t w a s t h e c r e a t i o n o f g e o m e t r i c a l m e t h -

o d s ; h i s r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s w a s s u b s e r v i e n t t o t h i s 

a i m . N o n e t h e l e s s t h e l a t t e r p l a y e d a f u n d a m e n t a l r o l e a s i s i n d i -

c a t e d b y t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t : " T h e o c c a s i o n f o r i t s b e i n g [ h i s 

t r e a t i s e ] w a s m y s e e k i n g a m e t h o d w h e r e b y I c o u l d a v o i d t h e i m -

p o s s i b l e o p e r a t i o n s . . . ( 2 ; 5 7 ) 

A f t e r s t a t i n g t h a t p r e v i o u s l y o n l y o p p o s i t e l y d i r e c t e d l i n e s c o u l d 

b e r e p r e s e n t e d a n a l y t i c a l l y , W e s s e l s u g g e s t e d t h a t i t s h o u l d b e p o s -
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s i b l e t o f i n d m e t h o d s t o r e p r e s e n t i n c l i n e d l i n e s . W e s s e l t h e n g a v e 

a d e f i n i t i o n o f t h e a d d i t i o n o f s t r a i g h t l i n e s : " T w o r i g h t l i n e s a r e 

a d d e d i f w e u n i t e t h e m i n s u c h a w a y t h a t t h e s e c o n d l i n e b e g i n s 

w h e r e t h e f i r s t o n e e n d s , a n d t h e n p a s s a r i g h t l i n e f r o m t h e f i r s t t o 

t h e l a s t p o i n t o f t h e u n i t e d l i n e s . T h i s l i n e i s t h e s u m o f t h e u n i t e d 

l i n e s . " ( 2 ; 5 8 ) I n t h e s u b s e q u e n t d i s c u s s i o n o f a d d i t i o n W e s s e l 

s t a t e d t h a t t h e s a m e d e f i n i t i o n c a n b e u s e d i n a d d i n g m o r e t h a n t w o 

( n o t n e c e s s a r i l y c o p l a n a r ) l i n e s a n d t h a t t h e o r d e r o f a d d i t i o n i s i m -

m a t e r i a l . ( 2 ; 5 9 ) H e n c e W e s s e l h a d i n t r o d u c e d t h r e e - d i m e n s i o n a l 

v e c t o r a d d i t i o n a n d r e a l i z e d t h e i m p o r t a n c e o f t h e c o m m u t a t i v e l a w 

f o r a d d i t i o n . 

T h o u g h W e s s e l h a d u p t o t h i s p o i n t o n l y d i s c u s s e d w h a t h e 

c a l l e d t h e p o s i t i v e u n i t ( o u r 1 o f x • 1 + yV—I) a n d h a d n o t y e t i n d i -

c a t e d h o w l i n e s i n g e n e r a l w e r e t o b e r e p r e s e n t e d i n t e r m s o f c o m -

p l e x n u m b e r s , n e v e r t h e l e s s h e p r o c e e d e d t o i n t r o d u c e t h e m u l t i p l i -

c a t i o n o f l i n e s . T h e p r o d u c t o f t w o l i n e s ( c o p l a n a r w i t h e a c h o t h e r 

a n d w i t h t h e p o s i t i v e u n i t ) w a s t o h a v e a l e n g t h e q u a l t o t h e p r o d u c t 

o f t h e l e n g t h s o f t h e t w o f a c t o r s . T h e p r o d u c t l i n e w a s t o b e c o p l a n a r 

w i t h t h e t w o f a c t o r l i n e s a n d w a s t o h a v e i t s i n c l i n a t i o n o r d i r e c t i o n 

a n g l e ( d e f i n e d b y r e f e r e n c e t o t h e i n c l i n a t i o n o f t h e p o s i t i v e u n i t a s 

0 ° ) e q u a l t o t h e s u m o f t h e i n c l i n a t i o n s o f t h e f a c t o r l i n e s . ( 2 ; 6 0 ) 

W e s s e l t h e n a d d e d : 

L e t 4-1 d e s i g n a t e t h e p o s i t i v e r e c t i l i n e a r u n i t a n d + e a c e r t a i n o t h e r 

u n i t p e r p e n d i c u l a r t o t h e p o s i t i v e u n i t a n d h a v i n g t h e s a m e o r i g i n ; t h e n 

t h e d i r e c t i o n a n g l e o f + 1 w i l l b e e q u a l t o 0 ° , t h a t o f - 1 t o 180° , t h a t o f + e 

t o 9 0 ° , a n d t h a t o f - e t o - 9 0 ° o r 2 7 0 ° . B y t h e r u l e t h a t t h e d i r e c t i o n a n g l e 

o f t h e p r o d u c t s h a l l e q u a l t h e s u m o f t h e a n g l e s o f t h e f a c t o r s , w e h a v e : 

( + 1 ) ( + 1 ) = + 1 ; ( + 1 ) ( — 1 ) = —1; ( - 1 ) ( - 1 ) = + 1 ; ( + l ) ( + e ) = + e ; ( + l ) ( - 6 ) = - € ; 

( - l ) ( + e ) = - e ; ( - l ) ( - € ) = + 6 ; ( + e ) ( + e ) = - 1 ; ( + e ) ( - e ) = + 1 ; ( - e ) ( - e ) = - 1 . 

F r o m t h i s i t i s s e e n t h a t e i s e q u a l t o V ^ I ; a n d t h e d i v e r g e n c e o f t h e 

p r o d u c t i s d e t e r m i n e d s u c h t h a t n o t a n y o f t h e c o m m o n r u l e s o f o p e r a t i o n 

a r e c o n t r a v e n e d . (2 ; 6 0 ) 

W e s s e l s t a t e d t h a t a n y s t r a i g h t l i n e i n a p l a n e m a y b e r e p r e s e n t e d 

a n a l y t i c a l l y b y t h e e x p r e s s i o n s a + e b a n d r ( c o s v + € s i n v ) a n d 

s h o w e d h o w s u c h e x p r e s s i o n s a r e t o b e m u l t i p l i e d , d i v i d e d , a n d 

r a i s e d t o p o w e r s . A f t e r g i v i n g t w o e x a m p l e s o f t h e a p p l i c a t i o n o f h i s 

m e t h o d s , W e s s e l d e v e l o p e d a n e l e m e n t a r y t h r e e - d i m e n s i o n a l v e c -

t o r a n a l y s i s . ( 3 ; 2 3 - 2 8 ) 

W e s s e l b e g a n b y c o n s t r u c t i n g t h r e e m u t u a l l y p e r p e n d i c u l a r l i n e s 

w h i c h p a s s e d t h r o u g h t h e c e n t e r o f a s p h e r e o f r a d i u s r . W e s s e l s p e -

c i f i e d t h a t t h r e e r a d i i o f t h e s p h e r e w h i c h w e r e c o l l i n e a r w i t h t h e 

t h r e e m u t u a l l y p e r p e n d i c u l a r a x e s s h o u l d b e d e s i g n a t e d b y r , 171% 

a n d e r a n d t h a t a n y p o i n t i n s p a c e c o u l d b e d e s i g n a t e d b y a v e c t o r o f 
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t h e f o r m x + r)y + ez. ( 3 ; 2 3 - 2 4 ) B y a n a l o g y w i t h o r d i n a r y c o m p l e x 

n u m b e r s W e s s e l d e f i n e d 1717 a n d e e a s e q u a l t o — 1 . T h e m u l t i p l i c a -

t i o n o f v e c t o r s c o r r e s p o n d e d t o t h e r o t a t i o n a n d e x t e n s i o n o f o n e 

v e c t o r by a n o t h e r . T h u s (x f 171/ + ez) , , ( c o s u + € s i n u) r e p r e s e n t e d 

t h e r o t a t i o n o f t h e v e c t o r x + iqy + e z t h r o u g h t h e a n g l e u a r o u n d t h e 

1 7 o r y a x i s . W e s s e l s t a t e d t h a t t h e c o m p o n e n t o f t h e v e c t o r t h a t l i e s 

o n t h e a x i s o f r o t a t i o n s h o u l d r e m a i n u n c h a n g e d , a n d t h u s t h e 

p r o d u c t of t h e a b o v e is 17y + x c o s u — z s i n u + ex s i n u + ez 

cos u . ( 3 ; 2 5 - 2 6 ) T h e s y m b o l , , w a s u s e d t o i n d i c a t e m u l t i p l i c a t i o n . 

A r o t a t i o n o f v d e g r e e s a r o u n d t h e € o r z a x i s w a s e x p r e s s e d i n t h e 

f o l l o w i n g w a y : (x + 1 7 y + ez) , , ( c o s v + 1 7 s i n v) = ez + x c o s v — y s i n v 

+ rjx s i n v + 7)y c o s v . ( 3 ; 2 6 ) R o t a t i o n s a r o u n d t h e 17 a x i s c o u l d be 

c o m p o u n d e d w i t h r o t a t i o n s a r o u n d t h e € a x i s a n d v i c e v e r s a , b u t 

r o t a t i o n s a r o u n d t h e a x i s o f t h e p o s i t i v e u n i t ( t h e x a x i s ) w e r e n e v e r 

d i s c u s s e d b y W e s s e l . T h e r e a s o n f o r t h i s i s t h a t s e r i o u s m a t h e m a t i -

c a l d i f f i c u l t i e s w e r e i n v o l v e d i n d e t e r m i n i n g h o w s u c h r o t a t i o n s 

s h o u l d b e r e p r e s e n t e d , f o r e x a m p l e , t h e p r o d u c t s 17c a n d erj w o u l d 

h a v e h a d t o b e d e f i n e d . W e s s e l p r e s u m a b l y e n c o u n t e r e d t h e s e d i f f i -

c u l t i e s b u t c o u l d n o t s o l v e t h e m . 1 6 B u t e v e n w i t h t h i s l i m i t a t i o n o n 

h i s m e t h o d s W e s s e l w a s a b l e t o u s e t h e m t o d e r i v e a n u m b e r o f i m -

p o r t a n t r e s u l t s i n s p h e r i c a l t r i g o n o m e t r y . 

W e s s e l ' s t h r e e - d i m e n s i o n a l v e c t o r i a l s y s t e m e x h i b i t e d a n a d hoc 

c h a r a c t e r t h a t m a k e s i t a p p e a r s e r i o u s l y d e f i c i e n t w h e n c o m p a r e d 

t o m o d e r n s y s t e m s ; n e v e r t h e l e s s , i f i t i s v i e w e d a s a c r e a t i o n o f t h e 

l a t e e i g h t e e n t h c e n t u r y , i t c a n o n l y b e v i e w e d w i t h a w e . W e s s e l ' s 

t r e a t m e n t o f o r d i n a r y c o m p l e x n u m b e r s i s e q u a l l y i m p r e s s i v e , a n d 

i t w a s u n f o r t u n a t e f o r W e s s e l a n d f o r m a t h e m a t i c s t h a t h i s m e m o i r 

l a y b u r i e d f o r n e a r l y a c e n t u r y . 

I n t h e e a r l y h i s t o r y o f c o m p l e x n u m b e r s a s t r i k i n g p h e n o m e n o n 

o c c u r r e d : o n t h r e e s e p a r a t e o c c a s i o n s t w o m e n i n d e p e n d e n t l y a n d 

s i m u l t a n e o u s l y d i s c o v e r e d t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m -

p l e x n u m b e r s . I n 1 8 0 6 A r g a n d a n d B u e e b o t h p u b l i s h e d i n d e p e n d -

e n t t r e a t m e n t s o f i m a g i n a r y n u m b e r s , a n d t h e s a m e c o i n c i d e n c e 

o c c u r r e d i n 1 8 2 8 w i t h M o u r e y a n d W a r r e n . W h a t i s e v e n m o r e s u r -

p r i s i n g i s t h a t G a u s s p r o b a b l y d i s c o v e r e d t h e g e o m e t r i c a l r e p r e -

s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s a t t h e s a m e t i m e a s W e s s e l . 

G a u s s ' f i r s t p u b l i s h e d t r e a t m e n t o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a -

t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s a p p e a r e d i n 1 8 3 1 ; 1 7 h e r e i n G a u s s c o m -

m e n t e d t h a t h e h a d h a d t h i s i d e a f o r m a n y y e a r s a n d t h a t t r a c e s o f i t 

c o u l d e a s i l y b e f o u n d i n h i s 1 7 9 9 " D e m o n s t r a t i o N o v a . " 1 8 J u l i a n 

L o w e l l C o o l i d g e i n v e s t i g a t e d t h i s p o i n t a n d s h o w e d t h a t G a u s s ' 

c l a i m w a s a m p l y s u p p o r t e d b y t h e f a c t t h a t s o m e m e t h o d s u s e d i n 

t h e 1 7 9 9 p a p e r s e e m " b l i n d a n d m e a n i n g l e s s " u n l e s s t h e a u t h o r 
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a l r e a d y p o s s e s s e d t h i s i d e a . 1 9 I t w a s t h r o u g h G a u s s ' 1 8 3 1 p u b l i c a -

t i o n t h a t m o s t m a t h e m a t i c i a n s c a m e i n t o c o n t a c t w i t h t h e g e o m e t r i -

c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s , a l t h o u g h H a m i l t o n h e a r d 

o f G a u s s ' p a p e r o n l y i n 1 8 5 2 ( 4 ; 3 1 2 ) a n d G r a s s m a n n i n 1 8 4 4 . 2 0 

H o w e v e r H a m i l t o n h e a r d i n 1 8 4 5 t h a t G a u s s h a d b e e n s e a r c h i n g 

f o r a " t r i p l e a l g e b r a " c o r r e s p o n d i n g t o t h e d o u b l e a l g e b r a o f c o m -

p l e x n u m b e r s . ( 4 ; 3 1 1 - 3 1 2 ) F e l i x K l e i n a r g u e d i n a n 1 8 9 8 p u b l i c a -

t i o n t h a t G a u s s h a d i n f a c t d i s c o v e r e d q u a t e r n i o n s , b u t T a i t a n d 

K n o t t v i g o r o u s l y d e n i e d t h i s . 2 1 I r o n i c a l l y G a u s s h i m s e l f d i d n o t 

a c c e p t t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s a s a 

s u f f i c i e n t j u s t i f i c a t i o n f o r t h e m . 2 2 I n c o n c l u s i o n i t m a y b e n o t e d t h a t 

G a u s s ' p u b l i c a t i o n w a s t h e s h o r t e s t , t h e m o s t p r e c i s e , t h e l a s t , a n d 

t h e m o s t i n f l u e n t i a l o f t h e s i x i n d e p e n d e n t p r e s e n t a t i o n s . 

T h e n e x t p u b l i c a t i o n t o b e c o n s i d e r e d w a s t h e l o n g e s t , t h e l e a s t 

p r e c i s e , t h e e a r l i e s t ( e x c e p t f o r W e s s e l ' s ) , a n d t h e l e a s t i n f l u e n t i a l . 

O n J u n e 2 0 , 1 8 0 5 , a l o n g e s s a y e n t i t l e d " M e m o i r e s u r l e s q u a n t i t e s 

i m a g i n a i r e s " w a s r e a d b e f o r e t h e R o y a l S o c i e t y o f L o n d o n . T h e 

a u t h o r w a s A b b e B u e e a n d h i s p a p e r w a s p u b l i s h e d ( w i t h o u t t r a n s -

l a t i o n ) in t h e 1 8 0 6 Transactions o f the Royal Society.23 B u e e ' s 

t r e a t m e n t o f c o m p l e x n u m b e r s w a s n o t o f h i g h q u a l i t y ; C o o l i d g e i n 

f a c t h a s e x p r e s s e d s u r p r i s e t h a t i t w a s p u b l i s h e d . 2 4 T h e w e l l -

f o u n d e d c o n s e n s u s a m o n g t h o s e w h o h a v e s t u d i e d B u e e ' s p a p e r i s 

t h a t s o m e i n g e n u i t y m i x e d w i t h m u c h o b s c u r i t y i s t o b e f o u n d 

t h e r e , a s w e l l a s a n e a r a p p r o a c h t o t h e c o n c e p t o f t h e m u l t i p l i c a t i o n 

o f d i r e c t e d l i n e s . H a m i l t o n a s s e r t e d t h a t B u e e a t t e m p t e d t o e x t e n d 

h i s m e t h o d s t o s p a c e ( 5 ; [ 5 7 ] ) , b u t i f B u e e d i d d o t h i s , h e d i d i t i n a 

v e r y u n o r t h o d o x m a n n e r . 

A f a r s u p e r i o r w o r k a l s o a p p e a r e d i n 1 8 0 6 ; t h i s w a s J e a n R o b e r t 

A r g a n d ' s s m a l l b o o k , Essai sur une maniere de representer les quan-

tites imaginaires dans les constructions geometriques.6 H e r e i n 

A r g a n d g a v e t h e m o d e r n g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f t h e a d d i t i o n 

a n d m u l t i p l i c a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s , a n d s h o w e d h o w t h i s r e p -

r e s e n t a t i o n c o u l d b e a p p l i e d t o d e d u c e a n u m b e r o f t h e o r e m s i n 

t r i g o n o m e t r y , e l e m e n t a r y g e o m e t r y , a n d a l g e b r a . A t t h i s t i m e A r -

g a n d d i d n o t a t t e m p t t o e x p a n d h i s m e t h o d s f o r a p p l i c a t i o n t o t h r e e -

d i m e n s i o n a l s p a c e . F o r s e v e n y e a r s A r g a n d s h a r e d t h e f a t e o f W e s -

s e l ; h o w e v e r i n 1 8 1 3 a t t e n t i o n w a s c a l l e d t o h i s b o o k i n a v e r y 

u n e x p e c t e d w a y . 

I n 1 8 1 3 J . - F . F r a n g a i s p u b l i s h e d a s h o r t m e m o i r i n v o l u m e I V o f 

G e r g o n n e ' s Annates d e mathematiques ( 6 ; 6 3 - 7 4 ) , i n w h i c h F r a n -

g a i s p r e s e n t e d t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s . 

A t t h e c o n c l u s i o n o f h i s p a p e r F r a n g a i s s t a t e d t h a t t h e f u n d a m e n t a l 

i d e a s i n h i s p a p e r w e r e n o t h i s o w n ; h e h a d f o u n d t h e m i n a l e t t e r 
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w r i t t e n b y L e g e n d r e t o h i s ( F r a n g a i s ' ) b r o t h e r w h o h a d d i e d . I n t h i s 

l e t t e r L e g e n d r e d i s c u s s e d t h e i d e a s o f a n u n n a m e d m a t h e m a t i c i a n . 

F r a n g a i s a d d e d t h a t h e h o p e d t h a t t h i s m a t h e m a t i c i a n w o u l d m a k e 

h i m s e l f k n o w n a n d p u b l i s h h i s r e s u l t s . ( 6 ; 7 4 ) 

T h e u n n a m e d m a t h e m a t i c i a n h a d i n f a c t a l r e a d y p u b l i s h e d h i s 

i d e a s , f o r L e g e n d r e ' s f r i e n d w a s J e a n R o b e r t A r g a n d . H e a r i n g o f 

F r a n g a i s ' p a p e r , A r g a n d i m m e d i a t e l y s e n t a c o m m u n i c a t i o n t o 

G e r g o n n e i n w h i c h h e i d e n t i f i e d h i m s e l f a s t h e m a t h e m a t i c i a n o f 

L e g e n d r e ' s l e t t e r , c a l l e d a t t e n t i o n t o h i s b o o k , s u m m a r i z e d i t s c o n -

t e n t s , a n d f i n a l l y p r e s e n t e d a n ( u n s u c c e s s f u l ) a t t e m p t t o e x t e n d h i s 

s y s t e m t o t h r e e - d i m e n s i o n s . ( 6 ; 7 6 - 9 6 ) B e f o r e s e e i n g A r g a n d ' s p u b -

l i c a t i o n s , F r a n g a i s h a d w r i t t e n a l e t t e r t o G e r g o n n e c o n t a i n i n g h i s 

a d m i t t e d l y u n s a t i s f a c t o r y a t t e m p t s t o e x t e n d t h e g e o m e t r i c a l r e p r e -

s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s t o s p a c e . ( 6 ; 9 6 - 1 0 1 ) A n d s o o n a f t e r 

A r g a n d ' s p u b l i c a t i o n , S e r v o i s p u b l i s h e d a p a p e r c r i t i c i z i n g A r g a n d ' s 

a t t e m p t a n d o u t l i n i n g h i s o w n i d e a s o n a m e t h o d o f s p a c e a n a l y s i s . 

( 6 ; 1 0 1 - 1 0 9 ) H a m i l t o n a t t r i b u t e d t o S e r v o i s " t h e nearest approach 

t o a n anticipation o f the quaternions, o r a t l e a s t t o a n a n t i c i p a t i o n o f 

t r i p l e t s . . . . " ( 5 ; [ 5 7 ] ) I n m a k i n g t h i s s t a t e m e n t H a m i l t o n h a d t h e 

f o l l o w i n g p a s s a g e f r o m S e r v o i s ' p a p e r i n m i n d . 

A n a l o g y w o u l d s e e m t o i n d i c a t e t h a t t h e t r i - n o m i n a l s h o u l d b e o f t h e 

f o r m p cos a + q c o s (3 + r cos y , a , a n d y b e i n g t h e a n g l e s m a d e by a 

r i g h t l i n e w i t h t h r e e r e c t a n g u l a r a x e s , a n d t h a t w e s h o u l d h a v e ( p cos a + 

q cos (3 + r cos y)(p' cos a + q' cos (3 + r' cos y) = cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 y 

— 1 . T h e v a l u e s o f p , q , r , p ' , q', r ' s a t i s f y i n g t h i s c o n d i t i o n w o u l d be ab-

surd; b u t w o u l d t h e y b e i m a g i n a r i e s , r e d u c i b l e t o t h e g e n e r a l f o r m 

A + B V ^ I ? (7 ; 1 1 4 - 1 1 5 ) 

C o n c e r n i n g t h i s p a s s a g e H a m i l t o n w r o t e : 

T h e s i x N O N - R E A L S w h i c h S e r v o i s t h u s w i t h r e m a r k a b l e s a g a c i t y fore-

saw, w i t h o u t b e i n g a b l e t o determine t h e m , m a y n o w b e i d e n t i f i e d w i t h 

t h e t h e r ; u n k n o w n s y m b o l s + i , + /c , —i , —j , —/c, o f t h e q u a t e r n i o n t h e o r y : 

a t l e a s t , t h e s e l a t t e r s y m b o l s f u l f i l p r e c i s e l y t h e condition p r o p o s e d b y 

h i m , a n d f u r n i s h a n answer t o h i s " s i n g u l a r q u e s t i o n . " I t m a y b e p r o p e r 

t o s t a t e t h a t m y o w n t h e o r y h a d b e e n c o n s t r u c t e d a n d p u b l i s h e d f o r a 

l o n g t i m e , b e f o r e t h e l a t e l y c i t e d p a s s a g e h a p p e n e d t o m e e t m y e y e . (5 ; 

[ 5 7 ] ) 

T h e s e r i e s o f a r t i c l e s i n G e r g o n n e ' s Annales w a s c o n c l u d e d b y a 

l e t t e r w r i t t e n b y A r g a n d i n w h i c h h e r e s p o n d e d t o a n o t i c e s e n t i n 

b y L a c r o i x ( 6 ; 1 1 1 ) c a l l i n g a t t e n t i o n t o B u e e ' s ( 1 8 0 6 ) p u b l i c a t i o n . 

A r g a n d w r o t e t h a t h e h a d h a d n o k n o w l e d g e o f B u e e ' s w o r k . ( 6 ; 1 2 3 ) 

T h e r e i s v e r y s t r o n g e v i d e n c e t h a t a l l t h e m e n d i s c u s s e d u p t o 

t h i s p o i n t w e r e u n k n o w n t o H a m i l t o n w h e n h e d i s c o v e r e d q u a t e r -

n i o n s i n 1 8 4 3 . 2 5 T h e i d e a s o f t h e n e x t m a n t o b e d i s c u s s e d w e r e 
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k n o w n t o H a m i l t o n a s e a r l y a s 1 8 2 9 a n d m o r e o v e r i n f l u e n c e d h i s 

t h i n k i n g , a s h e r e p e a t e d l y a c k n o w l e d g e d . ( 4 ; 1 9 0 ) J o h n W a r r e n 

p u b l i s h e d in 1 8 2 8 a s h o r t b o o k e n t i t l e d A Treatise on the Geometri-

cal Representation of the Square Roots of Negative Quantities. 

W a r r e n ' s p r e s e n t a t i o n o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x 

n u m b e r s e x h i b i t e d g r e a t c a r e a n d u n d e r s t a n d i n g ; h e , u n l i k e B u e e 

a n d A r g a n d , w a s a w a r e o f t h e i m p o r t a n c e o f t h e c o m m u t a t i v e , a s s o -

c i a t i v e , a n d d i s t r i b u t i v e l a w s , t h o u g h h e d i d n o t u s e t h e s e t e r m s . 2 6 

W a r r e n d i s c o v e r e d h i s i d e a s i n c o m p l e t e i n d e p e n d e n c e o f t h e o t h e r 

m a t h e m a t i c i a n s w h o w r o t e o n t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f 

c o m p l e x n u m b e r s , b u t h e , u n l i k e t h e m a j o r i t y o f t h e m , d i d n o t d i s -

c u s s t h e e x t e n s i o n o f h i s s y s t e m t o s p a c e . 2 7 

T h e f i n a l i n d e p e n d e n t d i s c o v e r e r o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a -

t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s w a s t h e F r e n c h m a n C . V . M o u r e y , w h o i n 

1 8 2 8 p u b l i s h e d a n e x c e l l e n t t r e a t i s e e n t i t l e d L a vrai Theorie des 

quantites negatives et des quantites pretendues imaginaires.28 At 

t h e c o n c l u s i o n o f h i s b o o k M o u r e y s t a t e d t h a t t h e r e e x i s t s a n a l g e -

b r a s u r p a s s i n g n o t o n l y o r d i n a r y a l g e b r a b u t a l s o t h e t w o - d i m e n -

s i o n a l a l g e b r a c r e a t e d b y h i m . T h i s a l g e b r a , h e s t a t e d , e x t e n d s t o 

t h r e e - d i m e n s i o n s . 2 9 P r e s u m a b l y M o u r e y s e a r c h e d f o r s u c h a n a l g e -

b r a ; i f h e f o u n d i t , h e d i d n o t p u b l i s h h i s d i s c o v e r y . 

V. Summary and Conclusion 

T h u s w e c a n s a y t h a t a t l e a s t f i v e m e n , w o r k i n g i n d e p e n d e n t l y o f 

e a c h o t h e r , h a d b y 1 8 3 1 d i s c o v e r e d a n d p u b l i s h e d t h e g e o m e t r i c a l 

r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s . T h e s e m e n w e r e W e s s e l , 

G a u s s , A r g a n d , W a r r e n , a n d M o u r e y . A t l e a s t t w o o t h e r s , W a l l i s a n d 

B u e e , h a d c o m e c l o s e t o t h e s a m e i d e a . W e s s e l , G a u s s , A r g a n d , a n d 

M o u r e y , a s w e l l a s S e r v o i s a n d F r a n g a i s , a n d p e r h a p s B u e e , h a d a t -

t e m p t e d t o f i n d h i g h e r c o m p l e x n u m b e r s f o r t h e a n a l y s i s o f s p a c e , 

a n d a l l h a d f a i l e d . 

A n u m b e r o f c o n c l u s i o n s m a y b e d r a w n f r o m w h a t h a s b e e n d i s -

c u s s e d . T h e f i r s t i s t h a t t h e i d e a o f a g r a p h i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f 

c o m p l e x n u m b e r s w a s c e r t a i n l y " i n t h e a i r " a t t h a t t i m e . H o w e v e r , 

t h e a c c e p t a n c e o f t h i s i d e a w a s v e r y s l o w , a n d l i t t l e a t t e n t i o n w a s 

p a i d t o t h e s e i d e a s u n t i l G a u s s p u b l i s h e d h i s p a p e r o f 1 8 3 1 . T h e 

f a c t t h a t t h e i d e a w a s n e g l e c t e d u n t i l G a u s s e n t e r e d t h e f i e l d s h o u l d 

n o t , I t h i n k , b e t a k e n a s s u r p r i s i n g . H i s t o r i a n s o f s c i e n c e h a v e r e -

p e a t e d l y s h o w n t h a t r a d i c a l l y n e w i d e a s p r e s e n t e d o n l y o n t h e i r 

o w n m e r i t s a r e u s u a l l y n e g l e c t e d . T h e m e n b e f o r e G a u s s w e r e a l l 

l i t t l e k n o w n ; i n d e e d t h e y a r e n o w k n o w n o n l y b e c a u s e o f t h e i r o n e 

g r e a t d i s c o v e r y . B u t w h e n G a u s s w r o t e , h e w r o t e w i t h t h e a u t h o r i t y 
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o f o n e w h o h a d a l r e a d y a c q u i r e d f a m e t h r o u g h i m p r e s s i v e w o r k i n 

t r a d i t i o n a l f i e l d s a n d t h r o u g h h i s w i d e l y k n o w n p r e d i c t i o n o f t h e 

p o s i t i o n o f t h e l o s t p l a n e t o i d C e r e s . I t m a y b e n o t e d n o w a n d d i s -

c u s s e d l a t e r t h a t t h e p a t t e r n e x h i b i t e d i n t h i s i n s t a n c e w i l l r e c u r i n 

t h e l a t e r h i s t o r y o f v e c t o r i a l a n a l y s i s . 

S e c o n d , i t h a s b e e n n o t e d t h a t m o s t o f t h o s e w h o w o r k e d o n t h e 

g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s a t t e m p t e d t o c o n -

s t r u c t a n a l o g o u s m e t h o d s f o r t h r e e - d i m e n s i o n a l s p a c e . T h a t m a n y 

e m b a r k e d o n t h i s q u e s t i l l u s t r a t e s w h a t i s p r o b a b l y m a t h e m a t i c a l l y 

o b v i o u s : t h e s e a r c h f o r a s y s t e m o f s p a c e a n a l y s i s w a s a n a t u r a l c o n -

c o m i t a n t t o t h e i d e a o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x 

n u m b e r s . U p t o t h i s p o i n t o n l y t h o s e w h o m a d e t h e i r a t t e m p t s b e -

f o r e 1 8 3 1 h a v e b e e n d i s c u s s e d ; m a n y o t h e r s a l s o p u z z l e d o v e r t h i s 

p r o b l e m a f t e r 1 8 3 1 . A m o n g t h e m w a s H a m i l t o n , w h o , w o r k i n g p r e -

c i s e l y i n t h i s t r a d i t i o n , d i s c o v e r e d q u a t e r n i o n s . 
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in Revue d'histoire des sciences, 12 ( 1 9 5 9 ) , 2 0 - 2 1 . 

3 C a s p a r W e s s e l , Essai sur la representation analytique de la direction, e d . H. 

V a l e n t i n e r a n d T . N . T h i e l e , t r a n s . H . G . Z e u t h e n a n d o t h e r s ( C o p e n h a g e n , 1 8 9 7 ) . 

4 R o b e r t P e r c e v a l G r a v e s , Life o f Sir William Rowan Hamilton, v o l . I l l ( D u b l i n , 

1 8 8 9 ) . 
5 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , Lectures o n Quaternions ( D u b l i n , 1 8 5 3 ) . A l l r e f e r -

e n c e s a r e t o H a m i l t o n ' s P r e f a c e , w h e r e A r a b i c n u m e r a l s s e t i n p a r e n t h e s e s a r e u s e d 

t o i n d i c a t e p a g e n u m b e r s . 
6 J e a n R o b e r t A r g a n d , Essai sur une maniere de representer les quantites imagi-

naires dans les constructions geometriques, 2 n d e d . , e d . J . H o i i e l ( P a r i s , 1 8 7 4 ) . T h i s 

c o n t a i n s a r e p r i n t o f t h e f i r s t e d i t i o n ( P a r i s , 1 8 0 6 ) a l o n g w i t h s e l e c t i o n s f r o m t h e 

p a p e r s o n c o m p l e x n u m b e r s b y F r a n g a i s , A r g a n d , G e r g o n n e , L a c r o i x , a n d S e r v o i s , 

p a p e r s w h i c h w e r e o r i g i n a l l y p u b l i s h e d i n G e r g o n n e ' s Annales des Mathematiques, 

4 ( 1 8 1 3 - 1 8 1 4 ) a n d 5 ( 1 8 1 4 - 1 8 1 5 ) . S e e t h e w o r k c i t e d i n n o t e ( 7 ) b e l o w f o r a n E n g l i s h 

t r a n s l a t i o n o f A r g a n d ' s b o o k ; H a r d y i n c l u d e d l e s s m a t e r i a l t h a n H o i i e l f r o m t h e 

s e r i e s o f p a p e r s i n G e r g o n n e ' s Annales b u t s u p p l i e d v a l u a b l e c o m m e n t a r y n o t f o u n d 

i n H o i i e l ' s e d i t i o n . 
7 J e a n R o b e r t A r g a n d , Imaginary Quantities: Their Geometrical Representation, 

t r a n s . A . S . H a r d y ( N e w Y o r k , 1 8 8 1 ) . 

8 T h e t h r e e G r e e k a u t h o r s w h o u s e d t h i s c o n c e p t a r e ( 1 ) t h e a u t h o r o f t h e s o - c a l l e d 

" p s e u d o - A r i s t o t e l i a n Mechanica," ( 2 ) A r c h i m e d e s , a n d ( 3 ) H e r o o f A l e x a n d r i a . F o r 
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t h e f i r s t a n d t h e t h i r d s e e M a r s h a l l C l a g e t t , The Science o f Mechanics i n the Middle 

Ages ( M a d i s o n , 1 9 5 9 ) , 4 - 5 , 4 1 . O n A r c h i m e d e s s e e J o s e p h L o u i s L a g r a n g e , Meca-

nique Analytique i n L a g r a n g e , CEuvres, v o l . X I ( P a r i s , 1 8 8 8 ) , 1 2 , a n d A r c h i m e d e s , 

" O n S p i r a l s " i n The Works o f Archimedes, t r a n s . T h o m a s H e a t h ( N e w Y o r k , n . d . ) , 

1 6 5 . 

9 T h e h i s t o r y o f t h i s c o n c e p t i s d i s c u s s e d b y n u m e r o u s a u t h o r s ; t h e f o l l o w i n g a r e 

a m o n g t h e m o s t i m p o r t a n t : ( 1 ) R e n e D u g a s , A History o f Mechanics, t r a n s . J . R . 

M a d d o x ( N e w Y o r k , 1 9 5 5 ) ; ( 2 ) E r n s t M a c h , The Science o f Mechanics, t r a n s . T h o m a s 

J . M c C o r m a c k ( L a S a l l e , 111., 1 9 6 0 ) ; ( 3 ) M a x J a m m e r , Concepts o f Force ( N e w Y o r k , 

1 9 6 2 ) ; ( 4 ) A . V o s s , " G r u n d l e g u n g d e r M e c h a n i k " i n Encyklopadie der mathema-

tischen Wissenschaften, v o l . I V , p t . I ( L e i p z i g , 1 9 0 1 - 1 9 0 8 ) , 4 3 - 4 6 . 

1 0 F o r t h i s e x a m p l e s e e ( 1 ; 3 9 0 ) b u t n o t e t h a t L o e m k e r w r o t e " A B b B Y f o r o n e 

p l a n e . . . w h e r e a s t h e U y l e n b r o e k t e x t ( s e e G r a s s m a n n , Werke, v o l . I , p t . I , 4 2 0 ) 

h a s ( c o r r e c t l y ) " A Y « B Y . " 

1 1 T h e r e i s a f u l l e r b u t s i m i l a r e x p o s i t i o n i n L e i b n i z , Mathematische Schriften, 

v o l . V , e d . C . I . G e r h a r d t ( H a l l e , 1 8 5 8 ) , 1 4 1 - 1 7 1 . M a n y m i n o r s t a t e m e n t s o f L e i b n i z 

( f o r e x a m p l e , s t a t e m e n t s i n l e t t e r s ) a r e r e f e r r e d t o a n d d i s c u s s e d b y L o u i s C o u t u r a t , 

L a Logique d e Leibniz ( P a r i s , 1 9 0 1 ) , w h i c h i n c l u d e s a f u l l d i s c u s s i o n o f L e i b n i z ' 

i d e a s , p a r t i c u l a r l y a s t h e y r e l a t e t o G r a s s m a n n ' s s y s t e m . L e i b n i z ' s y s t e m w a s a l s o 

d i s c u s s e d b y A . E . H e a t h , " T h e G e o m e t r i c a l A n a l y s i s o f G r a s s m a n n a n d I t s C o n -

n e c t i o n w i t h L e i b n i z ' s C h a r a c t e r i s t i c " i n The Monist, 2 7 ( 1 9 1 7 ) , 3 6 - 5 6 , a n d b y 

G r a s s m a n n i n h i s Geometrische Analyse i n Werke, v o l . I , p t . I , 3 2 1 - 3 9 9 . 

1 2 L o u i s C o u t u r a t , La Logique de Leibniz ( P a r i s , 1 9 0 1 ) , 5 3 8 . 
1 3 T h e r e h a v e b e e n a n u m b e r o f s t u d i e s o n t h e e a r l y h i s t o r y o f c o m p l e x n u m b e r s 

t h a t h a v e a i d e d m e i n t h i s s t u d y ; a m o n g t h e m o s t i m p o r t a n t a r e ( 1 ) W o o s t e r W o o d -

r u f f B e m a n , " A C h a p t e r i n t h e H i s t o r y o f M a t h e m a t i c s " i n The Proceedings o f the 

American Association for the Advancement of Science, 46 ( 1 8 9 7 ) , 3 3 - 5 0 ; ( 2 ) F l o r i a n 

C a j o r i , " H i s t o r i c a l N o t e o n t h e G r a p h i c R e p r e s e n t a t i o n o f I m a g i n a r i e s B e f o r e t h e 

T i m e o f W e s s e l " i n American Mathematical Monthly, 1 9 ( S e p t e m b e r - O c t o b e r , 

1 9 1 2 ) , 1 6 7 - 1 7 1 ; ( 3 ) J u l i a n L o w e l l C o o l i d g e , Geometry o f the Complex Domain ( O x -

f o r d , 1 9 2 4 ) ; ( 4 ) H e r m a n n H a n k e l , Theorie der complexen Zahlensysteme ( L e i p z i g , 

1 8 6 7 ) ; ( 5 ) P . S . J o n e s , " C o m p l e x N u m b e r s : A n E x a m p l e o f R e c u r r i n g T h e m e s i n t h e 

D e v e l o p m e n t o f M a t h e m a t i c s " i n Mathematics Teacher, 4 7 ( 1 9 5 4 ) , 1 0 6 - 1 1 4 , 2 5 7 -

2 6 3 , 3 4 0 - 3 4 5 ; ( 6 ) G e o r g e P e a c o c k , " R e p o r t o n t h e R e c e n t P r o g r e s s a n d P r e s e n t S t a t e 

o f C e r t a i n B r a n c h e s o f A n a l y s i s " in Report o f the British Association for the Ad-

vancement o f Science ( 1 8 3 4 ) , 1 8 5 - 3 5 2 ; ( 7 ) A n g e l o R o m o r i n o , " G l i E l e m e n t i i m a g i -

n a r i i n e l l a g e o m e t r i a " i n B a t t a g l i n i ' s Giornale d i matematica, 3 5 ( 1 8 9 7 ) , 2 4 2 - 2 5 8 ; 

a n d 3 6 ( 1 8 9 8 ) , 3 1 7 - 3 4 5 ; ( 8 ) G . W i n d r e d , " H i s t o r y o f t h e T h e o r y o f I m a g i n a r y a n d 

C o m p l e x Q u a n t i t i e s " i n Mathematical Gazette, 1 4 ( 1 9 2 9 ) , 5 3 3 - 5 4 1 . 

U n f o r t u n a t e l y a r e c e n t e x c e l l e n t s t u d y c a m e t o m y a t t e n t i o n t o o l a t e t o t a k e f u l l 

a d v a n t a g e o f i t . T h i s i s F . D . K r a m a r ' s " V e k t o r n o e i s c h i s l e n i e k o n t s a X V I I I i n a c h a l a 

X I X v v " ( i n R u s s i a n ) i n lstoriko-Matematicheskie Issledovaniia, 1 5 ( 1 9 6 3 ) , 2 2 5 - 2 9 0 . 
1 4 T h e i m p o r t a n t p a s s a g e f r o m W a l l i s m a y b e f o u n d i n A Source Book i n Mathe-

matics, e d . D a v i d E u g e n e S m i t h , v o l . I ( N e w Y o r k , 1 9 5 9 ) , 4 6 - 5 4 . 
1 5 T h e w o r d s " t o p u b l i s h " q u a l i f y t h i s s t a t e m e n t s u f f i c i e n t l y t h a t n o m e n t i o n n e e d 

b e m a d e i n t h e t e x t o f L e o n a r d E u l e r , C h a r l e s W a l m e s l e y , a n d D o m i n i q u e T r u e l . 

T h e b a s i s f o r a t t r i b u t i n g t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n t o t h e f i r s t t w o o f t h e s e m e n 

i s t h a t i t s e e m s f r o m r e a d i n g t h e i r w r i t i n g s o n r e l e v a n t s u b j e c t s t h a t t h e y p r o b a b l y 

h a d t h i s r e p r e s e n t a t i o n . T h e s o l e b a s i s f o r m e n t i o n i n g T r u e l i s a s t a t e m e n t b y 

C a u c h y t h a t T r u e l h a d t h i s r e p r e s e n t a t i o n a s e a r l y a s 1 7 8 6 . F o r f u l l e r d i s c u s s i o n s e e 

F l o r i a n C a j o r i , " H i s t o r i c a l N o t e s o n t h e G r a p h i c R e p r e s e n t a t i o n o f I m a g i n a r i e s b e -

f o r e W e s s e l " i n American Mathematical Monthly, 1 9 ( 1 9 1 2 ) , 1 6 7 - 1 7 1 . 
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1 6 S o m e o f t h e s e d i f f i c u l t i e s w i l l b e d i s c u s s e d m o r e f u l l y i n C h a p t e r I I , w h e r e 

H a m i l t o n ' s e f f o r t s t o f i n d a t h r e e - d i m e n s i o n a l v e c t o r i a l s y s t e m a r e t r e a t e d . 
1 7 G a u s s ' u n t i t l e d p u b l i c a t i o n , w h i c h w a s a d i s c u s s i o n o f h i s " T h e o r i a r e s i d u o r u m 

b i q u a d r a t i c u m , C o m m e n t a t i o s e c u n d a , " w a s o r i g i n a l l y p u b l i s h e d i n t h e Gotting-

ische gelehrte Anzeigen o f A p r i l 2 3 , 1 8 3 1 . I h a v e u s e d t h e t e x t a s g i v e n i n C a r l 

F r i e d r i c h G a u s s , Werke, v o l . I I ( G o t t i n g e n , 1 8 6 3 ) , 1 6 9 - 1 7 8 . 

l»Ibid., 1 7 5 . 
1 9 J u l i a n L o w e l l C o o l i d g e , The Geometry o f the Complex Domain ( O x f o r d , 1 9 2 4 ) , 

2 8 - 2 9 . 
2 0 H e r m a n n G i i n t h e r G r a s s m a n n , Gesammelte mathematische und physikalische 

Werke, v o l . I , p t . I I ( L e i p z i g , 1 8 9 6 ) , 8 - 9 , 3 9 7 - 3 9 8 . 
2 1 F e l i x K l e i n , " U b e r d e n S t a n d d e r H e r a u s g a b e v o n G a u s s ' W e r k e n " i n Mathe-

matische Annalen, 5 1 ( 1 8 9 8 ) , 1 2 8 - 1 3 3 ; P e t e r G u t h r i e T a i t , " O n t h e C l a i m R e c e n t l y 

M a d e f o r G a u s s t o t h e I n v e n t i o n ( n o t t h e D i s c o v e r y ) o f Q u a t e r n i o n s " i n Proceedings 

o f the Royal Society o f Edinburgh, 23 ( 1 9 0 0 ) , 1 7 - 2 3 ; C a r g i l l G i l s t o n K n o t t , " P r o -

f e s s o r K l e i n ' s V i e w o f Q u a t e r n i o n s : a c r i t i c i s m " i n Proceedings o f the Royal Society 

o f Edinburgh, 2 3 ( 1 9 0 0 ) , 2 4 - 3 4 . F o r t h e d o c u m e n t o n w h i c h K l e i n b a s e d h i s c l a i m , 

s e e G a u s s , Werke, v o l . V I I I ( L e i p z i g , 1 9 0 0 ) , 3 5 7 - 3 6 2 . 

2 2 O n t h i s p o i n t s e e L u d w i g S c h l e s i n g e r , " U b e r G a u s s A r b e i t e n z u r F u n c t i o n -

e n t h e o r i e " i n G a u s s , Werke, v o l . X , p t . 2 ( G o t t i n g e n , 1 9 2 2 - 1 9 3 3 ) , 5 5 - 5 7 . 
2 3 A b b e B u e e , " M e m o i r e s u r l e s q u a n t i t e s i m a g i n a i r e s " i n Transactions o f the 

Royal Society of London, 96 ( 1 8 0 6 ) , 2 3 - 8 8 . 
24 C o o l i d g e , Geometry of the Complex Domain, 2 4 . 
2 5 T h i s i s s t r o n g l y i m p l i e d b y t h e f a c t t h a t i n a n 1 8 4 4 p a p e r ( H a m i l t o n , " O n 

Q u a t e r n i o n s " i n Philosophical Magazine, 3 r d S e r . , 2 5 ( 1 8 4 4 ) , 4 8 9 - 4 9 5 ) H a m i l t o n 

d i s c u s s e d t h e a u t h o r s t h a t h a d i n f l u e n c e d h i m ; o f t h e s i x m e n w h o d i s c o v e r e d t h e 

g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s , o n l y W a r r e n w a s m e n t i o n e d . T h e 

s a m e c o n c l u s i o n i s i m p l i e d i n H a m i l t o n ' s r i c h l y h i s t o r i c a l p r e f a c e t o h i s Lectures o n 

Quaternions; s e e e s p e c i a l l y ( 5 ; [ 3 1 ] — [ 5 7 ] ) a s w e l l a s t h e w o r k l i s t e d i n n o t e ( 4 ) 

a b o v e , w h e r e i n m a n y l e t t e r s f r o m H a m i l t o n t o D e M o r g a n w e r e p u b l i s h e d i n w h i c h 

H a m i l t o n d i s c u s s e d t h e s e m e n . H a m i l t o n e x p l i c i t l y d e n i e d h a v i n g s e e n ( 1 ) G a u s s ' 

p a p e r ( 4 ; 3 1 2 ) , ( 2 ) M o u r e y ' s b o o k ( 4 ; 4 8 9 ) , ( 3 ) A r g a n d ' s b o o k ( 4 ; 4 3 5 ) , ( 4 ) S e r v o i s ' 

p a p e r ( 5 ; [ 5 7 ] ) , a n d ( 5 ) F r a n g a i s ' p a p e r s ( R o b e r t P e r c e v a l G r a v e s , Life o f Sir William 

Rowan Hamilton, v o l . I I [ D u b l i n , 1 8 8 5 ] , 6 0 6 ) . F r o m t h e f a c t t h a t H a m i l t o n h a d n o t 

r e a d S e r v o i s ' a n d F r a n g a i s ' p a p e r s o r A r g a n d ' s b o o k , i t s e e m s r e a s o n a b l e t o c o n c l u d e 

t h a t h e h a d n o t r e a d a n y o f t h e r e l e v a n t p a p e r s i n v o l u m e s I V a n d V o f G e r g o n n e ' s 

Annales b e f o r e 1 8 4 4 . H a m i l t o n d i d n o t e x p l i c i t l y d e n y k n o w l e d g e o f W e s s e l , s i n c e 

h e n e v e r , e v e n a f t e r 1 8 4 3 , h e a r d o f W e s s e l , a n d h e d i d n o t e x p l i c i t l y d e n y k n o w l e d g e 

o f B u e e ' s p a p e r , s i n c e h e h a d a l r e a d y d e n i e d t h a t i t h a d a n y m e r i t . O n t h e o t h e r 

h a n d , H a m i l t o n a t t e n d e d t h e 1 8 3 3 m e e t i n g o f t h e B r i t i s h A s s o c i a t i o n f o r t h e A d -

v a n c e m e n t o f S c i e n c e , a n d a t t h i s m e e t i n g G e o r g e P e a c o c k p r e s e n t e d h i s " R e p o r t 

o n t h e R e c e n t P r o g r e s s a n d P r e s e n t S t a t e o f C e r t a i n B r a n c h e s o f A n a l y s i s " 

(.B.A.A.S. Report, 1 8 5 - 3 5 2 ) , i n w h i c h P e a c o c k b r i e f l y d i s c u s s e d ( i b i d . y p a g e 2 2 8 ) 

A r g a n d ' s b o o k a n d t h e p a p e r s f r o m G e r g o n n e ' s Annales. 

26 S e e J o h n W a r r e n , A Treatise on the Geometrical Representation of the Square 

Roots o f Negative Quantities ( C a m b r i d g e , 1 8 2 8 ) , p a g e 3 f o r c o m m u t a t i v e l a w o f 

a d d i t i o n , p a g e 9 f o r c o m m u t a t i v e l a w f o r m u l t i p l i c a t i o n , p a g e 1 8 f o r a h i n t t h a t h e 

w a s a w a r e o f t h e a s s o c i a t i v e l a w f o r m u l t i p l i c a t i o n , a n d p a g e 1 3 f o r t h e d i s t r i b u t i v e 

l a w . T h e i m p o r t a n c e o f t h i s i s t h a t t h e d i s c o v e r y o f q u a t e r n i o n s d e p e n d e d t o s o m e 

e x t e n t o n t h e r e c o g n i t i o n o f t h e i m p o r t a n c e o f t h e s e l a w s . O n t h e o r i g i n o f t h e 

n a m e s " a s s o c i a t i v e , " " c o m m u t a t i v e , " a n d " d i s t r i b u t i v e " i n a m a t h e m a t i c a l s e n s e 

p r o b a b l y t h e f i r s t h i s t o r i c a l s t a t e m e n t w a s m a d e b y H e r m a n n H a n k e l , Theorie der 
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complexen Zahlensysteme ( L e i p z i g , 1 8 6 7 ) , f o o t n o t e o n p a g e 3 , w h e r e h e s a i d , 

" T h e s e n a m e s h a v e b e e n a d o p t e d u n i v e r s a l l y i n E n g l a n d s i n c e 1 8 4 0 a n d h e n c e I 

h a v e n o t h e s i t a t e d t o t r a n s p l a n t t h e m t o G e r m a n s o i l ; ' d i s t r i b u t i v e ' a n d ' c o m m u t a -

t i v e ' w e r e i n t r o d u c e d b y S e r v o i s ( G E R G O N N E ' S A n n . v o l . V . 1 8 1 4 , p . 9 3 ) ; ' a s s o c i a -

t i v e ' w a s i t s e e m s f i r s t i n t r o d u c e d b y S i r . W . R . H a m i l t o n . " T h i s s t a t e m e n t i s r e -

p e a t e d b y b o t h D a v i d E u g e n e S m i t h a n d F l o r i a n C a j o r i . T h e e a r l i e s t r e c o g n i t i o n o f 

t h e n e c e s s i t y o f p r o v i n g t h e c o m m u t a t i v e l a w f o r m u l t i p l i c a t i o n i s i n E u c l i d , B o o k 

V I I , P r o p o s i t i o n 1 6 . T h e f i r s t p u b l i c a t i o n , t o m y k n o w l e d g e , i n w h i c h H a m i l t o n u s e d 

t h e t e r m " a s s o c i a t i v e " i s i n t h e p a p e r " O n a N e w S p e c i e s o f I m a g i n a r y Q u a n t i t i e s , 

C o n n e c t e d w i t h a T h e o r y o f Q u a t e r n i o n , " c o m m u n i c a t e d N o v e m b e r 1 3 , 1 8 4 3 , p u b -

l i s h e d i n t h e Proceedings o f the Royal Irish Academy, 2 ( 1 8 4 4 ) 4 2 4 - 4 3 4 . H e w r o t e : 

" H o w e v e r , i n v i r t u e o f t h e s a m e d e f i n i t i o n s , i t w i l l b e f o u n d t h a t a n o t h e r i m p o r t a n t 

p r o p e r t y o f t h e o l d m u l t i p l i c a t i o n i s p r e s e r v e d , o r e x t e n d e d t o t h e n e w , n a m e l y , t h a t 

w h i c h m a y b e c a l l e d t h e associative c h a r a c t e r o f t h e o p e r a t i o n . . . . " Ibid., 4 2 9 - 4 3 0 . 

2 7 A t l e a s t n o e x t e n s i o n i s s u g g e s t e d i n h i s b o o k o r i n t h e t w o s u b s e q u e n t p a p e r s 

w h i c h h e p u b l i s h e d o n t h i s s u b j e c t . H i s t w o l a t e r p a p e r s w e r e b o t h p u b l i s h e d i n t h e 

Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 119 ( 1 8 2 9 ) ; t h e y w e r e 

e n t i t l e d " C o n s i d e r a t i o n s o f t h e O b j e c t i o n s R a i s e d A g a i n s t t h e G e o m e t r i c a l R e p r e -

s e n t a t i o n o f t h e S q u a r e R o o t s o f N e g a t i v e Q u a n t i t i e s , " p a g e s 2 4 1 - 2 5 4 , a n d " O n t h e 

G e o m e t r i c a l R e p r e s e n t a t i o n o f t h e P o w e r o f Q u a n t i t i e s W h o s e I n d i c i e s I n v o l v e t h e 

S q u a r e R o o t s o f N e g a t i v e Q u a n t i t i e s , " p a g e s 3 3 9 - 3 5 9 . I n t h e f i r s t p a p e r (ibid., 

2 5 1 - 2 5 4 ) W a r r e n s t a t e d t h a t h e h a d w r i t t e n h i s b o o k b e f o r e h e h e a r d o f B u e e ' s o r 

M o u r e y ' s p u b l i c a t i o n ; A r g a n d w a s n o t m e n t i o n e d , p r e s u m a b l y b e c a u s e W a r r e n s t i l l 

h a d n o t h e a r d o f A r g a n d ' s b o o k . 

28 C. V. M o u r e y , La vrai Theorie des quantites negatives et des quantites preten-

dues imaginaires ( P a r i s , 1 8 2 8 ) . T h e s e c o n d e d i t i o n ( P a r i s , 1 8 6 1 ) w a s u s e d ; t h i s w a s a 

r e p r i n t o f h i s 1 8 2 8 w o r k . N o w h e r e i n t h e w o r k d o e s M o u r e y m e n t i o n A r g a n d o r 

B u e e ; i n f a c t n o m a t h e m a t i c i a n s a r e e v e r m e n t i o n e d i n t h e b o o k . M o u r e y c o u l d n o t 

h a v e k n o w n W a r r e n ' s b o o k s i n c e i t w a s p u b l i s h e d a f t e r h i s o w n . M o u r e y [ibid., I X ) 

m a d e t h e i n t e r e s t i n g c o m m e n t t h a t h i s b o o k w a s a n a b r i d g e m e n t o f a l o n g e r t r e a t i s e 

h e h a d w r i t t e n b u t h a d n o t p u b l i s h e d . 

29 Ibid., 9 5 . 
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C H A P T E R T W O 

Sir William Rowan Hamilton 

and Quaternions 

I. Introduction: Hamiltonian Historiography 

T h e t a s k o f t h e h i s t o r i a n w h o w i s h e s t o t r e a t a n y a s p e c t o f t h e 

w o r k o f S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n i s c o m p l i c a t e d b y t h e f a c t t h a t 

e s t i m a t e s o f h i s s i g n i f i c a n c e f o r t h e h i s t o r y o f s c i e n c e h a v e v a r i e d 

b e t w e e n t w o e x t r e m e p o s i t i o n s . T h u s , f o r e x a m p l e , E r w i n S c h r o -

d i n g e r w r o t e o f H a m i l t o n : 

W h i l e t h e s e d i s c o v e r i e s ( Q u a t e r n i o n s , e t c . ) w o u l d s u f f i c e t o s e c u r e 

H a m i l t o n i n t h e a n n a l s o f b o t h m a t h e m a t i c s a n d p h y s i c s a h i g h l y h o n -

o u r a b l e p l a c e , s u c h p i o u s m e m o r i a l s c a n i n h i s c a s e e a s i l y b e d i s p e n s e d 

w i t h . F o r H a m i l t o n i s v i r t u a l l y n o t d e a d , h e h i m s e l f i s a l i v e , s o t o s p e a k , 

n o t h i s m e m o r y . I d a r e s a y n o t a d a y p a s s e s — a n d s e l d o m a n h o u r — w i t h -

o u t s o m e b o d y , s o m e w h e r e o n t h i s g l o b e , p r o n o u n c i n g o r r e a d i n g o r 

w r i t i n g o r p r i n t i n g H a m i l t o n ' s n a m e . T h a t i s d u e t o h i s f u n d a m e n t a l 

d i s c o v e r i e s i n g e n e r a l d y n a m i c s . T h e H a m i l t o n i a n p r i n c i p l e h a s b e c o m e 

t h e c o r n e r s t o n e o f m o d e r n p h y s i c s , t h e t h i n g w i t h w h i c h a p h y s i c i s t e x -

p e c t s every p h y s i c a l p h e n o m e n o n to be i n c o n f o r m i t y . . . . 

T h e m o d e r n d e v e l o p m e n t o f p h y s i c s i s c o n t i n u a l l y e n h a n c i n g H a m i l -

t o n ' s n a m e . H i s f a m o u s a n a l o g y b e t w e e n m e c h a n i c s a n d o p t i c s v i r t u a l l y 

a n t i c i p a t e d w a v e - m e c h a n i c s , w h i c h d i d n o t h a v e t o a d d m u c h t o h i s 

i d e a s , o n l y h a d t o t a k e t h e m s e r i o u s l y — a l i t t l e m o r e s e r i o u s l y t h a n h e 

w a s a b l e t o t a k e t h e m , w i t h t h e e x p e r i m e n t a l k n o w l e d g e o f a c e n t u r y 

ago . T h e c e n t r a l c o n c e p t i o n o f a l l m o d e r n t h e o r y i n p h y s i c s i s " t h e 

H a m i l t o n i a n . " I f y o u w i s h t o a p p l y m o d e r n t h e o r y t o a n y p a r t i c u l a r p r o b -

l e m , y o u m u s t s t a r t w i t h p u t t i n g t h e p r o b l e m " i n H a m i l t o n i a n f o r m . " 

T h u s H a m i l t o n i s o n e o f t h e g r e a t e s t m e n o f s c i e n c e t h e w o r l d has p r o -

d u c e d . 6 * 

I n 1 9 4 5 J . L . S y n g e l a m e n t e d t h a t H a m i l t o n ' s f a m e w a s p a s s i n g 

i n t o e c l i p s e . 7 S y n g e c i t e d m a n y a s p e c t s o f t h i s e c l i p s e b u t s t r e s s e d 

a b o v e a l l t h e n e g l e c t o f H a m i l t o n ' s c o n t r i b u t i o n t o t h e c a l c u l u s o f 

v a r i a t i o n s . H e w r o t e : " H a m i l t o n w a s , i n f a c t , a g r e a t c o n t r i b u t o r — 

p r o b a b l y t h e g r e a t e s t s i n g l e c o n t r i b u t o r o f a l l t i m e — t o t h e c a l c u l u s 

o f v a r i a t i o n s . " ( 7 ; 1 5 ) 
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I n 1 9 4 0 E . T . W h i t t a k e r p u b l i s h e d a p a p e r e n t i t l e d " T h e H a m i l -

t o n i a n R e v i v a l , " 8 i n w h i c h h e m a i n t a i n e d : " T h e n a d i r o f H a m i l -

t o n ' s r e p u t a t i o n w a s t o u c h e d a b o u t t h e b e g i n n i n g o f t h e p r e s e n t 

c e n t u r y : s i n c e w h e n , t h e r e h a s b e e n a s t e a d y m o v e m e n t i n t h e r e -

v e r s e d i r e c t i o n : o n e a f t e r a n o t h e r , t h e s i g n i f i c a n c e o f h i s g r e a t 

i n n o v a t i o n s h a s b e e n a p p r e c i a t e d . . . . " 9 W h i t t a k e r w r o t e o f H a m i l -

t o n i n 1 9 5 4 : " A f t e r I s a a c N e w t o n , t h e g r e a t e s t m a t h e m a t i c i a n o f t h e 

E n g l i s h - s p e a k i n g p e o p l e s i s W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n . . . . " 1 0 

I n 1 9 3 7 E . T . B e l l i n h i s w i d e l y r e a d Men o f Mathematics 1 1 e n -

t i t l e d t h e c h a p t e r o n H a m i l t o n " A n I r i s h T r a g e d y . " H e r e i n B e l l 

p r e s e n t e d H a m i l t o n ' s l i f e a s a t r a g e d y , i n a s e n s e a m a g n i f i c e n t 

f a i l u r e . 

T h i s d i s p a r i t y o f v i e w s c o n c e r n i n g H a m i l t o n , w h i c h i n f a c t d a t e s 

b a c k t o t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y , i s c e n t r a l t o H a m i l t o n i a n h i s t o r i o g -

r a p h y . T h e m a i n s o u r c e o f t h i s d i s p a r i t y o f v i e w s r e l a t e s t o H a m i l -

t o n ' s w o r k o n q u a t e r n i o n s . H a m i l t o n b e l i e v e d t h a t q u a t e r n i o n s 

r e p r e s e n t e d t h e m a t h e m a t i c s o f t h e f u t u r e a n d c o n s e q u e n t l y d e -

v o t e d m o r e t h a n t w e n t y y e a r s o f h i s l i f e t o t h e m . T h e v i e w o f 

q u a t e r n i o n s h e l d b y n e a r l y a l l m a t h e m a t i c i a n s o f t h e p r e s e n t i s 

h o w e v e r q u i t e d i f f e r e n t ; t h e c o n s e n s u s n o w i s t h a t t h e q u a t e r n i o n 

s y s t e m i s b u t o n e o f m a n y c o m p a r a b l e m a t h e m a t i c a l s y s t e m s , a n d 

t h o u g h i t i s i n t e r e s t i n g a s a r a t h e r s p e c i a l s y s t e m , i t o f f e r s l i t t l e 

v a l u e f o r a p p l i c a t i o n . T h e h i s t o r i a n o f t o d a y m u s t t a k e t h e a b o v e 

e v a l u a t i o n o f q u a t e r n i o n s a s m o s t p r o b a b l y v a l i d , t h o u g h t h e r e r e -

m a i n s o u r c e s o f d o u b t . S t a t e m e n t s q u a l i f y i n g o r c o n t r a d i c t i n g t h i s 

e v a l u a t i o n — m a d e b y s u c h i m p o r t a n t s c i e n t i s t s a s E . T . W h i t t a k e r , 1 2 

G e o r g e D . B i r k h o f f , 1 3 a n d P . A . M . D i r a c 1 4 — i n s t i l l s o m e d e g r e e o f 

c a u t i o n i n t h e h i s t o r i a n , a s d o t h e t w o l a r g e v o l u m e s b y O t t o F . 

F i s c h e r , 1 5 i n w h i c h t h e a u t h o r a t t e m p t e d t o r e w r i t e m u c h o f m o d e r n 

p h y s i c s i n t e r m s o f H a m i l t o n ' s q u a t e r n i o n s . 

E . T . B e l l ' s v i e w o f H a m i l t o n a s a t r a g i c f a i l u r e c e r t a i n l y s t e m m e d 

f r o m t h e f a c t t h a t h e f e l t t h a t q u a t e r n i o n s a r e o f l i t t l e i n t e r e s t t o 

m o d e r n m a t h e m a t i c s . B e l l w a s c o n v i n c e d t h a t H a m i l t o n w a s t h e 

v i c t i m o f a m o n o m a n i a c a l d e l u s i o n ; h e s t a t e d " t h a t H a m i l t o n ' s 

d e e p e s t t r a g e d y w a s n e i t h e r a l c o h o l n o r m a r r i a g e b u t h i s o b s t i n a t e 

b e l i e f t h a t q u a t e r n i o n s h e l d t h e k e y t o t h e m a t h e m a t i c s o f t h e p h y s -

i c a l u n i v e r s e . " 1 6 T h e p r o b l e m o f q u a t e r n i o n s a l s o s t a n d s b e h i n d 

m u c h o f w h a t E . T . W h i t t a k e r w r o t e c o n c e r n i n g H a m i l t o n ; W h i t -

t a k e r h o w e v e r p a s s e d o v e r t h e p r o b l e m b y s t r e s s i n g H a m i l t o n ' s 

c o n t r i b u t i o n s t o m a t h e m a t i c a l p h y s i c s a n d b y a r g u i n g t h a t q u a t e r -

n i o n s " m a y e v e n y e t p r o v e t o b e t h e m o s t n a t u r a l e x p r e s s i o n o f t h e 

n e w p h y s i c s . " 1 7 

T h e p r e s e n t s t u d y m u s t s t a n d i n t h e s h a d o w o f t h i s d i s p u t e c o n -
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S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n a n d Q u a t e r n i o n s 

c e r n i n g H a m i l t o n ' s g r e a t n e s s ; n e v e r t h e l e s s i t i s h o p e d t h a t s u b s t a n -

t i a l p r o g r e s s t o w a r d a s o l u t i o n m a y b e a c h i e v e d i n t e r m s o f t h e 

f o l l o w i n g a n a l y s i s , w h i c h w i l l b e d e v e l o p e d m o r e f u l l y l a t e r . I t i s 

n o t p o s s i b l e t o a r g u e t h a t t h e q u a t e r n i o n s y s t e m i s t h e v e c t o r i a l 

s y s t e m o f t h e p r e s e n t d a y ; t h e s o - c a l l e d G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m i s 

t h e o n l y s y s t e m t h a t m e r i t s t h i s d i s t i n c t i o n . N o r i s i t l e g i t i m a t e t o 

a r g u e (as W h i t t a k e r h a s d o n e ) t h a t t h e q u a t e r n i o n s y s t e m w i l l b e t h e 

s y s t e m o f a f u t u r e d a y . B o t h o f t h e s e a l t e r n a t i v e s a r e u n a c c e p t a b l e ; 

n o n e t h e l e s s i t c a n b e a r g u e d ( t h o u g h i n m y o p i n i o n t h i s h a s n o t 

p r e v i o u s l y b e e n d o n e ) t h a t H a m i l t o n ' s q u a t e r n i o n s y s t e m l e d b y a n 

h i s t o r i c a l l y d e t e r m i n a b l e p a t h t o t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m a n d 

h e n c e t o t h e m o d e r n s y s t e m . I n w h a t f o l l o w s i t w i l l b e s h o w n t h a t 

t h i s w a s i n f a c t t h e c a s e , a n d t h u s i t w i l l b e c o m e c l e a r t h a t H a m i l -

t o n d e s e r v e s i m m e n s e c r e d i t f o r h i s w o r k i n q u a t e r n i o n s , s i n c e t h i s 

w o r k l e d t o t h e n o w w i d e l y u s e d s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s . T h e 

r e a s o n s w h y t h i s i s s o l i t t l e k n o w n w i l l a l s o b e d i s c u s s e d . I f t h i s 

a n a l y s i s i s f o u n d a c c e p t a b l e , i t s h o u l d c l e a r u p t h e m a j o r p r o b l e m i n 

H a m i l t o n i a n h i s t o r i o g r a p h y . 

I I . Hamilton s Life and Fame 

T h o u g h i n g e n e r a l a d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f a s c i e n t i s t ' s l i f e n e e d 

n o t b e i n c l u d e d i n a s t u d y s u c h a s t h i s , i t i s o f n e c e s s i t y o t h e r w i s e 

i n r e g a r d t o H a m i l t o n a n d q u a t e r n i o n s . T h e r e a s o n f o r t h i s i s t h a t 

t h e f a m e a t t a i n e d b y H a m i l t o n d u r i n g h i s l i f e t i m e s t r o n g l y i n -

f l u e n c e d s u b s e q u e n t e v e n t s . S o m e i n d i c a t i o n o f t h e i m p o r t a n c e o f 

H a m i l t o n ' s f a m e i n t h i s h i s t o r y m a y b e a t t a i n e d b y a c o m p a r i s o n o f 

t h e t i t l e p a g e s o f H a m i l t o n ' s a n d G r a s s m a n n ' s f i r s t m a j o r w o r k s . 

T h e t i t l e p a g e o f G r a s s m a n n ' s Ausdehnungslehre o f 1 8 4 4 c o n t a i n e d 

t h e f o l l o w i n g : 

H e r m a n n G r a s s m a n n 

L e h r e r a n d e r F r i e d r i c h - W i l h e l m s - S c h u l e z u S t e t t i n 

B y c o n t r a s t , t h e t i t l e p a g e o f H a m i l t o n ' s Lectures o n Quaternions 

c o n t a i n e d : 

S I R W I L L I A M R O W A N H A M I L T O N , L L . D . , M . R . I . A . , F E L L O W 

O F T H E A M E R I C A N S O C I E T Y O F A R T S A N D S C I E N C E S ; O F T H E 

S O C I E T Y O F A R T S F O R S C O T L A N D ; O F T H E R O Y A L A S T R O -

N O M I C A L S O C I E T Y O F L O N D O N ; A N D O F T H E R O Y A L N O R T H -

E R N S O C I E T Y O F A N T I Q U A R I E S A T C O P E N H A G E N ; C O R R E -

S P O N D I N G M E M B E R O F T H E I N S T I T U T E O F F R A N C E ; 

H O N O R A R Y O R C O R R E S P O N D I N G M E M B E R O F T H E I M P E R I A L 

O R R O Y A L A C A D E M I E S O F S T . P E T E R S B U R G H , B E R L I N , A N D 

T U R I N ; O F T H E R O Y A L S O C I E T I E S O F E D I N B U R G H A N D D U B -

L I N ; O F T H E C A M B R I D G E P H I L O S O P H I C A L S O C I E T Y ; T H E 
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N E W Y O R K H I S T O R I C A L S O C I E T Y ; T H E S O C I E T Y O F N A T U R A L 

S C I E N C E S A T L A U S A N N E ; A N D O F O T H E R S C I E N T I F I C S O -

C I E T I E S I N B R I T I S H A N D F O R E I G N C O U N T R I E S ; A N D R E W S ' 

P R O F E S S O R O F A S T R O N O M Y I N T H E U N I V E R S I T Y O F D U B L I N ; 

A N D R O Y A L A S T R O N O M E R O F I R E L A N D . 

W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n w a s b o r n o f u n d i s t i n g u i s h e d a n c e s t r y 

o n t h e m i d n i g h t b e t w e e n A u g u s t 3 a n d 4 , 1 8 0 5 , i n D u b l i n , I r e l a n d . 

H e w a s o r p h a n e d a t a g e f o u r t e e n , b u t h a d c e a s e d t o l i v e w i t h h i s 

p a r e n t s f r o m t h e a g e o f t h r e e , a t w h i c h t i m e h e h a d b e e n s e n t t o l i v e 

w i t h h i s u n c l e , J a m e s H a m i l t o n , a n A n g l i c a n c l e r g y m a n s e r v i n g 

T r i m , I r e l a n d . H a m i l t o n ' s u n c l e , a m a n o f e d u c a t i o n a n d i n t e l l i -

g e n c e , d i r e c t e d h i s n e p h e w ' s p r e u n i v e r s i t y e d u c a t i o n . T h e s u c c e s s 

o f t h e u n c l e a s t u t o r a n d t h e b r i l l i a n c e o f H a m i l t o n a s s t u d e n t w e r e 

m a n i f e s t e d i n m a n y w a y s , o f w h i c h t h e b e s t k n o w n i s t h a t a t a g e 

t h i r t e e n , H a m i l t o n " w a s i n d i f f e r e n t d e g r e e s a c q u a i n t e d w i t h t h i r -

t e e n l a n g u a g e s . . . . " 1 8 T h e s e l a n g u a g e s w e r e G r e e k , L a t i n , H e -

b r e w , S y r i a c , P e r s i a n , A r a b i c , S a n s k r i t , H i n d o o s t a n e e , M a l a y , 

F r e n c h , I t a l i a n , S p a n i s h , a n d G e r m a n . T h e s t u d y o f l a n g u a g e s w a s 

h o w e v e r o n l y o n e o f H a m i l t o n ' s i n t e r e s t s , f o r h e a l s o r e a d i n 

g e o g r a p h y , r e l i g i o n , m a t h e m a t i c s , a s t r o n o m y , a n d t h e b e s t o f E n g -

l i s h a n d f o r e i g n l i t e r a t u r e . A t a g e s i x t e e n h e b e g a n L a p l a c e ' s 

Mecanique Celeste a n d d e t e c t e d a n e r r o r t h e r e i n . I t i s i n t e r e s t i n g 

b u t n o t s i g n i f i c a n t f o r t h i s s t u d y t h a t t h e e r r o r f o u n d b y H a m i l t o n 

w a s i n L a p l a c e ' s d e m o n s t r a t i o n o f t h e l a w o f t h e p a r a l l e l o g r a m o f 

f o r c e s . ( 2 , 1 ; 6 6 1 - 6 6 2 ) 

I n 1 8 2 3 H a m i l t o n e n t e r e d T r i n i t y C o l l e g e o f D u b l i n U n i v e r s i t y . 

H e h a d p l a c e d f i r s t i n t h e e n t r a n c e e x a m a n d h a d d e c i d e d t h a t h i s 

c a l l i n g w a s t o s c i e n c e . H i s r e c o r d a t t h e U n i v e r s i t y b o r d e r e d o n t h e 

i n c r e d i b l e . I n h i s s e c o n d y e a r h e w a s a w a r d e d a n optime f o r h i s 

k n o w l e d g e o f G r e e k , a n d i n h i s t h i r d y e a r a n o t h e r optime f o r h i s 

k n o w l e d g e o f m a t h e m a t i c a l p h y s i c s . T h e w i n n i n g o f e v e n a s i n g l e 

optime w a s v e r y r a r e . U p o n w i n n i n g t h e s e c o n d optime, H a m i l t o n 

" b e c a m e a c e l e b r i t y i n t h e i n t e l l e c t u a l c i r c l e o f D u b l i n ; a n d i n -

v i t a t i o n s , e m b a r r a s s i n g f r o m t h e i r n u m b e r , p o u r e d i n u p o n 

h i m . . . . " ( 2 , 1 ; 2 0 9 ) H a m i l t o n r e s o l v e d t o a t t e m p t t o w i n i n h i s f i n a l 

y e a r t h e U n i v e r s i t y G o l d M e d a l s i n b o t h c l a s s i c s a n d i n s c i e n c e . 

T h i s w i s h w a s n o t f u l f i l l e d , f o r d u r i n g t h e s u m m e r a f t e r h i s t h i r d 

y e a r H a m i l t o n w a s o f f e r e d t h e h o n o r o f b e c o m i n g A n d r e w s ' P r o -

f e s s o r o f A s t r o n o m y a t t h e U n i v e r s i t y o f D u b l i n a n d R o y a l A s t r o n o -

m e r o f I r e l a n d . H i s s t u d e n t d a y s w e r e a l s o d i s t i n g u i s h e d b y s u c c e s s 

i n c r e a t i v e e n d e a v o r s . H e w r o t e n u m e r o u s p o e m s a n d r e c e i v e d 

h o n o r s f o r s o m e o f t h e m . R e s e a r c h e s i n s c i e n c e b e g u n i n h i s 

s e v e n t e e n t h y e a r o n c e r t a i n q u e s t i o n s i n m a t h e m a t i c a l o p t i c s l e d t o 
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h i s n o w f a m o u s " T h e o r y o f S y s t e m s o f R a y s , " w h i c h w a s r e a d i n 

1 8 2 4 a n d p u b l i s h e d w i t h f u r t h e r d e v e l o p m e n t s f o u r y e a r s l a t e r . 1 9 

O t h e r i m p o r t a n t p a p e r s i n t h e s a m e l i n e o f d e v e l o p m e n t c a m e i n 

1 8 3 0 , 1 8 3 1 , a n d 1 8 3 7 . H i s a i m i n t h e s e p a p e r s ( w h i c h e x t e n d t o o v e r 

t h r e e h u n d r e d p a g e s ) w a s t o r e d u c e o p t i c s t o a m a t h e m a t i c a l 

s c i e n c e i n t e r m s o f h i s " C h a r a c t e r i s t i c F u n c t i o n . " T h e s u c c e s s o f 

h i s m a t h e m a t i c a l m e t h o d s i n o p t i c s l e d H a m i l t o n t o e x t e n d t h e s e 

m e t h o d s f o r u s e i n d y n a m i c s . T h e d i s t i n g u i s h e d h i s t o r i a n o f 

m e c h a n i c s R e n e D u g a s h a s s u m m a r i z e d t h e n a t u r e a n d i m p o r t a n c e 

o f H a m i l t o n ' s w o r k i n o p t i c s a n d d y n a m i c s : 

I n s h o r t , j e a l o u s o f t h e f o r m a l p e r f e c t i o n w h i c h L a g r a n g e h a d b e e n 

a b l e t o g i v e t o d y n a m i c s , a n d w h i c h o p t i c s l a c k e d , H a m i l t o n u n d e r t o o k 

t h e r a t i o n a l i s a t i o n o f g e o m e t r i c a l o p t i c s . H e d i d t h i s b y d e v e l o p i n g a 

f o r m a l t h e o r y w h i c h w a s f r e e o f a l l m e t a p h y s i c s a n d w h i c h , m o r e o v e r , 

s u c c e e d e d i n a c c o u n t i n g f o r a l l t h e e x p e r i m e n t a l f a c t s . . . . 

T h e n , r e t u r n i n g t o d y n a m i c s , H a m i l t o n p r e s e n t e d t h e l a w o f varying 

action i n a f o r m v e r y l i k e t h a t w h i c h h e h a d d i s c o v e r e d i n o p t i c s . T h u s 

h e r e d u c e d t h e g e n e r a l p r o b l e m o f d y n a m i c s ( f o r c o n s e r v a t i v e s y s t e m s ) 

t o t h e s o l u t i o n o f t w o s i m u l t a n e o u s e q u a t i o n s i n p a r t i a l d e r i v a t i v e s , o r t o 

t h e d e t e r m i n a t i o n o f a s i n g l e f u n c t i o n s a t i s f y i n g t h e s e t w o e q u a t i o n s . 

H a m i l t o n ' s g u i d i n g i d e a i s c o n t i n u o u s f r o m h i s o p t i c a l w o r k t o h i s 

w o r k i n d y n a m i c s — i n t h i s f a c t l i e s h i s g r e a t n e s s a n d h i s p o w e r . H e r e 

w a s a s y n t h e s i s t h a t L o u i s d e B r o g l i e w a s t o r e d i s c o v e r a n d t u r n t o h i s 

o w n a c c o u n t ; a s y n t h e s i s t h a t w a s , i t a p p e a r s , t o b e S c h r o d i n g e r ' s d i r e c t 

i n s p i r a t i o n . 2 0 

T h e s e w o r k s c e r t a i n l y c o n t r i b u t e d t o H a m i l t o n ' s f a m e ; J a c o b i 

w a s p r o b a b l y t h i n k i n g o f t h e m w h e n i n 1 8 4 2 h e r e f e r r e d t o H a m i l -

t o n a s " l e L a g r a n g e d e v o t r e p a y s . " ( 2 , 1 1 1 ; 5 0 9 ) O f t e n h o w e v e r s u c h 

h i g h l y m a t h e m a t i c a l p a p e r s d o n o t p r o d u c e p o p u l a r f a m e . I t w a s 

o t h e r w i s e f o r H a m i l t o n ; i n 1 8 3 2 2 1 h e p r e d i c t e d o n a t h e o r e t i c a l 

b a s i s t w o n e w p h e n o m e n a i n o p t i c s , i n t e r n a l a n d e x t e r n a l c o n i c a l 

r e f r a c t i o n . A t H a m i l t o n ' s r e q u e s t , H u m p h r e y L l o y d , f r i e n d a n d 

c o l l e a g u e o f H a m i l t o n , a t t e m p t e d t o v e r i f y H a m i l t o n ' s p r e d i c t i o n . 

I n t h i s h e w a s c o m p l e t e l y s u c c e s s f u l , f i n d i n g b o t h p r e d i c t e d 

p h e n o m e n a a n d a t h i r d w h i c h h a d n o t b e e n p r e d i c t e d . ( 2 , 1 ; 6 3 5 ) 

G r a v e s w r o t e t h a t t h i s d i s c o v e r y " e x c i t e d a t t h e t i m e a v e r y c o n -

s i d e r a b l e s e n s a t i o n a m o n g s c i e n t i f i c m e n i n E n g l a n d a n d o n t h e 

C o n t i n e n t . . . . " ( 2 , 1 ; 6 3 6 ) W h e w e l l ' s p r a i s e f o r H a m i l t o n w a s 

v i g o r o u s a n d i m m e d i a t e , a n d A i r y r e f e r r e d t o t h e d i s c o v e r y a s 

" p e r h a p s t h e m o s t r e m a r k a b l e p r e d i c t i o n t h a t h a s e v e r b e e n 

m a d e . . . . " ( 2 , 1 ; 6 3 7 ) D e M o r g a n w r i t i n g i n 1 8 6 6 s t a t e d : " O p t i c i a n s 

h a d n o m o r e i m a g i n e d t h e p o s s i b i l i t y o f s u c h a t h i n g , t h a n a s t r o n o -

m e r s h a d i m a g i n e d t h e p l a n e t N e p t u n e , w h i c h L e v e r r i e r a n d 
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A d a m s c a l c u l a t e d i n t o e x i s t e n c e . T h e s e t w o t h i n g s d e s e r v e t o r a n k 

t o g e t h e r a s , p e r h a p s , t h e t w o m o s t r e m a r k a b l e o f v e r i f i e d s c i e n t i f i c 

p r e d i c t i o n s . " 2 2 P l i i c k e r o f B o n n w r o t e : 

N o e x p e r i m e n t i n p h y s i c s h a s m a d e s u c h a s t r o n g i m p r e s s i o n o n m y 

m i n d a s t h a t o f c o n i c a l r e f r a c t i o n . A s i n g l e r a y o f l i g h t e n t e r i n g a c r y s t a l 

a n d l e a v i n g a s a l u m i n o u s c o n e : t h i s i s s o m e t h i n g u n h e a r d o f a n d w i t h -

o u t a n a l o g y . M r . H a m i l t o n p r e d i c t e d i t , s t a r t i n g f r o m t h e f o r m o f t h e 

w a v e w h i c h h a d b e e n d e d u c e d b y a l o n g c a l c u l a t i o n f r o m a n a b s t r a c t 

t h e o r y . I c o n f e s s I w o u l d h a v e h a d l i t t l e h o p e o f s e e i n g a n e x p e r i m e n t a l 

c o n f i r m a t i o n o f s u c h a n e x t r a o r d i n a r y r e s u l t , p r e d i c t e d b y t h e m e r e 

t h e o r y w h i c h F r e s n e l ' s g e n i u s h a d r e c e n t l y c r e a t e d . B u t s i n c e M r . 

L l o y d h a d d e m o n s t r a t e d t h a t t h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s w e r e i n c o m p l e t e 

a c c o r d a n c e w i t h t h e p r e d i c t i o n s o f M r . H a m i l t o n , a l l p r e j u d i c e a g a i n s t a 

t h e o r y s o m a r v e l o u s l y l o f t y has b e e n f o r c e d t o d i s a p p e a r . (2 ,1; 6 3 7 ) 

T h e f a m e t h a t c a m e t o H a m i l t o n b e c a u s e o f t h i s d i s c o v e r y w a s i n -

c r e a s e d b y t h e f a c t t h a t i t w a s m a d e , l i k e n e a r l y a l l t h e d i s c o v e r i e s 

d i s c u s s e d t h u s f a r , b e f o r e H a m i l t o n h a d r e a c h e d h i s t h i r t i e t h y e a r . 

A l s o i l l u s t r a t i v e o f , a n d c o n t r i b u t o r y t o , H a m i l t o n ' s p o p u l a r f a m e 

w a s h i s c l o s e f r i e n d s h i p w i t h W i l l i a m W o r d s w o r t h a n d o t h e r 

l i t e r a r y f i g u r e s s u c h a s M a r i a E d g e w o r t h a n d S a m u e l T a y l o r C o l e -

r i d g e . N u m e r o u s l e t t e r s p a s s e d b e t w e e n H a m i l t o n a n d W o r d s -

w o r t h , a n d e a c h v i s i t e d t h e o t h e r o n m a n y o c c a s i o n s . W o r d s w o r t h 

h a d s a i d t h a t H a m i l t o n w a s o n e o f t w o m e n t o w h o m h e c o u l d l o o k 

u p ( t h e o t h e r w a s C o l e r i d g e ) . T o t h i s H a m i l t o n r e p l i e d : " I f I a m t o 

l o o k d o w n o n y o u , i t i s o n l y a s L o r d R o s s e l o o k s d o w n i n h i s t e l e -

s c o p e t o s e e t h e s t a r s o f h e a v e n r e f l e c t e d . " ( 2 , 1 1 1 ; 2 3 7 ) 

B y 1 8 3 5 H a m i l t o n ' s f a m e w a s e s t a b l i s h e d . I n t h a t y e a r h e w a s 

k n i g h t e d a n d r e c e i v e d a m e d a l f r o m t h e R o y a l S o c i e t y ; i n a d d i t i o n 

h e f i n i s h e d a p a p e r o n a l g e b r a i c c o u p l e s , w h i c h i s t h e f i r s t o f H a m i l -

t o n ' s p u b l i c a t i o n s t o b e o f d i r e c t i m p o r t a n c e f o r t h e p r e s e n t s t u d y . 

I n 1 8 3 7 h e w a s e l e c t e d p r e s i d e n t o f t h e R o y a l I r i s h A c a d e m y a n d 

h e l d t h i s p o s i t i o n u n t i l h i s r e s i g n a t i o n i n 1 8 4 5 , s o o n a f t e r h i s d i s -

c o v e r y ( 1 8 4 3 ) o f q u a t e r n i o n s . T h e l a s t t w e n t y - t w o y e a r s o f h i s l i f e , 

f r o m 1 8 4 3 t o 1 8 6 5 , w e r e f o r t h e m o s t p a r t d e v o t e d t o t h e d e v e l o p -

m e n t o f q u a t e r n i o n s . 

H o n o r s o f a l l s o r t s c o n t i n u e d t o b e b e s t o w e d o n h i m . O n e o f 

t h e s e d e s e r v e s f i n a l m e n t i o n . I n 1 8 6 5 , t h e y e a r o f h i s d e a t h , H a m i l -

t o n r e c e i v e d n o t i c e t h a t t h e n e w l y f o u n d e d N a t i o n a l A c a d e m y o f 

S c i e n c e s o f t h e U n i t e d S t a t e s h a d e l e c t e d h i m a F o r e i g n A s s o c i a t e , 

a l o n g w i t h f o u r t e e n o t h e r m e n . T h e m e m b e r s h a d v o t e d t o p l a c e 

H a m i l t o n ' s n a m e a t t h e h e a d o f t h e l i s t o f F o r e i g n A s s o c i a t e s , p r e -

s u m a b l y s i g n i f y i n g t h a t i n t h e i r o p i n i o n h e w a s t h e g r e a t e s t l i v i n g 

s c i e n t i s t . I n t h i s t h e y w e r e p r o b a b l y o v e r l y e n t h u s i a s t i c , b u t t h e i r 

j u d g m e n t d o e s a t t e s t t o t h e f a c t , w h i c h i s v e r y s i g n i f i c a n t f o r t h i s 
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s t u d y , t h a t H a m i l t o n ' s f a m e a m o n g h i s c o n t e m p o r a r i e s w a s v e r y 

g r e a t . A t t h i s s a m e t i m e t h e m a j o r i t y o f G r a s s m a n n ' s s c i e n t i f i c w o r k 

h a d b e e n c o m p l e t e d , b u t h e w a s s t i l l n e a r l y u n k n o w n . H i s s u b t i t l e 

i n h i s 1 8 6 2 Ausdehnungslehre h a d c h a n g e d o n l y s l i g h t l y ; i t w a s 

n o w " P r o f e s s o r a m G y m n a s i u m z u S t e t t i n . " 

I I I . Hamilton and Complex Numbers 

I t w a s s t a t e d p r e v i o u s l y t h a t H a m i l t o n ' s d i s c o v e r y o f q u a t e r n i o n s 

w a s i n t h e t r a d i t i o n o f t h e w o r k d o n e o n c o m p l e x n u m b e r s , a n d i n 

t h i s r e g a r d t h e h i s t o r y o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x 

n u m b e r s a n d a s s o c i a t e d i d e a s w a s g i v e n . B u t t h e r e w a s a s e c o n d 

l i n e o f d e v e l o p m e n t i n s t u d i e s o n c o m p l e x n u m b e r s t h a t a l s o l e d t o 

q u a t e r n i o n s . T h i s l i n e o f d e v e l o p m e n t w a s e s t a b l i s h e d b y H a m i l t o n 

h i m s e l f i n h i s l o n g a n d i m p o r t a n t e s s a y p u b l i s h e d i n 1 8 3 7 a n d e n -

t i t l e d : " T h e o r y o f C o n j u g a t e F u n c t i o n s , o r A l g e b r a i c C o u p l e s ; w i t h 

a P r e l i m i n a r y a n d E l e m e n t a r y E s s a y o n A l g e b r a a s t h e S c i e n c e o f 

P u r e T i m e . " T h i s p a p e r i s i m p o r t a n t i n i t s e l f ; i n d e e d o n e m a t h e -

m a t i c i a n r e f e r r e d t o i t a s a g r e a t e r c o n t r i b u t i o n t o a l g e b r a t h a n h i s 

d i s c o v e r y o f q u a t e r n i o n s . 2 3 H a m i l t o n ' s p a p e r i s d i v i d e d i n t o t h r e e 

s e c t i o n s : t h e f i r s t s e c t i o n , w h i c h c o n s i s t s o f " G e n e r a l I n t r o d u c t o r y 

R e m a r k s , " w a s w r i t t e n l a s t ; t h e s e c o n d s e c t i o n , a n e s s a y " O n 

A l g e b r a a s t h e S c i e n c e o f P u r e T i m e " w a s w r i t t e n i n 1 8 3 5 ; a n d t h e 

t h i r d s e c t i o n , c o n t a i n i n g h i s " T h e o r y o f C o n j u g a t e F u n c t i o n s , 

o r A l g e b r a i c C o u p l e s , " w a s f o r t h e m o s t p a r t w r i t t e n i n 1 8 3 3 . 

( 2 , 1 1 ; 1 4 4 ) N e g l e c t o f t h e h i s t o r i c a l s e q u e n c e o f t h e c o m p o s i t i o n h a s 

l e d t o a n u m b e r o f h i s t o r i c a l m i s c o n c e p t i o n s . 

H a m i l t o n b e g a n t h e p a p e r b y w r i t i n g : 

T h e s t u d y o f A l g e b r a m a y b e p u r s u e d i n t h r e e v e r y d i f f e r e n t s c h o o l s , t h e 

P r a c t i c a l , t h e P h i l o l o g i c a l , o r t h e T h e o r e t i c a l , a c c o r d i n g a s A l g e b r a i t s e l f 

i s a c c o u n t e d a n I n s t r u m e n t , o r a L a n g u a g e , o r a C o n t e m p l a t i o n ; a c c o r d -

i n g a s ease o f o p e r a t i o n , o r s y m m e t r y o f e x p r e s s i o n , o r c l e a r n e s s o f 

t h o u g h t , ( t h e agere, t h e f a r i , o r t h e sapere,) i s e m i n e n t l y p r i z e d a n d 

s o u g h t f o r . T h e P r a c t i c a l p e r s o n s e e k s a R u l e w h i c h h e m a y a p p l y , t h e 

P h i l o l o g i c a l p e r s o n s e e k s a F o r m u l a w h i c h h e m a y w r i t e , t h e T h e o r e t i c a l 

p e r s o n s e e k s a T h e o r e m o n w h i c h h e m a y m e d i t a t e . ( 3 ; 2 9 3 ) 

H e t h e n p r o c e e d e d t o s t a t e t h a t t h e a i m o f t h i s p a p e r w a s t h e o r e t i -

c a l . 

T h e t h i n g a i m e d a t , i s t o i m p r o v e t h e Science, n o t t h e A r t n o r t h e 

L a n g u a g e o f A l g e b r a . T h e i m p e r f e c t i o n s s o u g h t t o b e r e m o v e d , a r e c o n -

f u s i o n s o f t h o u g h t , a n d o b s c u r i t i e s o r e r r o r s o f r e a s o n i n g ; r i o t d i f f i c u l t i e s 

o f a p p l i c a t i o n o f a n i n s t r u m e n t n o r f a i l u r e s o f s y m m e t r y i n e x p r e s s i o n . . . . 

F o r i t has n o t f a r e d w i t h t h e p r i n c i p l e s o f A l g e b r a a s w i t h t h e p r i n -

c i p l e s o f G e o m e t r y . N o c a n d i d a n d i n t e l l i g e n t p e r s o n c a n d o u b t t h e 
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t r u t h o f t h e c h i e f p r o p e r t i e s o f Parallel Lines, a s se t f o r t h b y E U C L I D 

i n h i s E l e m e n t s , t w o t h o u s a n d y e a r s a g o ; t h o u g h h e m a y w e l l d e s i r e t o 

s e e t h e m t r e a t e d i n a c l e a r e r a n d b e t t e r m e t h o d . T h e d o c t r i n e i n v o l v e s 

n o o b s c u r i t y n o r c o n f u s i o n o f t h o u g h t , a n d l e a v e s i n t h e m i n d n o 

r e a s o n a b l e g r o u n d f o r d o u b t , a l t h o u g h i n g e n u i t y m a y u s e f u l l y b e e x e r -

c i s e d i n i m p r o v i n g t h e p l a n o f t h e a r g u m e n t . B u t i t r e q u i r e s n o p e c u l i a r 

s c e p t i c i s m t o d o u b t , o r e v e n t o d i s b e l i e v e , t h e d o c t r i n e o f N e g a t i v e s a n d 

I m a g i n a r i e s , w h e n se t f o r t h (as i t has c o m m o n l y b e e n ) w i t h p r i n c i p l e s 

l i k e t h e s e : t h a t a greater magnitude may be subtracted from a less, a n d 

t h a t t h e r e m a i n d e r i s l ess t h a n n o t h i n g ; t h a t two negative numbers, o r 

n u m b e r s d e n o t i n g m a g n i t u d e s e a c h l e s s t h a n n o t h i n g , m a y b e multi-

plied t h e o n e b y t h e o t h e r , a n d t h a t t h e p r o d u c t w i l l b e a positive n u m -

b e r , o r a n u m b e r d e n o t i n g a m a g n i t u d e g r e a t e r t h a n n o t h i n g ; a n d t h a t 

a l t h o u g h t h e square o f a n u m b e r , o r t h e p r o d u c t o b t a i n e d b y m u l t i p l y i n g 

t h a t n u m b e r b y i t s e l f , i s t h e r e f o r e always positive, w h e t h e r t h e n u m b e r 

b e p o s i t i v e o r n e g a t i v e , y e t t h a t n u m b e r s , c a l l e d imaginary, c a n b e f o u n d 

o r c o n c e i v e d o r d e t e r m i n e d , a n d o p e r a t e d o n b y a l l t h e r u l e s o f p o s i t i v e 

a n d n e g a t i v e n u m b e r s , a s i f t h e y w e r e s u b j e c t t o t h o s e r u l e s , although 

they have negative squares, a n d m u s t t h e r e f o r e b e s u p p o s e d t o b e t h e m -

s e l v e s n e i t h e r p o s i t i v e o r n e g a t i v e , n o r y e t n u l l n u m b e r s , s o t h a t t h e 

m a g n i t u d e s w h i c h t h e y a r e s u p p o s e d t o d e n o t e c a n n e i t h e r b e g r e a t e r 

t h a n n o t h i n g , n o r l e s s t h a n n o t h i n g , n o r e v e n e q u a l t o n o t h i n g . I t m u s t 

b e h a r d t o f o u n d a S C I E N C E o n s u c h g r o u n d s a s t h e s e . . . . ( 3 ; 2 9 4 ) 

H a m i l t o n t h e n a s k e d 

w h e t h e r e x i s t i n g A l g e b r a , i n t h e s t a t e t o w h i c h i t has b e e n a l r e a d y u n -

f o l d e d b y t h e m a s t e r s o f i t s r u l e s a n d o f i t s l a n g u a g e , o f f e r s i n d e e d n o 

r u d i m e n t w h i c h m a y e n c o u r a g e a h o p e o f d e v e l o p i n g a S C I E N C E o f 

A l g e b r a : a S c i e n c e p r o p e r l y s o c a l l e d ; s t r i c t , p u r e , a n d i n d e p e n d e n t ; 

d e d u c e d b y v a l i d r e a s o n i n g s f r o m i t s o w n i n t u i t i v e p r i n c i p l e s ; a n d t h u s 

n o t l ess a n o b j e c t o f p r i o r i c o n t e m p l a t i o n t h a n G e o m e t r y , n o r l ess d i s -

t i n c t , i n i t s o w n e s s e n c e , f r o m t h e R u l e s w h i c h i t m a y t e a c h o r u s e , a n d 

f r o m t h e S i g n s b y w h i c h i t m a y e x p r e s s i t s m e a n i n g . (3 ; 2 9 5 ) 

H a m i l t o n c o n c l u d e d " t h a t t h e I n t u i t i o n o f T I M E i s s u c h a r u d i -

m e n t " ( 3 ; 2 9 5 ) a n d e l a b o r a t e d o n t h i s i d e a b y w r i t i n g : 

T h e a r g u m e n t f o r t h e c o n c l u s i o n t h a t the notion of time may be un-

folded into an independent Pure Science, or t h a t a Science of Pure Time 

i s possible, r e s t s c h i e f l y o n t h e e x i s t e n c e o f c e r t a i n p r i o r i i n t u i t i o n s , 

c o n n e c t e d w i t h t h a t n o t i o n o f t i m e , a n d f i t t e d t o b e c o m e t h e s o u r c e s o f a 

p u r e S c i e n c e ; a n d o n t h e a c t u a l d e d u c t i o n o f s u c h a S c i e n c e f r o m t h o s e 

p r i n c i p l e s , w h i c h t h e a u t h o r c o n c e i v e s t h a t h e has b e g u n . (3 ; 2 9 6 - 2 9 7 ) 

I n t h e s e c o n d s e c t i o n o f t h i s p a p e r H a m i l t o n a t t e m p t e d t o d e -

v e l o p t h e r e a l n u m b e r s y s t e m o n t h e b a s i s o f t h e i n t u i t i o n o f t h e 

c o n c e p t o f t i m e . I n t h i s w a y h e b e l i e v e d h e c o u l d j u s t i f y t h e u s e o f 

n e g a t i v e n u m b e r s a s c o r r e s p o n d i n g t o s t e p s i n t i m e . 

I t i s g e n e r a l l y b e l i e v e d t h a t H a m i l t o n ' s s t r e s s o n t i m e w a s 

d e r i v e d f r o m K a n t . S u c h m a y n o t b e t h e c a s e , f o r K a n t ' s n a m e i s 
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n e v e r m e n t i o n e d i n t h e p a p e r . I n H a m i l t o n ' s l a t e r e x p o s i t i o n o f 

t h e s e i d e a s i n t h e P r e f a c e t o h i s Lectures o n Quaternions ( 4 ; [ 2 ] - [ 3 ] ) 

h e d i d m e n t i o n K a n t a n d w r o t e t h a t r e a d i n g K a n t ' s Critique o f 

Pure Reason " e n c o u r a g e d [ h i m ] t o e n t e r t a i n a n d p u b l i s h t h i s 

v i e w . . . . " ( 4 ; [ 2 ] ) A s e a r l y a s 1 8 2 7 H a m i l t o n w r o t e , i m m e d i a t e l y 

a f t e r m e n t i o n i n g g e o m e t r y : " T h e s c i e n c e s o f S p a c e a n d T i m e ( t o 

a d o p t h e r e a v i e w o f A l g e b r a w h i c h I h a v e e l s e w h e r e v e n t u r e d t o 

p r o p o s e ) b e c a m e i n t i m a t e l y i n t e r t w i n e d a n d i n d i s s o l u b l y c o n -

n e c t e d w i t h e a c h o t h e r . " ( 2 , 1 ; 2 2 9 ) F r o m a n u m b e r o f s t a t e m e n t s 

m a d e b y H a m i l t o n i n l e t t e r s i t s e e m s q u i t e c l e a r t h a t h e b e g a n 

r e a d i n g K a n t four years after m a k i n g t h e a b o v e s t a t e m e n t . 2 4 I n 1 8 3 5 

H a m i l t o n w r o t e : " a n d m y o w n c o n v i c t i o n s , m a t h e m a t i c a l a n d m e t a -

p h y s i c a l , h a v e b e e n s o l o n g a n d s o s t r o n g l y c o n v e r g i n g t o t h i s p o i n t 

( c o n f i r m e d n o d o u b t o f l a t e b y t h e s t u d y o f K a n t ' s Pure Reason), t h a t 

I c a n n o t e a s i l y y i e l d t o t h e a u t h o r i t y o f t h o s e o t h e r f r i e n d s w h o 

s t a r e a t m y s t r a n g e t h e o r y . " ( 2 , 1 1 ; 1 4 2 ) I t t h u s s e e m s t h a t a t m o s t 

K a n t s e r v e d a s a c a t a l y s t f o r t h e d e v e l o p m e n t o f h i s i d e a s a n d a s a 

c o n f i r m a t i o n o f t h e m . 

I n t h e t h i r d p a r t o f t h e e s s a y H a m i l t o n p r e s e n t e d h i s " T h e o r y o f 

C o n j u g a t e F u n c t i o n s , o r A l g e b r a i c C o u p l e s . " W h i l e t h e s e c o n d p a r t 

o f h i s e s s a y i s g e n e r a l l y c o n s i d e r e d o f m i n o r i m p o r t a n c e , t h e t h i r d 

p a r t i s u n i v e r s a l l y a d m i t t e d t o b e o f g r e a t i m p o r t a n c e , f o r h e r e i n 

H a m i l t o n d e v e l o p e d c o m p l e x n u m b e r s i n t e r m s o f o r d e r e d p a i r s o f 

r e a l n u m b e r s i n a l m o s t e x a c t l y t h e s a m e w a y a s i t i s d o n e i n m o d e r n 

m a t h e m a t i c s . 2 5 T h e s t r e s s i n t h i s s e c t i o n w a s n o t o n t i m e , a l t h o u g h 

t h e i n t e r p r e t a t i o n o f t h e c o u p l e s i n t e r m s o f t i m e w a s g i v e n . H a m i l -

t o n a t n o p o i n t i n t h e p a p e r m e n t i o n e d W a r r e n o r t h e g e o m e t r i c a l 

i n t e r p r e t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s ; f r o m t h i s i t s e e m s p r o b a b l e t h a t 

H a m i l t o n b e l i e v e d ( l i k e G a u s s ) t h a t t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n 

w a s a n a i d t o i n t u i t i o n , b u t n o t a s a t i s f a c t o r y j u s t i f i c a t i o n f o r c o m -

p l e x n u m b e r s . E s s e n t i a l l y w h a t H a m i l t o n d i d i n t h i s s e c t i o n w a s t o 

s e t u p o r d e r e d p a i r s o f r e a l n u m b e r s ( a , b ) a n d d e f i n e o p e r a t i o n s o n 

t h e m . T h e s e o p e r a t i o n s w e r e a l l d o n e i n t e r m s o f t h e r u l e s f o r r e a l 

n u m b e r s . H e t h e n s h o w e d t h a t t h e c o u p l e s t h u s c o n s i d e r e d w e r e 

e q u i v a l e n t t o c o m p l e x n u m b e r s o f t h e f o r m a - h bi. H e w r o t e : 

I n t h e T H E O R Y O F S I N G L E N U M B E R S , t h e s y m b o l V ^ T i s absurd, 

a n d d e n o t e s a n I M P O S S I B L E E X T R A C T I O N , o r a m e r e l y I M A G I -

N A R Y N U M B E R ; b u t i n t h e T H E O R Y O F C O U P L E S , t h e s a m e s y m b o l 

V - l i s significant, a n d d e n o t e s a P O S S I B L E E X T R A C T I O N , o r a 

R E A L C O U P L E , n a m e l y (as w e h a v e j u s t n o w s e e n ) t h e principal 

square-root o f the couple (—1, 0 ) . I n t h e l a t t e r t h e o r y , t h e r e f o r e , t h o u g h 

n o t i n t h e f o r m e r , t h i s s i g n V — l m a y p r o p e r l y b e e m p l o y e d ; a n d w e m a y 

w r i t e , i f w e c h o o s e , f o r a n y c o u p l e (au a2) w h a t e v e r , ( a , , a2) = 

a, + a2V-l (3 ; 4 1 7 - 4 1 8 ) 

2 5 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

H a m i l t o n c o n c l u d e d t h e e s s a y b y w r i t i n g : 

t h e p r e s e n t Theory o f Couples i s p u b l i s h e d . . . to s h o w . . . t h a t e x p r e s -

s i o n s w h i c h s e e m a c c o r d i n g t o c o m m o n v i e w s t o b e m e r e l y s y m b o l i c a l , 

a n d q u i t e i n c a p a b l e o f b e i n g i n t e r p r e t e d , m a y pass i n t o t h e w o r l d o f 

t h o u g h t s , a n d a c q u i r e r e a l i t y a n d s i g n i f i c a n c e , i f A l g e b r a b e v i e w e d a s 

n o t a m e r e A r t o r L a n g u a g e , b u t a s t h e S c i e n c e o f P u r e T i m e . T h e 

a u t h o r h o p e s t o p u b l i s h h e r e a f t e r m a n y o t h e r a p p l i c a t i o n s o f t h i s v i e w ; 

e s p e c i a l l y t o E q u a t i o n s a n d I n t e g r a l s , a n d t o a T h e o r y o f T r i p l e t s a n d 

Se t s o f M o m e n t s , S t e p s , a n d N u m b e r s , w h i c h i n c l u d e s t h i s T h e o r y o f 

C o u p l e s . (3 ; 4 2 2 ) 

T h e " T h e o r y o f T r i p l e t s " t h a t h e s o u g h t w a s o f c o u r s e t h e e x t e n s i o n 

o f t h e c o m p l e x n u m b e r s y s t e m t o t h r e e d i m e n s i o n s . 

I t i s c l e a r f r o m t h i s p a p e r t h a t H a m i l t o n u n d e r s t o o d t h e n a t u r e 

a n d i m p o r t a n c e o f t h e a s s o c i a t i v e , c o m m u t a t i v e , a n d d i s t r i b u t i v e 

l a w s . 2 6 T h e m a j o r i t y o f m a t h e m a t i c i a n s a p p r e c i a t e d t h e s i g n i f i c a n c e 

o f t h e s e l a w s o n l y a f t e r n u m b e r s y s t e m s ( e s p e c i a l l y q u a t e r n i o n s ) 

h a d b e e n d e v e l o p e d w h i c h d i d n o t o b e y t h e m . 

H a m i l t o n ' s " T h e o r y " w a s p o o r l y r e c e i v e d . M o s t m a t h e m a t i c i a n s 

d i d n o t a g r e e w i t h H a m i l t o n ' s s t r e s s o n t i m e , a n d a f e w f e l t t h e n e e d 

f o r t h e d e v e l o p m e n t o f c o m p l e x n u m b e r s o n a b a s i s o t h e r t h a n a 

g e o m e t r i c a l o n e . T h a t G a u s s a n d B o l y a i r e j e c t e d t h e g e o m e t r i c a l 

j u s t i f i c a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s i s a l m o s t c e r t a i n l y d u e t o t h e f a c t 

t h a t t h e y b o t h h a d p r e v i o u s l y d i s c o v e r e d n o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y . 

W h e n n o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y b e c a m e k n o w n ( a f t e r 1 8 6 0 ) , m a t h e -

m a t i c i a n s t h e n b e c a m e i n t e r e s t e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f c o m p l e x 

n u m b e r s i n t e r m s o f o r d e r e d p a i r s o f r e a l n u m b e r s . 

H a m i l t o n ' s " E s s a y " w a s a n i m p o r t a n t e v e n t i n t h e h i s t o r y o f t h e 

d i s c o v e r y o f q u a t e r n i o n s f o r a n u m b e r o f r e a s o n s . F i r s t , i t s e t 

H a m i l t o n o n t h e q u e s t f o r h i g h e r c o m p l e x n u m b e r s f r o m a n o t h e r 

d i r e c t i o n , i n a d d i t i o n t o t h e q u e s t i n t e r m s o f a m e t h o d o f a n a l y s i s 

f o r t h r e e - d i m e n s i o n a l s p a c e . S e c o n d , t h r o u g h h i s m e t h o d o f c o u p l e s 

a t l e a s t H a m i l t o n h i m s e l f b e c a m e c o n v i n c e d o f t h e l e g i t i m a c y o f 

c o m p l e x n u m b e r s , a n d m o r e i m p o r t a n t l y h e a l s o o b t a i n e d a m e t h o d 

t h a t c o u l d b e e x t e n d e d i n s u c h a w a y a s t o a s s u r e t h e l e g i t i m a c y o f 

h i g h e r c o m p l e x n u m b e r s , f o r m e d f o r e x a m p l e b y t r i p l e t s o r q u a d -

r u p l e t s ( a s i n t h e c a s e o f q u a t e r n i o n s ) . T o p u t i t a n o t h e r w a y , b y t h i s 

m e t h o d H a m i l t o n w a s p r e p a r e d , p e r h a p s t o d i s c o v e r , m o r e s i g n i f i -

c a n t l y t o a c c e p t a s l e g i t i m a t e , " f o u r - d i m e n s i o n a l " c o m p l e x n u m -

b e r s ( a s q u a t e r n i o n s ) , e v e n i f n o g e o m e t r i c a l j u s t i f i c a t i o n w e r e t o b e 

a v a i l a b l e . S u p p o r t f o r t h e a b o v e a n a l y s i s i s f o u n d i n a l e t t e r o f 1 8 4 1 

f r o m H a m i l t o n t o D e M o r g a n : 

A s t o T r i p l e t s , I m u s t a c k n o w l e d g e , t h a t t h o u g h I f a n c i e d m y s e l f a t 

o n e t i m e t o b e i n p o s s e s s i o n o f s o m e t h i n g w o r t h p u b l i s h i n g a b o u t t h e m , 
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I n e v e r c o u l d r e s o l v e t h e p r o b l e m w h i c h y o u h a v e j u s t l y s i g n a l i s e d a s 

t h e m o s t i m p o r t a n t i n t h i s b r a n c h o f ( f u t u r e ) A l g e b r a : t o assign t w o s y m -

b o l s O a n d &), s u c h t h a t t h e o n e s y m b o l i c a l e q u a t i o n 

a + M l + co) = a , + + c,&> 

s h a l l g i v e t h e t h r e e e q u a t i o n s 

a = au b = bu c = c, 

B u t , i f m y v i e w o f A l g e b r a b e j u s t , i t must b e p o s s i b l e , i n some w a y o r 

o t h e r , t o i n t r o d u c e n o t o n l y t r i p l e t s b u t polyplets, s o a s i n s o m e s e n s e t o 

s a t i s f y t h e s y m b o l i c a l e q u a t i o n 

a= (a,, a2, . . . an); 

a b e i n g h e r e o n e s y m b o l , a s i n d i c a t i v e o f o n e ( c o m p l e x ) t h o u g h t ; a n d 

f l j , a2, . . . a n d e n o t i n g n r e a l n u m b e r s , p o s i t i v e or n e g a t i v e ; t h a t i s , in 

o t h e r w o r d s , n d a t e s , i n t h e c h r o n o l o g i c a l s e n s e o f t h e w o r d , o n l y e x -

c l u d i n g o u t w a r d m a r k s a n d m e a s u r e s , a n d t h e n o t i o n o f c a u s e a n d 

e f f e c t . (2,11; 3 4 3 ) 

M o r e o v e r , a f t e r 1 8 4 3 H a m i l t o n s t r e s s e d t h e i m p o r t a n c e o f t h i s 

p o i n t o f v i e w f o r h i s d i s c o v e r y o f q u a t e r n i o n s . H e s a i d i n f a c t t h a t 

h e m a d e t h i s d i s c o v e r y o n e d a y w h e n " b e i n g t h e n f r e s h f r o m a r e -

p e r u s a l o f m y o l d e s s a y , I r e n e w e d m y a t t e m p t s t o c o m b i n e m y 

g e n e r a l n o t i o n o f s e t s o f n u m b e r s , c o n s i d e r e d a s s u g g e s t e d b y s e t s 

o f m o m e n t s o f t i m e , w i t h g e o m e t r i c a l c o n s i d e r a t i o n s o f p o i n t s a n d 

l i n e s i n t r i d i m e n s i o n a l s p a c e . . . . " 2 7 

I V . Hamilton s Discovery of Quaternions 

A t t h e e n d o f h i s " E s s a y " o f 1 8 3 7 H a m i l t o n s t a t e d t h a t h e w a s 

s e e k i n g a t r i p l e t s y s t e m . H e h a d , i n f a c t , m a d e d e f i n i t e a t t e m p t s t o 

f i n d t r i p l e t s a s e a r l y a s 1 8 3 0 . ( 4 ; [ 3 9 ] ) T h e c o n j e c t u r e o f t h a t y e a r 

e n t a i l e d a b a n d o n m e n t o f t h e d i s t r i b u t i v e p r o p e r t y . T h a t H a m i l t o n 

w a s n o t a l o n e i n h i s q u e s t i s s h o w n b y H a m i l t o n ' s o w n s t a t e m e n t 

t h a t J o h n T . G r a v e s h a d t r i e d t o f o r m a h i g h e r c o m p l e x n u m b e r 

s y s t e m f o r s p a c e " a s e a r l y , o r p e r h a p s e a r l i e r t h a n m y s e l f . " 2 8 

H a m i l t o n a n d G r a v e s h a d b e e n i n c o r r e s p o n d e n c e o n t h e s u b j e c t 

f r o m a t l e a s t 1 8 3 6 , a t w h i c h t i m e G r a v e s s e n t H a m i l t o n a s y s t e m 

w h i c h w a s s i m i l a r t o o n e H a m i l t o n h a d c o n s t r u c t e d i n 1 8 3 5 . 

( 4 ; [ 3 6 ] - [ 3 7 ] ) I n 1 8 4 1 H a m i l t o n r e c e i v e d a l e t t e r f r o m A u g u s t u s 

D e M o r g a n , i n w h i c h D e M o r g a n a s k e d H a m i l t o n a b o u t h i s t r i p -

l e t s . W i t h t h i s l e t t e r w a s a c o p y o f D e M o r g a n ' s 1 8 4 1 p a p e r " O n t h e 

F o u n d a t i o n o f A l g e b r a , " 2 9 i n w h i c h D e M o r g a n h a d i n c l u d e d a 

b r i e f d i s c u s s i o n o f t r i p l e t s . ( 4 ; [ 4 1 ] — [ 4 2 ] ) 

W h e n b y 1 8 4 3 H a m i l t o n b e g a n a n o t h e r i n t e n s e s e a r c h f o r t r i p -

l e t s , t h e f r a m e w o r k w i t h i n w h i c h t h e s e a r c h h a d t o b e c o n d u c t e d 
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w a s c l e a r t o h i m . T h e f o l l o w i n g m a y b e t a k e n a s a n o u t l i n e o f t h e 

p r o p e r t i e s t h a t h e c o n s c i o u s l y h o p e d t h e n e w n u m b e r s w o u l d h a v e . 

1 . T h e a s s o c i a t i v e p r o p e r t y f o r a d d i t i o n a n d m u l t i p l i c a t i o n . T h u s 

i f N , N \ a n d N " a r e t h r e e s u c h n u m b e r s , t h e n N + ( N ' + N " ) = 

(N + N') + N" a n d N(N'N") = (NN')N". 

2 . T h e c o m m u t a t i v e p r o p e r t y f o r a d d i t i o n a n d m u l t i p l i c a t i o n . 

N + N' = N' + N a n d NN' = N'N. 

3. T h e d i s t r i b u t i v e p r o p e r t y . N(N' + N") = NN' + NN". 

4 . T h e p r o p e r t y t h a t d i v i s i o n i s u n a m b i g u o u s . T h u s i f N a n d N ' 

a r e a n y g i v e n c o m p l e x n u m b e r s , i t i s a l w a y s p o s s i b l e t o f i n d o n e 

a n d only one n u m b e r X ( i n g e n e r a l , a n u m b e r o f t h e s a m e f o r m a s 

N a n d N') s u c h t h a t NX = N'. 

5 . T h e p r o p e r t y t h a t t h e n e w n u m b e r s o b e y t h e l a w o f t h e m o d -

u l i . T h u s i f a n y t h r e e t r i p l e t s c o m b i n e s o t h a t 

{ax + bxi + cj)(a2 + b2i + c 2 j ) = a3 + b3i + c 3 j , 

t h e n 

(a,2 + b2 + c2){a2 + b2
2 + c2

2) = (a3
2 + fo3

2 + c3
2): 

6 . T h e p r o p e r t y t h a t t h e n e w n u m b e r s w o u l d h a v e a s i g n i f i c a n t 

i n t e r p r e t a t i o n i n t e r m s o f t h r e e d i m e n s i o n a l s p a c e . 

I t i s w e l l k n o w n t h a t o r d i n a r y c o m p l e x n u m b e r s h a v e a l l t h e s e 

p r o p e r t i e s , w i t h t h e e x c e p t i o n t h a t t h e i r g e o m e t r i c a l i n t e r p r e t a t i o n 

i s f o r t w o - d i m e n s i o n a l s p a c e . I n o n e s e n s e , t h e n , t h e a b o v e i s s i m -

p l y a d e t a i l e d s t a t e m e n t t h a t H a m i l t o n s o u g h t f o r n e w n u m b e r s 

w h i c h w o u l d b e d i r e c t l y a n a l o g o u s t o o r d i n a r y c o m p l e x n u m b e r s . 

O f t h e a b o v e p r o p e r t i e s o n l y t h e c o m m u t a t i v e p r o p e r t y f o r m u l t i p l i -

c a t i o n h a d t o b e a b a n d o n e d f o r q u a t e r n i o n s . W i t h l i m i t s a s r e s t r i c -

t i v e a s t h e s e H a m i l t o n c o u l d o n l y b e s a t i s f i e d w i t h q u a t e r n i o n s , f o r , 

a s C . S . P e i r c e p r o v e d i n 1 8 8 1 , " o r d i n a r y r e a l a l g e b r a , o r d i n a r y a l g e -

b r a w i t h i m a g i n a r i e s , a n d r e a l q u a t e r n i o n s a r e t h e o n l y a s s o c i a t i v e 

a l g e b r a s i n w h i c h d i v i s i o n b y f i n i t e s a l w a y s y i e l d s a n u n a m b i g u o u s 

q u o t i e n t . " 3 0 I t i s s i g n i f i c a n t t o a s k a t t h i s p o i n t w h i c h o f t h e s e p r o p -

e r t i e s a r e r e t a i n e d f o r t h e s c a l a r ( d o t ) a n d v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t 

m u l t i p l i c a t i o n s i n m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . F o r t h e d o t p r o d u c t t h e 

a s s o c i a t i v e l a w f o r m u l t i p l i c a t i o n i s n o t r e l e v a n t , a n d b o t h t h e l a w 

o f t h e m o d u l i a n d t h e u n a m b i g u i t y o f d i v i s i o n m u s t b e a b a n d o n e d . 3 1 

F o r t h e c r o s s p r o d u c t t h e a s s o c i a t i v e a n d c o m m u t a t i v e p r o p e r t i e s 

m u s t b e a b a n d o n e d . 3 2 M o r e o v e r d i v i s i o n i s n o t u n a m b i g u o u s , a n d 

t h e l a w o f t h e m o d u l i f a i l s a s w e l l . 3 3 

F r o m t h e a b o v e c o m p a r i s o n o f t h e p r o p e r t i e s o f q u a t e r n i o n s a n d 

v e c t o r s i t i s e v i d e n t t h a t a t l e a s t i n s o m e w a y s q u a t e r n i o n s n o t o n l y 

a r e s i m p l e r t h a n m o d e r n v e c t o r s b u t a l s o e n t a i l f e w e r i n n o v a t i o n s . 
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I n t h e p e r i o d i m m e d i a t e l y a f t e r t h e i r d i s c o v e r y q u a t e r n i o n s w e r e 

c r i t i c i z e d b e c a u s e o f t h e a b a n d o n m e n t o f t h e c o m m u t a t i v e p r o p e r t y 

f o r m u l t i p l i c a t i o n . I t i s a n i n t e r e s t i n g h i s t o r i c a l s p e c u l a t i o n i n t h i s 

r e g a r d a s t o w h a t w o u l d h a v e b e e n s a i d o f a s y s t e m i n w h i c h t h e 

c o m m u t a t i v e a n d a s s o c i a t i v e p r o p e r t i e s f a i l e d , a n d i n w h i c h d i v i -

s i o n w a s i n g e n e r a l i m p o s s i b l e , a n d i n w h i c h m o r e o v e r t w o d i f f e r -

e n t t y p e s o f m u l t i p l i c a t i o n w e r e d e f i n e d . I n a n y c a s e i t w a s i n t h e 

c o n t e x t o f t h e a b o v e p r o p e r t i e s t h a t H a m i l t o n i n 1 8 4 3 r e n e w e d h i s 

a t t e m p t s t o f i n d t r i p l e t s . 3 4 

O n O c t o b e r 1 6 , 1 8 4 3 , H a m i l t o n d i s c o v e r e d q u a t e r n i o n s . P e r h a p s 

t h e b e s t d e s c r i p t i o n o f t h e c i r c u m s t a n c e s s u r r o u n d i n g t h i s e v e n t i s 

c o n t a i n e d i n a l e t t e r H a m i l t o n w r o t e i n 1 8 6 5 t o h i s s o n A r c h i b a l d H . 

H a m i l t o n : 

I f I m a y b e a l l o w e d t o s p e a k o f myself i n c o n n e x i o n w i t h t h e s u b j e c t , I 

m i g h t d o s o i n a w a y w h i c h w o u l d b r i n g you i n , b y r e f e r r i n g t o a n ante-

quaternionic t i m e , w h e n y o u w e r e a m e r e child, b u t h a d c a u g h t f r o m m e 

t h e c o n c e p t i o n o f a V e c t o r , a s r e p r e s e n t e d b y a Triplet: a n d i n d e e d I 

h a p p e n t o b e a b l e t o p u t t h e f i n g e r o f m e m o r y u p o n t h e y e a r a n d m o n t h 

— O c t o b e r , 1 8 4 3 — w h e n h a v i n g r e c e n t l y r e t u r n e d f r o m v i s i t s t o C o r k a n d 

P a r s o n s t o w n , c o n n e c t e d w i t h a M e e t i n g o f t h e B r i t i s h A s s o c i a t i o n , t h e 

d e s i r e t o d i s c o v e r t h e l a w s o f t h e m u l t i p l i c a t i o n r e f e r r e d t o r e g a i n e d 

w i t h m e a c e r t a i n s t r e n g t h a n d e a r n e s t n e s s , w h i c h h a d f o r y e a r s b e e n 

d o r m a n t , b u t w a s t h e n o n t h e p o i n t o f b e i n g g r a t i f i e d , a n d w a s o c c a -

s i o n a l l y t a l k e d o f w i t h y o u . E v e r y m o r n i n g i n t h e e a r l y p a r t o f t h e a b o v e -

c i t e d m o n t h , o n m y c o m i n g d o w n t o b r e a k f a s t , y o u r ( t h e n ) l i t t l e b r o t h e r 

W i l l i a m E d w i n , a n d y o u r s e l f , u s e d t o ask m e , " W e l l , P a p a , c a n y o u mul-

tiply t r i p l e t s " ? W h e r e t o I w a s a l w a y s o b l i g e d t o r e p l y , w i t h a s a d s h a k e 

o f t h e h e a d : " N o , I c a n o n l y add a n d s u b t r a c t t h e m . " 

B u t o n t h e 1 6 t h d a y o f t h e s a m e m o n t h — w h i c h h a p p e n e d t o b e a M o n -

d a y , a n d a C o u n c i l d a y o f t h e R o y a l I r i s h A c a d e m y — I w a s w a l k i n g i n t o 

a t t e n d a n d p r e s i d e , a n d y o u r m o t h e r w a s w a l k i n g w i t h m e , a l o n g t h e 

R o y a l C a n a l , t o w h i c h s h e h a d p e r h a p s d r i v e n ; a n d a l t h o u g h s h e t a l k e d 

w i t h m e n o w a n d t h e n , y e t a n under-current o f t h o u g h t w a s g o i n g o n i n 

m y m i n d , w h i c h g a v e a t l a s t a result, w h e r e o f i t i s n o t t o o m u c h t o s a y 

t h a t I f e l t a t once t h e i m p o r t a n c e . An electric c i r c u i t s e e m e d to close; 

a n d a s p a r k f l ashed f o r t h , t h e h e r a l d (as I foresaw, immediately) o f m a n y 

l o n g y e a r s t o c o m e o f d e f i n i t e l y d i r e c t e d t h o u g h t a n d w o r k , b y myself i f 

s p a r e d , a n d a t a l l e v e n t s o n t h e p a r t o f others, i f I s h o u l d e v e n b e a l l o w e d 

t o l i v e l o n g e n o u g h d i s t i n c t l y t o c o m m u n i c a t e t h e d i s c o v e r y . N o r c o u l d I 

r e s i s t t h e i m p u l s e — u n p h i l o s o p h i c a l a s i t m a y h a v e b e e n — t o c u t w i t h a 

k n i f e o n a s t o n e o f B r o u g h a m B r i d g e , a s w e p a s s e d i t , t h e f u n d a m e n t a l 

f o r m u l a w i t h t h e s y m b o l s , i , j , k ; n a m e l y 

i2 = j2 = k1 = ijk = —1, 

w h i c h c o n t a i n s t h e Solution o f t h e Problem, b u t o f c o u r s e , a s a n i n s c r i p -

t i o n , has l o n g s i n c e m o u l d e r e d a w a y . A m o r e d u r a b l e n o t i c e r e m a i n s , 

h o w e v e r , o n t h e C o u n c i l B o o k s o f t h e A c a d e m y f o r t h a t d a y ( O c t o b e r 

1 6 t h , 1 8 4 3 ) , w h i c h r e c o r d s t h e f a c t , t h a t I t h e n a s k e d f o r a n d o b t a i n e d 
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l e a v e to r e a d a P a p e r on Quaternions, a t t h e First General Meeting o f t h e 

S e s s i o n : w h i c h r e a d i n g t o o k p l a c e a c c o r d i n g l y , o n M o n d a y t h e 1 3 t h o f 

t h e N o v e m b e r f o l l o w i n g . (2,11; 4 3 4 - 4 3 5 ) 

T h u s i n a v e r y d r a m a t i c m a n n e r H a m i l t o n d i s c o v e r e d a n d a n -

n o u n c e d t h e d i s c o v e r y o f q u a t e r n i o n s . T h e s e a r e h y p e r c o m p l e x 

n u m b e r s o f t h e f o r m w + i x + j y + kz, w h e r e w , x , y , a n d z a r e r e a l 

n u m b e r s , a n d i , j , a n d / c a r e u n i t v e c t o r s , d i r e c t e d a l o n g t h e x , y , a n d 

z a x e s r e s p e c t i v e l y . T h e i , j , a n d / c u n i t s o b e y t h e f o l l o w i n g l a w s : 

I t i s t o b e n o t e d t h a t f o r t w o q u a t e r n i o n s q a n d q', qq' d o e s n o t i n 

g e n e r a l e q u a l q'q. T h e l o s s o f c o m m u t a t i v i t y i n q u a t e r n i o n s , w h i l e 

i t i s v e r y i m p o r t a n t h i s t o r i c a l l y , i s a l s o s i g n i f i c a n t m a t h e m a t i c a l l y , b e c a u s e 

t h i s c o m p l i c a t e s c a l c u l a t i o n s i n w h i c h q u a t e r n i o n s a r e u s e d . A l l t h e o t h e r 

p r o p e r t i e s d i s c u s s e d a b o v e a r e s a t i s f i e d b y q u a t e r n i o n s . T h u s i t m a y b e 

v e r i f i e d t h a t q u a t e r n i o n m u l t i p l i c a t i o n i s a s s o c i a t i v e a n d q u a t e r n i o n d i v i -

s i o n i s u n a m b i g u o u s . T h e s e a r e t w o i m p o r t a n t p r o p e r t i e s w h i c h b e a r 

s p e c i a l m e n t i o n , s i n c e t h e y a r e n o t p r e s e r v e d i n t h e a l g e b r a o f m o d e r n 

v e c t o r s . 

T h e r e h a v e b e e n a n u m b e r o f d i s c u s s i o n s p u b l i s h e d o n t h e m a t h -

e m a t i c a l d e t a i l s o f H a m i l t o n ' s p r o c e d u r e i n h i s d i s c o v e r y ; f o r t h e 

p r e s e n t p u r p o s e s a l l t h a t n e e d b e s a i d i s t h a t H a m i l t o n w o r k e d 

w i t h i n t h e c o n t e x t t h a t h a s b e e n d i s c u s s e d a b o v e . 3 5 

A l m o s t i m m e d i a t e l y a f t e r h i s d i s c o v e r y H a m i l t o n s t a t e d t h a t h e 

" f e l t t h a t i t m i g h t b e w o r t h m y w h i l e t o e x p e n d [ o n q u a t e r n i o n s ] t h e 

l a b o u r o f a t l e a s t t e n ( o r i t m i g h t b e f i f t e e n ) y e a r s t o c o m e . " ( 2 , 1 1 ; 

4 3 6 ) H a m i l t o n a c t u a l l y s p e n t t h e l a s t twenty-two years o f h i s l i f e 

w o r k i n g a l m o s t e x c l u s i v e l y o n q u a t e r n i o n s . T h e l e t t e r s o f t h e f i r s t 

f e w d a y s a f t e r t h e d i s c o v e r y s h o w t h a t H a m i l t o n f e l t t h a t h i s s y s t e m 

h a d i m p o r t a n c e f o r h e a t t h e o r y , e l e c t r i c i t y , 3 6 a n d s p h e r i c a l t r i g o -

n o m e t r y . ( 2 , 1 1 ; 4 4 2 ) I n 1 8 5 1 h e w r o t e : " I n g e n e r a l , a l t h o u g h i n o n e 

s e n s e I h o p e t h a t I a m a c t u a l l y g r o w i n g modest a b o u t t h e q u a t e r -

n i o n s , f r o m m y s e e i n g s o m a n y p e e p s a n d v i s t a s i n t o f u t u r e e x p a n -

s i o n s o f t h e i r p r i n c i p l e s , I s t i l l m u s t a s s e r t t h a t t h i s d i s c o v e r y a p -

p e a r s t o m e t o b e a s i m p o r t a n t f o r t h e m i d d l e o f t h e n i n e t e e n t h 

c e n t u r y a s t h e d i s c o v e r y o f f l u x i o n s w a s f o r t h e c l o s e o f t h e s e v e n -

t e e n t h . " ( 2 , 1 1 ; 4 4 5 ) 

I n o n e s e n s e a t l e a s t H a m i l t o n ' s d i s c o v e r y w a s e p o c h m a k i n g , f o r 

q u a t e r n i o n s w e r e t h e f i r s t w e l l - k n o w n c o n s i s t e n t a n d s i g n i f i c a n t 

n u m b e r s y s t e m w h i c h d i d n o t o b e y t h e l a w s o f o r d i n a r y a r i t h m e t i c . 

H i s " c u r i o u s , a l m o s t w i l d " ( a s h e c a l l e d i t [ 2 , 1 1 ; 4 4 1 ] ) d i s c o v e r y m a y 

i j = k 

j i = - k 

jk = i 

k j = - i 

ii = j j = kk = —1 

ki = j 

ik = - j 
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b e c o m p a r e d t o t h e d i s c o v e r y o f n o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y . B o t h d i s -

c o v e r i e s b r o k e b o n d s s e t b y c e n t u r i e s o f m a t h e m a t i c a l t h o u g h t . I m -

m e d i a t e l y a f t e r 1 8 4 3 o t h e r n e w n u m b e r s y s t e m s w e r e d i s c o v e r e d 

b y A u g u s t u s D e M o r g a n ( w h o p u b l i s h e d f i v e n e w s y s t e m s ) , 3 7 J o h n 

T . G r a v e s ( 1 8 4 4 ) ( 2 , 1 1 ; 4 5 4 - 4 5 5 ) , a n d C h a r l e s G r a v e s ( 1 8 4 6 ) . 3 8 

T h i s s e c t i o n w i l l b e c o n c l u d e d b y a d i s c u s s i o n o f H a m i l t o n ' s 

p u b l i c a t i o n s o n q u a t e r n i o n s t h r o u g h t h e y e a r 1 8 4 7 . O n N o v e m b e r 

1 3 , 1 8 4 3 , H a m i l t o n r e a d a p a p e r o n q u a t e r n i o n s b e f o r e t h e R o y a l 

I r i s h A c a d e m y , o f w h i c h a t l e a s t p a r t w a s p u b l i s h e d i n 1 8 4 4 . 3 9 

E i t h e r t h i s p a p e r o r t h e v e r y s i m i l a r p a p e r i n t h e J u l y , 1 8 4 4 , i s s u e o f 

t h e Philosophical Magazine w a s h i s f i r s t p u b l i c a t i o n o n q u a t e r -

n i o n s . ( 5 , 2 5 ; 1 0 - 1 3 ) A m o n g t h e m o s t i m p o r t a n t p a p e r s a r e h i s " O n 

Q u a t e r n i o n s , " d e l i v e r e d N o v e m b e r 1 1 , 1 8 4 4 , t o t h e R o y a l I r i s h 

A c a d e m y a n d p u b l i s h e d i n 1 8 4 7 , 4 0 a n d t h e s i m i l a r p a p e r p u b l i s h e d 

i n t h e J u l y , 1 8 4 6 , i s s u e o f t h e Philosophical Magazine. ( 5 , 2 9 ; 2 6 - 3 1 ) 

I n t h e s e p a p e r s H a m i l t o n d e a l t w i t h t h e f a c t t h a t q u a t e r n i o n s a r e 

n o t a n a l o g o u s t o o r d i n a r y c o m p l e x n u m b e r s i n t h a t t h e s c a l a r p a r t 

( t h e w o f w + i x + j y + kz) d o e s n o t i n d i c a t e d i s t a n c e o n a n a x i s u n -

l e s s , a s h e h a d s u g g e s t e d e a r l i e r , q u a t e r n i o n s b e c o n s i d e r e d a s f o u r 

d i m e n s i o n a l . T h u s H a m i l t o n ( w r i t i n g i n t h e t h i r d p e r s o n ) s t a t e d : 

A n d o n a c c o u n t o f t h e f a c i l i t y w i t h w h i c h t h i s s o c a l l e d imaginary e x -

p r e s s i o n , o r s q u a r e r o o t o f a n e g a t i v e q u a n t i t y , i s c o n s t r u c t e d b y a right 

line having direction in space, a n d h a v i n g x , y, z f o r i t s t h r e e r e c t a n g u l a r 

c o m p o n e n t s , o r p r o j e c t i o n s o n t h r e e r e c t a n g u l a r a x e s , h e has b e e n i n -

d u c e d t o c a l l t h e t r i n o m i a l e x p r e s s i o n i t s e l f , a s w e l l a s t h e l i n e w h i c h 

i t r e p r e s e n t s , a V E C T O R . A quaternion m a y t h u s b e s a i d t o c o n s i s t 

g e n e r a l l y o f a real p a r t a n d a vector. T h e f i x i ng a s p e c i a l a t t e n t i o n on 

t h i s l a s t p a r t , o r e l e m e n t , o f a q u a t e r n i o n , b y g i v i n g i t a s p e c i a l n a m e , 

a n d d e n o t i n g i t i n m a n y c a l c u l a t i o n s b y a s i n g l e a n d s p e c i a l s i g n , a p -

p e a r s t o t h e a u t h o r t o h a v e b e e n a n i m p r o v e m e n t i n h i s m e t h o d o f 

d e a l i n g w i t h t h e s u b j e c t : a l t h o u g h t h e g e n e r a l n o t i o n o f t r e a t i n g t h e 

c o n s t i t u e n t s o f t h e i m a g i n a r y p a r t a s c o o r d i n a t e s h a d o c c u r r e d t o h i m i n 

h i s f i r s t r e s e a r c h e s . 

R e g a r d e d f r o m a g e o m e t r i c a l p o i n t o f v i e w , t h i s a l g e b r a i c a l l y i m a g i -

n a r y p a r t o f a q u a t e r n i o n has t h u s s o n a t u r a l a n d s i m p l e a s i g n i f i c a t i o n o r 

r e p r e s e n t a t i o n i n s p a c e , t h a t t h e d i f f i c u l t y i s t r a n s f e r r e d t o t h e a l g e b r a i -

c a l l y r e a l p a r t ; a n d w e a r e t e m p t e d t o ask w h a t t h i s l a s t c a n d e n o t e i n 

g e o m e t r y , o r w h a t i n s p a c e m i g h t h a v e s u g g e s t e d i t . 4 1 

T h e o r i g i n o f t h e w o r d vector ( a n d t h e w o r d scalar) i s c l e a r f r o m t h e 

f o l l o w i n g q u o t a t i o n i n t h e s i m i l a r p a p e r i n t h e Philosophical Maga-

zine. 

T h e a l g e b r a i c a l l y real p a r t m a y r e c e i v e . . . a l l v a l u e s c o n t a i n e d o n t h e 

o n e scale o f p r o g r e s s i o n o f n u m b e r f r o m n e g a t i v e t o p o s i t i v e i n f i n i t y ; w e 

s h a l l c a l l i t t h e r e f o r e t h e scalar part, o r s i m p l y t h e scalar o f t h e q u a t e r -

n i o n , a n d s h a l l f o r m i t s s y m b o l b y p r e f i x i n g , t o t h e s y m b o l o f t h e q u a t e r -
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n i o n , t h e c h a r a c t e r i s t i c S e a l . , o r s i m p l y S. , w h e r e n o c o n f u s i o n s e e m s 

l i k e l y t o a r i s e f r o m u s i n g t h i s l a s t a b b r e v i a t i o n . O n t h e o t h e r h a n d , t h e 

a l g e b r a i c a l l y imaginary p a r t , b e i n g g e o m e t r i c a l l y c o n s t r u c t e d b y a 

s t r a i g h t l i n e o r r a d i u s v e c t o r , w h i c h h a s , i n g e n e r a l , f o r e a c h d e t e r m i n e d 

q u a t e r n i o n , a d e t e r m i n e d l e n g t h a n d d e t e r m i n e d d i r e c t i o n i n s p a c e , m a y 

b e c a l l e d t h e vector part, o r s i m p l y t h e vector o f t h e q u a t e r n i o n ; a n d m a y 

b e d e n o t e d b y p r e f i x i n g t h e c h a r a c t e r i s t i c V e c t . , o r V . W e m a y t h e r e f o r e 

s a y t h a t a quaternion is in general the sum of its own scalar and vector 

parts, a n d m a y w r i t e Q = Sea l . Q + V e c t . Q = S . Q + V . Q or s i m p l y Q = 

S Q + V Q . (5,29; 2 6 - 2 7 ) 

F r o m t h e a b o v e q u o t a t i o n s i t m a y b e i n f e r r e d t h a t i t w a s H a m i l t o n 

w h o i n t r o d u c e d t h e t e r m scalar a n d a l s o t h e t e r m vector i n i t s p r e -

c i s e m a t h e m a t i c a l s e n s e , a l t h o u g h t h e s i m i l a r t e r m radius vector 

h a d b e e n u s e d f o r m a n y y e a r s b e f o r e . 

T h e a b o v e q u o t a t i o n s h o w e v e r h a v e a f a r g r e a t e r s i g n i f i c a n c e 

t h a n t h i s . I n a s e n s e t h e y m a r k t h e b e g i n n i n g o f m o d e r n v e c t o r 

a n a l y s i s . H a m i l t o n h a d i n t r o d u c e d h i s s y m b o l s S a n d V b e c a u s e 

" s e p a r a t i o n o f t h e r e a l a n d i m a g i n a r y p a r t s o f a q u a t e r n i o n i s a n o p -

e r a t i o n o f s u c h f r e q u e n t o c c u r r e n c e , a n d m a y b e r e g a r d e d a s s o f u n -

d a m e n t a l i n t h i s t h e o r y . . . ( 5 , 2 9 ; 2 6 ) H a m i l t o n i l l u s t r a t e d t h e u s e 

o f h i s s y m b o l s a s a p p l i e d t o t h e p r o d u c t o f t h e m u l t i p l i c a t i o n o f t w o 

q u a t e r n i o n s a a n d a', i n w h i c h t h e s c a l a r p a r t s w e r e 0 . L e t t i n g a = 

xi + yj + zk a n d a' = x'i + y ' j + z'k, H a m i l t o n w r o t e : " S . aa' = — (xx' + 

yy' + z z ' ) ; V . aa' = i ( y z ' - z y ' ) + j ( z x ' - x z ' ) + k(xy' - y x ' ) . . . 

( 5 , 2 9 ; 3 0 ) I t i s o b v i o u s t h a t t h e s e a r e e q u i v a l e n t t o t h e m o d e r n v e c -

t o r ( c r o s s ) p r o d u c t a n d t o t h e n e g a t i v e o f t h e m o d e r n s c a l a r ( d o t ) 

p r o d u c t . 4 2 H a m i l t o n a n d T a i t m a d e v e r y f r e q u e n t u s e o f t h e s e s y m -

b o l s , u s i n g t h e m i n c a s e s w h e r e t h e d o t a n d c r o s s p r o d u c t w o u l d 

n o w b e u s e d . H a m i l t o n t h e n p r o c e e d e d t o p r o v e s u c h e q u a t i o n s a s 

S.aa' = 0 w h e n a a n d a ' a r e p a r a l l e l . 

A n o t h e r p a i r o f v e r y i m p o r t a n t p a p e r s a p p e a r e d i n 1 8 4 6 a n d 

1 8 4 7 . 4 3 I n t h e s e p a p e r s H a m i l t o n i n t r o d u c e d t h e n e w o p e r a t i o n 

. . . < ] , d e f i n e d w i t h r e l a t i o n t o t h e s e t h r e e s y m b o l s i j k , a n d t o t h e 

k n o w n o p e r a t i o n o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a t i o n , p e r f o r m e d w i t h r e s p e c t t o 

t h r e e i n d e p e n d e n t b u t r e a l v a r i a b l e s xyz, a s f o l l o w s : 

this new characterestic will have the negative of its symbolic square 

expressed by the following formula: 

o f w h i c h i t i s c l e a r t h a t t h e a p p l i c a t i o n s t o a n a l y t i c a l p h y s i c s m u s t b e e x -

t e n s i v e i n a h i g h d e g r e e . ( 5 , 3 1 ; 2 9 1 ) 

i d j d kd 
L — 1 
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T h e f i n a l p a p e r o f s p e c i a l i m p o r t a n c e i s t h a t d e l i v e r e d N o v e m b e r 

1 3 , 1 8 4 3 , b u t p u b l i s h e d o n l y i n f u l l ( a n d c e r t a i n l y w i t h a d d i t i o n s ) 

i n 1 8 4 8 . 4 4 T h i s v e r y l o n g p a p e r w a s m a i n l y d e v o t e d t o d e v e l o p i n g 

q u a t e r n i o n s i n a n a l o g y t o h i s 1 8 3 7 t r e a t m e n t o f c o m p l e x n u m b e r s 

a s n u m b e r c o u p l e s , a n d t o r e l a t i n g h i s q u a t e r n i o n s t o t h e o p e r a -

t i o n s , p r i n c i p l e s , a n d e l e m e n t s o f t r a d i t i o n a l m a t h e m a t i c s . 

I n s u m m a r y , b y t h e e n d o f 1 8 4 7 H a m i l t o n h a d p u b l i s h e d a t l e a s t 

t h i r t y - f o u r p a p e r s i n f i v e d i f f e r e n t j o u r n a l s . M a n y o f t h e s e w e r e e x -

p o s i t o r y ; s o m e u s e d q u a t e r n i o n s f o r t h e s o l u t i o n o f p r o b l e m s i n 

g e o m e t r y , m e c h a n i c s , a n d a s t r o n o m y . O n a n u m b e r o f o c c a s i o n s 

n e w r e s u l t s w e r e o b t a i n e d b y m e a n s o f q u a t e r n i o n s , b u t n o n e s e e m 

t o h a v e b e e n o f a s t r i k i n g n a t u r e . 

V. Quaternions Until Hamilton s Death (1865) 

T h e a i m o f t h i s s e c t i o n i s t o c o n s i d e r H a m i l t o n ' s w o r k o n q u a t e r -

n i o n s f r o m 1 8 4 7 t o 1 8 6 5 a n d , m o r e i m p o r t a n t t o u s , t o d i s c u s s t h e 

r e c e p t i o n o f q u a t e r n i o n s f r o m t h e t i m e o f t h e i r d i s c o v e r y u n t i l 1 8 6 5 . 

I n c o n s i d e r i n g t h e r e c e p t i o n o f q u a t e r n i o n s i t m u s t n o t b e f o r g o t -

t e n t h a t , u n l i k e m a n y n e w d i s c o v e r i e s , t h e d i s c o v e r y o f q u a t e r n i o n s 

w a s m a d e b y a m a n h a v i n g c o n s i d e r a b l e f a m e b e f o r e t h e d i s c o v e r y 

w a s m a d e . I t w a s i n 1 8 4 2 t h a t J a c o b i r e f e r r e d t o H a m i l t o n a s " l e 

L a g r a n g e d e v o t r e p a y s , " a n d t h e Athenaeum, i n d i s c u s s i n g t h e 

1 8 4 2 m e e t i n g o f t h e B r i t i s h A s s o c i a t i o n , m e n t i o n e d t h a t " p e c u l i a r 

i n t e r e s t w a s e x c i t e d b y t h e p r e s e n c e o f t h e t h r e e g r e a t a s t r o n o m e r s , 

B e s s e l , H e r s c h e l , a n d H a m i l t o n , w h o w e r e s e e n s e a t e d t o g e t h e r o n 

t h e p l a t f o r m . " 4 5 H a m i l t o n ' s f a m e a c t e d a s a p o w e r f u l f o r c e i n 

s p r e a d i n g k n o w l e d g e o f q u a t e r n i o n s a n d i n f o r e s t a l l i n g c r i t i c i s m o f 

t h e m . M a t h e m a t i c i a n s w h o d i d n o t u s e q u a t e r n i o n s w e r e n o n e t h e -

l e s s c a u t i o u s a b o u t a t t a c k i n g t h e m . 

T h e q u e s t i o n o f t h e r e c e p t i o n o f q u a t e r n i o n s s h o u l d b e s e e n 

w i t h i n t h e p e r s p e c t i v e p r o v i d e d b y t h e h i s t o r y o f t h e r e c e p t i o n o f 

s i m i l a r s y s t e m s . T h e r a p i d i t y w i t h w h i c h n e w s y s t e m s o f i d e a s (as 

o p p o s e d t o n e w e x p e r i m e n t a l o r t e c h n i c a l r e s u l t s ) a r e r e c e i v e d i s 

o f t e n e x a g g e r a t e d . N o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y , B o o l e a n a l g e b r a , 

M a x w e l l ' s t h e o r y , a n d e v e n t h e c a l c u l u s w e r e o n l y g r a d u a l l y a p p r e -

c i a t e d a n d a s s i m i l a t e d i n t o s c i e n t i f i c t h o u g h t . M o r e o v e r c o m p l e x 

n u m b e r s , t h e G r a s s m a n n i a n s y s t e m , a n d t h e G i b b s - H e a v i s i d e ( o r 

m o d e r n ) s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s w e r e a l l s l o w l y r e c e i v e d . W h e n 

H a m i l t o n a n d t h e y o u n g T a i t e x p r e s s t h e i r s u r p r i s e t h a t t h e q u a t e r -

n i o n s y s t e m w a s o n l y s l o w l y b e i n g a p p r e c i a t e d , t h e i r s t a t e m e n t s 

a r e t o b e t a k e n w i t h c a u t i o n , f o r t h e y e x p r e s s a l a m e n t t h a t i s n e a r l y 

u n i v e r s a l a m o n g t h e p r o p o n e n t s o f n e w s y s t e m s o f i d e a s . 
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I t i s a l s o i m p o r t a n t t o r e a l i z e t h a t t o a c e r t a i n e x t e n t t h e g r o u n d -

w o r k h a d b e e n l a i d f o r q u a t e r n i o n s b e f o r e 1 8 4 3 . T h e w o r k o f A r -

g a n d , M o u r e y , W a r r e n , G a u s s , a n d o t h e r s h a d m a d e t h e g e o m e t r i c a l 

r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s a n a c c e p t e d i d e a . T h e w o r k o f 

G a u s s , P e a c o c k , D e M o r g a n , a n d o t h e r s h a d h e l p e d t o p r o d u c e a 

m o r e s o p h i s t i c a t e d v i e w o f a l g e b r a . F i n a l l y , t h e w o r k o f B e l l a v i t i s , 

M o b i u s , a n d G r a s s m a n n , a n d t h e f a c t t h a t W e s s e l , G a u s s , A r g a n d , 

S e r v o i s , F r a n g a i s , M o u r e y , J o h n T . G r a v e s , D e M o r g a n , a n d H a m i l -

t o n h a d a l l , a n d f o r t h e m o s t p a r t i n d e p e n d e n t l y , s e a r c h e d f o r t r i p -

l e t s , i n d i c a t e s t h a t t h e r e w a s a f e l t n e e d f o r s u c h a s y s t e m a s q u a t e r -

n i o n s . 

Q u a t e r n i o n s , w i t h t h e i r a b a n d o n m e n t o f c o m m u t a t i v i t y , w e r e i n 

a n y c a s e s o m e w h a t r e v o l u t i o n a r y i n c o n c e p t i o n . T h u s , e v e n J o h n T . 

G r a v e s , p e r h a p s t h e m a t h e m a t i c i a n b e s t p r e p a r e d f o r a c c e p t i n g 

s u c h a n e w i d e a , w r o t e i n t h e f o l l o w i n g m a n n e r i n r e s p o n s e t o 

H a m i l t o n ' s l e t t e r a n n o u n c i n g t h e d i s c o v e r y : 

T h e r e i s s t i l l s o m e t h i n g i n t h e s y s t e m w h i c h g r a v e l s m e . I h a v e n o t y e t 

a n y c l e a r v i e w s a s t o t h e e x t e n t t o w h i c h w e a r e a t l i b e r t y a r b i t r a r i l y t o 

c r e a t e i m a g i n a r i e s , a n d e n d o w t h e m w i t h s u p e r n a t u r a l p r o p e r t i e s . Y o u 

a r e c e r t a i n l y j u s t i f i e d b y t h e e v e n t . Y o u h a v e g o t a n i n s t r u m e n t t h a t f a c i l -

i t a t e s t h e w o r k i n g o f t r i g o n o m e t r i c a l t h e o r e m s a n d s u g g e s t s n e w o n e s , 

a n d i t s e e m s h a r d t o ask m o r e ; b u t I a m g l a d t h a t y o u h a v e g l i m p s e s o n 

p h y s i c a l a n a l o g i e s . (2,11; 4 4 3 ) 

I t s e e m s t h a t D e M o r g a n a n d M a c C u l l a g h w e r e t r o u b l e d b y t h e 

a b a n d o n m e n t o f c o m m u t a t i v i t y , a n d i f s u c h g r e a t m a t h e m a t i c i a n s 

w e r e t r o u b l e d , w h a t m u s t h a v e b e e n t h e r e a c t i o n a m o n g l e s s e r 

l i g h t s ? P r o b a b l y t h e i n i t i a l r e a c t i o n w a s o p p o s i t i o n , p a s s i n g w i t h 

t i m e i n t o c u r i o s i t y a n d a g r e a t e r o p e n n e s s o f m i n d . B y 1 8 4 7 q u a t e r -

n i o n s h a d t o s o m e d e g r e e b e c o m e k n o w n , a n d a t t h e B r i t i s h A s s o -

c i a t i o n m e e t i n g o f t h a t y e a r a d e b a t e t o o k p l a c e c o n c e r n i n g t h e i r 

v a l u e . H a m i l t o n d e s c r i b e d t h e d e b a t e i n a l e t t e r t o R . P . G r a v e s : 

B e i n g r e a d y , h o w e v e r , a t t h e c o m m e n c e m e n t o f t h e M e e t i n g , I w a s t o l d 

t h a t I n e e d n o t s t r a i t e n m y s e l f a s t o t i m e , t h e p r e s s u r e o f o t h e r P a p e r s 

h a v i n g n o t y e t b e e n f e l t ; a n d D r . P e a c o c k s a i d a f t e r w a r d s t o m e t h a t I h a d 

g i v e n " a c a p i t a l e x p o s i t i o n " : w h i l e f r o m m a n y o t h e r q u a r t e r s i t has b e e n 

t o l d m e t h a t h e has e x p r e s s e d h i m s e l f e v e r y w h e r e a s f a v o u r a b l e t o m y 

w h o l e s y s t e m . M r . J a r r e t t b r o u g h t f o r w a r d a g a i n h i s C a m b r i d g e o b j e c -

t i o n s , a n d d w e l t p a r t i c u l a r l y o n t h e p o s s i b i l i t y o f m a k i n g ' m i s t a k e s i n t h e 

u s e o f m y n e w c a l c u l u s . I n r e p l y t o w h i c h I d i s c l a i m e d t h e p o w e r o f se t -

t i n g a n y l i m i t t o t h e f a c u l t y o f m a k i n g b l u n d e r s ; b u t s a i d t h a t t h e p r a c t i -

c a l q u e s t i o n o n t h a t p o i n t w a s , w h e t h e r w i t h a r e a s o n a b l e d e g r e e o f a t -

t e n t i o n a r e a s o n a b l e s e c u r i t y a g a i n s t e r r o r c o u l d b e a t t a i n e d ; w h i c h I 

t h o u g h t t h a t m y e x p e r i e n c e o f t h e w o r k i n g o f t h e q u a t e r n i o n s e n a b l e d 

m e t o a n s w e r i n t h e a f f i r m a t i v e . T h e R e v . R i c h a r d G r e s w e l l , a n O x f o r d 

m a n f o r w h o m I h a v e a g r e a t r e s p e c t , b u t w h o i s n o t p a r t i c u l a r l y s c i e n -
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t i f i c , m a d e s o m e c r i t i c a l r e m a r k s i n a n o t u n f r i e n d l y s p i r i t ; b u t o b l i g e d 

m e t o d i s c l a i m a t r i p l e t w h i c h h e a t t r i b u t e d t o m e , o f P o s i t i v e , N e g a t i v e , 

a n d I m a g i n a r y : a n d t o s t a t e t h a t w i t h m e t h e d i s t i n c t i o n b e t w e e n P o s i -

t i v e a n d N e g a t i v e w a s e x a c t l y t h e s a m e a s t h a t b e t w e e n F u t u r e a n d P a s t , 

o r b e t w e e n P a s t a n d F u t u r e . A f t e r s o m e g e n t l e s k i r m i s h e s o f t h i s s o r t , 

r o s e H e r s c h e l ; w h o s a i d t h a t h i s a d m i r a t i o n o f t h e q u a t e r n i o n s h a d i n -

c r e a s e d w i t h e v e r y r e s u m p t i o n o f h i s s t u d y o f t h e m : a n d t h a t a l t h o u g h i t 

m i g h t b e d i f f i c u l t a t f i r s t t o m a s t e r t h e e x t r e m e l y a b s t r a c t c o n c e p t i o n s , 

a n d t h e n e w a l g o r i t h m w h i c h t h e y i n v o l v e , y e t h e w a s w e l l c o n v i n c e d 

t h a t i t w a s w o r t h t h e t r o u b l e . T h e y a p p e a r e d t o h i m a b a g , i n t o w h i c h o n e 

n e e d o n l y i n s e r t h i s h a n d t o d r a w f o r t h t r e a s u r e s ; h e m i g h t c a l l t h e m a 

c o r n u c o p i a o f s c i e n t i f i c a b u n d a n c e : a n d i n a w o r d , h i s e a r n e s t a d v i c e t o 

m a t h e m a t i c i a n s w o u l d b e , t o " s t u d y t h e q u a t e r n i o n s . " S i r J o h n H e r s c h e l 

h a d r e m a i n e d a t O x f o r d o n p u r p o s e t o m a k e t h i s s t a t e m e n t ; a n d i m m e d i -

a t e l y a f t e r w a r d s h e s t a r t e d o f f f o r C o l l i n g w o o d . M r . A i r y , s e e i n g t h a t t h e 

s u b j e c t c o u l d n o t b e c u s h i o n e d , r o s e t h e n t o s p e a k o f h i s o w n a c q u a i n t -

a n c e w i t h i t , w h i c h h e a v o w e d t o b e n o n e a t a l l ; b u t g a v e u s t o u n d e r -

s t a n d t h a t w h a t h e d i d n o t k n o w c o u l d n o t b e w o r t h k n o w i n g . H e w a r n e d 

a l l p e r s o n s , i f t h e y s h o u l d u s e t h e m e t h o d , t o d o s o w i t h t h e e x t r e m e s t 

c a u t i o n ; p r o f e s s i n g t o r e g a r d m e a s b e l i e v i n g i t t o b e a r i g h t o n e , s o l e l y 

o n t h e g r o u n d o f t h e a g r e e m e n t o f i t s r e s u l t s , s o f a r a s t h e y h a v e b e e n y e t 

o b t a i n e d , w i t h t h o s e o f t h e o l d e r m e t h o d . W h a t w a s o b s c u r e w a s t o h i m 

a s i f i t w e r e e r r o n e o u s , w h a t w a s p a r a d o x i c a l w a s t o h i m a s i f i t w e r e 

f a l s e ; a n d h e t h o u g h t that s y s t e m u s e l e s s a s a n a l g e b r a i c a l g e o m e t r y , o f 

w h i c h t h e e x p r e s s i o n s w e r e s o e x t r e m e l y d i f f i c u l t o f g e o m e t r i c a l i n t e r -

p r e t a t i o n . (2,11; 5 8 5 - 5 8 7 ) 

C o n c e r n i n g t h i s q u o t a t i o n i t s h o u l d b e m e n t i o n e d t h a t H e r s c h e l ' s 

s t a t e m e n t a p p e a r e d i n t h e Athenaeum i n a n e v e n s t r o n g e r f o r m . 4 5 

I t a l s o s e e m s t h a t J a r r e t t ' s , G r e s w e l l ' s , a n d A i r y ' s o b j e c t i o n s w e r e 

o n l y p a r t l y v a l i d , t h o u g h f o r c e f u l l y d e l i v e r e d . M a c C u l l a g h ' s v i e w s 

s e e m t o h a v e c h a n g e d a r o u n d t h i s t i m e , f o r i n l a t e 1 8 4 7 , o n t h e 

n i g h t b e f o r e h e c o m m i t t e d s u i c i d e , h e t o l d a f r i e n d t h a t i n h i s o p i n -

i o n H e r s c h e l h a d n o t g o n e t o o f a r i n h i s s t a t e m e n t a t t h e B r i t i s h A s -

s o c i a t i o n m e e t i n g . ( 2 , 1 1 ; 5 9 5 - 5 9 6 ) 

I n 1 8 4 6 H a m i l t o n r e s i g n e d t h e p r e s i d e n c y o f t h e R o y a l I r i s h 

A c a d e m y p r e s u m a b l y t o o b t a i n m o r e t i m e f o r h i s q u a t e r n i o n r e -

s e a r c h e s , a n d i n 1 8 4 8 b o t h t h e R o y a l I r i s h A c a d e m y a n d t h e R o y a l 

S o c i e t y o f E d i n b u r g h a w a r d e d h i m m e d a l s f o r h i s d i s c o v e r y . I t w a s 

a l s o i n 1 8 4 8 t h a t H a m i l t o n g a v e a s e r i e s o f f o u r l e c t u r e s o n q u a t e r -

n i o n s a t D u b l i n U n i v e r s i t y . H e h a d e a r l i e r , i n 1 8 4 5 , g i v e n " a s h o r t 

s k e t c h " o f t h e m . A m o n g t h o s e w h o h e a r d t h e 1 8 4 8 l e c t u r e s w e r e 

G e o r g e S a l m o n a n d A r t h u r C a y l e y , w h o w a s t h e f i r s t m a t h e m a t i -

c i a n , b e s i d e s H a m i l t o n , t o p u b l i s h a p a p e r o n q u a t e r n i o n s ( C a y l e y ' s 

p a p e r a p p e a r e d i n 1 8 4 5 ) . 4 6 G e o r g e S a l m o n a l s o b e c a m e i n t e r e s t e d 

i n q u a t e r n i o n s a n d a d v a n c e d f a r e n o u g h i n t h e i r s t u d y t h a t a t o n e 

t i m e H a m i l t o n t h o u g h t t h a t S a l m o n m i g h t b e c o m e h i s s u c c e s s o r i n 

q u a t e r n i o n s t u d i e s . ( 2 , 1 1 1 ; 9 0 ) S a l m o n h o w e v e r w e n t o n t o a t t a i n 
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f a m e i n o t h e r b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s , a n d P e t e r G u t h r i e T a i t ( w h o 

w i l l b e d i s c u s s e d i n d e t a i l l a t e r ) b e c a m e H a m i l t o n ' s s u c c e s s o r i n 

q u a t e r n i o n r e s e a r c h e s . 

H a m i l t o n ' s l e c t u r e s o f 1 8 4 8 w e r e e v e n t u a l l y g r e a t l y e x p a n d e d 

a n d p u b l i s h e d a s h i s Lectures o n Quaternions i n 1 8 5 3 . S a l m o n a p t l y 

d e s c r i b e d t h e n e e d f o r s u c h a w o r k w h e n h e w r o t e t o H a m i l t o n i n 

1 8 5 2 : " Y o u r b o o k w i l l p r o b a b l y m a k e t h e u s e o f y o u r m e t h o d m o r e 

g e n e r a l . A t p r e s e n t i t i s a b o w o f U l y s s e s , w h i c h n o o n e c a n b e n d 

b u t t h e o w n e r . " ( 2 , 1 1 1 ; 3 4 6 ) 

H a m i l t o n ' s Lectures o n Quaternions c o n s i s t e d o f a s e r i e s o f s e v e n 

l e c t u r e s , e x t e n d i n g t o 7 3 7 p a g e s w i t h a n a d d i t i o n a l 6 4 - p a g e p r e f a c e 

a n d a 7 2 - p a g e t a b l e o f c o n t e n t s . I n t h e p r e f a c e H a m i l t o n d i s c u s s e d 

t h e h i s t o r y o f q u a t e r n i o n s a n d s h o w e d i n g r e a t d e t a i l h o w q u a t e r -

n i o n s c o u l d b e i n t e r p r e t e d i n t e r m s o f h i s c o n c e p t o f a l g e b r a a s 

f o u n d e d o n t h e c o n c e p t o f t i m e a n d i n t e r m s o f q u a d r u p l e s o f r e a l 

n u m b e r s . T h e s e s e c t i o n s w e r e n e i t h e r e a s y n o r p r o b a b l y i n t e r e s t -

i n g r e a d i n g f o r m o s t r e a d e r s . E a r l y i n t h e w o r k H a m i l t o n w r o t e t h a t 

h e w o u l d u s e a "metaphysical style o f e x p r e s s i o n . " ( 4 ; 4 ) T h i s w a s 

n o t a h a p p y c h o i c e , a n d t h e w o r k w a s f u r t h e r e n c u m b e r e d b y h i s 

p r a c t i c e o f i n t r o d u c i n g a m u l t i t u d e o f n e w t e r m s . E a r l y i n t h e w o r k 

h e s e t u p a n e l a b o r a t e t e r m i n o l o g y b y u s i n g s u c h w o r d s a n d c o m b i -

n a t i o n s a s v e c t o r , v e h e n d , v e c t i o n , v e c t u m , r e v e c t o r , r e v e h e n d , 

r e v e c t i o n , r e v e c t u m , p r o v e c t o r , . . . t r a n s v e c t o r , . . . f a c t o r , . . . p r o -

f a c t o r , . . . v e r s o r , . . . a n d q u a d r a n t a l v e r s o r , w h i c h i s o f c o u r s e a 

s e m i - i n v e r s o r . A u t h o r s o f l a t e r q u a t e r n i o n b o o k s e x p r e s s e d i n t h r e e 

p a g e s t h e m a t h e m a t i c a l i d e a s t h a t H a m i l t o n h a d p r e s e n t e d i n h i s 

f i r s t s e v e n t y - f o u r p a g e s . H a m i l t o n d e a l t a t s o m e l e n g t h w i t h t h e a d -

d i t i o n , s u b t r a c t i o n , m u l t i p l i c a t i o n , a n d d i v i s i o n o f q u a t e r n i o n s . H e 

s h o w e d h o w q u a t e r n i o n s w e r e t o b e a p p l i e d t o s p h e r i c a l g e o m e t r y 

a n d t r i g o n o m e t r y a n d s h o w e d t h e r e l a t i o n s o f q u a t e r n i o n s t o 

" . . . C O - O R D I N A T E S , D E T E R M I N A N T S , T R I G O N O M E T R Y , 

L O G A R I T H M S , S E R I E S , L I N E A R A N D Q U A D R A T I C E Q U A -

T I O N S , D I F F E R E N T I A L S , A N D C O N T I N U E D F R A C T I O N S . 

. . , " 4 7 H e c o n c l u d e d w i t h s o m e g e o m e t r i c a l a n d a s t r o n o m i c a l a p -

p l i c a t i o n s a n d t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e b i q u a t e r n i o n . 

I t w a s w i t h o u t q u e s t i o n a v e r y l o n g a n d a v e r y d i f f i c u l t b o o k t o 

r e a d . H e r s c h e l i n 1 8 5 3 w r o t e t o H a m i l t o n t h a t t h e b o o k w o u l d " t a k e 

a n y m a n a t w e l v e m o n t h t o r e a d , a n d n e a r a l i f e t i m e t o d i g e s t 

. . . , " 4 8 a n d i n 1 8 5 9 H e r s c h e l w r o t e : 

Y o u r d e d u c t i o n f r o m Q u a t e r n i o n s o f F r e s n e l ' s W a v e i s o n e o f t h o s e 

t h i n g s w h i c h I h a v e j u s t k n o w l e d g e e n o u g h t o a d m i r e w i t h o u t e n o u g h t o 

u n d e r s t a n d . B u t i t s e t m e a g a i n o n r e a d i n g y o u Lectures o n Quater-

nions, a n d I g o t t h r o u g h t h e t h r e e f i r s t c h a p t e r s o f i t w i t h a m u c h c l e a r e r 

3 6 



S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n a n d Q u a t e r n i o n s 

p e r c e p t i o n o f m e a n i n g t h a n w h e n I a t t a c k e d i t s o m e t h r e e o r f o u r y e a r s 

b a c k , b u t I w a s a g a i n o b l i g e d t o g i v e i t u p i n d e s p a i r . N o w I p r a y y o u t o 

l i s t e n t o t h i s c r y o f d i s t r e s s . I f e e l certain t h a t i f y o u p l e a s e d y o u could 

p u t t h e w h o l e m a t t e r i n a s c l e a r a l i g h t a s w o u l d m a k e t h e C a l c u l u s i t s e l f 

a c c e s s i b l e a s a n i n s t r u m e n t t o r e a d e r s e v e n o f l ess " p e n e t r a t i n g p o w e r " 

t h a n m y s e l f , w h o , h a v i n g o n c e m a s t e r e d t h e algorithm a n d t h e conven-

tions s o a s t o w o r k w i t h i t , w o u l d t h e n b e b e t t e r p r e p a r e d t o g o a l o n g 

w i t h y o u i n y o u r m e t a p h y s i c a l e x p l a n a t i o n s . (2,111; 1 2 1 ) 

I t m a y b e r e c a l l e d t h a t H e r s c h e l h a d b e e n a S e n i o r W r a n g l e r a n d 

w a s a m a n o f g r e a t a b i l i t y . I f h e c o u l d r e a d n o m o r e t h a n t h e f i r s t 

t h r e e c h a p t e r s ( 1 2 9 p a g e s ) , h o w f a r w o u l d t h e l e s s a b l e m a t h e m a t i -

c i a n s a d v a n c e ? 

H a m i l t o n f a c e d s o m e d i f f i c u l t y i n g e t t i n g s u c h a l a r g e , n e w w o r k 

p u b l i s h e d . T h u s i n 1 8 5 3 h e w r o t e t o a f r i e n d ( M o r t i m e r O ' S u l l i v a n ) : 

Y o u w i l l I h o p e b e a r w i t h m e i f I s a y , t h a t i t r e q u i r e d a c e r t a i n capital 

o f s c i e n t i f i c r e p u t a t i o n , a m a s s e d i n f o r m e r y e a r s , t o m a k e i t o t h e r t h a n 

d a n g e r o u s l y i m p r u d e n t t o h a z a r d t h e p u b l i c a t i o n o f a w o r k w h i c h h a s , 

a l t h o u g h a t b o t t o m q u i t e c o n s e r v a t i v e , a h i g h l y r e v o l u t i o n a r y a i r . I t w a s 

a p a r t o f t h e o r d e a l t h r o u g h w h i c h I h a d t o p a s s , a n e p i s o d e i n t h e b a t t l e 

o f l i f e , t o k n o w t h a t e v e n c a n d i d a n d f r i e n d l y p e o p l e s e c r e t l y , o r , a s i t 

m i g h t h a p p e n , o p e n l y , c e n s u r e d o r r i d i c u l e d m e , f o r w h a t a p p e a r e d t o 

t h e m m y m o n s t r o u s i n n o v a t i o n s . (2,11; 6 8 3 ) 

T h e l o n g e s t r e v i e w o f t h e w o r k a p p e a r e d i n t h e North American 

Review f o r 1 8 5 7 , w r i t t e n p r o b a b l y b y T h o m a s H i l l . 4 9 H i l l b e g a n b y 

w r i t i n g : " I t i s c o n f i d e n t l y p r e d i c t e d , b y t h o s e b e s t q u a l i f i e d t o 

j u d g e , t h a t i n t h e c o m i n g c e n t u r i e s H a m i l t o n ' s Q u a t e r n i o n s w i l l 

s t a n d o u t a s t h e g r e a t d i s c o v e r y o f o u r n i n e t e e n t h c e n t u r y . Y e t h o w 

s i l e n t l y h a s t h e b o o k t a k e n i t s p l a c e u p o n t h e s h e l v e s o f t h e m a t h e -

m a t i c i a n ' s l i b r a r y . P e r h a p s n o t f i f t y m e n o n t h i s s i d e o f t h e A t l a n t i c 

h a v e s e e n i t , c e r t a i n l y n o t f i v e h a v e r e a d i t . " 5 0 H e t h e n p r o c e e d e d 

t o c o m p a r e H a m i l t o n t o A r c h i m e d e s , G a l i l e o , D e s c a r t e s , L e i b n i z , 

a n d N e w t o n i n r e g a r d t o t h e p r o b l e m o f w h o c a n j u d g e t h e i r i d e a s . 

O t h e r s e c t i o n s p r a i s e t h e b o o k a n d i t s a u t h o r i n s u c h s t r o n g w o r d s 

a s " T h e d i s c o v e r i e s o f N e w t o n h a v e d o n e m o r e f o r E n g l a n d a n d f o r 

t h e r a c e , t h a n h a s b e e n d o n e b y w h o l e d y n a s t i e s o f B r i t i s h m o n -

a r c h s ; a n d w e d o u b t n o t t h a t i n t h e g r e a t m a t h e m a t i c a l b i r t h o f 

1 8 5 3 , t h e Q u a t e r n i o n s o f H a m i l t o n , t h e r e i s a s m u c h r e a l p r o m i s e o f 

b e n e f i t t o m a n k i n d a s i n a n y e v e n t o f V i c t o r i a ' s r e i g n . " 5 1 A f t e r m e n -

t i o n i n g P y t h a g o r a s , H i l l s t a t e d : " A n d i f t h e w o r l d s h o u l d s t a n d f o r 

t w e n t y - t h r e e h u n d r e d y e a r s l o n g e r , t h e n a m e o f H a m i l t o n w i l l b e 

f o u n d , l i k e t h a t o f P y t h a g o r a s , m a d e i m m o r t a l b y i t s c o n n e c t i o n 

w i t h t h e e t e r n a l t r u t h f i r s t r e v e a l e d t h r o u g h h i m . " 5 2 T h e f o r c e o f 

s u c h s t a t e m e n t s w a s s o m e w h a t w e a k e n e d w h e n H i l l a d m i t t e d h e 

h a d n o t r e a d t h e w o r k : " I n l o o k i n g o v e r H a m i l t o n ' s e i g h t h u n d r e d 
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p a g e s o n Q u a t e r n i o n s ( f o r w e w i l l n o t p r e t e n d t o s a y w e h a v e r e a d 

t h e m . . . , " 5 3 T h e r e v i e w w a s c o n c l u d e d w i t h a n e x t r e m e l y b r i e f 

s k e t c h o f t h e m a t h e m a t i c s o f q u a t e r n i o n s . 

H i l l ' s r e v i e w o f H a m i l t o n ' s Lectures o n Quaternions i s c e r t a i n l y 

o n e o f m o s t f a v o r a b l e r e v i e w s e v e r p u b l i s h e d ; a n y p e r s o n i n t e r -

e s t e d i n m a t h e m a t i c s w h o r e a d a n d a c c e p t e d H i l l ' s s t a t e m e n t s 

w o u l d f e e l i n c l i n e d , i f n o t o b l i g e d , t o r e a d H a m i l t o n ' s b o o k . I n t h e 

r e v i e w H i l l s h o w e d m o r e a b i l i t y f o r r h e t o r i c t h a n f o r t h e a n a l y s i s o f 

m a t h e m a t i c a l i d e a s ; h e r e v i e w e d H a m i l t o n , n o t h i s b o o k , a n d 

t h e r e b y f a i l e d t o h e e d h i s o w n a d v i c e , f o r h e h a d a r g u e d t h a t f e w i f 

a n y c o u l d j u d g e t h e s i g n i f i c a n c e o f t h e b o o k . T h e f a t e o f H a m i l t o n 

i n t h i s c a s e i s t h e n o t u n c o m m o n f a t e o f m e n o f f a m e ; t h e i r b o o k s 

a r e r e v i e w e d f a v o r a b l y b u t u n c r i t i c a l l y . 

A t v a r i o u s t i m e s a f t e r 1 8 4 3 H a m i l t o n r e c e i v e d l e t t e r s o r v i s i t s 

f r o m m a t h e m a t i c i a n s w h o h a d a c q u i r e d a n i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s . 

A m o n g t h e s e w e r e T h o m a s P e n y n g t o n K i r k m a n , w h o b e c a m e a 

f i r s t - r a t e m a t h e m a t i c i a n b u t l o s t i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s ; R o b e r t 

C a r m i c h a e l , w h o s e i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s w a s c u t s h o r t b y h i s 

d e a t h a t a g e 3 1 , b u t w h o h a d b y t h a t t i m e p u b l i s h e d f i v e p a p e r s o n 

q u a t e r n i o n s ; a n d J . P . N i c h o l , P r o f e s s o r o f A s t r o n o m y a t G l a s g o w , 

w h o w r o t e t o H a m i l t o n t h a t t h e d i s c o v e r y o f q u a t e r n i o n s s e e m e d o f 

n o " l e s s v a l u e t h a n t h e m o m e n t o u s s t e p s h o w n u s b y D e s c a r t e s . 

. . . " ( 2 , 1 1 ; 6 3 5 ) 

I n 1 8 6 0 N i c h o l p u b l i s h e d a w o r k c a l l e d Cyclopaedia o f the Physi-

cal Sciences, f o r w h i c h H a m i l t o n w r o t e a n e x p o s i t i o n o f q u a t e r -

n i o n s . 5 4 T h e i n t e r e s t i n g a s p e c t o f t h i s i s t h a t N i c h o l a p p e n d e d t o t h e 

a r t i c l e a s h o r t n o t e w h i c h s t a t e d t h a t s i n c e t h e s e s e c t i o n s w e r e w r i t -

t e n , 

t h e n e w b r a n c h o f m a t h e m a t i c s t o w h i c h t h e y r e l a t e a p p e a r s t o h a v e a t -

t r a c t e d a n i n c r e a s i n g d e g r e e o f a t t e n t i o n , i n o u r o w n a n d i n f o r e i g n c o u n -

t r i e s . T h e Lectures ( D u b l i n , 1 8 5 3 ) h a v e f o r e x a m p l e , f o r m e d t h e s u b j e c t 

o f a f a v o u r a b l e a r t i c l e i n t h e North American Review f o r J u l y , 1 8 5 7 : a n d , 

i n d e e d , t h e Q u a t e r n i o n s h a d b e e n m e n t i o n e d a s a m o n g t h e s o u r c e s o f 

h o p e f o r t h e f u t u r e p r o g r e s s o f a n a l y t i c a l m e c h a n i c s , i n t h e c o n c l u s i o n t o 

a v e r y b e a u t i f u l v o l u m e (A System o f Analytic Mechanics, & c . , p a g e 4 7 6 . 

B o s t o n , 1 8 5 5 ) o n t h a t s c i e n c e ; b y P r o f e s s o r B e n j a m i n P e i r c e o f H a r v a r d 

U n i v e r s i t y , U . S . , a s f o l l o w s : . . a n d m u c h m u s t s o o n b e c o m e a n t i -

q u a t e d a n d o b s o l e t e a s t h e s c i e n c e a d v a n c e s , a n d e s p e c i a l l y w h e n w e 

s h a l l h a v e r e c e i v e d t h e f u l l b e n e f i t o f t h e r e m a r k a b l e m a c h i n e r y o f 

H a m i l t o n ' s Q u a t e r n i o n s . " 5 5 

B e n j a m i n P e i r c e , w h o w a s t h e l e a d i n g A m e r i c a n m a t h e m a t i c i a n o f 

t h e t i m e ( a n d t h e t e a c h e r o f T h o m a s H i l l ) , w i l l b e d i s c u s s e d i n d e -

t a i l l a t e r . A t t h i s p o i n t i t n e e d o n l y b e s t a t e d t h a t i n 1 8 7 2 P e i r c e r e -

p u b l i s h e d h j s System o f Analytical Mechanics w i t h o u t a l t e r i n g t h e 
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s t a t e m e n t q u o t e d a b o v e 5 6 and w i t h o u t i n t r o d u c i n g q u a t e r n i o n s . 

S u c h s t a t e m e n t s a s t h o s e d i s c u s s e d a b o v e h e l p e d t o l a y t h e f o u n -

d a t i o n f o r t h e s p r e a d o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m , b u t i n a v e r y i n d i r e c t 

w a y . T o a d v o c a t e t h e u s e o f a s y s t e m i s n o t o f c o u r s e e q u i v a l e n t t o 

u s i n g t h e s y s t e m , a n d t h e l a t t e r i s t h e m o r e i m p o r t a n t . I n t h e l a t e 

1 8 5 0 ' s a n d 1 8 6 0 ' s t h e f e e l i n g g r a d u a l l y a r o s e t h a t q u a t e r n i o n s w e r e 

o f t e n p r a i s e d b u t s e l d o m u s e d . I n t h e l a s t t h i r d o f t h e c e n t u r y t h e i r 

u s e b e c a m e m o r e f r e q u e n t , p a r t l y a s a r e s u l t o f H a m i l t o n ' s s e c o n d 

b o o k o n q u a t e r n i o n s a n d p a r t l y b e c a u s e e l e m e n t a r y p r e s e n t a t i o n s 

o f q u a t e r n i o n s b e c a m e a v a i l a b l e t h r o u g h t h e e f f o r t s o f o t h e r m a t h e -

m a t i c i a n s . D e V o l s o n W o o d i n a n e l e m e n t a r y e x p o s i t i o n ( w r i t t e n i n 

1 8 8 0 ) p e r h a p s w e n t t o o f a r i n h i s d e s c r i p t i o n o f H a m i l t o n ' s Lectures 

w h e n h e w r o t e o f i t : " b u t t h e s t y l e i s s o p e c u l i a r , b e i n g d i f f u s e a n d 

h e s i t a t i n g a s i f h e labored t o m a k e h i s r e a d e r s u n d e r s t a n d , a n d t h e 

a r r a n g e m e n t b e i n g s u c h a s t o s e p a r a t e p a r t s o f e s s e n t i a l p r i n c i p l e s , 

t h a t , p r o b a b l y , c o m p a r a t i v e l y f e w o f i t s r e a d e r s , w i t h o u t o t h e r a i d s , 

h a v e m a s t e r e d i t s p r i n c i p l e s . " 5 7 C h a r l e s G r a v e s , H a m i l t o n ' s c o l -

l e a g u e a t D u b l i n , w r o t e i n h i s e l o g e f o r H a m i l t o n : " S t u d e n t s o f h i s 

l e c t u r e s o n Q u a t e r n i o n s h a v e s o m e t i m e s c o m p l a i n e d t h a t h e h a s 

c l a i m e d f r o m t h e m t o o m u c h a t t e n t i o n t o t h e m e t a p h y s i c s o f t h e 

s u b j e c t , a n d h a s s t o p p e d t h e m i n t h e i r c a r e e r o f b u i l d i n g u p , i n o r -

d e r t h a t t h e y m i g h t c o n t e m p l a t e a f r e s h t h e p l a n o f t h e s t r u c t u r e . " 5 8 

S o m e i n f o r m a t i o n i s a v a i l a b l e c o n c e r n i n g t h e e a r l y r e c e p t i o n o f 

q u a t e r n i o n s i n o t h e r c o u n t r i e s . A l t h o u g h i n 1 8 6 1 H a m i l t o n w r o t e 

t h a t F r a n c e h a d b e e n v e r y s l o w i n a c c e p t i n g q u a t e r n i o n s (2 ,111 ; 

1 2 9 ) , i t w a s t h e F r e n c h m a n A l e x a n d r e A l l e g r e t w h o i n 1 8 6 2 p u b -

l i s h e d t h e f i r s t b o o k o n q u a t e r n i o n s n o t w r i t t e n b y H a m i l t o n . 5 9 

H e r m a n n H a n k e l s t a t e d i n 1 8 6 7 t h a t H a m i l t o n w r o t e i n a v e r y u n -

c o n v e n t i o n a l w a y f o r c o n t i n e n t a l r e a d e r s a n d t h a t t h e o n l y s o u r c e o f 

i n f o r m a t i o n f o r t h e m a t t h a t t i m e w a s A l l e g r e t ' s w o r k , w h i c h H a n k e l 

c a l l e d a n " i n d e e d i n s u f f i c i e n t p r e s e n t a t i o n . " 6 0 I n I t a l y G i u s t o B e l -

l a v i t i s b e c a m e i n t e r e s t e d i n q u a t e r n i o n s a n d i n 1 8 5 8 a n d 1 8 6 2 

p u b l i s h e d p a p e r s r e l a t i n g t o q u a t e r n i o n s . 6 1 F i n a l l y , i n t e r e s t m u s t 

h a v e s p r e a d t o R u s s i a , f o r T a i t w r o t e t o H a m i l t o n i n 1 8 6 2 : " P r o -

f e s s o r B o l z a n i i s h e r e a n d w e h a v e h a d l o n g d i s c u s s i o n s o n t h e s u b -

j e c t [ q u a t e r n i o n s ] . H e i s i m m e n s e l y i n t e r e s t e d i n i t , a n d h a s g i v e n a 

c o u r s e o f l e c t u r e s o n i t i n R u s s i a , o f w h i c h h e h a s p r o m i s e d t o s e n d 

c o p i e s w h e n p r i n t e d . " (2 ,111 ; 1 4 9 ) T h u s t h e r e w a s s o m e i n t e r e s t i n 

q u a t e r n i o n s a m o n g t h e n o n - E n g l i s h s p e a k i n g c o u n t r i e s , a l t h o u g h 

n a t u r a l l y i t w a s l e s s t h a n t h a t i n B r i t i a n a n d i n A m e r i c a . 

B y 1 8 5 6 H a m i l t o n h a d b e g u n w o r k o n h i s Elements o f Quater-

nions, w h i c h w a s p u b l i s h e d i n a n e a r l y f i n i s h e d f o r m i n 1 8 6 6 , t h e 

y e a r a f t e r h i s d e a t h . 6 2 H a m i l t o n w a s a w a r e t h a t h i s e a r l i e r Lectures 
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h a d n o t p r o v i d e d a s u c c e s s f u l p r e s e n t a t i o n o f q u a t e r n i o n s . I n 1 8 5 9 

J o h n H e r s c h e l e n c o u n a g e d H a m i l t o n t o m a k e t h e Elements a n i n -

t r o d u c t o r y w o r k w i t h e x a m p l e s a n d p r o b l e m s ( 2 , 1 1 1 ; 1 2 1 ) , a n d t h i s 

a p p r o a c h s e e m s t o h a v e b e e n H a m i l t o n ' s i n t e n t i o n . B u t i n 1 8 6 2 h e 

w r o t e t o a f r i e n d ( A . S . H a r t ) : " I w a n t t o f i n i s h a Book o f Reference — 

a short o n e , u n l u c k i l y f o r s a l e , i t c a n n o t n o w b e — b u t m y i n t e n t i o n 

f o r m y s e l f , a n d hope a s r e g a r d s o t h e r w r i t e r s , i s t h a t t h e Elements 

m a y b e cited, a l m o s t l i k e t h e o t o i x < e t a o f E u c l i d , i n f u t u r e t r e a t i s e s 

o r m e m o i r s o n t h e Q u a t e r n i o n s . " ( 2 , 1 1 1 ; 1 3 9 ) T h e w i s h t o m a k e i t a 

"Book o f Reference" w a s f u l f i l l e d , f o r t h e Elements ( e v e n i n i t s u n -

f i n i s h e d s t a t e ) w a s o n e a n d o n e - h a l f t i m e s a s l o n g a s t h e Lectures.63 

T h i s i s n o t a l t o g e t h e r s a d ; a n u m b e r o f m a t h e m a t i c i a n s c o u l d h a v e 

c o m p o s e d a n e l e m e n t a r y w o r k ( a n d m a n y l a t e r d i d ) , b u t p r o b a b l y 

o n l y H a m i l t o n c o u l d h a v e w r i t t e n s u c h a w o r k a s t h e Elements. 

H a m i l t o n p a i d m u c h a t t e n t i o n t o t h e f o u n d a t i o n s f o r t h e q u a t e r -

n i o n s y s t e m . T h i s w a s v a l u a b l e i n t h a t l a t e r w o r k e r s i n q u a t e r n i o n s 

c o u l d i n t h e i r r e s e a r c h e s t u r n t o , o r i n t h e i r p u b l i c a t i o n s r e f e r t o , 

t h e Elements f o r t h e d e t a i l e d a n d r i g o r o u s p r o o f o f a n y f u n d a -

m e n t a l p r o p e r t y . H a m i l t o n d i d n o t s t r e s s h i s c o n c e p t o f a l g e b r a a s 

t h e " S c i e n c e o f P u r e T i m e , " o r h i s i d e a s o n t h e f o u n d a t i o n o f c o m -

p l e x a n d h i g h e r c o m p l e x n u m b e r s i n t e r m s o f o r d e r e d s e t s o f n u m -

b e r s . I n a l e t t e r ( 1 8 6 1 ) t o D e M o r g a n , H a m i l t o n d e s c r i b e d m a n y o f 

t h e i m p o r t a n t c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e Elements: 

A s a book, I a m f a r b e t t e r s a t i s f i e d w i t h t h e n e w v o l u m e t h a n w i t h t h e 

Lectures, w h i c h , h o w e v e r , i s n o t s a y i n g m u c h , f o r I a m v e r y m u c h d i s -

s a t i s f i e d w i t h t h e m , i n p o i n t o f c o m p o s i t i o n a n d a r r a n g e m e n t — t h e 

< t v v t o l ^ , & c . 

I t m u s t , I o w n , r e q u i r e a s o m e w h a t r e s o l u t e p a t i e n c e t o r e a d t h e Lec-

tures through; b u t I t r u s t t h a t , a l t h o u g h p a r t s m a y c o n v e n i e n t l y b e 

o m i t t e d a t f i r s t r e a d i n g , t h e n e w w o r k i s s o a r r a n g e d , a n d subdivided, a s 

t o b e q u i t e e a s i l y a c c e s s i b l e t o a n y s t u d e n t w h o h a s a c o m p e t e n t ( n o t a 

p r o f o u n d ) k n o w l e d g e o f f o r m e r m a t h e m a t i c s , a n d w i s h e s t o u n d e r s t a n d 

t h e s u b j e c t . N o n e w notation, f o r i n s t a n c e , i s i n t r o d u c e d — a n d a f t e r a l l , 

I d o n o t e m p l o y m a n y s u c h — w i t h o u t a s e r i e s o f e x a m p l e s f o l l o w i n g , i n 

n u m b e r e d s u b - a r t i c l e s , t o r e n d e r i t s m e a n i n g a n d i t s u s e f a m i l i a r . A n d 

g e n e r a l l y I h o p e t h a t t h e p r o g r e s s i s w e l l graduated t h r o u g h o u t ; w h i l e I 

h a v e a v o i d e d w h a t m a y b e c a l l e d talk, w i t h s o m e c a r e ; a n d h a v e o n l y 

one m e t a p h y s i c a l r e m a r k , i n f o u r a n d a h a l f l i n e s o f a n o t e ! (2,111; 5 6 8 ) 

T h e w o r k i s c e r t a i n l y c l e a r e r t h a n t h e Lectures, a l t h o u g h b e -

l a b o r e d e x p l a n a t i o n s o c c u r f r e q u e n t l y i n b o t h b o o k s . A p r i m a r y a i m 

o f t h e Elements w a s t o d o f o r q u a t e r n i o n s w h a t o t h e r s h a d d o n e f o r 

o r d i n a r y n u m b e r s a n d t o s o m e e x t e n t f o r c o m p l e x n u m b e r s — t o d e -

v e l o p t h e m i n t e r m s o f a l l t h e m a j o r a s p e c t s o f m a t h e m a t i c s . T h u s 

t h e l o g a r i t h m s o f q u a t e r n i o n s w e r e d i s c u s s e d , q u a t e r n i o n s r a i s e d t o 

q u a t e r n i o n p o w e r s , t h e s o l u t i o n o f e q u a t i o n s i n q u a t e r n i o n s , a n d s o 

4 0 



S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n a n d Q u a t e r n i o n s 

o n . T h a t t h e m a j o r i t y o f t h e a p p l i c a t i o n s o f q u a t e r n i o n m e t h o d s 

w e r e g e o m e t r i c a l r a t h e r t h a n p h y s i c a l w a s a n a t u r a l r e s u l t o f t h e 

f a c t t h a t H a m i l t o n (as h e h i m s e l f a d m i t t e d [ 2 , 1 1 1 ; 1 5 0 ] ) h a d l o s t c o n -

t a c t w i t h m a n y d e v e l o p m e n t s i n p h y s i c s . T h i s p a r t i a l i t y w a s i n 

s o m e w a y s u n f o r t u n a t e , f o r i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s a n d v e c t o r 

a n a l y s i s w a s t o b e s t r o n g e r a m o n g p h y s i c i s t s t h a n m a t h e m a t i c i a n s . 

I t i s n o t e w o r t h y t h a t m a n y p a r t s o f t h e Elements c o u l d b e t a k e n 

o v e r l a t e r b y v e c t o r a n a l y s t s . T h u s f o r e x a m p l e t h e f i r s t s e c t i o n 

t r e a t e d q u a t e r n i o n s w i t h z e r o s c a l a r c o m p o n e n t s ( h e n c e v e c t o r s ) 

a n d i n c l u d e d a t r e a t m e n t o f v e c t o r d i f f e r e n t i a t i o n . H a m i l t o n h a d 

p l a n n e d t o d e v o t e a l a r g e s e c t i o n o f t h e w o r k t o h i s o p e r a t o r < ] ; 

h o w e v e r b y t h e t i m e o f h i s d e a t h t h i s s e c t i o n h a d n o t b e e n w r i t t e n . 

T h e d e v e l o p m e n t o f t h i s o p e r a t o r , s o i m p o r t a n t f o r p h y s i c a l 

s c i e n c e , w a s m a i n l y l e f t f o r T a i t . H a m i l t o n n o t e d i n a f o o t -

n o t e : . . P r o f e s s o r T a i t , w h o h a s a l r e a d y p u b l i s h e d t r a c t s o n 

other a p p l i c a t i o n s o f Q u a t e r n i o n s , m a t h e m a t i c a l a n d p h y s i c a l , i n -

c l u d i n g s o m e o n E l e c t r o - D y n a m i c s , a p p e a r s t o t h e w r i t e r e m i -

n e n t l y f i t t e d t o c a r r y o n , h a p p i l y a n d u s e f u l l y , t h i s n e w b r a n c h o f 

m a t h e m a t i c a l s c i e n c e : a n d l i k e l y t o b e c o m e i n i t , i f t h e e x p r e s s i o n 

m a y b e a l l o w e d , o n e o f t h e c h i e f s u c c e s s o r s t o i t s i n v e n t o r . " 6 4 

F i v e h u n d r e d c o p i e s o f t h e Elements w e r e p r i n t e d i n 1 8 6 6 (2 ,111 ; 

2 0 2 ) , a n d i n t h e n e x t y e a r T a i t ' s Elementary Treatise o n Quater-

nions a p p e a r e d . T a i t h a d b e g u n t h i s b o o k b y 1 8 5 9 , b u t a t H a m i l -

t o n ' s r e q u e s t h e h a d w i t h h e l d i t s p u b l i c a t i o n u n t i l a f t e r t h e p u b l i -

c a t i o n o f H a m i l t o n ' s Elements. (2 ,111 ; 1 3 3 ) 

V I . Summary and Conclusion 

T h e s t a t u s o f q u a t e r n i o n a n a l y s i s a t t h e t i m e o f H a m i l t o n ' s d e a t h 

i n 1 8 6 5 m a y n o w b e s u m m a r i z e d . B y t h e e n d o f 1 8 6 5 o n e h u n d r e d 

a n d f i f t y p a p e r s h a d b e e n p u b l i s h e d o n q u a t e r n i o n s ; o n e h u n d r e d 

a n d n i n e ( o r 7 3 p e r c e n t ) w e r e b y H a m i l t o n . T h e r e m a i n i n g f o r t y -

o n e w e r e b y f i f t e e n o t h e r a u t h o r s , f o u r o f w h o m w e r e n o t B r i t i s h . 

T w o b o o k s h a d b e e n p u b l i s h e d ; t h e f i r s t , w r i t t e n b y H a m i l t o n , w a s 

l o n g a n d d i f f i c u l t t o r e a d ; t h e s e c o n d , w r i t t e n b y A l l e g r e t , w a s l e s s 

t h a n o n e - t e n t h a s l o n g a n d w r i t t e n i n F r e n c h . T w o o t h e r b o o k s h a d 

b e e n w r i t t e n ; o n e o f t h e s e ( H a m i l t o n ' s Elements) w a s l o n g , 

t h o r o u g h , a n d o f g r e a t v a l u e a s a r e f e r e n c e w o r k f o r m a t h e m a t i -

c i a n s ; t h e o t h e r ( T a i t ' s Treatise) w a s s h o r t , r e a d a b l e , a n d o f g r e a t 

v a l u e a s a t e x t f o r t h o s e w h o w i s h e d t o b e c o m e a c q u a i n t e d w i t h 

q u a t e r n i o n m e t h o d s . T o g e t h e r t h e t w o w o r k s c o m p l e m e n t e d e a c h 

o t h e r . Q u a t e r n i o n s w e r e n o t i n 1 8 6 5 a n e s t a b l i s h e d b r a n c h o f 

m a t h e m a t i c s , b u t b y 1 8 6 5 a f o u n d a t i o n f o r t h i s h a d c e r t a i n l y b e e n 

l a i d . 
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H a m i l t o n d i e d o n S e p t e m b e r 2 , 1 8 6 5 . H e c o n t i n u e d t o w o r k o n 

h i s Elements o f Quaternions u n t i l a f e w d a y s b e f o r e h i s d e a t h . 

C h a r l e s G r a v e s w r o t e i n a n e l o g e t h a t H a m i l t o n ' s " d i l i g e n c e o f 

l a t e w a s e v e n e x c e s s i v e — i n t e r f e r i n g w i t h h i s s l e e p , h i s m e a l s , h i s 

e x e r c i s e , h i s s o c i a l e n j o y m e n t s . I t w a s , I b e l i e v e , f a t a l l y i n j u r i o u s t o 

h i s h e a l t h . " 6 5 T h e r e i s c e r t a i n l y s o m e t h i n g t r a g i c i n t h e t h o u g h t o f 

t h e b r i l l i a n t H a m i l t o n d e v o t i n g t h e l a s t t w e n t y - t w o y e a r s o f h i s 

l i f e t o q u a t e r n i o n s , w h i c h a r e now o f l i t t l e i n t e r e s t . B u t j u d g m e n t s 

o n H a m i l t o n ' s p l a c e i n t h e h i s t o r y o f s c i e n c e r e q u i r e a m o r e 

s o p h i s t i c a t e d b a s i s t h a n t h a t q u a t e r n i o n s n o w s e e m t o b e o f l i t t l e 

i m p o r t a n c e . T h e j u d g m e n t m u s t b e m a d e o n t w o b a s e s . T h e f i r s t i s 

w h e t h e r o r n o t H a m i l t o n a c t e d w i t h i n s i g h t i n l i g h t o f w h a t w a s 

k n o w n a n d c o u l d b e k n o w n i n m a t h e m a t i c a l a n d p h y s i c a l s c i e n c e 

a t t h a t t i m e . E n o u g h h a s b e e n s a i d o n t h i s t h a t t h e r e a d e r m a y j u d g e 

f o r h i m s e l f . T h e s e c o n d p o i n t i s w h e t h e r i t h a s h i s t o r i c a l l y t u r n e d 

o u t t h a t H a m i l t o n ' s i d e a s l e d i n a n y w a y t o f r u i t f u l d e v e l o p m e n t s . 

E n o u g h w i l l b e s a i d o n t h i s t h a t t h e r e a d e r m a y j u d g e f o r h i m s e l f . 
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Bolyai, p a g e s 2 2 3 - 2 3 3 , f o r t h e d o c u m e n t i t s e l f . 
2 6 S e e , f o r e x a m p l e , e q u a t i o n s 6 5 , 7 5 , 1 1 2 , 1 9 1 , 1 9 5 , a n d 1 9 6 i n t h e s e c o n d s e c t i o n 

o f t h e w o r k c i t e d i n n o t e ( 3 ) a b o v e , a n d e q u a t i o n s 6 , 5 6 , 5 7 , a n d 5 8 i n t h e t h i r d s e c -

t i o n . 
2 7 ( 2 , 1 1 ; 5 7 4 ) . I t s e e m s d o u b t f u l t h a t H a m i l t o n ' s m e t h o d o f " p o l y t e t s " l e d d i r e c t l y 

t o t h e discovery o f q u a t e r n i o n s . H o w e v e r i t i s p r o b a b l e t h a t t h i s m e t h o d p l a y e d a 

m a j o r p a r t i n h i s acceptance o f q u a t e r n i o n s a n d m o r e o v e r s u p p o r t e d h i s s e a r c h f o r 

t h e m b y i n d i c a t i n g t h e p o s s i b i l i t y a n d l e g i t i m a c y o f h i g h e r c o m p l e x n u m b e r s . T h a t 

t h i s i s a n i m p o r t a n t p o i n t i s i n d i c a t e d f r o m t h e h i s t o r y o f o r d i n a r y c o m p l e x n u m b e r s , 

w h e r e t h e d i f f i c u l t t a s k w a s n o t discovery b u t acceptance. 
2 8 ( 4 ; [ 3 5 ] ) . J o h n T . G r a v e s w a s a m a t h e m a t i c i a n a n d t h e b r o t h e r o f R . P . G r a v e s , 

H a m i l t o n ' s b i o g r a p h e r . 
2 9 A u g u s t u s D e M o r g a n , " O n t h e F o u n d a t i o n o f A l g e b r a " i n Transactions o f the 

Cambridge Philosophical Society, 7, p t . 2. 
3 0 T h i s i s p r o v e d i n C h a r l e s S a u n d e r s P e i r c e ' s a d d e n d a t o B e n j a m i n P e i r c e ' s 

" L i n e a r A s s o c i a t i v e A l g e b r a " i n American Journal o f Mathematics, 4 ( 1 8 8 1 ) , 9 7 - 2 2 9 . 

T h e a b o v e q u o t a t i o n f r o m C . S . P e i r c e i s f r o m p a g e 2 2 9 . 
3 1 T h u s ( i + j ) • ( 2 i -I- 2 j ) = 4 , b u t s o a l s o d o e s ( i + j ) • ( 4 i ) . T h e t e r m " d o t p r o d u c t " 

w i l l b e u s e d t h r o u g h o u t w i t h o u t q u a l i f i c a t i o n ; t h o u g h t h i s i s l e g i t i m a t e h i s t o r i c a l l y , 

i t i s q u e s t i o n a b l e m a t h e m a t i c a l l y . T h e t e r m " p r o d u c t " i n c u r r e n t m a t h e m a t i c s i s 

g e n e r a l l y n o t u s e d w h e n t h e e n t i t y r e s u l t i n g f r o m t h e c o m b i n a t i o n ( b y m u l t i p l i c a -

t i o n ) o f t w o f a c t o r s i s n o t a m e m b e r o f t h e s a m e c l a s s a s t h e f a c t o r s , t h a t i s , w h e n 

c l o s u r e i s n o t p r e s e r v e d . T h e d o t p r o d u c t i s n o w c l a s s i f i e d a s a b i l i n e a r f u n c t i o n a l . 
3 2 T o s e e t h a t t h e a s s o c i a t i v e p r o p e r t y f a i l s , c o n s i d e r i X ( i X j ) = i X k = — j , w h e r e a s 

( i x i ) x j = 0. To s e e t h a t t h e c o m m u t a t i v e p r o p e r t y f a i l s , c o n s i d e r i X j = k ^  j X i = 

- k . 
3 3 T h u s , t o s h o w t h a t d i v i s i o n i s n o t u n a m b i g u o u s , c o n s i d e r i X ( i + j ) = i X j = k . 
3 4 I t i s h i s t o r i c a l l y i n t e r e s t i n g , b u t p r o b a b l y n o t h i s t o r i c a l l y s i g n i f i c a n t , t h a t i n 1 8 4 1 

H a m i l t o n d e l i v e r e d a p a p e r " O n t h e C o m p o s i t i o n o f F o r c e s " i n Proceedings o f the 

Royal Irish Academy, 2 ( 1 8 4 4 ) , 1 6 6 - 1 6 8 . I n t h i s p a p e r H a m i l t o n p r o v e d ( h e c l a i m e d 

f o r t h e f i r s t t i m e ) t h a t " t h e r e s u l t a n t f o r c e c o i n c i d e s i n direction w i t h t h e d i a g o n a l o f 
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t h e r e c t a n g l e c o n s t r u c t e d w i t h l i n e s r e p r e s e n t i n g x a n d y a s s i d e s . " {Ibid., 1 6 8 . ) H e 

s a i d t h a t t h e p r e v i o u s ( L a p l a c e ) p r o o f o f t h e p a r a l l o g r a m o f f o r c e s t h e o r e m h a d d e a l t 

o n l y w i t h t h e m a g n i t u d e o f t h e r e s u l t a n t f o r c e . 
3 5 T h e m a i n p r i m a r y d o c u m e n t s d e a l i n g w i t h t h i s p o i n t a r e ( 1 ) t h e s h o r t s u m m a r y 

o f h i s d i s c o v e r y w r i t t e n o n t h e d a y o f t h e d i s c o v e r y . T h i s i s p r i n t e d ( o n l y ) i n Pro-

ceedings o f the Royal Irish Academy, 50 ( 1 9 4 4 - 1 9 4 5 ) , 8 9 - 9 2 . ( 2 ) H i s l e t t e r o f t h e 

n e x t d a y ( O c t o b e r 1 7 , 1 8 4 3 ) t o J o h n T . G r a v e s p r i n t e d ( o n l y ) i n t h e Philosophical 

Magazine, 3 r d S e r . , 2 5 ( 1 8 4 4 ) , 4 9 0 - 4 9 5 . ( 3 ) H a m i l t o n ' s m a i n l y h i s t o r i c a l p r e f a c e t o 

h i s Lectures o n Quaternions. T h e m a i n h i s t o r i c a l d i s c u s s i o n s o f t h i s p o i n t a r e ( 1 ) 

C . C . M a c D u f f e e , " A l g e b r a ' s D e b t t o H a m i l t o n " ( 1 ; 2 5 - 3 5 ) ; ( 2 ) P e t e r G u t h r i e T a i t , 

" Q u a t e r n i o n s " i n Encyclopaedia Britannica, 9 t h e d . , v o l . X X ( 1 8 9 0 ) , 1 6 0 - 1 6 4 ; ( 3 ) 

E d m u n d T a y l o r W h i t t a k e r , " T h e S e q u e n c e o f I d e a s i n t h e D i s c o v e r y o f Q u a t e r -

n i o n s " in Proceedings of the Royal Irish Academy, 50 ( 1 9 4 4 - 1 9 4 5 ) , 9 3 - 9 8 . 

3 6 ( 2 , 1 1 ; 4 3 9 - 4 4 0 ) . T h e s e a r e v a g u e g l i m m e r i n g s . T h u s h e w r o t e i n r e g a r d t o t h e 

q u a t e r n i o n v + jx 4 - j y -I- kz, "xyz m a y d e t e r m i n e direction and intensity; w h i l e t ; 

m a y d e t e r m i n e t h e quantity o f s o m e a g e n t s u c h a s e l e c t r i c i t y , x , y , z a r e electrically 

polarized, v electrically unpolarized. . . . T h e C a l c u l u s o f Q u a t e r n i o n s m a y t u r n o u t 

t o b e a C A L C U L U S O F P O L A R I T I E S . " ( 2 , 1 1 ; 4 3 9 - 4 4 0 ) 

3 7 S e e t h e a b s t r a c t o f D e M o r g a n ' s " M e m o i r o n T r i p l e A l g e b r a " i n ( 2 , 1 1 1 ; 2 5 1 - 2 5 3 ) . 

D e M o r g a n ' s p a p e r w a s w r i t t e n i n 1 8 4 4 a n d p u b l i s h e d i n Transactions o f the Cam-

bridge Philosophical Society, 8, p t . 3. 

3 8 S e e ( 4 ; [ 3 8 ] ) . C h a r l e s G r a v e s ' " O n A l g e b r a i c T r i p l e t s " w a s p u b l i s h e d i n t h e 

Proceedings o f the Royal Irish Academy, 3 ( 1 8 4 7 ) , 5 1 - 5 4 , 5 7 - 6 4 , 8 0 - 8 4 , 1 0 5 - 1 0 8 . 
3 9 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , " O n a N e w S p e c i e s o f I m a g i n a r y Q u a n t i t i e s C o n -

n e c t e d w i t h t h e T h e o r y o f Q u a t e r n i o n s " i n Proceedings o f the Royal Irish Academy, 

2 ( 1 8 4 4 ) , 4 2 4 - 4 3 4 . 
4 0 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , " O n Q u a t e r n i o n s " i n Proceedings o f the Royal 

Irish Academy, 3 ( 1 8 4 5 - 1 8 4 7 ) , 1 - 1 6 . 
4 1 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , " O n Q u a t e r n i o n s " i n Proceedings o f the Royal 

Irish Academy, 3 ( 1 8 4 7 ) , 3. 

4 2 T h u s i f a = ( x i + y j + zk) a n d a ' = ( x ' i -I- y ' j -I- z ' k ) a r e t w o v e c t o r s i n t h e m o d -

e r n s e n s e , t h e n a - a' = xx' -1- yy' + zz' a n d a X a' = i(yz' — zy') -I- j(zx' — xz') + 

k(xy' - yx'). 
4 3 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , " O n Q u a t e r n i o n s " ( c o m m u n i c a t e d J u l y 2 0 , 1 8 4 6 ) 

in Proceedings o f the Royal Irish Academy, 3 ( 1 8 4 7 ) , 2 7 3 - 2 9 2 , a n d ( 5 , 3 1 ; 2 7 8 - 2 9 3 ) . 
4 4 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , " R e s e a r c h e s r e s p e c t i n g Q u a t e r n i o n s . F i r s t S e r i e s " 

in Transactions of the Royal Irish Academy, 21 ( 1 8 4 8 ) , 1 9 9 - 2 9 6 . 
4 5 I n t h e Athenaeum, f o r J u l y 7 , 1 8 4 7 , a s q u o t e d i n ( 2 , 1 1 ; 5 8 7 ) . 
4 6 I n a l a t e r p a r t o f t h i s w o r k a d e t a i l e d s t a t i s t i c a l s t u d y i s g i v e n o n t h e n u m b e r o f 

p a p e r s p u b l i s h e d , p e r f i v e - y e a r p e r i o d , o n q u a t e r n i o n s . 
4 7 T h i s i s e x t r a c t e d f r o m t h e s u m m a r y o f t h e s e v e n t h l e c t u r e a s g i v e n i n t h e c o n -

t e n t s ( 4 ; x x x v i ) . 

4 8 ( 2 , 1 1 ; 6 8 3 ) . D e M o r g a n m a d e a v e r y s i m i l a r s t a t e m e n t . ( 2 , 1 1 ; 6 8 3 ) . 
4 9 U n s i g n e d a r t i c l e , " R e v i e w o f S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n ' s L e c t u r e s o n Q u a -

t e r n i o n s " i n North American Review, 8 5 ( 1 8 5 7 ) , 2 2 3 - 2 3 7 . M y e v i d e n c e f o r a t t r i b u t -

i n g t h e a u t h o r s h i p t o H i l l i s t h a t t h i s i s d o n e i n R o b e r t E d o u a r d M o r i t z , O n Mathe-

matics and Mathematicians ( N e w Y o r k , 1 9 5 8 ) , 2 7 9 . D a v i d E u g e n e S m i t h a n d 

J e k u t h i e l G i n s b u r g in A History of Mathematics in America before 1900 ( C h i c a g o , 

1 9 3 4 ) s t a t e t h a t T h o m a s H i l l ( 1 8 1 8 - 1 8 9 1 ) w a s a s t u d e n t o f B e n j a m i n P e i r c e ( w h o 

w a s a n e a r l y a d v o c a t e o f q u a t e r n i o n s ) . H i l l b e c a m e p r e s i d e n t o f H a r v a r d i n 1 8 6 2 . 

50 Ibid., 2 2 3 . 
51 Ibid., 2 2 8 . 
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52 Ibid., 2 2 6 . 

53 Ibid., 2 2 9 . 
5 4 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , " Q u a t e r n i o n s " i n N i c h o l , Cyclopaedia o f the 

Physical Sciences, 2 n d e d . ( L o n d o n a n d G l a s g o w , 1 8 6 0 ) , 7 0 6 - 7 2 6 . 
55 Ibid., 7 2 6 . 
5 6 S e e B e n j a m i n P e i r c e , A System o f Analytical Mechanics ( N e w Y o r k , 1 8 7 2 ) , 

4 7 6 - 4 7 7 . 
5 7 D e V o l s o n W o o d , " Q u a t e r n i o n s " i n Analyst, 7 ( 1 8 8 0 ) , 3 3 . 
5 8 C h a r l e s G r a v e s , " E l o g e " o n S i r W i l l i a m H a m i l t o n i n The Mathematical Papers 

o f Sir William Hamilton, v o l . I , e d . A . W . C o n w a y a n d J . L . S y n g e ( C a m b r i d g e , 

E n g l a n d , 1 9 3 1 ) , x i i i . T h e e l o g e w a s g i v e n b e f o r e t h e R o y a l I r i s h A c a d e m y i n 1 8 6 5 . 
5 H A l e x a n d r e A l l e g r e t , Essai sur le calcul des quaternions ( P a r i s , 1 8 6 2 ) , 7 + 72 p p . 
6 0 H e r m a n n H a n k e l , Theorie der complexen Zahlensysteme ( L e i p z i g , 1 8 6 7 ) , 1 9 6 . 
B 1 G i u s t o B e l l a v i t i s , " D e l C a l c o l o d e i q u a t e r n i o n i d i W . R . H a m i l t o n e d e l l e s u e 

r e l a z i o n i c o l m e t o d o d e l l e e q u i p o l l e n z e " i n Atti del Reale Istituto Veneto d i 

Scienze, Lettere e d Arti ( 1 8 5 8 ) , 3 3 4 - 3 4 2 , a n d s a m e a u t h o r a n d t i t l e , Memorie d i 

Matematica e Fisica della Societd Italiana delle Scienze ( M o d e n a ) , 2 n d S e r . , 1 

( 1 8 6 2 ) , 1 2 6 - 1 8 6 . 
6 2 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , Elements o f Quaternions ( L o n d o n , 1 8 6 6 ) , 5 9 + 

7 6 2 p p . 
6 3 T h o u g h i n t e r m s o f p a g e s t h e t w o b o o k s a r e c o m p a r a b l e , t h e Elements c o n t a i n s 

b y m y r o u g h e s t i m a t e 4 5 3 , 7 4 0 w o r d s a s c o m p a r e d t o 3 0 4 , 0 0 0 f o r t h e Lectures. T h i s 

f i g u r e i n c l u d e s t h e l o n g p r e f a c e i n t h e Lectures, f o r w h i c h t h e r e i s n o c o u n t e r p a r t 

i n t h e Elements. 
6 4 S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , Elements o f Quaternions, v o l . I I , 2 n d e d . , e d . 

C h a r l e s J a s p e r J o l y ( L o n d o n , 1 9 0 1 ) , 3 5 0 . 
B 5 C . G r a v e s , " E l o g e , " x v . 
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C H A P T E R T H R E E 

Other Early Vectorial 

Systems, Especially Grassmann's 

Theory of Extension 

I. Introduction 

H a m i l t o n a n d t h o s e w h o w o r k e d w i t h o r d i n a r y c o m p l e x n u m b e r s 

w e r e n o t t h e o n l y m a t h e m a t i c i a n s o f t h e t i m e w h o w e r e s e a r c h i n g 

f o r v e c t o r i a l s y s t e m s . I n d e e d , a t l e a s t s i x o t h e r m e n f r o m f o u r c o u n -

t r i e s w e r e d e v e l o p i n g s y s t e m s t h a t w e r e m o r e o r l e s s v e c t o r i a l i n 

c h a r a c t e r . T h e s e m e n w e r e A u g u s t F e r d i n a n d M o b i u s , G i u s t o 

B e l l a v i t i s , H e r m a n n G i i n t h e r G r a s s m a n n , A d h e m a r B a r r e ( b e t t e r 

k n o w n a s C o m t e d e S a i n t - V e n a n t ) , A u g u s t i n C a u c h y , a n d R e v e r e n d 

M a t t h e w O ' B r i e n . B y f a r t h e m o s t i m p o r t a n t o f t h e s e m e n f o r t h e 

p r e s e n t s t u d y i s G r a s s m a n n , w h o s e f i r s t p u b l i c a t i o n o f h i s s y s t e m , 

h i s Ausdehnungslehre, c a m e i n 1 8 4 4 , t h e y e a r i n w h i c h H a m i l t o n 

p u b l i s h e d h i s f i r s t p a p e r o n q u a t e r n i o n s . 

I t s h o u l d b e r e m a r k e d t h a t t h e s i g n i f i c a n c e o f t h e s e m e n i n t h e 

h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s i s d i f f e r e n t f r o m t h a t o f H a m i l t o n , f o r i t 

w a s o n l y t h e i d e a s o f H a m i l t o n (as w i l l b e s h o w n ) t h a t h a d a m a j o r 

i n f l u e n c e o n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y -

s i s . T h e f a c t t h a t t h e s e m e n h a d l i t t l e o r n o d i r e c t i n f l u e n c e o n s u b -

s e q u e n t d e v e l o p m e n t s r a i s e s t h e i m p o r t a n t m e t h o d o l o g i c a l 

q u e s t i o n , " W h y s h o u l d t h e s e m e n b e i n c l u d e d i n t h e h i s t o r y o f 

v e c t o r a n a l y s i s ? " 

T o t h i s q u e s t i o n a t l e a s t t w o r e p l i e s m a y b e g i v e n . F i r s t , t h e i d e a s 

o f t h e s e m e n a r e o f s u c h g r e a t o r i g i n a l i t y a n d m e r i t t h a t t h e y d e -

m a n d a t t e n t i o n . I t c o u l d i n f a c t b e a r g u e d t h a t G r a s s m a n n ' s c r e a -

t i o n s u r p a s s e s t h a t o f H a m i l t o n i n p r o f u n d i t y a n d p e r f e c t i o n . W h i l e 

t h i s r e a s o n f o r t h e i r i n c l u s i o n i s c e r t a i n l y i m p o r t a n t , a s e c o n d 

r e a s o n s e e m s e v e n m o r e d e c i s i v e . C h r o n o l o g y m a y b e d i s t i n -

g u i s h e d f r o m h i s t o r y i n t h a t w h e r e a s t h e f o r m e r p r e s e n t s e v e n t s i n 
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i s o l a t i o n , t h e l a t t e r a i m s a t d e l i n e a t i n g t h e " t r e n d s o f t h e t i m e s " 

a n d t h e c a u s e s f o r e v e n t s . C o i n c i d e n c e i s c e r t a i n l y n o t t h e e x p l a n a -

t i o n f o r t h e f a c t t h a t m o r e t h a n t e n m e n i n s i x c o u n t r i e s , w o r k i n g i n 

t h e p e r i o d f r o m t h e 1 7 9 0 ' s t o t h e 1 8 5 0 ' s , s o u g h t t o c r e a t e v e c t o r i a l 

s y s t e m s . T h o u g h f e w o f t h e s e m e n k n e w o f t h e i d e a s o f a n y o f t h e 

o t h e r s , n o n e t h e l e s s s o m e f a c t o r s i n t h e m a t h e m a t i c s a n d p h y s i c s o f 

t h i s p e r i o d m u s t h a v e m o t i v a t e d t h e i r s e a r c h . T h u s t h e d i s c u s s i o n 

o f t h e s e m e n w i l l b e a i m e d a t d e s c r i b i n g t h e f o r m o f t h e t r e n d o f 

w h i c h t h e y w e r e p a r t a n d a t s e e k i n g o u t t h e c a u s e s t h a t l e d t o t h e i r 

i n v e s t i g a t i o n s a n d r e s u l t s . 

I I . August Ferdinand Mobius and His Barycentric Calculus 

T h o u g h h e n e i t h e r c o n s t r u c t e d a n o r i g i n a l v e c t o r i a l s y s t e m n o r 

d e c i s e l y i n f l u e n c e d a n y o n e w h o d i d , n e v e r t h e l e s s A u g u s t F e r d i -

n a n d M o b i u s h o l d s a n i m p o r t a n t p o s i t i o n i n t h e h i s t o r y o f v e c t o r 

a n a l y s i s f o r a n u m b e r o f r e a s o n s . T h e c h i e f o f t h e s e i s t h a t M o b i u s 

c o n s t r u c t e d a m a t h e m a t i c a l s y s t e m ( h i s b a r y c e n t r i c c a l c u l u s ) 

w h i c h i s i n m a n y w a y s s i m i l a r t o v e c t o r i a l s y s t e m s . I n h i s s y s t e m o f 

s p a c e a n a l y s i s , g e o m e t r i c a l e n t i t i e s ( p o i n t s r a t h e r t h a n v e c t o r s ) 

w e r e d e a l t w i t h d i r e c t l y a n d (as h e h o p e d ) a d v a n t a g e o u s l y . 

M o b i u s ' p o s i t i o n e d p o i n t s , w i t h w h i c h n u m e r i c a l m a g n i t u d e s a r e 

u s u a l l y a s s o c i a t e d , a r e a d d e d i n s u c h a w a y t h a t b o t h p o s i t i o n a n d 

m a g n i t u d e a r e i n c l u d e d i n t h e a d d i t i o n . T h u s b o t h i n a i m a n d i n 

m e t h o d h i s s y s t e m h a s k i n s h i p w i t h v e c t o r i a l s y s t e m s . 1 0 F u r t h e r -

m o r e h i s s y s t e m a s l a t e r i n d e p e n d e n t l y d i s c o v e r e d b y G r a s s m a n n 

w a s p u t f o w a r d b y G r a s s m a n n a s a n i n t e g r a l p a r t o f a s y s t e m t h a t 

i n c l u d e d v e c t o r s . M o b i u s a l s o c a r r i e d o n a n i m p o r t a n t c o r r e -

s p o n d e n c e w i t h G r a s s m a n n ( w h i c h w i l l b e d i s c u s s e d l a t e r ) , a n d i n 

h i s l a t e r y e a r s M o b i u s d i d s o m e w o r k d i r e c t l y i n t h e v e c t o r i a l t r a d i -

t i o n ( a l t h o u g h o n l y a s m a l l p a r t o f t h i s w a s p u b l i s h e d d u r i n g h i s 

l i f e t i m e ) . T h u s t h e w o r k o f M o b i u s a d m i t s t o d i s c u s s i o n f r o m a 

n u m b e r o f p o i n t s o f v i e w . 

A u g u s t F e r d i n a n d M o b i u s ( 1 7 9 0 - 1 8 6 8 ) w a s b o r n i n S c h u l p f o r t a , 

e d u c a t e d a t L e i p z i g , G o t t i n g e n , a n d H a l l e , a n d b e g a n h i s t e a c h i n g 

c a r e e r i n 1 8 1 5 a t L e i p z i g U n i v e r s i t y , b e c o m i n g o r d i n a r y p r o f e s s o r 

o f m e c h a n i c s a n d a s t r o n o m y i n 1 8 4 4 , a p o s i t i o n h e h e l d u n t i l h i s 

d e a t h . H e m a d e i m p o r t a n t c o n t r i b u t i o n s t o m a t h e m a t i c s , m e -

c h a n i c s , a n d a s t r o n o m y . 1 1 

T h e m o s t s i g n i f i c a n t w o r k b y M o b i u s f o r t h i s s t u d y i s h i s Der 

barycentrische Calcul, ein neues Hiilfsmittel zur analytischen 

Behandlung der Geometrie dargestellt und insbesondere auf die 

Bildung neuer Classen von Aufgaben und die Entwickelung 
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mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte, p u b l i s h e d a t L e i p z i g 

i n 1 8 2 7 . H e r e i n M o b i u s g a v e a f u l l e x p o s i t i o n o f h i s c a l c u l u s o f 

p o i n t s . M o b i u s c a m e u p o n t h e f i r s t n o t i o n s o f h i s s y s t e m i n 1 8 1 8 , 

a n d b y 1 8 2 1 h e h a d d e c i d e d t o p u b l i s h t h e m i n b o o k f o r m . 1 2 I n 

1 8 2 3 h e p u b l i s h e d h i s f i r s t d i s c u s s i o n o f h i s n e w m e t h o d a s a s h o r t 

A p p e n d i x to h i s Beobachtungen auf der Koniglichen Universitats-

Sternwarte zu Leipzig.13 

A n i d e a o f t h e n a t u r e o f M o b i u s ' s y s t e m m a y b e g a i n e d f r o m t h e 

f o l l o w i n g b r i e f e x p o s i t i o n . 1 4 I n t h e f o r e w o r d t o h i s Der barycen-

trische Calcul M o b i u s p o i n t e d o u t t h a t t h e p h y s i c a l c o n c e p t o f 

c e n t e r o f g r a v i t y , o r c e n t r o i d ( S c h w e r p u n k t ) , h a d b e e n u s e f u l e v e r 

s i n c e A r c h i m e d e s ' t i m e f o r t h e d i s c o v e r y o f g e o m e t r i c t r u t h s . 

( 2 ; i i i ) H e w e n t o n t o s t a t e : 

T h e p r e s e n t r e s e a r c h e s a l s o p r o c e e d f r o m t h e s a m e e l e m e n t a r y a n d 

p u r e l y g e o m e t r i c a l c o n c e p t o f t h e c e n t e r o f g r a v i t y . W h a t f i r s t s t i m u l a t e d 

t h e s e r e s e a r c h e s w a s c o n s i d e r a t i o n o f t h e f r u i t f u l n e s s o f t h e l a w , t h a t 

e a c h s y s t e m o f w e i g h t e d p o i n t s has o n l y o n e c e n t e r o f g r a v i t y , a n d t h a t 

t h u s , i n w h a t e v e r s e q u e n c e o n e b r i n g s t h e p o i n t s i n t o c o n n e c t i o n , t h e 

r e s u l t i s t h a t o n e a n d t h e s a m e p o i n t m u s t a l w a y s b e f o u n d . T h e s i m p l e 

t e c h n i q u e , b y m e a n s o f w h i c h I w a s a b l e t o p r o v e m o r e g e o m e t r i c a l 

l a w s , s t i m u l a t e d m e t o f i n d a s u i t a b l e a l g o r i t h m f o r s t i l l g r e a t e r s i m p l i -

f i c a t i o n o f s u c h i n v e s t i g a t i o n s . (2 ; i v ) 

E a r l y i n h i s f i r s t c h a p t e r M o b i u s s t a t e d t h a t i n h i s s y s t e m a l i n e s e g -

m e n t f r o m a p o i n t A t o a p o i n t B w o u l d b e d e s i g n a t e d b y A B , 

w h e r e a s a l i n e f r o m B t o A w o u l d b e d e s i g n a t e d b y BA, o r — A B . H e 

t h e n i n d i c a t e d h o w c o l l i n e a r s e g m e n t s w e r e t o b e a d d e d . ( 2 ; 3 - 5 ) 

M o b i u s e x t e n d e d t h i s s i g n p r i n c i p l e t o a n d c o n s t r u c t e d a d d i t i o n 

l a w s f o r f i g u r e s d e t e r m i n e d b y m o r e t h a n t w o p o i n t s , f o r e x a m p l e , 

t o t r i a n g l e s (ABC) a n d p y r a m i d s (ABCD). ( 2 ; 2 0 - 2 3 ) I t i s s u r p r i s i n g 

t h a t M o b i u s n o w h e r e i n t h i s w o r k p r e s e n t e d a d d i t i o n l a w s f o r n o n -

c o l l i n e a r s e g m e n t s a n d a l s o t h a t h e p r o c e e d e d f r o m s u c h e q u a t i o n s 

as BDE + BEC + BCD = 0 to ABDE + ABEC + ABCD = 0 ( 2 ; 2 4 ) 

w i t h o u t v i e w i n g t h i s a s a m u l t i p l i c a t i o n b y A , a s G r a s s m a n n w a s t o 

d o l a t e r . 

T h e c e n t r a l t h e o r e m i n h i s b o o k w a s t h e f o l l o w i n g : 

G i v e n a n y n u m b e r (v) o f p o i n t s A , B , C , . . . N w i t h c o e f f i c i e n t s a , b , 

c , . . . n w h e r e t h e s u m o f t h e c o e f f i c i e n t s d o e s n o t e q u a l z e r o , t h e r e c a n 

a l w a y s b e f o u n d o n e ( a n d o n l y o n e ) p o i n t S — t h e c e n t r o i d — w h i c h p o i n t 

has t h e p r o p e r t y t h a t i f o n e d r a w s p a r a l l e l l i n e s ( p o i n t i n g i n a n y d i r e c -

t i o n ) t h r o u g h t h e g i v e n p o i n t s a n d t h e p o i n t S , a n d i f t h e s e l i n e s i n t e r -

s e c t s o m e p l a n e i n t h e p o i n t s A ' , B ' , C \ . . . AT , S', t h e n o n e a l w a y s h a s : 

a.AA' + b.BB' + c.CC' + . . . + n.NN' = (a + b + c + . . . + n ) S S \ 

a n d c o n s e q u e n t l y , i f t h e p l a n e g o e s t h r o u g h S i t s e l f , t h e n 

a.AA' + b.BB' + c.CC' + . . . + n.NN' = 0 . ( 2 ; 9 - 1 0 ) 
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H e l a t e r s t a t e d t h a t i n p l a c e o f A A ' , BB', . . . h e w o u l d w r i t e 

A , B , . . . , a n d h e n c e t h e a b o v e e x p r e s s i o n b e c o m e s a . A 

f o . B + c . C + . . . + n . N = ( a + f o + c + . . . + n ) S . T h u s M o b i u s d e a l t 

w i t h w e i g h t e d p o i n t s o r p o i n t s w i t h n u m e r i c a l c o e f f i c i e n t s ( p o s i t i v e 

o r n e g a t i v e ) w h i c h w e r e a d d e d a s p o i n t m a s s e s a r e a d d e d i n c o m -

p u t i n g t h e c e n t e r o f g r a v i t y o f a b o d y . O n s u c h a b a s i s M o b i u s p r o -

c e e d e d t o h i s d i s c o v e r y o f h o m o g e n e o u s c o o r d i n a t e s 1 5 a n d t o a 

n e w t r e a t m e n t o f m a n y p a r t s o f g e o m e t r y . 

M o b i u s ' h i g h l y o r i g i n a l a n d w e l l - p r e s e n t e d w o r k w a s w e l l r e -

c e i v e d , w i t h C a u c h y , J a c o b i , D i r i c h l e t , S t e i n e r , P l i i c k e r , a n d 

G a u s s a l l t a k i n g s o m e i n t e r e s t i n i t . 1 6 H o w e v e r h i s m e t h o d s n e v e r 

a t t a i n e d w i d e s p r e a d u s e , a n d n o s e c o n d e d i t i o n o f t h e w o r k a p -

p e a r e d ( e x c e p t f o r t h e r e p u b l i c a t i o n o f t h e w o r k i n 1 8 8 5 i n t h e f i r s t 

v o l u m e o f h i s c o l l e c t e d w o r k s ) . M o b i u s d i d h o w e v e r c o n t i n u e t o 

p u b l i s h p a p e r s o n t h i s s u b j e c t t h r o u g h o u t h i s l i f e . 

I n 1 8 4 3 M o b i u s p u b l i s h e d t h e m e t h o d f o r a d d i n g a n d s u b t r a c t -

i n g n o n c o l l i n e a r v e c t o r s in h i s Die Elemente der Mechanik des 

Himmels.17 I n a l e t t e r t o B a l t z e r h e h a d s t a t e d t h a t h e w a s i n t r o -

d u c i n g t h i s c o n c e p t i n h i s l e c t u r e s i n t h e w i n t e r o f 1 8 4 1 - 1 8 4 2 . 

R e i n h a r d t i m p l i e d t h a t M o b i u s d i s c o v e r e d t h i s m e t h o d h i m s e l f , 

b u t R e i n h a r d t a l s o s h o w e d t h a t t h e m e t h o d w a s p r e s e n t e d i n a 

J u n e 2 3 , 1 8 3 5 , l e t t e r t o M o b i u s f r o m B e l l a v i t i s ( w h o w i l l b e d i s -

c u s s e d i n t h e n e x t s e c t i o n ) . ( 1 , I V ; 7 1 7 - 7 1 8 ) I t w a s a l s o i n t h e e a r l y 

1 8 4 0 ' s t h a t M o b i u s c a m e i n t o c o n t a c t w i t h G r a s s m a n n ; t h e d i s -

c u s s i o n o f t h i s r e l a t i o n s h i p w i l l b e s t b e p o s t p o n e d t o t h e G r a s s -

m a n n s e c t i o n s . 

T h e f i n a l w o r k b y M o b i u s t h a t d e m a n d s a t t e n t i o n i s h i s " U e b e r 

g e o m e t r i s c h e A d d i t i o n u n d M u l t i p l i c a t i o n , " w r i t t e n i n 1 8 6 2 a n d 

r e v i s e d i n 1 8 6 5 , b u t p u b l i s h e d o n l y i n 1 8 8 7 i n t h e f o u r t h v o l u m e o f 

h i s c o l l e c t e d w o r k s . ( 1 , I V ; 6 5 9 - 6 9 7 ) T h i s w o r k w a s m a i n l y d e r i v e d 

f r o m G r a s s m a n n ' s w o r k , w i t h c h a n g e s i n n o t a t i o n . T h o u g h t h e 

w o r k a s p u b l i s h e d i n 1 8 8 7 c o u l d h a v e h a d s o m e i n f l u e n c e o n t h e 

h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s , s u c h i n f l u e n c e i s u n l i k e l y . N e v e r t h e l e s s 

h i s t r e a t m e n t i s o f i n t e r e s t , s i n c e i t r e p r e s e n t s M o b i u s ' f i n a l j u d g -

m e n t a s t o w h a t f o r m o f v e c t o r a n a l y s i s i s m o s t u s e f u l . 

A f t e r t h e u s u a l d i s c u s s i o n o f t h e a d d i t i o n o f v e c t o r s , M o b i u s 

p r e s e n t e d h i s " g e o m e t r i s c h e M u l t i p l i c a t i o n , " w h i c h f o r t w o v e c -

t o r s A B a n d C D w a s r e p r e s e n t e d b y A B • C D . T h i s p r o d u c t w a s t o 

b e n u m e r i c a l l y e q u a l t o t h e a r e a o f t h e p a r a l l e l o g r a m , o r t w i c e t h e 

a r e a o f t h e t r i a n g l e , d e t e r m i n e d b y t h e s e t w o v e c t o r s . T h e p r o d u c t 

o f t h e m u l t i p l i c a t i o n w a s t h e p a r a l l e l o g r a m o r t r i a n g l e i t s e l f a n d 

w a s c o n s i d e r e d t o b e a n e n t i t y t h a t c o u l d a s s u m e a n y p o s i t i o n i n 

s p a c e p r o v i d e d t h a t i t a l w a y s r e m a i n e d p a r a l l e l t o t h e p l a n e o f A B 
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a n d CD. T h e u s u a l s i g n c o n v e n t i o n s w e r e u s e d . ( 1 , I V ; 6 6 3 - 6 6 5 ) 

T h i s d e f i n i t i o n i s s i m i l a r b u t n o t i d e n t i c a l t o t h e m o d e r n d e f i n i t i o n 

o f t h e v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t , s i n c e i n M o b i u s ' g e o m e t r i c a l m u l t i p l i -

c a t i o n t h e p r o d u c t i s a p l a n e f i g u r e , n o t a n o t h e r v e c t o r . T h e t w o 

p r o d u c t s a r e o f c o u r s e e q u a l n u m e r i c a l l y . 

I t m a y b e n o t e d t h a t a n y v e c t o r u n i q u e l y d e t e r m i n e s a s e t o f 

m u t u a l l y p a r a l l e l p l a n e s ( t h e p l a n e s p e r p e n d i c u l a r t o t h a t v e c t o r ) 

a n d s i m i l a r l y a n y p l a n e f i g u r e d e t e r m i n e s a v e c t o r ( o r a s e t o f 

m u t u a l l y p a r a l l e l v e c t o r s ) p e r p e n d i c u l a r t o t h a t p l a n e f i g u r e . T h u s 

t h e t w o p r o d u c t s a r e s i m i l a r b u t n o t i d e n t i c a l ( t h e t w o p r o d u c t s 

w i l l b e c o m p a r e d i n m o r e d e t a i l l a t e r ) . M o b i u s w a s w e l l a w a r e o f 

t h e s e t w o p o i n t s o f v i e w ; i n d e e d , i n t r e a t i n g t h e a d d i t i o n o f p l a n e 

f i g u r e s h e s h o w e d t h a t t h i s a d d i t i o n c o u l d b e r e p r e s e n t e d b y t h e 

a d d i t i o n o f v e c t o r s p e r p e n d i c u l a r t o t h o s e f i g u r e s i f t h e l e n g t h s o f 

t h e v e c t o r s a r e e q u a l t o t h e a r e a s o f t h e p l a n e f i g u r e s . ( 1 , I V ; 6 7 1 -

6 7 3 ) M o b i u s t h e n p r o c e e d e d t o t h e g e o m e t r i c a l p r o d u c t o f a v e c t o r 

a n d a p a r a l l e l o g r a m , a n d c o n c l u d e d t h a t t h e f i g u r e p r o d u c e d w a s 

t h e p a r a l l e l e p i p e d d e t e r m i n e d b y t h e v e c t o r a n d t w o a d j a c e n t s i d e s 

o f t h e p a r a l l e l o g r a m . ( 1 , I V ; 6 7 3 f f ) T h i s w a s f o l l o w e d b y h i s d e f i n i -

t i o n o f t h e p r o j e c t i v e p r o d u c t o f t w o v e c t o r s , w h i c h w a s s y m b o l i z e d 

b y A B • C D a n d i s e q u i v a l e n t t o m o d e r n s c a l a r ( d o t ) p r o d u c t . ( 1 , I V ; 

6 7 8 f f ) 

T h e n e x t s e c t i o n t r e a t e d t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e g e o m e t r i c a n d 

p r o j e c t i v e p r o d u c t s o f v e c t o r s i n a p l a n e . H e r e i n M o b i u s b e g a n b y 

c o n s i d e r i n g f o u r c o p l a n a r v e c t o r s , u , v , a , a ' , w h o s e p o s i t i o n s w e r e 

o n l y l i m i t e d b y t h e r e s t r i c t i o n t h a t u a n d v w e r e t o b e m u t u a l l y 

p e r p e n d i c u l a r . He t h e n g a v e t h e e q u a t i o n au • a'v 4 - av • a'u = 0 , 

w h i c h e q u a t i o n h e a t t e m p t e d t o p r o v e . I t i s c l e a r t h a t t h e l e f t - h a n d 

m e m b e r o f t h i s e q u a t i o n r e p r e s e n t s a n u m b e r , b u t i t s e e m s t h a t 

M o b i u s n e v e r d e f i n e d t h e p r o d u c t o f t w o a r e a s ; h e n c e t h e i n t e r p r e -

t a t i o n o f t h e r i g h t - h a n d m e m b e r o f t h e e q u a t i o n i s b y n o m e a n s 

c l e a r . ( 1 , I V ; 6 8 2 - 6 8 3 ) I n f a c t , M o b i u s a t a n u m b e r o f p o i n t s i n t h i s 

m a n u s c r i p t f a i l e d e i t h e r t o d e v e l o p a s u i t a b l e s y m b o l i s m o r t o s e e 

t h a t a g i v e n e x p r e s s i o n w a s a m b i g u o u s . 1 8 H e c o n c l u d e d b y d e -

v e l o p i n g t h e p r o j e c t i v e m u l t i p l i c a t i o n o f s o l i d f i g u r e s . ( 1 , I V ; 6 8 5 -

6 9 7 ) 

T h o u g h G r a s s m a n n w a s n e v e r m e n t i o n e d , i t i s c l e a r t h a t M o b i u s ' 

t r e a t m e n t w a s m a i n l y d e r i v e d f r o m G r a s s m a n n ' s e f f o r t s . H a m i l t o n 

i s l i k e w i s e n o t m e n t i o n e d , a l t h o u g h M o b i u s h a d k n o w n o f h i s s y s -

t e m s i n c e a t l e a s t 1 8 5 9 . 1 9 I t i s n o t e w o r t h y t h a t M o b i u s o n l y o c -

c a s i o n a l l y d e a l t w i t h m a t t e r s r e l e v a n t t o h i s s y s t e m o f p o i n t 

a n a l y s i s . I n g e n e r a l h i s t r e a t m e n t i s a l m o s t c o m p l e t e l y l a c k i n g i n 

c o m m e n t s t h a t a l l o w o n e t o j u d g e h o w M o b i u s h i m s e l f v i e w e d h i s 
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o w n w o r k ; w h e t h e r , f o r e x a m p l e , h e v i e w e d i t a s p r e s e n t i n g a 

s y s t e m s u p e r i o r t o H a m i l t o n ' s . I t i s c l e a r h o w e v e r t h a t M o b i u s 

e v e n t u a l l y c a m e t o u n d e r s t a n d a n d a p p r e c i a t e t h e s i g n i f i c a n c e o f 

t h e t w o G r a s s m a n n p r o d u c t s , w h i c h w h e n l i m i t e d t o t h r e e - d i m e n -

s i o n s w e r e p r e c u r s o r s o f t h e m o d e r n d o t a n d c r o s s p r o d u c t s . 

I I I . Giusto Bellavitis and His Calculus of Equipollences 

G i u s t o B e l l a v i t i s , a n I t a l i a n m a t h e m a t i c i a n b o r n i n 1 8 0 3 , w a s a t 

t h e t i m e o f h i s d e a t h i n 1 8 8 0 a p r o f e s s o r a t t h e U n i v e r s i t y o f P a d u a 

a n d a s e n a t o r i n t h e K i n g d o m o f I t a l y . 2 0 H e w a s a m a n o f b r o a d 

i n t e r e s t s b u t i n s o m e c a s e s o f n a r r o w v i e w , w h o s e f a m e i n g e n e r a l 

a n d r e l e v a n c e f o r t h e p r e s e n t s t u d y d e r i v e s f r o m t h e c r e a t i o n o f h i s 

c a l c u l u s o f e q u i p o l l e n c e s . W h a t t h i s i s m a y b e u n d e r s t o o d f r o m t h e 

f o l l o w i n g s e c t i o n o f a p a p e r ( 1 8 3 5 ) w h i c h c o n t a i n e d h i s e a r l i e s t f u l l 

e x p l a n a t i o n o f t h i s m e t h o d . 

4 . l . ° A s t r a i g h t l i n e ( r e t t a ) e x p r e s s e d a s u s u a l b y t w o l e t t e r s i s u n d e r -

s t o o d a s t a k e n f r o m t h e f i r s t l e t t e r t o t h e s e c o n d , s o t h a t A B a n d 

B A s h o u l d n o t b e r e g a r d e d a s t h e s a m e e n t i t y , b u t a s t w o e q u a l 

q u a n t i t i e s h a v i n g o p p o s i t e s i g n s . 

2 . ° T w o s t r a i g h t l i n e s a r e c a l l e d equipollent i f t h e y a r e e q u a l , p a r a l l e l 

a n d d i r e c t e d i n t h e s a m e s e n s e . 

3 . ° I f t w o o r m o r e s t r a i g h t l i n e s a r e r e l a t e d i n s u c h a w a y t h a t t h e 

s e c o n d e x t r e m i t y o f e a c h l i n e c o i n c i d e s w i t h t h e f i r s t e x t r e m i t y o f 

t h e f o l l o w i n g , t h e n t h e l i n e w h i c h t o g e t h e r w i t h t h e s e f o r m s a 

p o l y g o n ( r e g u l a r o r i r r e g u l a r ) , a n d w h i c h i s d r a w n f r o m t h e f i r s t 

e x t r e m i t y o f t h e l a s t l i n e , i s c a l l e d t h e i r equipollent-sum ( c o m -

p o s t a - e q u i p o l l e n t e ) . T h i s i s r e p r e s e n t e d b y t h e s i g n s 4 - i n t e r p o s e d 

b e t w e e n t h e l i n e s t o b e c o m b i n e d , a n d w i t h t h e s i g n i n d i c a t i n g 

t h e e q u i p o l l e n c e . T h u s w e h a v e 

AB + BC ± A C , 

AB + BC + CD ± AD, e t c . 

S u c h e q u i p o l l e n c e s c o n t i n u e t o h o l d w h e n o n e s u b s t i t u t e s f o r t h e 

l i n e s i n t h e m , o t h e r l i n e s w h i c h a r e r e s p e c t i v e l y e q u i p o l l e n t t o 

t h e m , h o w e v e r t h e y m a y b e s i t u a t e d i n s p a c e . F r o m t h i s i t c a n b e 

u n d e r s t o o d h o w a n y n u m b e r a n d a n y k i n d o f l i n e s m a y b e 

summed, a n d t h a t i n w h a t e v e r o r d e r t h e s e l i n e s a r e t a k e n , t h e 

s a m e e q u i p o l l e n t - s u m w i l l b e o b t a i n e d . . . . 

5 . ° I n e q u i p o l l e n c e s , j u s t a s i n e q u a t i o n s , a l i n e m a y b e t r a n s f e r r e d 

f r o m o n e s i d e t o t h e o t h e r , p r o v i d e d t h a t t h e s i g n i s c h a n g e d . . . . 

6 . ° T h e e q u i p o l l e n c e A B n . C D , w h e r e n s t a n d s f o r a p o s i t i v e n u m -

b e r , i n d i c a t e s t h a t A B i s b o t h p a r a l l e l t o a n d h a s t h e s a m e d i r e c -

t i o n a s CD, a n d t h a t t h e i r l e n g t h s h a v e t h e r e l a t i o n e x p r e s s e d b y 

t h e e q u a t i o n AB = n.CD. 

5 . L e t u s r e s t r i c t o u r s e l v e s n o w t o l i n e s s i t u a t e d i n t h e s a m e p l a n e . T h e 

inclination o f t h e l i n e A B i s t h e a n g l e HAB, w h i c h t h i s l i n e f o r m s w i t h 
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t h e h o r i z o n t a l A H d r a w n f r o m l e f t t o r i g h t , w i t h t h e q u a l i f i c a t i o n t h a t 

p o s i t i v e a n g l e s a r e m e a s u r e d f r o m t h e r i g h t u p w a r d s , a n d f r o m 0 ° t o 

3 6 0 ° 

2 . ° T h e a n g l e o r i n c l i n a t i o n o f C D o n A B i s e q u a l t o t h e i n c l i n a t i o n o f 

CD m i n u s t h a t o f AB. 

3 . ° T h e e q u i p o l l e n c e 

C D ^ F 
A b GH 

r e q u i r e s n o t o n l y t h a t t h e l e n g t h s A B , CD, e t c . , s h o u l d b e s u c h a s 

t o s a t i s f y t h e e q u a t i o n i n t o w h i c h t h e e q u i p o l l e n c e i s c h a n g e d b y 

c o n v e r t i n g t h e e q u i p o l l e n c e s i g n i n t o a n e q u a l s i g n , b u t a l s o t h a t 

i n c . AB = i n c . CD + i n c . EF — i n c . GH . . . . 

T h e l i n e e q u i p o l l e n t t o 1 i s c o n s i d e r e d a s h o r i z o n t a l , t h a t i s , a s 

h a v i n g no i n c l i n a t i o n . . . . 

6 . Fundamental Theorem. I n e q u i p o l l e n c e s , t e r m s a r e t r a n s p o s e d , s u b -

s t i t u t e d , a d d e d , s u b t r a c t e d , m u l t i p l i e d , d i v i d e d , e t c . , i n s h o r t , a l l t h e 

a l g e b r a i c o p e r a t i o n s a r e p e r f o r m e d w h i c h w o u l d b e l e g i t i m a t e i f o n e 

w e r e d e a l i n g w i t h e q u a t i o n s , a n d t h e r e s u l t i n g e q u i p o l l e n c e s a r e 

a l w a y s e x a c t . A s w a s s a i d i n 5 . ° , n o n - l i n e a r e q u i p o l l e n c e s c a n o n l y b e 

r e f e r r e d t o f i g u r e s i n a s i n g l e p l a n e . 2 1 

T h e f i r s t p o i n t t o b e m a d e c o n c e r n i n g t h i s p a s s a g e i s t h a t B e l l a -

v i t i s h e r e i n d e s c r i b e d g e o m e t r i c a l e n t i t i e s t h a t a r e i n a l l w a y s 

e q u i v a l e n t i n b e h a v i o r t o c o m p l e x n u m b e r s a s g e o m e t r i c a l l y 

r e p r e s e n t e d . N u m e r o u s m a t h e m a t i c i a n s , i n c l u d i n g B e l l a v i t i s , 

r e c o g n i z e d t h i s e q u i v a l e n c e . 2 2 I t s h o u l d h o w e v e r b e s t r e s s e d t h a t 

B e l l a v i t i s d i d n o t v i e w h i s s y s t e m a s b a s e d o n t h e c o m p l e x n u m b e r 

s y s t e m ; i n d e e d , t h r o u g h o u t h i s e n t i r e l i f e h e w a s o p p o s e d t o i m a g -

i n a r y n u m b e r s a s a l g e b r a i c e n t i t i e s . 2 3 T h u s h e v i e w e d h i s l i n e s a s 

e s s e n t i a l l y g e o m e t r i c a l entities, r a t h e r t h a n a s g e o m e t r i c a l repre-

sentations. 

O n e m a j o r s i g n i f i c a n c e o f B e l l a v i t i s i s t h a t i n h i s p a p e r s a n d b o o k 

o n e q u i p o l l e n c e s h e g a v e n u m e r o u s , a n d i n m a n y c a s e s i n g e n i o u s , 

a p p l i c a t i o n s o f h i s m e t h o d t o m a t h e m a t i c a l a n d p h y s i c a l p r o b l e m s , 

s o t h a t i n a l i m i t e d s e n s e h e w a s a r i v a l o f G r a s s m a n n a n d H a m i l -

t o n . B e l l a v i t i s ' c h i e f f o l l o w e r w a s C h a r l e s A n g e L a i s a n t , w h o d u r -

i n g t h e l a s t q u a r t e r o f t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y d e v o t e d m u c h e n e r g y 

t o m a k i n g t h e s y s t e m k n o w n i n F r a n c e . I t i s a l s o o f s i g n i f i c a n c e 

t h a t B e l l a v i t i s , a s t h e f o u n d e r o f a v e c t o r i a l s y s t e m w h i c h w a s d i f -

f e r e n t a t l e a s t i n s p i r i t f r o m o t h e r s y s t e m s o f t h e t i m e s , m a y b e 

v i e w e d a s a n o t h e r r e p r e s e n t a t i v e o f t h e e a r l y n i n e t e e n t h - c e n t u r y 

t e n d e n c y t o c o n s t r u c t v e c t o r i a l s y s t e m s . I t i s i n t e r e s t i n g i n t h i s 

r e g a r d t o n o t e t h a t B e l l a v i t i s m a d e a l o n g , u n s u c c e s s f u l a t t e m p t t o 

e x t e n d h i s s y s t e m t o t h r e e - d i m e n s i o n a l s p a c e . ( 3 ; 1 5 8 - 1 5 9 ) 
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B e l l a v i t i s c a m e t o h i s s y s t e m i n c o n n e c t i o n w i t h a t t e m p t s t o g i v e 

a g e o m e t r i c a l j u s t i f i c a t i o n f o r c o m p l e x n u m b e r s . T h u s h e s t a t e d : " I t 

w a s w h i l e c o n s i d e r i n g a g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f i m a g i n a r y 

n u m b e r s p r o p o s e d b y B u e e t h a t t h e r e c a m e t o m e ( i n 1 8 3 2 ) t h e f i r s t 

i d e a o f t h e m e t h o d o f e q u i p o l l e n c e s , b u t t h e n I t h o u g h t t h a t g e o -

m e t r i c a l t r u t h s c o u l d n o t r e s t o n t h e t h e o r y o f i m a g i n a r y n u m b e r s , 

w h i c h e n t i t i e s I h a d f o r s o m e y e a r s o p p o s e d a s u n w o r t h y o f b e l o n g -

i n g t o a s c i e n c e b a s e d o n r e a s o n a l o n e . " 2 4 B e l l a v i t i s h a d i n f a c t 

p u b l i s h e d a r t i c l e s a t t a c k i n g t h e v i e w s o f v a r i o u s m a t h e m a t i c i a n s o n 

i m a g i n a r i e s . ( 3 ; 1 5 9 , 1 6 3 ) H i s f i r s t p u b l i c a t i o n ( 1 8 3 2 ) r e l a t i n g t o h i s 

m e t h o d , b u t n o t c o n t a i n i n g i t i n a f u l l y d e v e l o p e d f o r m , c o n t a i n e d a 

m e t h o d o f d e r i v i n g p r o p e r t i e s o f p o i n t s i n a p l a n e f r o m t h e p r o p e r -

t i e s o f p o i n t s i n a s t r a i g h t l i n e ( f o r e x a m p l e , h e d e d u c e d t h e P y t h a g -

o r e a n t h e o r e m b y m e a n s o f t h i s m e t h o d ) . 2 5 I n t h i s p a p e r h e d i d n o t 

u s e t h e t e r m " e q u i p o l l e n c e , " b u t h e s e e m s t o h a v e u s e d i t i n a n 

o r a l l y p r e s e n t e d c o m m u n i c a t i o n o f 1 8 3 2 a t t h e A t e n e o V e n e t o . 2 6 

A s e c o n d p u b l i c a t i o n a p p e a r e d i n 1 8 3 3 , 2 7 a n d a t h i r d i n 1 8 3 5 , i n 

w h i c h B e l l a v i t i s u s e d t h e t e r m " e q u i p o l l e n c e " a n d g a v e a f u l l e x -

p o s i t i o n o f h i s s y s t e m . 2 8 T h e l o n g q u o t a t i o n g i v e n a t t h e b e g i n n i n g 

o f t h i s s e c t i o n w a s t a k e n f r o m t h a t p a p e r . 

I V . Hermann Grassmann and His Calculus of Extension: 

Introduction 

H e r m a n n G r a s s m a n n w a s a b r i l l i a n t m a t h e m a t i c i a n , w h o s e c r e a -

t i o n s i n v e c t o r i a l a n a l y s i s c a n o n l y b e c o m p a r e d t o t h o s e o f H a m i l -

t o n . I t w i l l b e s h o w n t h a t h i s s y s t e m c o u l d h a v e l e d t o m o d e r n v e c -

t o r a n a l y s i s , b u t i t d i d n o t . T h e r e a s o n s f o r a n d t h e n a t u r e o f t h i s 

f a i l u r e w i l l b e t r a c e d . 

G r a s s m a n n p r e s e n t e d h i s s y s t e m i n a n u m b e r o f d i f f e r e n t f o r m s ; 

i n f a c t h e w r o t e f o u r w o r k s i n w h i c h h i s s y s t e m w a s p r e s e n t e d , a n d 

t h e s e f o u r d i f f e r s u b s t a n t i a l l y a m o n g t h e m s e l v e s , a n d m o r e o v e r , 

t w o o f G r a s s m a n n ' s m o s t i m p o r t a n t f o l l o w e r s ( S c h l e g e l a n d H y d e ) 

c h o s e a f i f t h f o r m f o r t h e i r p r e s e n t a t i o n o f h i s s y s t e m . T h e p a r t o f h i s 

s y s t e m t h a t i s e n c o u n t e r e d i n s o m e m a t h e m a t i c s b o o k s o f t o d a y i s a 

s m a l l a n d b y n o m e a n s c h a r a c t e r i s t i c p a r t . B e c a u s e o f t h e s e c i r c u m -

s t a n c e s a n u m b e r o f G r a s s m a n n ' s w o r k s w i l l b e d i s c u s s e d r a t h e r 

f u l l y . M a n y d e t a i l s c o n c e r n i n g G r a s s m a n n ' s l i f e a n d t h e r e c e p t i o n 

a c c o r d e d h i s w r i t i n g s h a v e b e e n i n c l u d e d i n t h e h o p e t h a t t h e y m a y 

m a k e c l e a r b o t h h o w a n d w h y h i s s y s t e m f a i l e d t o m a k e a s s i g n i f i -

c a n t a n i m p r e s s i o n o n t h e t i m e s a s i t m i g h t h a v e . 

W h a t G r a s s m a n n c r e a t e d w a s a b o v e a l l a m a t h e m a t i c a l s y s t e m , 

n o t j u s t a n e w m a t h e m a t i c a l i d e a o r t h e o r e m . H i s c r e a t i v e a c t c a n -
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n o t b e c o m p a r e d w i t h s u c h m a t h e m a t i c a l d i s c o v e r i e s a s t h e P y t h a g -

o r e a n t h e o r e m o r N e w t o n ' s v e r s i o n o f t h e c a l c u l u s . R a t h e r i t i s 

b e s t t h o u g h t o f a s c o m p a r a b l e t o s u c h c r e a t i o n s a s n o n - E u c l i d e a n 

g e o m e t r y o r B o o l e a n a l g e b r a . T h u s i t w a s n a t u r a l t h a t G r a s s m a n n 

c h o s e t o i n t r o d u c e h i s s y s t e m , n o t b y m e a n s o f a p a p e r , b u t r a t h e r 

b y m e a n s o f a l o n g a n d c o m p l i c a t e d b o o k . G r a s s m a n n ' s s y s t e m i s s o 

b r o a d a n d s o g e n e r a l t h a t t h e r e a r e s e r i o u s d i f f i c u l t i e s i n t r y i n g t o 

s u m m a r i z e i t ; n e v e r t h e l e s s a s u m m a r y i s n e c e s s a r y f o r t h e p r e s e n t 

p u r p o s e s . T h e m a i n s t r e s s h o w e v e r w i l l b e p l a c e d o n t h e d i s c u s s i o n 

o f s u c h i d e a s a s G r a s s m a n n ' s f o r m o f t h e s c a l a r ( d o t ) a n d v e c t o r 

( c r o s s ) p r o d u c t s , w h i c h h a v e c o u n t e r p a r t s i n m o d e r n v e c t o r a n a l y -

s is . 

H e r m a n n G i A n t h e r G r a s s m a n n ( 1 8 0 9 - 1 8 7 7 ) w a s b o r n a n d l i v e d 

t h e m a j o r i t y o f h i s l i f e i n S t e t t i n ( o r S z c z e c i n ) , a t o w n i n P o m e r a n i a 

o n t h e O d e r R i v e r a s h o r t d i s t a n c e i n l a n d f r o m t h e B a l t i c . H e w a s 

t h e t h i r d o f t h e t w e l v e c h i l d r e n b o r n t o J u s t u s G i i n t h e r G r a s s m a n n 

( 1 7 7 9 - 1 8 5 2 ) , w h o , t h o u g h t r a i n e d m a i n l y i n t h e o l o g y , t a u g h t m a t h e -

m a t i c s a n d p h y s i c a l s c i e n c e a t t h e S t e t t i n G y m n a s i u m . 2 9 G r a s s -

m a n n , u n l i k e H a m i l t o n , w a s n o p r o d i g y ; i n f a c t , q u i t e t h e o p p o s i t e . 

G r a s s m a n n ' s f a t h e r , i t i s s a i d , o f t e n r e m a r k e d t h a t h e w o u l d b e 

h a p p y i f H e r m a n n b e c a m e a g a r d e n e r o r a c r a f t s m a n . ( 5 ; 9 ) 

I n 1 8 2 7 G r a s s m a n n e n t e r e d t h e U n i v e r s i t y o f B e r l i n , w h e r e d u r -

i n g h i s s i x s e m e s t e r s h e m a i n l y s t u d i e d p h i l o l o g y a n d t h e o l o g y , 

b e i n g e s p e c i a l l y i n f l u e n c e d b y t h e C h u r c h h i s t o r i a n N e a n d e r a n d 

S c h l i e r m a c h e r ; h e a t t e n d e d n o m a t h e m a t i c a l l e c t u r e s , t h o u g h h e 

d i d r e a d s o m e m a t h e m a t i c a l t e x t b o o k s w r i t t e n b y h i s f a t h e r . 3 0 A f t e r 

l e a v i n g B e r l i n , G r a s s m a n n r e t u r n e d t o S t e t t i n a n d p u r s u e d s t u d i e s 

i n m a t h e m a t i c s , p h y s i c s , n a t u r a l h i s t o r y , t h e o l o g y , a n d p h i l o l o g y , 

p r e p a r i n g h i m s e l f f o r t h e s t a t e e x a m i n a t i o n s r e q u i r e d f o r t e a c h e r s 

o f t h e s e s u b j e c t s . I n 1 8 3 4 h e a c c e p t e d a p o s i t i o n a t a B e r l i n t e c h n i -

c a l s c h o o l , a p o s i t i o n w h i c h t h e g r e a t g e o m e t e r J a c o b S t e i n e r h a d 

j u s t v a c a t e d t o t a k e a p o s i t i o n a t t h e U n i v e r s i t y o f B e r l i n . ( 5 ; 4 5 ) 

G r a s s m a n n s t a y e d i n B e r l i n f o r s l i g h t l y m o r e t h a n a y e a r , d u r i n g 

w h i c h t i m e h e s e e m s t o h a v e h a d l i t t l e c o n t a c t w i t h S t e i n e r . A t t h e 

b e g i n n i n g o f 1 8 3 6 h e r e t u r n e d t o S t e t t i n a n d s p e n t t h e r e m a i n d e r o f 

h i s l i f e t e a c h i n g t h e r e i n v a r i o u s s c h o o l s , i n a l l c a s e s b e l o w t h e u n i -

v e r s i t y l e v e l d e s p i t e h i s c o n s t a n t a t t e m p t s t o a t t a i n a u n i v e r s i t y 

p o s t . 

I n o r d e r t o i m p r o v e h i s s t a n d i n g a s a t e a c h e r o f s c i e n c e a n d 

m a t h e m a t i c s , G r a s s m a n n i n 1 8 3 9 w r o t e t h e B e r l i n s c i e n t i f i c e x a m i -

n a t i o n c o m m i t t e e t h a t h e w o u l d l i k e t o w r i t e a w o r k t o p r o v e h i s 

c o m p e t e n c e . T h u s G r a s s m a n n b e g a n w o r k o n a s t u d y o f t h e t i d e s 

e n t i t l e d Theorie der Ebbe und Flut31 H e c o m p l e t e d h i s s t u d y i n 
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1 8 4 0 , a n d t h e c h i e f r e a d e r o f t h e e s s a y , C a r l L u d w i g C o n r a d , r e -

c e i v e d i t o n A p r i l 2 6 , 1 8 4 0 . T h e e s s a y w a s o f c o n s i d e r a b l e l e n g t h 

( o v e r t w o h u n d r e d p a g e s a s p r i n t e d i n G r a s s m a n n ' s w o r k s ) a n d w a s 

n o t c a r e f u l l y r e a d b y C o n r a d , f o r h e h a d r e t u r n e d i t b y M a y 1 , 1 8 4 0 , 

t h e d a y o f G r a s s m a n n ' s e x a m i n a t i o n . T h u s i t i s n o t s u r p r i s i n g t h a t 

C o n r a d f a i l e d t o s e e t h e i m p o r t a n c e o f t h e w o r k . 3 2 Y e t G r a s s m a n n ' s 

Theorie der Ebbe und Flut i s i m p o r t a n t , f o r i t c o n t a i n e d t h e f i r s t 

p r e s e n t a t i o n o f a s y s t e m o f s p a t i a l a n a l y s i s b a s e d o n v e c t o r s . 

I n f o r m a t i o n c o n c e r n i n g t h e o r i g i n o f t h i s w o r k m a y b e g a i n e d 

f r o m a l e t t e r w r i t t e n b y G r a s s m a n n i n 1 8 4 7 t o S a i n t - V e n a n t c o n -

c e r n i n g a p a p e r p u b l i s h e d b y t h e l a t t e r i n 1 8 4 5 , i n w h i c h S a i n t -

V e n a n t c o m m u n i c a t e d r e s u l t s i d e n t i c a l t o r e s u l t s d i s c o v e r e d e a r l i e r 

b y G r a s s m a n n ( t h i s p a p e r w i l l b e t r e a t e d l a t e r ) . I n t h i s l e t t e r G r a s s -

m a n n w r o t e : 

A s I w a s r e a d i n g t h e e x t r a c t f r o m y o u r p a p e r o n t h e g e o m e t r i c s u m a n d 

d i f f e r e n c e , w h i c h w a s p u b l i s h e d i n t h e Comptes rendus, I w a s s t r u c k b y 

t h e m a r v e l o u s s i m i l a r i t y b e t w e e n y o u r r e s u l t s a n d t h o s e d i s c o v e r i e s 

w h i c h I m a d e e v e n as e a r l y as 1 8 3 2 . . . . 

I c o n c e i v e d t h e f i r s t i d e a o f t h e g e o m e t r i c s u m a n d d i f f e r e n c e o f t w o o r 

m o r e l i n e s a n d a l s o o f t h e g e o m e t r i c p r o d u c t o f t w o o r t h r e e l i n e s i n t h a t 

y e a r ( 1 8 3 2 ) . T h i s i d e a i s i n a l l w a y s i d e n t i c a l t o t h a t p r e s e n t e d i n t h e e x -

t r a c t f r o m y o u r p a p e r . B u t s i n c e I w a s f o r a l o n g t i m e o c c u p i e d w i t h e n -

t i r e l y d i f f e r e n t p u r s u i t s , I c o u l d n o t d e v e l o p t h i s i d e a . I t w a s o n l y i n 1 8 3 9 

t h a t I w a s l e a d b a c k t o t h a t i d e a a n d p u r s u e d t h i s g e o m e t r i c a l a n a l y s i s 

u p t o t h e p o i n t w h e r e i t o u g h t t o b e a p p l i c a b l e t o a l l m e c h a n i c s . I t w a s 

p o s s i b l e f o r m e t o a p p l y t h i s m e t h o d o f a n a l y s i s t o t h e t h e o r y o f t i d e s , 

a n d i n t h i s I w a s a s t o u n d e d b y t h e s i m p l i c i t y o f t h e c a l c u l a t i o n s r e s u l t i n g 

f r o m t h i s m e t h o d . ( 5 ; 4 2 - 4 3 ) 

T h u s i n 1 8 3 2 G r a s s m a n n a t t a i n e d t h e f i r s t i d e a s f o r h i s s y s t e m , 

i d e a s w h i c h w e r e d e v e l o p e d i n t h e w o r k ( 1 8 3 9 - 1 8 4 0 ) o n t i d a l 

t h e o r y . G r a s s m a n n e x p l a i n e d i n g r e a t e r d e t a i l w h a t h e h a d f o u n d i n 

1 8 3 2 a n d i n d i c a t e d t h e s o u r c e t h e r e o f i n t h e f o r e w o r d t o h i s Aus-

dehnungslehre o f 1 8 4 4 . 3 3 G r a s s m a n n w r o t e : 

T h e f i r s t i m p u l s e c a m e f r o m t h e c o n s i d e r a t i o n o f n e g a t i v e s i n g e o m e -

t r y ; I w a s a c c u s t o m e d t o v i e w i n g t h e d i s t a n c e s A B a n d B A a s o p p o s i t e 

m a g n i t u d e s . A r i s i n g f r o m t h i s i d e a w a s t h e c o n c l u s i o n t h a t i f A , B , C a r e 

p o i n t s o f a s t r a i g h t l i n e , t h e n i n a l l c a s e s A B + B C = A C , t h i s b e i n g t r u e 

w h e t h e r A B a n d B C a r e d i r e c t e d i n t h e s a m e d i r e c t i o n o r i n o p p o s i t e 

d i r e c t i o n s ( w h e r e C l i e s b e t w e e n A a n d B ) . I n t h e l a t t e r c a s e A B a n d B C 

w e r e n o t v i e w e d a s m e r e l y l e n g t h s , b u t s i m u l t a n e o u s l y t h e i r d i r e c t i o n s 

w e r e c o n s i d e r e d s i n c e t h e y w e r e o p p o s i t e l y d i r e c t e d . T h u s d a w n e d t h e 

d i s t i n c t i o n b e t w e e n t h e s u m o f l e n g t h s a n d t h e s u m o f d i s t a n c e s w h i c h 

w e r e f i x e d i n d i r e c t i o n . F r o m t h i s r e s u l t e d t h e r e q u i r e m e n t f o r e s t a b l i s h -

i n g t h i s l a t t e r c o n c e p t o f s u m , n o t s i m p l y f o r t h e c a s e w h e r e t h e d i s t a n c e s 

w e r e d i r e c t e d i n t h e s a m e o r o p p o s i t e d i r e c t i o n s , b u t a l s o f o r a n y o t h e r 

c a s e . T h i s c o u l d b e d o n e i n t h e m o s t s i m p l e m a n n e r , s i n c e t h e l a w t h a t 
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AB + BC = AC r e m a i n s v a l i d w h e n A, B , C do n o t l i e in a s t r a i g h t l i n e . 

T h i s t h e n w a s t h e f i r s t s t e p t o a n a n a l y s i s w h i c h s u b s e q u e n t l y l e d t o 

t h e n e w b r a n c h o f m a t h e m a t i c s , w h i c h i s p r e s e n t e d h e r e . I d i d n o t h o w -

e v e r t h e n r e a l i z e h o w f r u i t f u l a n d h o w r i c h w a s t h e f i e l d t h a t I h a d 

o p e n e d u p ; r a t h e r t h a t r e s u l t s e e m e d s c a r c e l y w o r t h y o f n o t e u n t i l i t w a s 

c o m b i n e d w i t h a r e l a t e d i d e a . 

W h i l e I w a s p u r s u i n g t h e c o n c e p t o f g e o m e t r i c a l p r o d u c t , a s t h i s i d e a 

h a d b e e n e s t a b l i s h e d b y m y f a t h e r ( i n h i s Raumlehre, p t . I , 174 a n d h i s 

Trigonometrie, p . 10) , I c o n c l u d e d t h a t n o t o n l y r e c t a n g l e s , b u t a l so 

p a r a l l e l o g r a m s , m a y b e v i e w e d a s p r o d u c t s o f t w o a d j a c e n t s i d e s , p r o -

v i d e d t h a t t h e s i d e s a re v i e w e d n o t m e r e l y a s l e n g t h s , b u t r a t h e r a s d i -

r e c t e d m a g n i t u d e s . W h e n I j o i n e d t h i s c o n c e p t o f g e o m e t r i c a l p r o d u c t 

w i t h t h e p r e v i o u s l y e s t a b l i s h e d i d e a o f g e o m e t r i c a l s u m t h e m o s t s t r i k -

i n g h a r m o n y r e s u l t e d . T h u s w h e n I m u l t i p l i e d t h e s u m o f t w o v e c t o r s b y 

a t h i r d c o p l a n a r v e c t o r , t h e r e s u l t c o i n c i d e d ( a n d m u s t a l w a y s c o i n c i d e ) 

w i t h t h e r e s u l t o b t a i n e d b y m u l t i p l y i n g s e p a r a t e l y e a c h o f t h e t w o o r i g i -

n a l v e c t o r s b y t h e t h i r d v e c t o r a n d a d d i n g t o g e t h e r ( w i t h d u e a t t e n t i o n t o 

p o s i t i v e a n d n e g a t i v e v a l u e s ) t h e t w o p r o d u c t s . [ T h u s A ( B + C ) = 

A B + A C . ] 

F r o m t h i s h a r m o n y I c a m e t o see t h a t a w h o l e n e w a rea o f a n a l y s i s w a s 

o p e n i n g u p w h i c h c o u l d l e a d t o i m p o r t a n t r e s u l t s . T h i s i d e a r e m a i n e d 

d o r m a n t f o r s o m e t i m e s i n c e t h e d e m a n d s o f m y o c c u p a t i o n l e d m e t o 

o t h e r tasks ; a lso I w a s i n i t i a l l y p e r p l e x e d b y t h e s t r a n g e r e s u l t t h a t 

t h o u g h t h e o t h e r l a w s o f o r d i n a r y m u l t i p l i c a t i o n ( i n c l u d i n g t h e r e l a t i o n 

o f m u l t i p l i c a t i o n t o a d d i t i o n ) w e r e p r e s e r v e d i n t h i s n e w t y p e o f m u l t i -

p l i c a t i o n , y e t o n e c o u l d o n l y e x c h a n g e fac to rs i f o n e s i m u l t a n e o u s l y 

c h a n g e d t h e s i g n ( i .e . c h a n g e d + to — a n d — to + ) •  

A w o r k o n t i d a l t h e o r y , w h i c h I u n d e r t o o k a t a l a t e r t i m e , l e d m e t o 

L a g r a n g e ' s Mecanique analytique a n d t h e r e b y I r e t u r n e d to t h o s e i d e a s 

o f ana l ys i s . A l l t h e d e v e l o p m e n t s i n t h a t w o r k w e r e t r a n s f o r m e d t h r o u g h 

t h e p r i n c i p l e s o f t h e n e w a n a l y s i s i n s u c h a s i m p l e w a y t h a t t h e c a l c u l a -

t i o n s o f t e n c a m e o u t m o r e t h a n t e n t i m e s s h o r t e r t h a n i n L a g r a n g e ' s 

w o r k . 

T h i s e n c o u r a g e d m e t o a p p l y t h e n e w a n a l y s i s t o t h e d i f f i c u l t t h e o r y o f 

t h e t i d e s ; t h e r e w e r e n u m e r o u s n e w c o n c e p t s t o d e v e l o p a n d t o c l o t h e i n 

t h e n e w a n a l y s i s ; t h e c o n c e p t o f r o t a t i o n l e d t o g e o m e t r i c a l e x p o n e n t i a l 

m a g n i t u d e s , t o t h e a n a l y s i s o f a n g l e s a n d o f t r i g o n o m e t r i c f u n c t i o n s , e t c . 

I was d e l i g h t e d h o w t h o r o u g h t h e a n a l y s i s t h u s f o r m e d a n d e x t e n d e d , 

n o t o n l y t h e o f t e n v e r y c o m p l e x a n d u n s y m m e t r i c f o r m u l a e w h i c h a re 

f u n d a m e n t a l i n t i d a l t h e o r y , c o m e o u t a s t h e m o s t s i m p l e a n d s y m m e t r i c 

f o r m u l a e , b u t a l so t h e t e c h n i q u e o f d e v e l o p m e n t p a r a l l e l s t h e c o n c e p t . 

T h u s I f e e l e n t i t l e d t o h o p e t h a t I h a v e f o u n d i n t h i s n e w a n a l y s i s t h e 

o n l y n a t u r a l m e t h o d a c c o r d i n g t o w h i c h m a t h e m a t i c s s h o u l d b e a p p l i e d 

t o n a t u r e , a n d a c c o r d i n g t o w h i c h g e o m e t r y m a y a lso b e t r e a t e d , w h e n -

e v e r i t l eads t o g e n e r a l a n d t o f r u i t f u l r e s u l t s . T h u s I d e c i d e d t o m a k e t h e 

p r e s e n t a t i o n , e x t e n s i o n a n d a p p l i c a t i o n o f t h i s a n a l y s i s a task o f m y l i f e . 

W h e n I c a m e t o d e v o t e a l l m y f r e e t i m e t o t h i s t ask , m a n y o f t h e gaps , l e f t 

i n t h e m o r e c a s u a l e a r l i e r d e v e l o p m e n t , w e r e f i l l e d u p . T h u s t h e f o l l o w -

i n g i d e a s ( w h i c h a re p r e s e n t e d i n t h i s b o o k ) r e s u l t e d : t h e s u m o f s e v e r a l 

p o i n t s i s t h e i r c e n t r o i d ; t h e p r o d u c t o f t w o p o i n t s i s t h e v e c t o r c o n n e c t -
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i n g t h e m ; t h e p r o d u c t o f t h r e e p o i n t s i s t h e s u r f a c e a r e a d e t e r m i n e d b y 

t h e m ; t h e p r o d u c t o f f o u r p o i n t s i s t h e s p a t i a l m a g n i t u d e ( a p y r a m i d ) d e -

t e r m i n e d b y t h e m . 

T h e c o n c e p t i o n o f c e n t r o i d a s s u m l e d m e t o e x a m i n e M o b i u s ' Bary-

centrische Calcul, a w o r k o f w h i c h u n t i l t h e n I k n e w o n l y t h e t i t l e ; a n d I 

w a s n o t a l i t t l e p l e a s e d t o f i n d h e r e t h e s a m e c o n c e p t o f t h e s u m m a t i o n o f 

p o i n t s t o w h i c h I h a d b e e n l e d i n t h e c o u r s e o f t h e d e v e l o p m e n t . T h i s 

w a s t h e f i r s t , a n d a s I s u b s e q u e n t l y l e a r n e d , t h e o n l y p o i n t o f c o n t a c t 

w h i c h m y n e w s y s t e m o f a n a l y s i s h a d w i t h t h e o n e t h a t w a s a l r e a d y 

k n o w n . S i n c e h o w e v e r t h e c o n c e p t o f a p r o d u c t o f p o i n t s d o e s n o t o c c u r 

i n t h a t w o r k a n d s i n c e w i t h t h i s c o n c e p t , w h e n i t i s c o m b i n e d w i t h t h a t 

o f t h e s u m o f p o i n t s , t h e d e v e l o p m e n t o f t h e n e w a n a l y s i s b e g i n s , I f o u n d 

t h a t I c o u l d n o t e x p e c t a n y a d v a n c e m e n t o f m y i d e a s f r o m t h a t s o u r c e . 

(4 ,1 ,1 ; 7 - 1 0 ) 

F r o m t h i s q u o t a t i o n w e l e a r n f i r s t o f a l l t h a t G r a s s m a n n ' s d i s c u s -

s i o n o f t h e a d d i t i o n o f l i n e s i s o n l y p a r t l y w i t h i n t h e " p a r a l l e l o g r a m 

o f f o r c e s " t r a d i t i o n . T h u s w h a t G r a s s m a n n w a s d i s c u s s i n g w a s t h e 

s u m o f t w o d i r e c t e d l i n e s a n d o n l y t h a t , w h e r e a s t h o s e w h o d e a l t 

w i t h t h e p a r a l l e l o g r a m o f f o r c e s w e r e n o t c o n c e p t u a l l y a d d i n g l i n e s 

b u t w e r e t a k i n g t h e g e o m e t r i c a l l y d e t e r m i n e d d i a g o n a l a s t h e r e p -

r e s e n t a t i o n o f t h e r e s u l t a n t o f t w o f o r c e s . S i m i l a r l y t h o s e w h o d e a l t 

w i t h s u m s o f c o m p l e x n u m b e r s w e r e n o t d i r e c t l y c o n c e p t u a l l y a d d -

i n g l i n e s b u t r e p r e s e n t i n g a s u m a s a l i n e . T h u s t o s o m e e x t e n t 

G r a s s m a n n ' s v i e w w a s n e w . I n a n y c a s e G r a s s m a n n e x p l i c i t l y 

s t a t e d t h a t h e w a s u n a w a r e o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f 

c o m p l e x n u m b e r s u n t i l G a u s s i n a l e t t e r o f D e c e m b e r 1 4 , 1 8 4 4 , r e -

f e r r e d h i m t o G a u s s ' p a p e r o f 1 8 3 1 . 3 4 

I t i s o b v i o u s t h a t M o b i u s ' Barycentrische Calcul c o u l d h a v e s u g -

g e s t e d s o m e o f G r a s s m a n n ' s i d e a s ; t h u s f o r e x a m p l e M o b i u s h a d 

t h e c o n c e p t t h a t t h e l i n e A B ( t h e l i n e f r o m A t o B ) w a s e q u a l t o t h e 

n e g a t i v e o f t h e l i n e B A ( f r o m B t o A ) . M o b i u s h a d m o r e o v e r c o m e t o 

v i e w ( b e f o r e G r a s s m a n n ) n o t o n l y l i n e s b u t a l s o t r i a n g l e s a n d t e t r a -

h e d r a a s p o s i t i v e o r n e g a t i v e . I t i s t h u s v e r y i n t e r e s t i n g t h a t G r a s s -

m a n n s t a t e d t h a t h e h a d k n o w n o f M o b i u s ' w o r k o n l y b y n a m e u n t i l 

h e h a d l a i d t h e f o u n d a t i o n f o r h i s s y s t e m . I t i s a b o v e a l l i m p o r t a n t 

t o n o t e t h a t G r a s s m a n n w a s n o t a n t i c i p a t e d b y M o b i u s i n t h e k e y 

c o n c e p t f o r h i s s y s t e m , t h a t o f g e o m e t r i c a l m u l t i p l i c a t i o n . A l t h o u g h 

M o b i u s w r o t e s u c h t h i n g s a s A B = —BA ( w h e r e A a n d B r e p r e s e n t 

p o i n t s ) , h e f a i l e d t o c o n c e i v e o f t h i s a s a m u l t i p l i c a t i o n o f p o i n t s . 

I n t h e a b o v e q u o t a t i o n G r a s s m a n n s t a t e d c o n c e r n i n g g e o m e t r i c a l 

m u l t i p l i c a t i o n t h a t t h e i d e a c a m e f r o m h i s f a t h e r a n d i n a f o o t n o t e 

r e f e r r e d t h e r e a d e r t o t w o o f h i s f a t h e r ' s b o o k s , " R a u m l e h r e T h e i l 

I I , p . 1 9 4 " a n d "Trigonometric, p . 1 0 . " 3 5 

J u s t u s G i i n t h e r G r a s s m a n n m a d e t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t s i n a 

f o o t n o t e i n t h e f i r s t o f t h e s e b o o k s : 
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T h e r e c t a n g l e i t s e l f i s t h e true geometrical product, a n d t h e c o n s t r u c -

t i o n o f i t , a s i t a p p e a r s i n § 5 3 , i s r e a l l y geometrical multiplication. I f t h e 

c o n c e p t o f m u l t i p l i c a t i o n i s t a k e n i n i t s p u r e s t a n d m o s t g e n e r a l s e n s e , 

t h e n o n e c o m e s t o v i e w a c o n s t r u c t i o n a s s o m e t h i n g c o n s t r u c t e d f r o m 

e l e m e n t s a l r e a d y c o n s t r u c t e d a n d i n f a c t c o n s t r u c t e d i n t h e s a m e w a y . 

T h u s m u l t i p l i c a t i o n i s o n l y a c o n s t r u c t i o n o f a h i g h e r p o w e r . I n g e o m e -

t r y t h e p o i n t i s t h e o r i g i n a l " p r o d u c i n g " e l e m e n t ; f r o m i t t h r o u g h c o n -

s t r u c t i o n t h e l i n e e m e r g e s ; i f w e t a k e a s t h e b a s i s o f a n e w c o n s t r u c t i o n 

t h e f i n i t e l i n e c o n s t r u c t e d f r o m t h e p o i n t , a n d i f w e t r e a t i t i n t h e s a m e 

m a n n e r a s w e f o r m e r l y t r e a t e d t h e p o i n t , t h e n t h e r e c t a n g l e e m e r g e s . 

J u s t a s t h e l i n e c a m e f r o m t h e p o i n t , s o t h e r e c t a n g l e c o n i e s f r o m t h e l i n e . 

T h e s i t u a t i o n i s t h e s a m e i n a r i t h m e t i c . I n t h i s c a s e t h e u n i t i s t h e o r i g -

i n a l " p r o d u c i n g ' ' e l e m e n t . T h e u n i t m u s t s i m p l y b e v i e w e d a s g i v e n . 

F r o m t h i s , t h r o u g h c o u n t i n g ( a r i t h m e t i c c o n s t r u c t i o n ) , n u m b e r a p p e a r s . 

I f t h i s n u m b e r i s t a k e n a s t h e b a s i s o f a n e w c o u n t i n g ( s e t t i n g i t i n p l a c e 

o f t h e u n i t ) , t h e n a r i s e s t h e a r i t h m e t i c c o n n e c t i o n t o m u l t i p l i c a t i o n , 

w h i c h i s n o t h i n g e l s e b u t a n u m b e r o f a h i g h e r o r d e r , a n u m b e r o f w h i c h 

t h e u n i t i s a l s o a n u m b e r . T h u s i t c o u l d p e r h a p s b e s a i d t h a t t h e r e c -

t a n g l e i s a ( f i n i t e ) l i n e i n w h i c h , i n p l a c e o f t h e " p r o d u c i n g " p o i n t s , a 

f i n i t e l i n e has b e e n s u b s t i t u t e d . T h u s t h e f o l l o w i n g l a w s m a y b e s u g -

g e s t e d : A rectangle is the geometrical product of its base and height and 

this product behaves in the same way as the arithmetic product. (4,1,11; 

5 0 7 ) 

I n t h e s e c o n d b o o k ( t h e Trigonometrie) t h e e l d e r G r a s s m a n n w r o t e 

i n a f o o t n o t e : 

I f t h e c o n c e p t o f p r o d u c t i s t a k e n i n i t s m o s t p u r e a n d g e n e r a l s e n s e , 

t h e n i t i s v i e w e d a s t h e r e s u l t o f a s y n t h e s i s i n w h i c h a n e l e m e n t ( p r o -

d u c e d f r o m a n e a r l i e r s y n t h e s i s ) i s s e t i n t h e p l a c e o f t h e o r i g i n a l e l e -

m e n t a n d t r e a t e d i n t h e s a m e w a y . T h e p r o d u c t m u s t a r i s e l i k e w i s e f r o m 

w h a t r e s u l t e d f r o m t h e f i r s t s y n t h e s i s , j u s t a s t h i s a r o s e f r o m t h e o r i g i n a l 

e l e m e n t s . I n a r i t h m e t i c t h e u n i t i s t h e e l e m e n t , c o u n t i n g i s t h e s y n t h e -

s is , a n d t h e r e s u l t i s n u m b e r . I f t h i s n u m b e r , a s t h e r e s u l t o f t h e f i r s t s y n -

t h e s i s , i s s e t i n t h e p l a c e o f t h e u n i t , a n d t r e a t e d i n t h e s a m e w a y ( i . e . , 

c o u n t e d ) , t h e n t h e a r i t h m e t i c p r o d u c t a p p e a r s , a n d t h i s m a y b e v i e w e d 

a s a n u m b e r o f a h i g h e r o r d e r t h a n a n u m b e r o f w h i c h u n i t y i s a l r e a d y a 

n u m b e r . I n g e o m e t r y t h e p o i n t i s t h e e l e m e n t , t h e s y n t h e s i s i s t h e m o -

t i o n o f t h e p o i n t i n s o m e d i r e c t i o n , a n d t h e r e s u l t , t h e p a t h o f t h e p o i n t , i s 

t h e l i n e . I f t h i s l i n e , p r o d u c e d b y t h e f i r s t s y n t h e s i s , i s s e t i n t h e p l a c e o f 

t h e p o i n t a n d t r e a t e d i n t h e s a m e w a y ( i . e . , m o v e d i n s o m e o t h e r d i r e c -

t i o n ) , t h e n a s u r f a c e i s p r o d u c e d f r o m t h e p a t h o f t h e l i n e . T h i s i s a t r u e 

g e o m e t r i c a l p r o d u c t o f t w o l i n e a r f a c t o r s a n d a p p e a r s i n t h e f i r s t p l a c e a s 

a r e c t a n g l e , i n s o f a r a s t h e f i r s t d i r e c t i o n s h a r e s n o t h i n g w i t h t h e s e c o n d . 

I f t h e s u r f a c e i s s e t i n p l a c e o f t h e p o i n t , t h e n a g e o m e t r i c a l s o l i d i s p r o -

d u c e d a s t h e p r o d u c t o f t h r e e f a c t o r s . T h i s i s a s f a r a s o n e c a n g o i n g e o m -

e t r y s i n c e s p a c e has o n l y t h r e e d i m e n s i o n s ; n o s u c h l i m i t a t i o n a p p e a r s 

i n a r i t h m e t i c . F o r f u r t h e r i n f o r m a t i o n , s e e m y Raumlehre, p t . I I ( B e r l i n , 

1 8 2 4 ) . (4,1,11; 5 0 7 - 5 0 8 ) 

T h e s e q u o t a t i o n s j u s t i f y a t t r i b u t i n g t o J u s t u s G i i n t h e r G r a s s m a n n 

t h e h o n o r f o r b e i n g t h e f i r s t t o p u b l i s h t h e i d e a o f a p u r e l y g e o m e t r i -
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c a l p r o d u c t . H e o f c o u r s e f a i l e d t o e x t e n d t h e c o n c e p t i n t o a f u l l -

b l o w n s y s t e m ; t h i s h i s s o n d i d , a n d t h i s w a s c l e a r l y a f a r g r e a t e r 

a c h i e v e m e n t . I t i s n o t e w o r t h y t h a t t h e f i r s t o f t h e s e s t a t e m e n t s w a s 

p u b l i s h e d b e f o r e 1 8 3 2 , t h a t i s , b e f o r e H e r m a n n G r a s s m a n n r e a c h e d 

t h e f i r s t i n s i g h t s l e a d i n g t o h i s s y s t e m , w h e r e a s t h e s e c o n d a n d 

m o r e s o p h i s t i c a t e d s t a t e m e n t a p p e a r e d a f t e r 1 8 3 2 . T h i s f a c t m a y 

h o w e v e r b e o f s m a l l i m p o r t a n c e , f o r t h e q u o t a t i o n s m a y d o n o m o r e 

t h a n s u g g e s t w h a t m i g h t h a v e b e e n c o m m u n i c a t e d b e t w e e n a f a t h e r 

a n d a s o n w h o w a s l i v i n g i n h i s f a t h e r ' s h o u s e i n 1 8 3 2 . N o i n f o r m a -

t i o n s e e m s t o b e a v a i l a b l e c o n c e r n i n g t h e i n t e r e s t i n g q u e s t i o n a s t o 

t h e s o u r c e o f J . G . G r a s s m a n n ' s c o n c e p t o f a g e o m e t r i c a l p r o d u c t . I t 

w o u l d f o r e x a m p l e b e v e r y e x c i t i n g t o f i n d a l i n k b e t w e e n h i s s t a t e -

m e n t s a n d t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s t r a -

d i t i o n o r t h e " p a r a l l e l o g r a m o f f o r c e s " t r a d i t i o n . 

As G r a s s m a n n ' s Theorie der Ebbe und Flut is c o n s i d e r e d , i t is 

i m p o r t a n t t o k e e p t h e f o l l o w i n g p o i n t s i n m i n d . F i r s t , i t w a s n o t 

p u b l i s h e d u n t i l 1 9 1 1 ; h e n c e i t i s a t a l o w e r l e v e l o f h i s t o r i c a l 

i n t e r e s t t h a n t h e f i r s t p u b l i c a t i o n o f h i s s y s t e m , h i s Ausdehnungs-

lehre o f 1 8 4 4 . S e c o n d , i t i s o f g r e a t i n t e r e s t a s a s o u r c e o f i n f o r m a -

t i o n c o n c e r n i n g h o w G r a s s m a n n c a m e t o t h e m u c h f u l l e r s y s t e m , 

w h i c h w a s p u b l i s h e d i n 1 8 4 4 . T h i r d , t h e p r e s e n t a t i o n o f h i s s y s t e m 

w a s s o m e w h a t b i a s e d , a s h e r e p e a t e d l y s t a t e d , b y t h e f a c t t h a t i t 

w a s t i e d t o t h e s p e c i f i c p h y s i c a l p r o b l e m o f t i d a l t h e o r y . I n t h i s r e -

g a r d i t w o u l d b e i n t e r e s t i n g t o b e a b l e t o d e t e r m i n e h o w m u c h o f 

G r a s s m a n n ' s f u l l s y s t e m w a s d e v e l o p e d w i t h p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s 

i n m i n d . A t l e a s t t h i s m u c h s e e m s c l e a r : h i s o r i g i n a l i d e a s w e r e 

e n g e n d e r e d , l i k e t h o s e o f H a m i l t o n , i n t h e c o u r s e o f a m a t h e m a t i c a l 

q u e s t , b u t , u n l i k e H a m i l t o n , G r a s s m a n n s e e m s t o h a v e f o r g e d m a n y 

o f h i s m a t h e m a t i c a l t o o l s w i t h p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s ( t o t i d a l t h e o r y ) 

i n m i n d . 

V . Grassmann s T h e o r i e d e r E b b e u n d F l u t 

T h e s t u d y b e g a n w i t h a n i n t r o d u c t i o n i n w h i c h G r a s s m a n n s u r -

v e y e d t h e h i s t o r y o f t i d a l t h e o r y a n d i n d i c a t e d p a r t i c u l a r l y h i s r e -

l a t i o n s h i p t o L a p l a c e ' s t r e a t m e n t o f t h e s u b j e c t i n L a Mecanique 

celeste. I n t h e f i r s t c h a p t e r G r a s s m a n n s t a t e d t h a t h e h a d d e v e l o p e d 

n e w m a t h e m a t i c a l m e t h o d s w h i c h h e w o u l d u s e i n t h e w o r k . H e 

f e l t f o r c e d h o w e v e r t o c o m m e n t : " S i n c e t h e s c o p e o f t h e p r e s e n t 

w o r k d o e s n o t a l l o w m e t o p r e s e n t a l l t h e p r i n c i p l e s o f t h e m e t h o d s 

o f geometrical analysis w h i c h I h a v e e m p l o y e d , I w i l l b o r r o w t h e 

l a w s ( t h o u g h they could be developed independently) f r o m t h e r e -

l a t e d l a w s o f a l g e b r a i c a n a l y s i s . " (4 ,111 ,1 ; 1 8 ) T h i s s u g g e s t s t h a t b y 
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1 8 4 0 h e h a d d e v e l o p e d a s u b s t a n t i a l p a r t o f t h e s y s t e m a s f u l l y 

p r e s e n t e d i n 1 8 4 4 . 

G r a s s m a n n t h e n c o n s i d e r e d t h e l a w o f i n e r t i a , w h i c h h e e x -

p r e s s e d b y t h e e q u a t i o n ^ = C o n s t . " ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 1 8 ) , a n d h e n o t e d 

t h a t t h e e q u a l i t y s i g n w i t h t h e d o t a b o v e i t s i g n i f i e d g e o m e t r i c a l 

e q u a l i t y , t h a t i s , t h a t t h e v e l o c i t y r e m a i n e d c o n s t a n t i n b o t h m a g n i -

t u d e a n d d i r e c t i o n . P r o c e e d i n g t o t h e p a r a l l e l o g r a m o f f o r c e s a n d 

v e l o c i t i e s , h e a r r i v e d a t t h e s t a t e m e n t : " T h e velocity (S) imparted 

by the combined force is the geometrical sum of the velocities 

( P , ( ) ) imparted by the individual forces, o r e x p r e s s e d as a f o r m u l a , 

S = P 4 - Q w h e r e 4 - i s t h e s i g n o f g e o m e t r i c a l s u m m a t i o n . " ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 

1 9 ) A f t e r i n d i c a t i n g t h a t m o r e f o r c e s ( o r v e l o c i t i e s ) c o u l d b e a d d e d 

i n t h e s a m e w a y , G r a s s m a n n t u r n e d t o " t h e l a w s o f g e o m e t r i c a l 

a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n . " ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 1 9 ) H e p r o v e d t h a t t h e c o m m u t a -

t i v e a n d a s s o c i a t i v e l a w s h o l d f o r t h e a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n o f 

v e c t o r s ( S t r e c k e n ) a n d a r g u e d t h a t s i n c e a l l l a w s f o r a d d i t i o n i n 

o r d i n a r y a l g e b r a c a n b e d e r i v e d f r o m t h e s e t w o l a w s , a l l t h o s e l a w s 

c o u l d n o w b e a s s u m e d f o r v e c t o r i a l a d d i t i o n . ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 2 0 ) I t s h o u l d 

b e n o t e d h e r e a n d k e p t i n m i n d f o r l a t e r d i s c u s s i o n s t h a t G r a s s m a n n 

w a s a m o n g t h e f i r s t t o r e a l i z e t h e f u l l s i g n i f i c a n c e o f t h e s e l a w s a s 

w e l l a s t h e i r c o r r e l a t e s f o r m u l t i p l i c a t i o n . G r a s s m a n n t h e n b e g a n 

t h e d e v e l o p m e n t o f t h e d i f f e r e n t i a l c a l c u l u s o f v e c t o r s , c o n c l u d i n g 

w i t h t h e s t a t e m e n t : " A l l laws o f algebraic differentiation and con-

sequently also of integration are likewise valid in geometrical 

analysis, insofar as they are in fact obtained from no other opera-

tions except addition and subtraction." ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 2 1 ) A f t e r t h i s he 

s k e t c h e d t h e m e t h o d f o r t a k i n g p a r t i a l d e r i v a t i v e s f o r v e c t o r s a n d 

"d2 

r e s t a t e d t h e l a w o f i n e r t i a a s p — 0 " ( w h i c h i s e q u i v a l e n t , i n 

d2p 

m o d e r n n o t a t i o n , t o = 0 ) , a n d h e p o i n t e d o u t t h a t t h i s r e p r e -

s e n t s t h r e e o r d i n a r y e q u a t i o n s . ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 2 1 - 2 2 ) 

G r a s s m a n n a p p l i e d h i s m e t h o d s t o t h e p h y s i c s o f t h e p r o b l e m 

a n d g a v e f o r e x a m p l e t h e v e c t o r i a l f o r m u l a t i o n o f t h e c e n t e r o f 

g r a v i t y . F r o m t h i s h e r e t u r n e d t o d e f i n e t h e g e o m e t r i c a l p r o d u c t o f 

t w o v e c t o r s . 

By t h e geometrical product o f two vectors, we m e a n t h e s u r f a c e c o n -

t e n t o f t h e p a r a l l e l o g r a m d e t e r m i n e d b y t h e s e v e c t o r s ; w e h o w e v e r f i x 

t h e p o s i t i o n o f t h e p l a n e i n w h i c h t h e p a r a l l e l o g r a m l i e s . W e r e f e r t o t w o 

s u r f a c e a r e a s a s g e o m e t r i c a l l y e q u a l o n l y w h e n t h e y a r e e q u a l i n c o n t e n t 

a n d l i e i n p a r a l l e l p l a n e s . By t h e geometrical product o f three vectors 

w e m e a n t h e s o l i d ( a p a r a l l e l e p i p e d ) f o r m e d f r o m t h e m . A s t h e sign o f 
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geometrical multiplication w e c h o o s e e i t h e r t h e p o i n t o r t h e s i g n x , 

w h i l e w e i n d i c a t e o r d i n a r y a l g e b r a i c m u l t i p l i c a t i o n b y w r i t i n g t h e t w o 

q u a n t i t i e s n e x t t o e a c h o t h e r o r b y u s i n g t h e s i g n x . (4,111,1; 3 0 ) 

A s w a s n a t u r a l , h e s h o w e d t h a t t h e p r o d u c t o f t h r e e v e c t o r s w h i c h 

l i e i n t h e s a m e o r i n p a r a l l e l p l a n e s i s z e r o . H e p r o v e d b o t h f o r m s o f 

t h e d i s t r i b u t i v e l a w a n d s h o w e d t h a t c o m m u t a t i v i t y w a s r e p l a c e d 

b y a n t i c o m m u t a t i v i t y . ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 3 0 ) A l s o t h e e x p r e s s i o n f o r t h e 

g e o m e t r i c a l p r o d u c t w a s g i v e n a s t h e p r o d u c t o f t h e l e n g t h s o f l i n e s 

m u l t i p l i e d b y t h e s i n e o f t h e a n g l e b e t w e e n t h e m ( w i t h a t t e n t i o n 

t o t h e s i g n ) , a n d f i n a l l y t h e a d d i t i o n o f d i r e c t e d a r e a s ( F l a c h e n -

r a u m e ) w a s d e f i n e d . 

G r a s s m a n n ' s g e o m e t r i c a l p r o d u c t i s q u i t e s i m i l a r t o t h e m o d e r n 

v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t . I t w i l l b e a d v a n t a g e o u s t o s p e c i f y t h e 

s i m i l a r i t i e s a n d d i f f e r e n c e s f o r t h e s e t w o p r o d u c t s , s i n c e t h e G r a s s -

m a n n p r o d u c t w i l l o c c u r a g a i n a n d s i n c e t h i s d i f f e r e n c e i n p r o d u c t s 

c o n s t i t u t e s o n e o f t h e m o s t s i g n i f i c a n t d i f f e r e n c e s b e t w e e n G r a s s -

m a n n ' s s y s t e m a n d t h e m o d e r n s y s t e m . T h e t w o p r o d u c t s a r e 

i d e n t i c a l n u m e r i c a l l y a n d l i k e w i s e c o r r e s p o n d i n r e g a r d t o s i g n 

c o n v e n t i o n s . T h e m o s t s i g n i f i c a n t d i f f e r e n c e i s t h a t i n t h e m o d e r n 

m u l t i p l i c a t i o n t h e p r o d u c t i s o f t h e s a m e k i n d a s t h e f a c t o r s ( a l l a r e 

v e c t o r s ) , w h e r e a s i n t h e G r a s s m a n n m u l t i p l i c a t i o n t h e p r o d u c t i s 

n o t o f t h e s a m e n a t u r e a s t h e f a c t o r s . T h u s i n t h e G r a s s m a n n m u l t i -

p l i c a t i o n o f t w o v e c t o r s t h e p r o d u c t i s n o t a n o t h e r v e c t o r , b u t r a t h e r 

a d i r e c t e d a r e a . I t i s t r u e t h a t t h i s a r e a ( o r t h e s e t o f g e o m e t r i c a l l y 

e q u a l a r e a s ) d e t e r m i n e s a v e c t o r ( o r s e t o f v e c t o r s ) p e r p e n d i c u l a r t o 

t h a t a r e a , a n d t h a t t h e v e c t o r ( o r v e c t o r s ) s o d e f i n e d i s p r e c i s e l y t h a t 

v e c t o r w h i c h i s t h e p r o d u c t i n t h e m o d e r n f o r m o f t h e m u l t i p l i c a -

t i o n . C o n v e r s e l y , t h e v e c t o r ( o r s e t o f p a r a l l e l v e c t o r s ) d e f i n e s a 

p l a n e ( o r s e t o f p a r a l l e l p l a n e s ) w h i c h i s p r e c i s e l y t h a t p l a n e i n 

w h i c h t h e d i r e c t e d a r e a o f t h e G r a s s m a n n p r o d u c t l i e s . J o s i a h W i l -

l a r d G i b b s a n d E d w i n B i d w e l l W i l s o n m a i n t a i n e d t h a t t h e v e c t o r 

p r o d u c t h a s g r e a t e r a d v a n t a g e s f o r p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s , w h e r e a s 

t h e y h e l d t h a t t h e G r a s s m a n n f o r m o f t h e p r o d u c t h a s a s u p e r i o r i t y 

f o r o t h e r u s e s , a s i n p r o j e c t i v e g e o m e t r y a n d i n m u l t i p l e a l g e b r a . 3 6 

A f t e r r e a p i n g s o m e o f t h e h a r v e s t m a d e p o s s i b l e b y t h i s n e w 

t e c h n i q u e , G r a s s m a n n s t a t e d : 

In fact, there is scarcely a concept in mechanics which without these 

geometrical concepts can be determined in a general and a simple way. 

Nevertheless it was not mechanical considerations which led me to 

these concepts; rather I came to them purely on a geometrical basis, so 

that the true foundation of these concepts (which I cannot now discuss) 

and the establishment of their natural development must be given only 

in a purely geometrical context. (4,111,1; 3 3 ) 
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S o o n a f t e r t h i s G r a s s m a n n d e f i n e d w h a t h e c a l l e d t h e l i n e a r 

p r o d u c t . 

B y t h e linear product o f t w o v e c t o r s w e m e a n t h e a l g e b r a i c p r o d u c t o f 

o n e v e c t o r m u l t i p l i e d b y t h e p e r p e n d i c u l a r p r o j e c t i o n o f t h e s e c o n d 

o n t o i t . W e s e l e c t t h e s i g n ^ a s t h e s i g n o f l i n e a r m u l t i p l i c a t i o n , s o t h a t 

b y d e f i n i t i o n b — a b cos (ab). F r o m t h i s d e f i n i t i o n a n d s i n c e c o s ( a b ) 

= c o s (ba), we s e e t h a t a ->b = b ^ a. (4,111,1; 4 0 , 2 1 2 ) 

H e t h e n p r o v e d t h a t t h e d i s t r i b u t i v e l a w h o l d s f o r t h i s p r o d u c t , a n d 

e x p l a i n e d t h a t t h e l i n e a r p r o d u c t o f ( a 4 - b 4 - c ) w i t h (ax 4 - b x 4 - cx) 

w h e r e a , b , c a n d a u b u c x a r e t w o s e t s o f m u t u a l l y p e r p e n d i c u l a r 

v e c t o r s a n d a i s p a r a l l e l t o a u b t o b u c t o c u i s e q u a l t o aax + f o b , + 

ccx. ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 4 0 ) F i n a l l y h e s t a t e d t h a t s i n c e t h e c o m m u t a t i v e a n d 

d i s t r i b u t i v e l a w s w e r e p r e s e r v e d i n t h i s m u l t i p l i c a t i o n , a l l l a w s o f 

a l g e b r a i c m u l t i p l i c a t i o n w e r e a p p l i c a b l e . I t s h o u l d b e c l e a r t h a t 

t h i s p r o d u c t i s i d e n t i c a l t o t h e m o d e r n s c a l a r p r o d u c t . 

T h r o u g h o u t t h e r e m a i n d e r o f h i s w o r k G r a s s m a n n a p p l i e d t h e s e 

m e t h o d s t o t i d a l t h e o r y w i t h s o m e s u c c e s s . I n l a t e r p o r t i o n s h e 

i n t r o d u c e d o t h e r n e w , b u t l e s s r e l e v a n t , m a t h e m a t i c a l m e t h o d s , i n -

c l u d i n g t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n . ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 7 9 f f . ) 

I n s u m m a r y , G r a s s m a n n p r e s e n t e d i n t h i s w o r k a s t r i k i n g l y l a r g e 

p a r t o f v e c t o r a n a l y s i s . V e c t o r a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n , t h e t w o 

m a j o r k i n d s o f v e c t o r i a l p r o d u c t s , v e c t o r d i f f e r e n t i a t i o n , a n d t h e 

e l e m e n t s o f t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n w e r e a l l p r e s e n t e d i n f o r m s 

e i t h e r e q u i v a l e n t o r n e a r l y e q u i v a l e n t t o t h e i r m o d e r n c o u n t e r p a r t s . 

G r a s s m a n n ' s w o r k w a s m o r e t h a n t h e f i r s t i m p o r t a n t s y s t e m o f 

v e c t o r a n a l y s i s ; i t w a s a l s o t h e f i r s t m a j o r w o r k i n t h e n e w a l g e b r a 

t h a t w a s d a w n i n g a t t h a t t i m e . T h e r e v o l u t i o n a r y n a t u r e o f t h i s n e w 

a l g e b r a m a y b e c o m p a r e d w i t h t h a t o f n o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y . 

P a r a d o x i c a l l y G r a s s m a n n ' s d e v e l o p m e n t o f h i s s y s t e m a s a p p l i e d t o 

t h r e e d i m e n s i o n s l e d h i m t o p r e s e n t h i s s y s t e m i n h i s 1 8 4 4 

Ausdehnungslehre i n a f o r m a p p l i c a b l e t o n - d i m e n s i o n s , w h i c h i n 

o n e s e n s e c o n s t i t u t e d a d i s c o v e r y o f n o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y . 3 7 

T h i s w a s a m a g n i f i c e n t a c h i e v e m e n t f o r a m a t h e m a t i c i a n i n h i s 

e a r l y t h i r t i e s w h o h a d n e v e r a t t e n d e d a u n i v e r s i t y m a t h e m a t i c a l 

l e c t u r e . 

V I . Grassmann's A u s d e h n u n g s l e h r e o f 1844 

B e t w e e n 1 8 4 0 a n d 1 8 4 4 G r a s s m a n n p u b l i s h e d s o m e l a n g u a g e 

t e x t b o o k s a n d a l o n g m a t h e m a t i c a l p a p e r w h i c h d i d n o t p e r t a i n t o 

h i s n e w m e t h o d . A r o u n d E a s t e r , 1 8 4 2 , G r a s s m a n n b e g a n t o t u r n h i s 

f u l l e n e r g i e s t o t h e c o m p o s i t i o n o f h i s Ausdehnungslehre ( 5 ; 9 1 - 9 2 ) , 

a n d b y t h e f a l l o f 1 8 4 3 h e h a d f i n i s h e d w r i t i n g i t . ( 5 ; 9 5 ) T h a t G r a s s -
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m a n n r e q u i r e d s u c h a s h o r t t i m e f o r t h e c o m p o s i t o n o f t h e b o o k i s 

d o u b l y s t r i k i n g s i n c e h e w r o t e i t w h i l e i n v o l v e d i n n u m e r o u s o t h e r 

a c t i v i t i e s a n d s i n c e , a c c o r d i n g t o a r e m a r k i n h i s f o r e w o r d , t h e 

p r e s e n t a t i o n w a s r e w o r k e d i n m a n y d i f f e r e n t f o r m s b e f o r e h e 

s e l e c t e d t h e f o r m a c t u a l l y e m p l o y e d . ( 4 , 1 , 1 ; 1 6 ) D i f f i c u l t y i n c h o o s -

i n g t h e b e s t f o r m o f p r e s e n t a t i o n w a s c a u s e d i n l a r g e p a r t b y t h e 

f a c t t h a t s o m e t i m e a f t e r 1 8 3 9 , a n d p r o b a b l y i n 1 8 4 2 , 3 8 G r a s s m a n n 

d i s c o v e r e d n e w i m p l i c a t i o n s a n d e x t e n s i o n s o f h i s e a r l i e r d i s -

c o v e r i e s . H e w r o t e i n t h e f o r e w o r d : 

W h e n I t h u s p r o c e e d e d t o w o r k o u t , c o h e r e n t l y a n d f r o m t h e b e g i n -

n i n g s , t h e r e s u l t s t h a t I h a d f o u n d , b e i n g c a r e f u l t o a p p e a l t o n o p r i n -

c i p l e p r o v e n i n a n y b r a n c h o f m a t h e m a t i c s , i t r e s u l t e d t h a t t h e a n a l y s i s 

w h i c h I d i s c o v e r e d d i d n o t t o u c h , a s i t h a d s e e m e d b e f o r e , o n t h e a r e a 

o f g e o m e t r y . R a t h e r I s o o n r e a l i z e d t h a t I h a d c o m e u p o n a r e g i o n o f a 

n e w s c i e n c e o f w h i c h g e o m e t r y i t s e l f i s o n l y a s p e c i a l a p p l i c a t i o n . 

I t h a d f o r a l o n g t i m e b e e n e v i d e n t t o m e t h a t g e o m e t r y c a n i n n o w a y 

b e v i e w e d , l i k e a r i t h m e t i c o r c o m b i n a t i o n t h e o r y , a s a b r a n c h o f m a t h e -

m a t i c s ; i n s t e a d g e o m e t r y r e l a t e s t o s o m e t h i n g a l r e a d y g i v e n i n n a t u r e , 

n a m e l y , s p a c e . I a l s o h a d r e a l i z e d t h a t t h e r e m u s t b e a b r a n c h o f m a t h e -

m a t i c s w h i c h y i e l d s i n a p u r e l y a b s t r a c t w a y l a w s s i m i l a r t o t h o s e i n 

g e o m e t r y , w h i c h a p p e a r s b o u n d t o s p a c e . B y m e a n s o f t h e n e w a n a l y s i s 

i t a p p e a r e d p o s s i b l e t o f o r m s u c h a p u r e l y a b s t r a c t b r a n c h o f m a t h e -

m a t i c s ; i n d e e d t h i s n e w a n a l y s i s , d e v e l o p e d w i t h o u t t h e a s s u m p t i o n o f 

a n y p r i n c i p l e s e s t a b l i s h e d o u t s i d e o f i t s o w n d o m a i n a n d p r o c e e d i n g 

p u r e l y b y a b s t r a c t i o n , w a s i t s e l f t h i s s c i e n c e . 

T h e e s s e n t i a l a d v a n t a g e s w h i c h w e r e a t t a i n e d t h r o u g h t h i s c o n c e p t i o n 

w e r e 1 ) i n r e l a t i o n t o t h e f o r m — n o w a l l p r i n c i p l e s w h i c h e x p r e s s v i e w s 

o f s p a c e a r e e n t i r e l y o m i t t e d , a n d c o n s e q u e n t l y t h e b e g i n n i n g s o f t h e 

s c i e n c e w e r e a s d i r e c t a s t h o s e o f a r i t h m e t i c — a n d 2 ) i n r e l a t i o n t o c o n -

t e n t — t h e l i m i t a t i o n t o t h r e e d i m e n s i o n s i s o m i t t e d . O n l y h e r e i n d o t h e 

l a w s c o m e t o l i g h t i n t h e i r f u l l c l a r i t y a n d g e n e r a l i t y a n d r e v e a l t h e m -

s e l v e s i n t h e i r e s s e n t i a l m u t u a l r e l a t i o n s h i p s , a n d m a n y r e g u l a r i t i e s , 

w h i c h f o r t h r e e d i m e n s i o n s p r e s e n t t h e m s e l v e s e i t h e r n o t a t a l l o r o n l y 

o b s c u r e l y , n o w p r e s e n t t h e m s e l v e s w i t h t h i s g e n e r a l i z a t i o n i n f u l l 

c l a r i t y . (4,1,1; 1 0 - 1 1 ) 

T h u s i n 1 8 4 4 G r a s s m a n n ' s b o o k a p p e a r e d u n d e r t h e f u l l t i t l e : 

Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik 

dargestellt und durch Anwendungen auf die ubrigen Zweige der 

Mathematik, wie auch auf die Statik, Mechanik, die Lehre vom 

Magnetismus und die Krystallonomie erlautert. As i t w a s m e n -

t i o n e d b e f o r e , G r a s s m a n n h a d n o a r r a y o f t i t l e s t o p u t a f t e r h i s 

n a m e , a s h a d H a m i l t o n w h e n n i n e y e a r s l a t e r i n 1 8 5 3 h e p u b l i s h e d 

t h e f i r s t f u l l t r e a t m e n t o f h i s s y s t e m . U n d e r G r a s s m a n n ' s n a m e o n 

t h e t i t l e p a g e a p p e a r e d o n l y " L e h r e r a n d e r F r i e d r i c h - W i l h e l m s -

S c h u l e z u S t e t t i n . " S o m e i d e a o f t h e n u m b e r o f c o p i e s o f G r a s s -

m a n n ' s b o o k t h a t w e r e p r i n t e d , a s w e l l a s s o m e i d e a o f i t s r e c e p t i o n , 
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m a y b e o b t a i n e d f r o m t h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n t a k e n f r o m a l e t t e r 

w r i t t e n t o G r a s s m a n n i n 1 8 7 6 b y t h e p u b l i s h e r o f h i s f i r s t Aus-

dehnungslehre: " Y o u r b o o k Die Ausdehnungslehre h a s b e e n o u t o f 

p r i n t f o r s o m e t i m e . S i n c e y o u r w o r k h a r d l y s o l d a t a l l , r o u g h l y 

6 0 0 c o p i e s w e r e i n 1 8 6 4 u s e d a s w a s t e p a p e r a n d t h e r e m a i n d e r , a 

f e w o d d c o p i e s , h a v e n o w b e e n s o l d w i t h t h e e x c e p t i o n o f o n e c o p y 

w h i c h r e m a i n s i n o u r l i b r a r y . " 3 9 

A s G r a s s m a n n ' s b o o k i s d i s c u s s e d , i t i s i m p o r t a n t t o k e e p i n m i n d 

t h a t n o t o n l y i t s r i c h n e s s b u t a l s o i t s r e a d a b l e n e s s m u s t b e c o n -

s i d e r e d . T o p u t i t b r i e f l y , t h e a n a l y s i s o f t h e w o r k w i l l l e a d t o t h e 

c o n c l u s i o n t h a t t h e w o r k i s a c l a s s i c , t h a t i t i s v e r y d i f f i c u l t t o r e a d , 

a n d t h a t i t c o n t a i n s a l a r g e p o r t i o n o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s , 

w h i c h w a s h o w e v e r d e e p l y e m b e d d e d w i t h i n a f a r b r o a d e r s y s t e m , 

a n d e m b e d d e d i n s u c h a w a y t h a t i t c o u l d b e e x t r a c t e d o n l y w i t h 

d i f f i c u l t y . 

G r a s s m a n n i n c l u d e d a t t h e b e g i n n i n g o f h i s w o r k a p h i l o s o p h i c a l 

i n t r o d u c t i o n w h i c h i s b o t h i n t e r e s t i n g a n d h i s t o r i c a l l y s i g n i f i c a n t , 

f o r i t i s o n e o f t h e m a j o r b a r r i e r s b e y o n d w h i c h m a n y m a t h e m a t i -

c i a n s o f h i s t i m e d i d n o t p a s s . 

G r a s s m a n n b e g a n t h i s i n t r o d u c t i o n b y s t a t i n g : 

T h e p r i m a r y d i v i s i o n i n a l l t h e s c i e n c e s i s i n t o t h e r e a l a n d t h e f o r m a l . 

T h e f o r m e r r e p r e s e n t i n t h o u g h t ; t h e e x i s t e n t a s e x i s t i n g i n d e p e n d e n t l y 

o f t h o u g h t , a n d t h e i r t r u t h c o n s i s t s i n t h e i r c o r r e s p o n d e n c e w i t h t h e 

e x i s t e n t . T h e f o r m a l s c i e n c e s o n t h e o t h e r h a n d h a v e a s t h e i r o b j e c t 

w h a t h a s b e e n p r o d u c e d b y t h o u g h t a l o n e , a n d t h e i r t r u t h c o n s i s t s i n t h e 

c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n t h e t h o u g h t p r o c e s s e s t h e m s e l v e s . 4 0 

C o n c e r n i n g p r o o f i n t h e f o r m a l s c i e n c e s G r a s s m a n n s t a t e d : 

" P r o o f i n t h e f o r m a l s c i e n c e s t h u s d o e s n o t p r o c e e d o u t s i d e o f t h e 

s p h e r e o f t h o u g h t i t s e l f ; r a t h e r i t r e m a i n s p u r e l y i n t h e c o m b i n a t i o n 

o f d i f f e r e n t a c t s o f t h o u g h t . T h u s i t i s t h a t t h e f o r m a l s c i e n c e s n e e d 

n o t b e g i n w i t h a x i o m s ; i n s t e a d d e f i n i t i o n s f o r m t h e i r f o u n d a t i o n . " 

( 4 , 1 , 1 ; 2 2 ) T h e s p e c i a l r e l e v a n c e o f t h i s v i e w b e c o m e s c l e a r w i t h t h e 

f o l l o w i n g t w o s t a t e m e n t s : 

P u r e m a t h e m a t i c s i s t h u s t h e s c i e n c e o f t h e p a r t i c u l a r e x i s t e n t w h i c h h a s 

c o m e t o b e t h r o u g h t h o u g h t . T h e p a r t i c u l a r e x i s t e n t , v i e w e d i n t h i s 

s e n s e , w e n a m e a t h o u g h t - f o r m o r s i m p l y a f o r m . T h u s p u r e m a t h e m a t i c s 

i s t h e t h e o r y o f f o r m s . (4,1,1; 2 3 ) 

B e f o r e w e p r o c e e d t o t h e d i v i s i o n o f t h e t h e o r y o f f o r m s , w e h a v e t o 

s e p a r a t e o u t o n e b r a n c h w h i c h has h i t h e r t o i n c o r r e c t l y b e e n i n c l u d e d i n 

i t . T h i s b r a n c h i s g e o m e t r y . F r o m t h e c o n c e p t s s e t o u t a b o v e , i t i s 

e v i d e n t t h a t g e o m e t r y a s w e l l a s m e c h a n i c s r e f e r s t o a r e a l e x i s t e n t ; 

f o r g e o m e t r y t h i s i s s p a c e . T h i s i s c l e a r s i n c e t h e c o n c e p t o f s p a c e c a n 

i n n o w a y b e p r o d u c e d b y t h o u g h t , b u t r a t h e r c o m e s f o r t h a s s o m e t h i n g 

g i v e n . (4,1,1; 2 3 ) 
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W h a t G r a s s m a n n b e l i e v e d h e h a d d i s c o v e r e d w a s t h u s a s y s t e m , a 

p u r e l y f o r m a l s y s t e m , w h i c h w a s a b o v e a n d i n d e p e n d e n t o f 

g e o m e t r y a n d i n d e e d o f a l l m a t h e m a t i c s a s k n o w n a t t h a t t i m e . I t 

w a s a s o r t o f u n i v e r s a l a l g e b r a 4 1 i n w h i c h t h e e l e m e n t s h a d n o 

n e c e s s a r i l y r e a l c o n t e n t b u t c o u l d t a k e o n g e o m e t r i c a l l y s i g n i f i c a n t 

c o n t e n t w h e n s u c h w a s d e s i r a b l e . H i s " T h e o r y o f F o r m s " w a s i n -

d e e d m a r v e l o u s l y g e n e r a l a n d a b s t r a c t . 

G r a s s m a n n c o n t i n u e d i n t h e i n t r o d u c t i o n t o l a y t h e p h i l o s o p h i c a l 

f o u n d a t i o n f o r h i s s y s t e m . H e s p e c i f i e d f o u r c o n c e p t s w i t h w h i c h 

h i s t h e o r y o f f o r m s c o u l d d e v e l o p a l l o f m a t h e m a t i c s ; t h e s e w e r e 

t h e d i s c r e t e a n d t h e c o n t i n u o u s , t h e e q u a l a n d t h e d i f f e r e n t . ( 4 , 1 , 1 ; 

2 4 - 2 5 ) A c c o r d i n g t o G r a s s m a n n , f r o m t h e c o m b i n a t i o n o f t h e l a s t 

o f e a c h o f t h e s e p a i r s o f o p p o s i t e s — t h a t i s , t h e c o n t i n u o u s a n d t h e 

d i f f e r e n t — c o m e s f o r t h h i s " A u s d e h n u n g s l e h r e , " t h a t d o c t r i n e 

w h i c h i n c l u d e s t h e n o t i o n o f d i f f e r e n c e ( f o r e x a m p l e , t h e d i f f e r e n t 

d i m e n s i o n s o f s p a c e ) a n d i n w h i c h t h e e l e m e n t s ( f o r e x a m p l e , 

p o i n t s ) v a r y continuously a n d h e n c e p r o d u c e d i f f e r e n t e n t i t i e s ( a s 

t h e l i n e ) . ( 4 , 1 , 1 ; 2 6 - 2 7 ) T h u s G r a s s m a n n s t a t e d : 

S p a c e t h e o r y [ d i e R a u m l e h r e ] m a y a g a i n s e r v e a s a n e x a m p l e . H e r e i n 

t w o d i f f e r e n t d i r e c t i o n s f r o m a n e l e m e n t a l l t h e e l e m e n t s o f a p l a n e a r e 

p r o d u c e d w h e n t h e p r o d u c i n g e l e m e n t p r o g r e s s e s i n a n y w a y a c c o r d i n g 

t o t w o d i r e c t i o n s . T h e t o t a l i t y o f p o i n t s ( e l e m e n t s ) p r o d u c i b l e i n t h i s 

w a y i s c o m p r i s e d i n o n e e l e m e n t [ t h e p l a n e ] . T h e p l a n e i s t h u s t h e sys -

t e m o f t h e s e c o n d o r d e r ; i n i t t h e r e i s a n i n f i n i t e c o l l e c t i o n o f d i r e c t i o n s 

d e p e n d e n t o n t h o s e t w o o r i g i n a l d i r e c t i o n s . I f a t h i r d i n d e p e n d e n t d i r e c -

t i o n i s a d d e d , t h e n b y m e a n s o f t h i s d i r e c t i o n i n f i n i t e s p a c e (as t h e sys-

t e m o f t h e t h i r d o r d e r ) i s p r o d u c e d . U p t o n o w o n e c o u l d n o t g o b e y o n d 

t h r e e d i r e c t i o n s ; h o w e v e r i n t h e p u r e t h e o r y o f e x t e n s i o n t h e n u m b e r o f 

d i r e c t i o n s c a n i n c r e a s e t o i n f i n i t y . (4 ,1,1; 2 9 ) 

T h e a b o v e g i v e s s o m e i d e a o f t h e p h i l o s o p h i c a l b a s i s t h a t G r a s s -

m a n n a t t e m p t e d t o c o n s t r u c t f o r h i s s y s t e m . T h e i n t r o d u c t i o n w a s 

c o n c l u d e d w i t h a d i s c u s s i o n c o n c e r n i n g t h e b e s t f o r m o f p r e s e n t a -

t i o n f o r t h e w o r k ; i t n e e d o n l y b e n o t e d t h a t G r a s s m a n n w a s w e l l 

a w a r e t h a t a r e a d e r ' s e n t r y i n t o h i s s y s t e m w o u l d n o t i ) e e a s y . 

W h a t e v e r m a y b e t h e a b s o l u t e v a l u e o f G r a s s m a n n ' s p h i l o s o p h i -

c a l u n d e r p i n n i n g o f h i s s y s t e m , i t i s i m p o r t a n t t o k e e p i n m i n d t h a t 

i t s e e m s t o h a v e a l l o w e d G r a s s m a n n h i m s e l f t o f e e l a t e a s e w i t h 

n e w m a t h e m a t i c a l i d e a s , f o r e x a m p l e , n o n c o m m u t a t i v e m u l t i p l i c a -

t i o n s a n d n - d i m e n s i o n a l s p a c e s . I n t h i s r e g a r d i t m a y b e c o m p a r e d 

w i t h H a m i l t o n ' s s p e c u l a t i o n s o n a l g e b r a a s t h e s c i e n c e o f p u r e 

t i m e . F i n a l l y , G r a s s m a n n ' s p e n c h a n t f o r t h e a b s t r a c t a n d t h e 

g e n e r a l d i d c e r t a i n l y l e a d t o m a n y i d e a s o f v a l u e , a f a c t e v i d e n t i n 

t h e n e x t s e c t i o n o f h i s b o o k . 
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T h i s s e c t i o n w a s e n t i t l e d " S u r v e y o f t h e G e n e r a l T h e o r y o f 

F o r m s . " H e b e g a n w i t h t h e s t a t e m e n t : 

B y t h e g e n e r a l t h e o r y o f f o r m s I m e a n t h a t s e r i e s o f t r u t h s w h i c h r e l a t e 

t o a l l b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s i n t h e s a m e w a y , a n d t h u s p r e s u m e o n l y 

t h e g e n e r a l c o n c e p t s o f e q u a l i t y a n d d i f f e r e n c e , c o n n e c t i o n a n d s e p a r a -

t i o n . T h e g e n e r a l t h e o r y o f f o r m s s h o u l d t h u s p r e c e d e a l l s p e c i a l 

b r a n c h e s o f m a t h e m a t i c s . S i n c e h o w e v e r t h a t g e n e r a l b r a n c h d o e s n o t a s 

s u c h e x i s t y e t , a n d s i n c e w e c a n n o t o m i t i t w i t h o u t e n t a n g l i n g o u r s e l v e s 

i n u s e l e s s r a m b l i n g s , w e h a v e n o c h o i c e b u t t o d e v e l o p t h i s s u b j e c t i n s o -

f a r a s w e n e e d i t f o r o u r s c i e n c e . (4,1,1; 3 3 ) 

T h i s s t a t e m e n t i n t r o d u c e d w h a t w a s o n e o f t h e m o s t d i f f i c u l t s e c -

t i o n s o f t h e b o o k f o r t h e r e a d e r o f t h e t i m e ; i n t h i s c a s e i t w a s 

m a i n l y t h e r i c h n e s s o f c o n t e n t a n d t h e n e w n e s s o f t h e c o n c e p t s t h a t 

m a d e t h i s v e r y i m p o r t a n t s e c t i o n d i f f i c u l t . H e r e i n G r a s s m a n n p r o -

c e e d e d t o c o n s t r u c t t h e b a s i s o f h i s t h e o r y o f f o r m s b y p o s t u l a t i n g 

c e r t a i n i n i t i a l l y c o n t e n t l e s s f o r m s ( o r m a g n i t u d e s ) a n d j o i n i n g t h e s e 

f o r m s b y c e r t a i n c o n n e c t i o n s ( V e r k n i i p f u n g e n ) . T h u s g i v e n t w o 

f o r m s a a n d b , G r a s s m a n n f i r s t i n t r o d u c e d a c o n n e c t i o n s y m b o l i z e d 

b y ^ t o y i e l d a n e w f o r m a ^ b . G r a s s m a n n s p e c i f i e d t h a t t h i s 

c o n n e c t i o n w a s o f s u c h a n a t u r e t h a t t h e f o l l o w i n g t w o e q u a t i o n s 

c o u l d b e s e t u p : 

a ^ b = b ^ a 

(a ^ b) ^ c = a = 

H e s h o w e d t h a t i f e q u a t i o n s w e r e s e t u p i n w h i c h a n y n u m b e r o f 

f o r m s w e r e c o n n e c t e d , t h e n o n e c o u l d i n a l l c a s e s r e a r r a n g e t h e 

m e m b e r s a n d o m i t t h e p a r e n t h e s e s . G r a s s m a n n c a l l e d s u c h a c o n -

n e c t i o n a s y n t h e t i c c o n n e c t i o n ( 4 , 1 , 1 ; 3 4 - 3 6 ) a n d f r o m i t p r o c e e d e d 

t o h i s a n a l y t i c a l c o n n e c t i o n s . F o r G r a s s m a n n a n a n a l y t i c a l c o n n e c -

t i o n c o n n e c t s t w o f o r m s i n s u c h a w a y t h a t w h e n t h e r e s u l t a n t f o r m 

i s s y n t h e t i c a l l y c o n n e c t e d w i t h o n e o f t h e o r i g i n a l f o r m s , t h e o t h e r 

o r i g i n a l f o r m r e s u l t s . T h u s w h e n ^ i s t a k e n a s t h e s i g n f o r a n a l y t i -

c a l c o n n e c t i o n a n d a a n d b a s t h e t w o f o r m s , t h e n ( a ^ b ) s y n -

t h e t i c a l l y c o n n e c t e d to b g i v e s a , o r , i n s h o r t , (a ^ b ) ^ b = a . 

G r a s s m a n n t h e n s h o w e d t h a t t h e f o l l o w i n g e q u a t i o n s a r e t r u e : 

G r a s s m a n n f u r t h e r s p e c i f i e d t h i s f o r m o f a n a l y t i c c o n n e c t i o n b y t h e 

a s s u m p t i o n t h a t t h e r e s u l t o f a n a n a l y t i c c o n n e c t i o n w a s t o b e 

u n i q u e o r u n e q u i v o c a l ; t h u s , f o r e x a m p l e , i f a ^ b = c , t h e n i f a o r 

b r e m a i n s c o n s t a n t a n d t h e o t h e r c h a n g e s , t h e r e s u l t ( c ) m u s t 

6 7 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

c h a n g e . F i n a l l y h e s h o w e d t h a t t h e s e r e s u l t s c o u l d b e e x t e n d e d 

t o c o n n e c t i o n s o f a n y n u m b e r o f f o r m s . (4 ,1 ,1 ; 3 6 - 3 8 ) 

T h e s e s t a t e m e n t s m u s t h a v e a p p e a r e d v e r y s t r a n g e t o t h e 

r e a d e r o f t h e t i m e s . A t t h e v e r y e n d o f t h i s d e v e l o p m e n t G r a s s -

m a n n s t a t e d w h a t s h o u l d h a v e c o n s i d e r a b l y e n l i g h t e n e d t h e 

m a t t e r : w h e n t h e s e c o n n e c t i o n s o b e y e d t h e a b o v e l a w s , t h e y c o u l d 

b e c a l l e d a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n . 

G r a s s m a n n t h e n s h o w e d t h a t t w o n e w f o r m s , t h e i n d i f f e r e n t a n d 

t h e a n a l y t i c f o r m , c o u l d b e p r o d u c e d . W h e n a n y f o r m w a s a n a -

l y t i c a l l y c o n n e c t e d t o i t s e l f — f o r e x a m p l e , a w a — t h e n t h e i n d i f -

f e r e n t f o r m r e s u l t e d ( i n d i f f e r e n t i n t h e s e n s e t h a t a c o u l d h a v e a n y 

v a l u e ) . H e r e p r e s e n t e d t h i s n e w f o r m b y (/) a n d s t a t e d t h a t w h e n 

t h i s f o r m i s c o n n e c t e d t o b > p r o d u c i n g (</) ^ b), t h e n t h e n e w f o r m 

( w f e ) , c a l l e d t h e a n a l y t i c f o r m , e m e r g e s . F i n a l l y G r a s s m a n n a d -

m i t t e d t h a t t h e i n d i f f e r e n t f o r m c o u l d b e c a l l e d " N u l l " ( i . e . , z e r o ) 

a n d t h e a n a l y t i c f o r m c o u l d b e c a l l e d t h e n e g a t i v e f o r m . (4 ,1 ,1 ; 

3 8 - 4 0 ) 

G r a s s m a n n w e n t o n t o d e v e l o p t w o f u r t h e r c o n n e c t i o n s , o n e o f 

w h i c h w a s s y n t h e t i c a n d t h e o t h e r a n a l y t i c . B o t h o f t h e s e c o n n e c -

t i o n s w e r e o f s u c h a s o r t t h a t w h e n a f o r m w a s a p p l i e d t h r o u g h 

s u c h a c o n n e c t i o n t o t w o f o r m s c o n n e c t e d i n e i t h e r o f t h e p r e v i o u s 

m a n n e r s , a t r a n s f o r m a t i o n w o u l d t a k e p l a c e w i t h o u t a c h a n g e i n t h e 

r e s u l t . H i s n e w k i n d o f s y n t h e t i c c o n n e c t i o n h e s y m b o l i z e d b y « 

a n d p o s t u l a t e d t h e f o l l o w i n g : S u c h 

a c o n n e c t i o n , G r a s s m a n n s t a t e d , c o u l d b e c a l l e d m u l t i p l i c a t i o n . 

( 4 , 1 ,1 ; 4 1 - 4 3 ) N o t e t h a t t h i s i m p l i e s t h a t G r a s s m a n n w i l l c a l l a n y 

o p e r a t i o n t h a t i s d i s t r i b u t i v e a m u l t i p l i c a t i o n , a n d w h a t h e s o u g h t 

i n h i s w o r k w a s , b r o a d l y s p e a k i n g , d i s t r i b u t i v e o p e r a t i o n s , w h i c h 

n e e d n o t b e e i t h e r c o m m u t a t i v e o r a s s o c i a t i v e . 

G r a s s m a n n t h e n i n t r o d u c e d t h e s e c o n d k i n d o f a n a l y t i c a l c o n n e c -

t i o n ( i . e . , d i v i s i o n ) . T h i s w a s l i m i t e d b y t h e l a w e x p r e s s e d i n t h e 

e q u a t i o n _ ? . 
a • +• b a _ b 

H e p o i n t e d o u t t h a t u n l i k e t h e f o r m e r t y p e o f a n a l y t i c c o n n e c t i o n , 

t h r e e f o r m s c o n n e c t e d b y d i v i s i o n a r e n o t i n a l l c a s e s u n i q u e l y 

d e t e r m i n e d ( t h u s , f o r e x a m p l e , i f t = c a n d a = 0 , t h e n b i s n o t 

b 

u n i q u e l y d e t e r m i n e d ) . ( 4 ,1 ,1 ; 4 3 - 4 4 ) 

T o t h e a b o v e s u m m a r y i t n e e d o n l y b e a d d e d t h a t a c c o r d i n g t o 

G r a s s m a n n s i m i l a r f o r m s ( f o r m s o f t h e s a m e o r d e r , t h u s t w o p o i n t s , 

t w o v e c t o r s , a n d s o f o r t h ) w h e n c o n n e c t e d b y e i t h e r o f t h e f i r s t t w o 

k i n d s o f c o n n e c t i o n g i v e i n g e n e r a l f o r m s o f t h e s a m e o r d e r , 
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w h e r e a s i n m u l t i p l i c a t i o n f o r m s o f t h e s a m e o r d i f f e r e n t o r d e r s m a y 

b e c o m b i n e d a n d i n g e n e r a l p r o d u c e f o r m s o f a h i g h e r o r d e r . T h u s 

t h e p r o d u c t o f t w o v e c t o r s ( f o r m s o f t h e f i r s t o r d e r ) i s a d i r e c t e d a r e a 

( a f o r m o f t h e s e c o n d o r d e r ) . 

T h e s e c t i o n j u s t d i s c u s s e d c o m b i n e d w i t h t h e i n t r o d u c t i o n t o 

p r e s e n t a n e a r l y i m p a s s a b l e b a r r i e r f o r m o s t m a t h e m a t i c i a n s o f t h e 

t i m e . I d e a s s u c h a s t h e s e w e r e s o n e w , s o a b s t r a c t , a n d a t f i r s t s i g h t 

s o u s e l e s s t h a t i t i s n o t d i f f i c u l t t o u n d e r s t a n d w h y M o b i u s r e g a r d e d 

t h e w o r k a s s i m p l y u n r e a d a b l e , B a l t z e r f o u n d i t m a d e h i m d i z z y , 

a n d H a m i l t o n w a s l e d t o w r i t e t o D e M o r g a n t h a t t o b e a b l e t o r e a d 

G r a s s m a n n h e w o u l d h a v e t o l e a r n t o s m o k e . 4 2 H o w e v e r t h e s e 

p a s s a g e s a r e n o t o n l y c h a r a c t e r i z e d b y o b s c u r i t y a n d a b s t r a c t n e s s ; 

t h e y a l s o r e v e a l ( t o a m o d e r n m a t h e m a t i c i a n ) t h e b r i l l i a n c e o f a 

p o w e r f u l m i n d . G r a s s m a n n h a d c o m e t o u n d e r s t a n d t h e a s s o c i a t i v e , 

c o m m u t a t i v e , a n d d i s t r i b u t i v e l a w s m o r e f u l l y t h a n a n y e a r l i e r 

m a t h e m a t i c i a n , a n d t h i s u n d e r s t a n d i n g i s r e f l e c t e d i n t h e c o n s t r u c -

t i o n o f h i s s y s t e m . 

G r a s s m a n n a l l o w e d h i s i n i t i a l l y c o n t e n t l e s s f o r m s t o a s s u m e 

m a n y v a l u e s — n u m b e r s , p o i n t s , v e c t o r s , o r i e n t e d a r e a s , a n d s o 

f o r t h ; m o r e o v e r h e e v e n t u a l l y 4 3 d e v e l o p e d s i x t e e n k i n d s o f m u l t i -

p l i c a t i v e c o n n e c t i o n s . A l l t h e s e f o r m s a n d c o n n e c t i o n s w e r e u n -

d e r s t o o d i n t e r m s o f t h e l a w s s e t o u t b y G r a s s m a n n i n t h i s s e c t i o n , 

a n d t h u s t h i s s e c t i o n w a s o n e o f t h e m o s t i m p o r t a n t . H a v i n g l a i d 

t h e f o u n d a t i o n , w e m a y t u r n t o t h e m a i n c o n t e n t s o f t h e b o o k . 4 4 

T h e f i r s t c h a p t e r o f p a r t o n e o f G r a s s m a n n ' s b o o k c e n t e r e d o n t h e 

p r o d u c t i o n o f h i s v a r i o u s s y s t e m s . N e w s y s t e m s w e r e c r e a t e d b y 

t a k i n g a n e l e m e n t f r o m a n o t h e r s y s t e m a n d a l l o w i n g i t t o u n d e r g o a 

n e w v a r i a t i o n ; t h u s f o r e x a m p l e a p o i n t ( t h e e l e m e n t ) i s m o v e d i n a 

s i n g l e d i r e c t i o n ( t h e v a r i a t i o n ) t o p r o d u c e a s t r a i g h t l i n e ( a s y s t e m o f 

t h e f i r s t o r d e r ) . I f t h i s l i n e n o w v a r i e s b y m o v i n g i n s o m e ( r e c t i -

l i n e a r ) d i r e c t i o n , a p l a n e ( a s y s t e m o f t h e s e c o n d o r d e r ) i s p r o d u c e d . 

A c c o r d i n g t o G r a s s m a n n t h e s a m e p r o c e s s c a n b e e x t e n d e d t o f o r m 

s y s t e m s o f a n y o r d e r ( h e n c e h i s " a n y " d i m e n s i o n a l s p a c e s ) . I n t h i s 

c h a p t e r a n d w i t h i n t h i s f r a m e w o r k G r a s s m a n n i n t r o d u c e d v e c t o r s , 

p r o v e d t h a t t h e y o b e y h i s p r e v i o u s l y d e v e l o p e d a d d i t i o n a n d s u b -

t r a c t i o n l a w s , a n d e x p l a i n e d v e c t o r i a l a d d i t i o n . H e f u r t h e r m o r e 

p r o v e d v a r i o u s a l g e b r a i c p r o p e r t i e s f o r h i s s y s t e m s . T y p i c a l o f h i s 

s t a t e m e n t s is t h e f o l l o w i n g : " E v e r y vector of a system of the mth 

order can be expressed as the sum of m vectors, which belong to 

the m given independent manners of change of the system. This ex-

pression is unique."45 

T h e f i r s t c h a p t e r w a s c o n c l u d e d , a s w e r e a l l o t h e r s , w i t h a s e c t i o n 

o n a p p l i c a t i o n o f t h e t h e o r e t i c a l i d e a s p r e s e n t e d . F o r t h i s c h a p t e r 
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t h e a p p l i c a t i o n s w e r e m a i n l y t w o : G r a s s m a n n s h o w e d h o w h i s 

i d e a s c o u l d b e u s e d t o l a y a s e c u r e f o u n d a t i o n f o r g e o m e t r y a n d h e 

g a v e t h e v e c t o r i a l m e t h o d o f r e p r e s e n t i n g t h e c e n t e r o f g r a v i t y o f 

a b o d y a s w e l l a s t h e l a w s o f f o r c e a n d v e l o c i t y f o r t h e c e n t e r o f 

g r a v i t y . 

T h e s e c o n d c h a p t e r o f t h i s p a r t w a s e n t i t l e d " O u t e r M u l t i p l i c a -

t i o n o f V e c t o r s . " G r a s s m a n n ' s o u t e r p r o d u c t i s e s s e n t i a l l y e q u i v a -

l e n t t o w h a t h a d b e e n c a l l e d t h e g e o m e t r i c a l p r o d u c t i n h i s 1 8 4 0 

w o r k , a n d h e n c e i t i s s i m i l a r t o t h e m o d e r n v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t . 

G r a s s m a n n m e n t i o n e d h i s l i n e a r p r o d u c t ( r e n a m e d i n n e r p r o d u c t ) 

o n l y i n a n o f f h a n d m a n n e r i n t h e f o r e w o r d t o t h e b o o k . S i n c e t h i s 

w a s t h e f i r s t p u b l i s h e d d e f i n i t i o n o f t h e m o d e r n s c a l a r ( d o t ) p r o d -

u c t , w e s h a l l g i v e i t i n f u l l . A f t e r G r a s s m a n n h a d c o n c l u d e d a d i s -

c u s s i o n o f h i s o u t e r p r o d u c t , h e w r o t e : 

B e s i d e s t h i s c o n c e p t t h e r e i s a n o t h e r t h a t l i k e w i s e r e l a t e s d i s t a n c e s 

t o f i x e d d i r e c t i o n s . 

N a m e l y , w h e n I t o o k t h e p e r p e n d i c u l a r p r o j e c t i o n o f t h e o n e d i s t a n c e 

o n t o t h e o t h e r , t h e a r i t h m e t i c p r o d u c t o f t h i s p r o j e c t i o n a n d t h e d i s t a n c e 

( o n t o w h i c h t h e p r o j e c t i o n w a s m a d e ) r e p r e s e n t e d t h e p r o d u c t o f t h o s e 

d i s t a n c e s , p r o v i d e d t h a t t h e m u l t i p l i c a t i v e r e l a t i o n t o a d d i t i o n w a s 

v a l i d . B u t t h i s p r o d u c t w a s o f a n e n t i r e l y d i f f e r e n t k i n d t h a n t h e f i r s t , i n 

t h a t t h e f a c t o r s c o u l d b e e x c h a n g e d w i t h o u t c h a n g i n g t h e s i g n a n d t h e 

p r o d u c t o f t w o m u t u a l l y p e r p e n d i c u l a r v e c t o r s w a s z e r o . I c a l l e d t h e 

f i r s t t h e o u t e r p r o d u c t a n d t h e s e c o n d t h e i n n e r p r o d u c t , s i n c e t h e 

l a t t e r h a s n o n - z e r o v a l u e s o n l y w h e n t h e d i r e c t i o n s a p p r o a c h o n e 

a n o t h e r , t h a t i s , w h e n t h e d i s t a n c e s l i e p a r t l y i n e a c h o t h e r . 4 6 

G r a s s m a n n ' s o u t e r p r o d u c t w a s p r e s e n t e d i n h i s Ausdehnungs-

lehre o f 1 8 4 4 i n a m a n n e r b o t h d i f f e r e n t f r o m a n d m o r e g e n e r a l 

t h a n t h e p r e s e n t a t i o n i n h i s s t u d y o f t h e t i d e s . G r a s s m a n n b e g a n i n 

a s i m p l e w a y b y s t a t i n g : 

W e s h a l l b e g i n w i t h g e o m e t r y i n o r d e r t o s e c u r e a n a n a l o g y a c c o r d i n g 

t o w h i c h t h e a b s t r a c t s c i e n c e m u s t p r o c e e d , a n d t h u s o b t a i n a c l e a r i d e a 

t o e s c o r t u s a l o n g t h e u n k n o w n a n d a r d u o u s p a t h o f a b s t r a c t d e v e l o p -

m e n t . W e g o f r o m t h e v e c t o r t o a s p a t i a l f o r m o f h i g h e r o r d e r w h e n w e 

a l l o w t h e e n t i r e v e c t o r , t h a t i s e a c h p o i n t o f t h e v e c t o r , t o d e s c r i b e 

a n o t h e r v e c t o r w h i c h i s h e t e r o g e n e o u s t o t h e f i r s t , s o t h a t a l l p o i n t s 

c o n s t r u c t a n e q u a l v e c t o r . T h e s u r f a c e a r e a p r o d u c e d i n t h i s w a y h a s t h e 

f o r m o f a p a r a l l e l o g r a m . T w o s u c h s u r f a c e a r e a s w h i c h b e l o n g t o t h e 

s a m e p l a n e a r e d e s i g n a t e d a s e q u a l i f t h e d i r e c t i o n o f t h e m o v e d v e c t o r 

l i e s i n b o t h c a s e s o n t h e s a m e s i d e ( f o r e x a m p l e , o n t h e l e f t s i d e ) o f t h e 

v e c t o r p r o d u c e d t h r o u g h t h e m o t i o n . W h e n i n t h e t w o cases t h e c o r r e -

s p o n d i n g v e c t o r s l i e o n o p p o s i t e s i d e s , t h e n t h e s u r f a c e a r e a s a r e 

d e s i g n a t e d u n e q u a l . T h u s w e h a v e a s i m p l e a n d g e n e r a l l a w : 

If in the plane a vector moves successively along any series of vectors, 

then the total surface area produced thereby (provided that the signs of 

the individual surface elements are set in the given manner) is equal to 
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that area which would he produced if the vector had moved along the 

sum of those vectors. (4 ,1 ,1 ; 7 7 - 7 8 ) 

S t a t e m e n t s a s c o n c r e t e a s t h e a b o v e w e r e n o t t y p i c a l o f t h e w o r k n o r 

a l w a y s d e s i r a b l e i f w e c o n s i d e r t h e n a t u r e o f t h e w o r k , f o r i f 

g e o m e t r i c a l i n t u i t i o n h a d b e e n a l l o w e d t o e n t e r t o o e a r l y , i t c o u l d 

h a v e h i n d e r e d t h e u n d e r s t a n d i n g o f l a t e r d e v e l o p m e n t s w h i c h 

w e n t b e y o n d t h e u s u a l t h r e e - d i m e n s i o n a l g e o m e t r y . T o i l l u s t r a t e 

t h e a b o v e s t a t e m e n t , G r a s s m a n n c o n s i d e r e d t h r e e c o p l a n a r 

p a r a l l e l l i n e s ( c d , e f a n d ab) w h i c h w e r e c u t b y t h r e e p a i r s o f 

c d 

p a r a l l e l l i n e s : e c a n d d f e a a n d f b , c a a n d db. L e t t i n g a b r e p r e s e n t 

a v e c t o r c o n s t r a i n e d t o m o v e p a r a l l e l t o i t s e l f , h e p i c t u r e d a b m o v -

i n g a l o n g a c u n t i l i t r e a c h e d l i n e cd. T h u s t h e a r e a acdb w a s s w e p t 

o u t . I t w i l l b e s e e n b y s i m p l e g e o m e t r y t h a t t h i s a r e a i s e q u a l t o t h e 

s u m o f t h e a r e a s o f t h e p a r a l l e l o g r a m s aefb a n d ecdf t h a t i s , t h e 

a r e a s s w e p t o u t w h e n a b m o v e s a l o n g a e t o e f a n d t h e n a l o n g e c t o 

cd. M o r e o v e r t h e r e s u l t i n g a r e a s w i l l b e t h e s a m e , h e s t a t e d , i f a b 

m o v e s a l o n g a e u n t i l i t c o i n c i d e s w i t h e f o r i f i t m o v e s a l o n g a c a n d 

t h e n c e a s l o n g a s t h e r e v e r s a l i n d i r e c t i o n a c i s c o m p e n s a t e d f o r b y 

t a k i n g t h e a r e a r e s u l t i n g f r o m ab's m o t i o n a l o n g c e a s n e g a t i v e . 

G r a s s m a n n t h e n n o t e d t h a t s i n c e f o r e x a m p l e t h e m o t i o n o f a b 

a l o n g a c g a v e t h e s a m e a r e a a s w h e n a b m o v e d a l o n g a e a n d t h e n 

ec, t h i s w a s a n o p e r a t i o n t h a t s h o u l d b e v i e w e d a s m u l t i p l i c a t i o n 

o n t h e b a s i s o f h i s t h e o r y o f f o r m s . 4 7 

F r o m t h e a b o v e o n e m i g h t e a s i l y i n f e r t h a t h i s o u t e r p r o d u c t o f 

1 8 4 4 w a s i n a l l w a y s e q u i v a l e n t t o h i s g e o m e t r i c a l p r o d u c t o f 

1 8 4 0 . T h i s i s t r u e o n l y i n p a r t , s i n c e ( a s i t w i l l b e s h o w n p r e s e n t l y ) 

h i s g e o m e t r i c a l p r o d u c t o f 1 8 4 0 w a s o n l y o n e s p e c i e s o f t h e m o r e 

g e n e r a l o u t e r p r o d u c t o f 1 8 4 4 . T h u s h i s g e o m e t r i c a l p r o d u c t , s i m i -

l a r t o t h e m o d e r n v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t , w a s i n t h e 1 8 4 4 w o r k e m -

b e d d e d w i t h i n a f a r b r o a d e r s y s t e m . T h i s s i t u a t i o n i s t y p i c a l o f 

m a n y o f t h e e l e m e n t s o f v e c t o r a n a l y s i s d e v e l o p e d i n t h e Aus-

dehnungslehre o f 1 8 4 4 a n d i s a n i m p o r t a n t r e a s o n w h y i t w o u l d 
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h a v e b e e n d i f f i c u l t t o e x t r a c t t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s 

f r o m h i s s y s t e m . A t t h e e n d o f h i s i n t r o d u c t o r y s e c t i o n G r a s s m a n n 

s t a t e d : . . w e c a n n o w r e t u r n t o o u r s c i e n c e i n o r d e r t o p u r s u e i t 

a c c o r d i n g t o a p u r e l y a b s t r a c t m a n n e r a n d i n d e p e n d e n t l y o f a l l 

s p a t i a l c o n s i d e r a t i o n s . " (4 ,1 ,1 ; 8 0 ) 

A t t h i s p o i n t i t w i l l b e h e l p f u l t o c o n s i d e r i n m o d e r n t e r m s w h a t 

G r a s s m a n n m e a n t b y h i s o u t e r p r o d u c t . I t w a s a p r o d u c t o f b a s e e l e -

m e n t s e u e2, e3, . . . , e n w h i c h o b e y t h e f o l l o w i n g l a w s : l e t t i n g 

x , y , z t a k e o n a n y v a l u e s o f n , 

^xi^y ^x^y €z 

I t s h o u l d b e n o t e d t h a t t h e l a s t e q u a t i o n n e e d n o t h a v e b e e n g i v e n 

s i n c e t h e o u t e r p r o d u c t m u s t b e d i s t r i b u t i v e , f o r t h i s p r o p e r t y i s 

c o n t a i n e d f o r G r a s s m a n n i n t h e d e f i n i t i o n o f " p r o d u c t . " T h e p r o d -

u c t o f N s u c h e l e m e n t s w a s c o n s i d e r e d t o b e a n e n t i t y o f t h e N t h 

o r d e r . H e r e a g a i n G r a s s m a n n ' s o u t e r p r o d u c t d i f f e r s f r o m t h e m o d -

e r n c r o s s p r o d u c t , s i n c e t h e r e s u l t o f t h e c r o s s m u l t i p l i c a t i o n o f t w o 

v e c t o r s i s a n o t h e r v e c t o r ( i n G r a s s m a n n ' s t e r m s , a n e n t i t y o f t h e 

f i r s t o r d e r ) , w h e r e a s t h e o u t e r p r o d u c t o f t w o v e c t o r s i s a n e n t i t y o f 

t h e s e c o n d o r d e r . T h i s d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e t w o p r o d u c t s i s 

e s p e c i a l l y i m p o r t a n t i n t h a t G r a s s m a n n ' s o u t e r p r o d u c t a l l o w e d 

h i m t o g e n e r a t e a l l s o r t s o f n e w e n t i t i e s w h i c h h e d u l y c o n s i d e r e d . 

G r a s s m a n n p r o c e e d e d t o d i s c u s s t h e p r o d u c t o f a n y n u m b e r o f 

v e c t o r s . G r a s s m a n n s t a t e d t h a t a p r o d u c t s u c h a s a.b.c . . . w a s t o 

m e a n t h a t t h e v e c t o r a f i r s t m o v e s a l o n g b (as b e f o r e ) , t h e n t h e r e -

s u l t a n t o r i e n t e d a r e a w o u l d m o v e a l o n g c , a n d s o o n t h r o u g h o r d e r s 

h i g h e r t h a n t h e t h i r d . G r a s s m a n n p r o v e d t h a t s u c h r e l a t i o n s w e r e 

d i s t r i b u t i v e a n d t h a t e n t i t i e s t h u s a r i s i n g c o u l d b e a d d e d u n d e r 

c e r t a i n c o n d i t i o n s . A s e a c h n e w e n t i t y a r o s e , h e c h e c k e d i t s p r o p e r -

t i e s i n r e l a t i o n t o h i s g e n e r a l t h e o r y o f f o r m s . 

S o m e o f G r a s s m a n n ' s a p p l i c a t i o n s o f h i s o u t e r p r o d u c t m e r i t d i s -

c u s s i o n . I m m e d i a t e l y a f t e r h i s f u l l p r e s e n t a t i o n o f t h e o u t e r p r o d -

u c t G r a s s m a n n s h o w e d h o w V a r i g n o n ' s p r i n c i p l e c o u l d b e 

r e p r e s e n t e d i n t e r m s o f t h e o u t e r p r o d u c t i n a v e r y s i m p l e m a n n e r , 

a n d h e i n g e n e r a l d i s c u s s e d t h e r e p r e s e n t a t i o n o f m o m e n t s b y t h i s 

p r o d u c t . 4 8 H e a l s o s h o w e d h o w t h e o u t e r p r o d u c t c o u l d b e u s e d i n 

s o l v i n g n f i r s t - d e g r e e e q u a t i o n s i n n u n k n o w n s . (4 ,1 ,1 ; 9 9 - 1 0 2 ) 

T h e n h e c o n s i d e r e d w h a t h e c a l l e d o u t e r d i v i s i o n , a n d t h r o u g h 

o u t e r d i v i s i o n o r d i n a r y n u m b e r s ( " Z a h l e n g r o s s e " ) e n t e r e d h i s s y s -

t e m f o r t h e f i r s t t i m e . ( 4 , 1 ,1 ; 1 1 8 - 1 3 7 ) 
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I n t h e l a s t c h a p t e r o f t h e f i r s t p a r t h e d e a l t w i t h a p r o c e s s h e 

c a l l e d " A b s c h a t t u n g , " o r , l o o s e l y s p e a k i n g , p r o j e c t i o n . H e r e i n h e 

w a s p r i m a r i l y c o n c e r n e d w i t h t h e c o n d i t i o n s u n d e r w h i c h t h e 

o r i g i n a l e q u a t i o n c o u l d b e d e f i n i t e l y i n f e r r e d f r o m t h e r e s u l t i n g 

e q u a t i o n w h e n a n e q u a t i o n a m o n g e x t e n s i v e m a g n i t u d e s w a s 

m u l t i p l i e d b y a n e x t e n s i v e m a g n i t u d e . T h e r e s u l t s o b t a i n e d i n t h i s 

c h a p t e r w e r e a p p l i e d t o s p a t i a l p r o j e c t i o n s a n d t h e s o l u t i o n o f 

e q u a t i o n s . 

T h e m a j o r i t y o f t h e i d e a s c o n s i d e r e d u p t o t h i s p o i n t w e r e g i v e n 

b y G r a s s m a n n i n t h e f i v e c h a p t e r s o f t h e f i r s t s e c t i o n ( A b s c h n i t t ) o f 

h i s b o o k , a s e c t i o n e n t i t l e d " E x t e n s i v e M a g n i t u d e " ( " D i e A u s -

d e h n u n g s g r o s s e " ) . T h e s e c o n d o f t h e t w o s e c t i o n s o f t h e b o o k w a s 

e n t i t l e d " E l e m e n t a r y M a g n i t u d e " ( " D i e E l e m e n t a r g r o s s e " ) . T h i s 

s e c t i o n b e g a n w i t h a l e n g t h y d i s c u s s i o n o f e l e m e n t a r y m a g n i t u d e s , 

a t e r m b y w h i c h G r a s s m a n n r e f e r r e d m a i n l y t o p o i n t s . D i s c u s s i o n 

o f G r a s s m a n n ' s p o i n t a n a l y s i s i s r e l e v a n t b o t h d i r e c t l y , i n t h a t i t 

w a s a p r o m i n e n t p a r t o f h i s s y s t e m , a n d i n d i r e c t l y , i n t h a t i t h a d 

n u m e r o u s r e l a t i o n s h i p s t o h i s s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s . H i s s y s t e m 

o f p o i n t a n a l y s i s , h a v i n g b e e n d i s c o v e r e d i n d e p e n d e n t l y o f M o b i u s , 

w a s p r e s e n t e d d i f f e r e n t l y a n d d e v e l o p e d m o r e f u l l y . 

G r a s s m a n n b e g a n t h i s s e c t i o n b y c o n s i d e r i n g t h e a d d i t i o n a n d 

s u b t r a c t i o n o f e l e m e n t a r y m a g n i t u d e s , a l t h o u g h h e s e e m s n e v e r t o 

h a v e s t a t e d p r e c i s e l y w h a t h e m e a n t b y e l e m e n t a r y m a g n i t u d e s 

e x c e p t b y i m p l i c a t i o n . E a r l y i n t h e d i s c u s s i o n h e s t a t e d : " I n o r d e r 

t o b r i n g t h i s r e s u l t i n t o s h a r p e r f o c u s , w e w i l l a p p l y i t t o g e o m e t r y 

a n d t h u s t a k e t h e e l e m e n t s a s p o i n t . . . . " ( 4 ,1 ,1 ; 1 5 8 ) G r a s s m a n n 

p r o c e e d e d t o w r i t e s u c h e q u a t i o n s a s t h e f o l l o w i n g , i n w h i c h G r e e k 

l e t t e r s r e p r e s e n t e l e m e n t a r y m a g n i t u d e s , a n d t h e i s , /c's a n d r i s 

r e p r e s e n t n u m b e r s : 

U P A , ] + . . . + in[pan] = k f o M + . . . + kn[pf3n] (4 ,1 ,1 ; 1 5 9 ) 

T h i s i s e s s e n t i a l l y a v e c t o r e q u a t i o n ( i n w h i c h pau pa2 . . . a r e t h e 

v e c t o r s ) . G r a s s m a n n w e n t f r o m t h i s t o s h o w t h a t t h e e q u a t i o n r e -

m a i n e d t r u e w h e n a n y o t h e r e l e m e n t a w a s s u b s t i t u t e d f o r p . H e 

t h e n e s t a b l i s h e d t h a t t h e m e m b e r s o f s u c h a n e q u a t i o n s a t i s f i e d 

b o t h t h e c o m m u t a t i v e a n d a s s o c i a t i v e l a w s f o r a d d i t i o n a n d s u b -

t r a c t i o n , t h a t t h e s e o p e r a t i o n s g a v e u n i q u e r e s u l t s , a n d t h a t t h e 

d i s t r i b u t i v e l a w w a s s a t i s f i e d f o r t h e m u l t i p l i c a t i o n o f t h e e l e m e n t 

p a i r s s u c h a s [a/3] w i t h n u m b e r s . O n t h e b a s i s o f t h e s e f a c t s G r a s s -

m a n n s h o w e d t h a t i n t h e e q u a t i o n g i v e n a b o v e , t h e p ' s c o u l d b e 

d e l e t e d to y i e l d an e q u a t i o n s u c h as aa + fo/3 . . . w h e r e a, b, . . . 

r e p r e s e n t n u m b e r s ; a , f3, . . . e l e m e n t s o r p o i n t s ; a n d a a w a s c o n -

s i d e r e d a w e i g h t e d p o i n t . (4 ,1 ,1 ; 1 6 0 - 1 6 3 ) 

7 3 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

G r a s s m a n n , u n l i k e M o b i u s , d e v e l o p e d h i s s y s t e m o f p o i n t 

a n a l y s i s i n c l o s e r e l a t i o n t o v e c t o r i a l i d e a s a n d u s e d i n f a c t 

p r e v i o u s l y e s t a b l i s h e d v e c t o r i a l l a w s i n p r o v i n g l a w s f o r p o i n t s . 

H e t h e n s h o w e d t h a t t h e s u m o f a n u m b e r o f w e i g h t e d p o i n t s c o u l d 

b e r e p r e s e n t e d b y a s i n g l e p o i n t w h o s e w e i g h t w a s e q u a l t o t h e 

s u m o f t h e w e i g h t s o f t h e i n d i v i d u a l p o i n t s . ( 4 , 1 , 1 ; 1 6 4 ) T h i s l e d 

G r a s s m a n n t o c o n s i d e r a p o i n t o f 0 w e i g h t , w h i c h h e s h o w e d w a s 

b e s t i n t e r p r e t e d a s a v e c t o r . ( 4 , 1 , 1 ; 1 6 4 - 1 6 6 ) T h e f i n a l t o p i c i n t h e 

t h e o r e t i c a l p a r t o f t h i s c h a p t e r c o n c e r n e d t h e r e s u l t o b t a i n e d w h e n 

a p o i n t o r a m u l t i p l e p o i n t w a s a d d e d t o a v e c t o r . ( 4 , 1 , 1 ; 1 6 6 - 1 6 7 ) 

T h e a p p l i e d p a r t s o f t h e c h a p t e r d e a l t w i t h s u c h t o p i c s a s g e o -

m e t r i c a l m e t h o d s f o r c o n s t r u c t i n g s u m p o i n t s a n d p h y s i c a l a p p l i c a -

t i o n s o f h i s p o i n t a n a l y s i s . I n t h i s p a r t o f t h e c h a p t e r G r a s s m a n n 

m a d e r e f e r e n c e t o M o b i u s : 

W e a r e h e r e a t t h e f i r s t a n d o n l y p o i n t a t w h i c h o u r s c i e n c e t o u c h e s o n 

i d e a s a l r e a d y k n o w n . N a m e l y i n t h e b a r y c e n t r i c c a l c u l u s o f M o b i u s a n 

a d d i t i o n o f s i m p l e a n d m u l t i p l e p o i n t s i s p r e s e n t e d . M 5 b i u s u s e d i t 

p r i m a r i l y o n l y a s a n a b b r e v i a t e d m e t h o d o f e x p r e s s i o n b u t d e v e l o p e d 

t h e s a m e t e c h n i q u e s o f c a l c u l a t i o n s w h i c h w e p r e s e n t e d ( i n g r e a t e r 

g e n e r a l i t y ) i n t h e f i r s t p a r a g r a p h s o f t h i s c h a p t e r . W h a t i s e n t i r e l y l a c k i n g 

i n M o b i u s p r e s e n t a t i o n i s t h e c o n c e p t i o n o f s u m a s a m a g n i t u d e i n t h e 

c a s e w h e r e t h e w e i g h t s t o g e t h e r t o t a l z e r o . 

W h a t h i n d e r e d t h e s a g a c i o u s a u t h o r o f t h a t w o r k i n v i e w i n g t h i s s u m 

a s a v e c t o r o f c o n s t a n t l e n g t h a n d d i r e c t i o n i s c e r t a i n l y t h e s t r a n g e n e s s 

o f c o m p o u n d i n g l e n g t h a n d d i r e c t i o n i n t o o n e c o n c e p t . I f t h a t s u m h a d 

b e e n d e t e r m i n e d t o b e a v e c t o r , t h e n t h e c o n c e p t o f t h e a d d i t i o n a n d 

s u b t r a c t i o n o f v e c t o r s f o r g e o m e t r y (as w e h a v e p r e s e n t e d i t i n S e c t i o n 

I , C h a p t e r I ) w o u l d h a v e a r i s e n , a n d t h u s o u r w o r k w o u l d h a v e h a d a 

s e c o n d p o i n t o f c o n t a c t w i t h M o b i u s ' w o r k ; a l s o t h e b a r y c e n t r i c c a l c u l u s 

w o u l d h a v e o b t a i n e d a m u c h f r e e r a n d m o r e g e n e r a l d e v e l o p m e n t . (4,1,1; 

1 7 2 ) 

I n t h e s e c o n d c h a p t e r o f t h e s e c o n d s e c t i o n o f h i s b o o k G r a s s -

m a n n i n t r o d u c e d t h e o u t e r m u l t i p l i c a t i o n o f p o i n t s ^ I n t h e f i r s t 

c h a p t e r h e h a d s t a t e d t h a t [a/3] s h o u l d b e i n t e r p r e t e d a s e q u a l t o 

P — a , t h a t i s , a s a v e c t o r f r o m a t o /3. ( 4 , 1 , 1 ; 1 6 5 - 1 6 6 ) H o w e v e r 

[a/3] s h o u l d b e v i e w e d , n o t s i m p l y a s t h e v e c t o r a / 3 , b u t a s a v e c t o r 

l i m i t e d t o p o s i t i o n s i n t h e l i n e t h r o u g h a a n d /3, t h a t i s , ( t o u s e t h e 

m o d e r n t e r m ) a s a l i n e - b o u n d v e c t o r . ( 4 , 1 , 1 ; 1 7 9 ) * S i n c e [ p p ] = 0 

( t h e l i n e f r o m a p o i n t t o t h e s a m e p o i n t i s n o l i n e ) a n d s i n c e 

[ p a ] — — [ a p ] ( b e c a u s e [ p a ] = a — p = — ( p — a) = — [ a p ] ) , [ a / 3 ] s h o u l d 

b e v i e w e d a s a n o u t e r m u l t i p l i c a t i o n . ( 4 , 1 , 1 ; 1 7 5 ) 

I t i s n o t n e c e s s a r y f o r p r e s e n t p u r p o s e s t o f o l l o w i n d e t a i l G r a s s -

m a n n ' s h i g h l y a b s t r a c t a n d c o m p l i c a t e d d e v e l o p m e n t o f t h e o u t e r 

p r o d u c t f o r p o i n t s . R a t h e r i t n e e d o n l y b e n o t e d t h a t h e r e a s b e f o r e 

G r a s s m a n n c o n t i n u a l l y m a d e u s e o f v e c t o r s a n d v e c t o r r e l a t i o n s i n 
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d e v e l o p i n g t h e o u t e r p r o d u c t . F i n a l l y t h i s s e c t i o n m a y b e s u m -

m a r i z e d t h r o u g h t h e u s e o f G r a s s m a n n ' s o w n s u m m a r y a s p r e s e n t e d 

i n h i s p a p e r o f 1 8 4 5 e n t i t l e d " K u r z e U e b e r s i c h t i i b e r d a s W e s e n 

d e r A u s d e h n u n g s l e h r e . " 4 9 

I f A , B , C , D , a r e p o i n t s , t h e n w e m e a n b y 

(1) A . B , t h e l i n e , w h i c h h a s A a n d B a s e x t r e m i t i e s , r e g a r d e d a s a 

d e f i n i t e p a r t o f t h e i n f i n i t e r i g h t l i n e d e t e r m i n e d b y A a n d B ; 

(2 ) A . B . C , t h e t r i a n g l e , w h o s e v e r t i c e s a r e A , B , C , r e g a r d e d a s a 

d e f i n i t e p a r t o f t h e i n f i n i t e p l a n e d e t e r m i n e d b y A , B , C ; 

(3 ) A.B.C.D, t h e t e t r a [ h ] e d r o n , w h o s e v e r t i c e s a r e A , B , C , D , r e -

g a r d e d a s a d e f i n i t e p a r t o f i n f i n i t e s p a c e . 

T h a t i s , w e p u t A . B = A 1 . B 1 , w h e n b o t h p r o d u c t s r e p r e s e n t e q u a l 

p ' t s , w i t h l i k e s i g n s , o f t h e s a m e r i g h t l i n e ; f u r t h e r 

A . B . C ^ A ^ B ^ C ^ 

w h e n b o t h t r i a n g l e s a r e e q u a l p a r t s , w i t h l i k e s i g n s , o f t h e s a m e p l a n e ; 

a n d f i n a l l y 

A.B.C.D = Ax.Bi.C1.D1, 

w h e n b o t h t e t r a [ h ] e d r o n s h a v e e q u a l v o l u m e s , w i t h l i k e s i g n s . 5 0 

T h e a p p l i e d s e c t i o n o f t h i s c h a p t e r t r e a t e d s u c h t o p i c s a s c o -

o r d i n a t e s y s t e m s , t r a n s f o r m a t i o n s o f c o - o r d i n a t e s , t h e e q u a t i o n o f a 

p l a n e i n t e r m s o f p o i n t s , a n d n u m e r o u s a p p l i c a t i o n s t o s t a t i c s , i n -

c l u d i n g t h e r e p r e s e n t a t i o n o f s t a t i c m o m e n t s a n d e q u i l i b r i u m c o n -

d i t i o n s . 

T h e m a t e r i a l s d i s c u s s e d t o t h i s p o i n t c o n s t i t u t e d s l i g h t l y m o r e 

t h a n t w o - t h i r d s o f G r a s s m a n n ' s b o o k . T h e n e x t t o t h e l a s t c h a p t e r 

d e a l t w i t h w h a t G r a s s m a n n c a l l e d " D a s e i n g e w a n d t e P r o d u k t , " o r 

t h e r e g r e s s i v e p r o d u c t . H e p o i n t e d o u t t h a t t h e o u t e r p r o d u c t w a s 

c h a r a c t e r i z e d b y t h e p r o p e r t y t h a t t h e p r o d u c t o f t w o d e p e n d e n t 

f a c t o r s i s z e r o ; s i n c e t h i s p r o p e r t y w a s n o t e s s e n t i a l t o t h e i d e a s o f 

a p r o d u c t , a n e w p r o d u c t c o u l d b e d e f i n e d w h i c h w a s f r e e o f t h i s 

r e s t r i c t i o n . ( 4 , 1 , 1 ; 2 0 6 ) T h u s G r a s s m a n n i n t r o d u c e d h i s r e g r e s s i v e 

p r o d u c t , o r , m o r e a c c u r a t e l y , h e e x t e n d e d t h e c o n c e p t o f p r o d u c t i n 

s u c h a w a y t h a t t h e r e g r e s s i v e a n d o u t e r p r o d u c t s c o u l d b e t r e a t e d 

a s t w o f o r m s o f o n e p r o d u c t . A s E n g e l p o i n t e d o u t i n h i s n o t e s , t h i s 

c o m p l i c a t e d t h e p r e s e n t a t i o n . ( 4 , 1 , 1 ; 4 0 8 ) 

A n i d e a o f G r a s s m a n n ' s r e g r e s s i v e p r o d u c t m a y b e g a i n e d f r o m 

t h e f o l l o w i n g . I t i s n a t u r a l t o a s k i f a n y m e a n i n g m a y b e a s s i g n e d t o 

t h e p r o d u c t o f t w o f a c t o r s , s o m e o f w h o s e c o m p o n e n t s a r e m u t u a l l y 

d e p e n d e n t S i m i l a r l y a n y m u l t i p l i c a t i o n o f f a c t o r s m a y b e v i e w e d 

a s t a k i n g p l a c e w i t h i n a s y s t e m o f s o m e o r d e r , f o r e x a m p l e , t h r e e -

o r f o u r - d i m e n s i o n a l s p a c e . W h e n t h e s u m o f t h e o r d e r s o f t h e f a c t o r s 

e x c e e d s t h e o r d e r o f t h e s p a c e u n d e r c o n s i d e r a t i o n , t h e f a c t o r s m u s t 

7 5 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

b e d e p e n d e n t . I t w a s f o r t h i s c a s e t h a t G r a s s m a n n d e f i n e d t h e r e -

g r e s s i v e p r o d u c t . T w o q u o t a t i o n s f r o m G r a s s m a n n w i l l e x p l i c a t e 

t h i s f u r t h e r ; t h e f i r s t q u o t a t i o n i s f r o m h i s " K u r z e U e b e r s i c h t " a n d 

i s m o r e g e n e r a l t h a n t h e s e c o n d , w h i c h i s f r o m t h e l a t t e r p a r t o f t h e 

c h a p t e r u n d e r d i s c u s s i o n a n d w h i c h g i v e s a g e o m e t r i c a l i n t e r p r e t a -

t i o n o f t h e r e g r e s s i v e p r o d u c t . 

H e n c e f o r t h o u t e r m u l t i p l i c a t i o n w i l l b e d e s i g n a t e d b y s i m p l y w r i t i n g 

t h e f a c t o r s t o g e t h e r ; r e g r e s s i v e m u l t i p l i c a t i o n , b y a p o i n t p l a c e d b e -

t w e e n t h e f a c t o r s . We understand by the regressive product A B . A C , 

where A, B, C are any magnitudes, the product ABC .A, in which ABC 

is treated as a co-efficient belonging to A, provided that the product be 

referred to the field of lowest order in which A, B, and C lie at the same 

time. (4 ,1 ,1 ; 3 1 0 - 3 1 1 ) 

T h e p r o d u c t o f t w o l i n e m a g n i t u d e s i n t h e p l a n e i s t h e p o i n t o f i n t e r -

s e c t i o n o f t h e t w o l i n e s j o i n e d w i t h a p a r t o f t h a t p l a n e a s f a c t o r ; i f f o r 

e x a m p l e a b a n d a c ( w h e r e a , b , c r e p r e s e n t p o i n t s ) a r e t h e t w o l i n e 

m a g n i t u d e s , t h e n t h e i r p r o d u c t i s abc.a. F u r t h e r m o r e t h e p r o d u c t o f 

t h r e e l i n e m a g n i t u d e s i n t h e p l a n e i s e q u a l t o t h e d o u b l e d s u r f a c e 

c o n t e n t ( s e t t w i c e a s f a c t o r ) o f t h e t r i a n g l e e n c l o s e d b y t h e l i n e s , m u l t i -

p l i e d b y t h e p r o d u c t o f t h e t h r e e q u o t i e n t s , w h i c h e x p r e s s h o w m a n y 

t i m e s e a c h s i d e i s c o n t a i n e d i n i t s c o r r e s p o n d i n g l i n e m a g n i t u d e ; t h u s 

i f a , b , c a r e t h o s e t h r e e p o i n t s , a n d mab, nac, pbc ( w h e n m, n , p a r e 

n u m e r i c a l m a g n i t u d e s ) a r e t h e t h r e e l i n e m a g n i t u d e s , t h e n t h e i r p r o d u c t 

i s e q u a l t o 

mnp.abc.abc 

T h e p r o d u c t o f t w o p l a n e m a g n i t u d e s i n s p a c e i s p a r t o f t h e i n t e r s e c t -

i n g e d g e m u l t i p l i e d b y a p a r t o f s p a c e , f o r e x a m p l e , abc.abd — abed. ab. 

F u r t h e r m o r e t h e p r o d u c t o f t h r e e p l a n e m a g n i t u d e s i s t h e i n t e r s e c t i o n 

p o i n t o f t h e t h r e e p l a n e s , m u l t i p l i e d b y t w o p a r t s o f s p a c e , f o r e x a m p l e , 

abc.abd.acd= abed.abed. a. (4 ,1 ,1; 2 4 3 - 2 4 4 ) 

T h e a b o v e d e s c r i p t i o n , w h i c h i s s u f f i c i e n t f o r t h e p r e s e n t p u r -

p o s e , d o e s s c a n t j u s t i c e t o t h e c o m p l e x i t i e s o f t h i s c h a p t e r . T h i s i s 

p a r t l y m i t i g a t e d b y t h e f a c t t h a t s o m e i d e a s i n t h i s c h a p t e r w e r e 

d e l e t e d i n t h e Ausdehnungslehre o f 1 8 6 2 , a n d m a n y o f t h e d e v e l o p -

m e n t s w e r e a p p r o a c h e d f r o m a d i f f e r e n t p o i n t o f v i e w . T h e c h a p t e r 

c o n c l u d e d w i t h g e o m e t r i c a l a p p l i c a t i o n s . 

T h e f i n a l c h a p t e r i n t h e b o o k w a s d e v o t e d m a i n l y t o a p p l i c a t i o n s 

o f t h e p r e v i o u s i d e a s t o g e o m e t r y a n d t o c r y s t a l l o g r a p h y . T h e f i n a l 

s e c t i o n o f t h e c h a p t e r w a s e n t i t l e d " R e m a r k o n t h e O p e n P r o d u c t . " 

T h i s s e c t i o n i s o f s p e c i a l i m p o r t a n c e s i n c e G i b b s a r g u e d t h a t i t c o n -

t a i n e d " t h e k e y t o t h e t h e o r y o f m a t r i c e s . . a n d t h e l i n e a r v e c t o r 

f u n c t i o n . 5 1 

B e f o r e t h e r e c e p t i o n a c c o r d e d t o G r a s s m a n n ' s w o r k i s d i s c u s s e d , 

i t w i l l b e u s e f u l t o s t a t e t h e m a j o r c o n c l u s i o n s e m e r g i n g f r o m t h e 

a b o v e d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f h i s f i r s t Ausdehnungslehre. F i r s t , i t 
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s h o u l d b e e v i d e n t t h a t i t w a s a w o r k o f g r e a t b r i l l i a n c e , a w o r k t h a t 

a l o n g w i t h m u c h e l s e c o n t a i n e d a l a r g e n u m b e r o f t h e i d e a s i n -

v o l v e d i n m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . I t s h o u l d a l s o b e c l e a r t h a t e v e n 

i f p r i o r i t y d i s p u t e s a r e j u d g e d b y d a t e o f p u b l i c a t i o n ( t h u s e x c l u d i n g 

G r a s s m a n n ' s Theorie der Ebbe und Flut), G r a s s m a n n ' s i d e a s as 

p u b l i s h e d i n 1 8 4 4 w e r e f a r m o r e e x t e n s i v e a n d r i c h e r t h a n t h o s e o f 

H a m i l t o n a t t h e s a m e t i m e . T h e r e i s m e r i t t o S a r t o n ' s r e m a r k t h a t 

G r a s s m a n n ' s Ausdehnungslehre o f 1 8 4 4 s h o u l d b e c o m p a r e d w i t h 

H a m i l t o n ' s Lectures o n Quaternions o f 1 8 5 3 , n o t w i t h H a m i l t o n ' s 

e a r l y r e s e a r c h e s . 5 2 G r a s s m a n n ' s b o o k i s a g r e a t c l a s s i c i n t h e h i s t o r y 

o f m a t h e m a t i c s , e v e n t h o u g h o n e o f t h e m o s c u n r e a d a b l e c l a s s i c s . 

T h e w o r k w a s e x c e e d i n g l y a b s t r a c t a n d v e r y c o m p l i c a t e d a n d , p e r -

h a p s m o s t i m p o r t a n t l y , i t d e p a r t e d f r o m a l l t h e t h e n c u r r e n t m a t h e -

m a t i c a l t r a d i t i o n s . E v e n i n t h e e a r l y s e c t i o n s o f t h e b o o k t h e r e a d e r 

e n c o u n t e r e d h i g h l y o r i g i n a l i d e a s p l a c e d i n a p h i l o s o p h i c s e t t i n g 

a n d a t m o s t t e n u o u s l y a t t a c h e d t o t h e m a t h e m a t i c a l i d e a s o f t h e 

t i m e . 

I n o r d e r f o r a m a t h e m a t i c i a n o f t h a t t i m e t o d e r i v e t h e m o d e r n 

s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s f r o m G r a s s m a n n ' s b o o k , h e w o u l d h a v e t o 

( 1 ) r e a d a n d u n d e r s t a n d t h e b o o k ( n o s m a l l t a s k ) , ( 2 ) d e l e t e m a j o r 

m a t h e m a t i c a l p o r t i o n s o f t h e b o o k ( s u c h a s p o i n t a n a l y s i s ) , ( 3 ) 

l i m i t t h e p r e s e n t a t i o n t o t h r e e - d i m e n s i o n a l s p a c e , ( 4 ) r e d e f i n e s o m e 

o f t h e f u n d a m e n t a l i d e a s ( s u c h a s t h e o u t e r p r o d u c t ) , ( 5 ) c h a n g e t h e 

s t r u c t u r e a n d e m p h a s i s o f t h e w o r k , ( 6 ) d e t a c h t h e p r e s e n t a t i o n 

f r o m t h e p h i l o s o p h i c a l i d e a s c o n t a i n e d i n i t , a n d ( 7 ) a t t a c h t o i t 

i d e a s a l r e a d y i n t h e l i t e r a t u r e o f t h e t i m e s , b u t u n k n o w n t o G r a s s -

m a n n , s u c h a s t h e d e v e l o p m e n t o f t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f 

c o m p l e x n u m b e r s a n d t h e t h e o r e m s o f G r e e n a n d G a u s s . N o o n e a t 

t h a t t i m e o r a t a l a t e r t i m e a c c o m p l i s h e d t h e s e s e v e n l a b o r s ; t h a t 

t h i s w a s s o i s n o t s u r p r i s i n g . I t w i l l p r e s e n t l y b e s h o w n t h a t m o r e 

t h a n t w e n t y y e a r s p a s s e d b e f o r e s o m e o n e a c c o m p l i s h e d e v e n t h e 

f i r s t o f t h e s e , t h a t i s , b e f o r e a n y o n e r e a d a n d u n d e r s t o o d a n d f u l l y 

a p p r e c i a t e d G r a s s m a n n ' s b o o k . 

V I I . The Period from 1844 to 1862 

I n t h e p e r i o d f r o m t h e Ausdehnungslehre o f 1 8 4 4 t o t h a t o f 1 8 6 2 

a n u m b e r o f e v e n t s t o o k p l a c e w h i c h s h e d l i g h t o n t h e r e l a t i o n o f 

G r a s s m a n n ' s w o r k t o t h e m a t h e m a t i c a l i d e a s o f t h e t i m e s . T h e s e 

e v e n t s , w h i c h w i l l b e d i s c u s s e d w i t h i n t h e f r a m e w o r k o f t h e 

n a r r a t i v e o f G r a s s m a n n ' s a c t i v i t i e s i n t h i s p e r i o d , r a n g e i n v a r i e t y 

f r o m t h e d i s c o v e r y a n d p u b l i c a t i o n b y o t h e r s o f i d e a s c o n t a i n e d i n 

G r a s s m a n n ' s s y s t e m t o t h e r e a d i n g o f G r a s s m a n n ' s b o o k b y H a m i l -
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t o n . T h e p r i m a r y c o n c e r n o f t h i s s e c t i o n i s d i s c u s s i o n o f t h e r e c e p -

t i o n a c c o r d e d G r a s s m a n n ' s w o r k . 

F r i e d r i c h E n g e l a c c u r a t e l y d e s c r i b e d t h e m a g n i t u d e a n d f o r m o f 

t h i s r e c e p t i o n i n t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t : 

T h u s G r a s s m a n n e x p e r i e n c e d w h a t m u s t b e t h e m o s t p a i n f u l e x -

p e r i e n c e f o r t h e a u t h o r o f a n e w w o r k : h i s b o o k n o w h e r e r e c e i v e d a t t e n -

t i o n ; t h e p u b l i c w a s c o m p l e t e l y s i l e n t a b o u t i t ; t h e r e w a s n o o n e w h o 

d i s c u s s e d i t o r e v e n p u b l i c l y f o u n d f a u l t w i t h i t . T h e m a t h e m a t i c i a n s t o 

w h o m h e h a d s e n t t h e w o r k e x p r e s s e d t h e m s e l v e s a s n o t u n f r i e n d l y t o i t , 

t o s o m e e x t e n t e v e n a s b e n e v o l e n t t o i t , b u t n o o n e r e a l l y s t u d i e d i t . 

( 5 ; 9 7 ) 

E n g e l ' s s t a t e m e n t i s w e l l i l l u s t r a t e d b y c o n s i d e r i n g t h e r e c e p t i o n 

g i v e n t h e b o o k b y t h e m a n g e n e r a l l y e s t e e m e d a s t h e m o s t g i f t e d 

m a t h e m a t i c i a n o f t h e p e r i o d — C a r l F r i e d r i c h G a u s s . G r a s s m a n n 

a p p a r e n t l y s e n t a c o p y o f h i s b o o k t o G a u s s , a n d t h e l a t t e r r e p l i e d 

w i t h a n o t e o f t h a n k s d a t e d D e c e m b e r 1 4 , 1 8 4 4 . T h e r e i n G a u s s 

s t a t e d t h a t h e h a d w o r k e d o n s i m i l a r i d e a s n e a r l y a h a l f c e n t u r y 

b e f o r e a n d h a d p u b l i s h e d s o m e o f h i s r e s u l t s i n 1 8 3 1 ; G a u s s w a s 

p r o b a b l y r e f e r r i n g t o h i s w o r k o n t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f 

c o m p l e x n u m b e r s . 5 3 G a u s s a l s o s t a t e d t h a t h e w a s v e r y b u s y a n d 

t h a t h e h a d c o n c l u d e d t h a t t o g e t a t t h e k e r n e l o f t h e w o r k i t w o u l d 

b e n e c e s s a r y t o f a m i l i a r i z e h i m s e l f w i t h t h e p e c u l i a r ( e i g e n t h i i m -

l i c h e n ) t e r m i n o l o g y u s e d i n t h e b o o k . ( 4 , 1 , 1 1 ; 3 9 8 ) T h i s i t s e e m s 

G a u s s n e v e r d i d . 

T h e r e a c t i o n o f M o b i u s t o G r a s s m a n n ' s w o r k s h o u l d p r o v e i l l u m i -

n a t i n g , f o r o f a l l m a t h e m a t i c i a n s o f t h e p e r i o d M o b i u s w a s i n t h e 

b e s t p o s i t i o n t o j u d g e G r a s s m a n n ' s w o r k . T h u s i n 1 8 4 4 G r a s s m a n n 

v i s i t e d M o b i u s a t L e i p z i g , a n d i n a l e t t e r o f O c t o b e r 1 0 , 1 8 4 4 , h e 

a s k e d M o b i u s t o w r i t e a r e v i e w o f h i s b o o k . H e w r o t e : " F i n a l l y I 

t a k e t h e l i b e r t y o f a s k i n g y o u t o w r i t e a r e v i e w o f t h e w o r k f o r s o m e 

c r i t i c a l j o u r n a l , f o r I a m c o n v i n c e d t h a t j u s t a s n o w n o o n e s t a n d s 

n e a r e r t h e i d e a s e x p r e s s e d i n t h e w o r k t h a n y o u , n o o n e w i l l b e i n a 

b e t t e r p o s i t i o n t h a n y o u t o j u d g e t h e w o r k s o f u n d a m e n t a l l y a n d t o 

b r i n g t o l i g h t b o t h t h e w e a k n e s s e s a n d w h a t e v e r m e r i t s t h e b o o k 

m a y c o n t a i n . " ( 5 ; 9 9 ) M o b i u s ' r e p l y w a s d a t e d F e b r u a r y 2 , 1 8 4 5 , 

n e a r l y f o u r m o n t h s l a t e r : 

I r e p l y t h a t I w a s s i n c e r e l y p l e a s e d t o h a v e c o m e t o m e e t i n y o u a 

k i n d r e d s p i r i t , b u t o u r k i n s h i p r e l a t e s o n l y t o m a t h e m a t i c s , n o t t o 

p h i l o s o p h y . A s I r e m e m b e r t e l l i n g y o u i n p e r s o n , I a m a s t r a n g e r t o t h e 

a r e a o f p h i l o s o p h i c s p e c u l a t i o n . T h e p h i l o s o p h i c e l e m e n t i n y o u r ex -

c e l l e n t w o r k , w h i c h l i e s a t t h e b a s i s o f t h e m a t h e m a t i c a l e l e m e n t , I a m 

n o t p r e p a r e d t o a p p r e c i a t e i n t h e c o r r e c t m a n n e r o r e v e n t o u n d e r s t a n d 

p r o p e r l y . O f t h i s I h a v e b e c o m e s u f f i c i e n t l y a w a r e i n t h e c o u r s e o f 
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n u m e r o u s a t t e m p t s t o s t u d y y o u r w o r k w i t h o u t i n t e r r u p t i o n ; i n e a c h 

case h o w e v e r I h a v e b e e n s t o p p e d b y t h e g r e a t p h i l o s o p h i c a l g e n e r a l i t y . 

(5 ; 100 ) 

H o w e v e r M o b i u s w r o t e t h a t h e h a d c o n t a c t e d a m a t h e m a t i c i a n 

n a m e d D r o b i s c h w h o w a s a l s o a p h i l o s o p h e r a n d h o p e d t h a t h e 

w o u l d w r i t e a r e v i e w ( h e d i d n o t ) . M o b i u s w e n t o n t o r e c o m m e n d 

t h a t t h e b e s t p r o c e d u r e m i g h t b e f o r G r a s s m a n n h i m s e l f t o p u b l i s h 

a r e v i e w ( h e d i d ! ) . ( 5 ; 1 0 0 - 1 0 1 ) 

E n g e l r e c o r d e d a n i l l u m i n a t i n g e x c h a n g e o f l e t t e r s b e t w e e n 

E r n s t F r i e d r i c h A p e l t ( 1 8 1 2 - 1 8 5 9 ) , p r o f e s s o r o f p h i l o s o p h y a t 

J e n a , a n d M o b i u s . O n S e p t e m b e r 3 , 1 8 4 5 , A p e l t w r o t e t h e f o l l o w i n g 

t o M o b i u s : 

H a v e y o u r e a d G r a s s m a n n ' s s t r a n g e Ausdehnungslehre? I k n o w i t 

o n l y f r o m G r u n e r t ' s Archiv; i t s e e m s t o m e t h a t a f a l s e p h i l o s o p h y o f 

m a t h e m a t i c s l i e s a t i t s f o u n d a t i o n . T h e e s s e n t i a l c h a r a c t e r o f m a t h e -

m a t i c a l k n o w l e d g e , i t s i n t u i t i v e n e s s ( A n s c h a u l i c h k e i t ) , s e e m s t o h a v e 

b e e n e x p e l l e d f r o m t h e w o r k . S u c h a n a b s t r a c t t h e o r y o f e x t e n s i o n a s h e 

s e e k s c o u l d o n l y b e d e v e l o p e d f r o m c o n c e p t s . B u t t h e s o u r c e o f m a t h e -

m a t i c a l k n o w l e d g e l i e s n o t i n c o n c e p t s b u t i n i n t u i t i o n . ( 5 ; 1 0 1 ) 

M o b i u s i n a l e t t e r d a t e d J a n u a r y 5 , 1 8 4 6 , r e s p o n d e d : 

Y o u a s k m e w h e t h e r I h a v e r e a d G r a s s m a n n ' s Ausdehnungslehre. T o 

t h i s I a n s w e r e d t h a t G r a s s m a n n h i m s e l f p r e s e n t e d m e w i t h a c o p y a n d 

t h a t I h a v e o n n u m e r o u s o c c a s i o n s a t t e m p t e d t o s t u d y i t b u t h a v e n e v e r 

g o n e b e y o n d t h e f i r s t s h e e t s , s i n c e , a s y o u m e n t i o n e d , i n t u i t i v e n e s s 

( A n s c h a u l i c h k e i t ) , t h e e s s e n t i a l c h a r a c t e r o f m a t h e m a t i c a l t h o u g h t , i s n o t 

t o b e f o u n d i n t h e w o r k . H o w e v e r I h a v e b e e n f o r c i n g m y s e l f t h r o u g h t h e 

w o r k b y s k i m m i n g i t o n n u m e r o u s o c c a s i o n s i n r e g a r d t o e x t e n s i o n o r 

g e n e r a l i t y a s y o u w o u l d p r e f e r t o c a l l i t . F r o m t h i s I h a v e c o m e t o f e e l 

t h a t i t c a n b e i n f l u e n t i a l i n a g o o d w a y f o r m a t h e m a t i c s , e s p e c i a l l y i n 

r e g a r d t o t h e s y s t e m a t i c p r e s e n t a t i o n o f i t s e l e m e n t s . T o t h i s b e l o n g s 

t h e a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n o f l i n e s w h e n t h e s e a r e c o n s i d e r e d n o t o n l y 

i n r e l a t i o n t o t h e i r l e n g t h b u t a l s o t h e i r d i r e c t i o n . ( 5 ; 1 0 1 ) 

P a r t l y o n t h e b a s i s o f t h e a b o v e l e t t e r s a n d o n t h e t r a n s l a t i o n o f 

" A n s c h a u l i c h k e i t " a s i n t u i t i v e n e s s E r n e s t N a g e l s u g g e s t e d t h a t a 

m a j o r r e a s o n f o r t h e p o o r r e c e p t i o n o f G r a s s m a n n ' s w o r k w a s t h a t 

" t h e c o n t e m p o r a r y s c e n e w a s d o m i n a t e d b y K a n t i a n v i e w s o n t h e 

i n d i s p e n s a b i l i t y o f i n t u i t i o n f o r m a t h e m a t i c s . . . . " 5 4 

T o N a g e l ' s v i e w s m a y b e a d d e d t h e o p i n i o n s o f A . E . H e a t h . 

W r i t i n g i n 1 9 1 7 , H e a t h a r g u e d t h a t a m a j o r r e a s o n f o r t h e p o o r r e -

c e p t i o n w a s t h e p h i l o s o p h i c a l n a t u r e o f t h e b o o k , a c o n d i t i o n c o m -

p o u n d e d b y a r e a c t i o n a g a i n s t a p h i l o s o p h i c a l f o r m o f p r e s e n t a t i o n 

t h a t h a d s e t i n a m o n g m a t h e m a t i c i a n s a s a r e s u l t o f " t h e e x a g g e r a -

t i o n s o f t h e m e t a p h y s i c a l u n i f i c a t i o n o f k n o w l e d g e i n t h e s c h o o l s o f 

S c h e l l i n g a n d H e g e l . " 5 5 I n a n y c a s e G r a s s m a n n ' s b o o k p r o v o k e d 
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t h e f o l l o w i n g c o m m e n t f r o m H e i n r i c h R i c h a r d B a l t z e r , t o w h o m 

M o b i u s h a d r e c o m m e n d e d t h e b o o k : " i t i s n o t n o w p o s s i b l e f o r m e 

t o e n t e r i n t o t h o s e t h o u g h t s ; I b e c o m e d i z z y a n d s e e s k y - b l u e b e -

f o r e m y e y e s w h e n I r e a d t h e m . " ( 5 ; 1 0 2 ) M o b i u s w r o t e b a c k t o 

B a l t z e r : " I f , a s y o u w r i t e m e , y o u h a v e n o t r e l i s h e d G r a s s m a n n ' s 

Ausdehnungslehre, I r e p l y t h a t I h a v e t h e s a m e e x p e r i e n c e . I l i k e -

w i s e h a v e m a n a g e d t o g e t t h r o u g h n o m o r e t h a n t h e f i r s t t w o s h e e t s 

( B o g e n ) o f h i s b o o k . " ( 5 ; 1 0 2 ) 

G r a s s m a n n h a d s e n t a c o p y o f t h e w o r k t o J o h a n n A u g u s t G r u n e r t , 

f o u n d e r a n d e d i t o r o f t h e Archiv der Mathematik und Physik. 

G r u n e r t e n c o u n t e r e d s e r i o u s d i f f i c u l t i e s i n r e a d i n g t h e w o r k a n d 

r e q u e s t e d G r a s s m a n n t o w r i t e a r e v i e w o f h i s b o o k f o r p u b l i c a t i o n 

i n t h e Archiv a n d t o g i v e s o m e s i m p l e e x a m p l e s . ( 5 ; 1 0 2 - 1 0 3 ) T h i s 

G r a s s m a n n d i d , a n d i n 1 8 4 5 h i s " K u r z e U b e r s i c h t u b e r d a s W e s e n 

d e r A u s d e h n u n g s l e h r e " a p p e a r e d . 5 6 G r a s s m a n n ' s s u m m a r y o f h i s 

b o o k w a s n e i t h e r c o m p l e t e l y r e p r e s e n t a t i v e n o r a m a j o r a i d t o 

u n d e r s t a n d i n g t h e w o r k . I t w a s h o w e v e r , a s G r a s s m a n n h i m s e l f 

s t a t e d , t h e o n l y r e v i e w o f h i s b o o k t h a t w a s p u b l i s h e d . (4 ,1 ,11 ; 3 ) 

G r a s s m a n n ' s o t h e r p u b l i c a t i o n o f 1 8 4 5 , h i s " N e u e T h e o r i e d e r 

E l e k t r o d y n a m i k , " 5 7 c o n t a i n e d a n i m p o r t a n t e l e c t r i c a l d i s c o v e r y 

f o u n d t h r o u g h h i s n e w s y s t e m o f m a t h e m a t i c s . T h i s p a p e r s h a r e d 

t h e f a t e o f h i s Ausdehnungslehre; t h e s i g n i f i c a n c e o f G r a s s m a n n ' s 

d i s c o v e r y w a s o n l y r e a l i z e d a f t e r C l a u s i u s i n t h e 1 8 7 0 ' s p u b l i s h e d 

t h e s a m e r e s u l t , w i t h o u t o f c o u r s e k n o w i n g o f G r a s s m a n n ' s e a r l i e r 

d i s c o v e r y . ( 5 ; 1 0 4 - 1 0 5 ) 

T h e o n l y r e c o g n i t i o n t h a t G r a s s m a n n r e c e i v e d a t t h i s t i m e f o r h i s 

m a t h e m a t i c a l i n v e s t i g a t i o n s c a m e i n r e g a r d t o a p a p e r e n t i t l e d 

" D i e G e o m e t r i s c h e A n a l y s e . " M o b i u s h a d w r i t t e n G r a s s m a n n o n 

F e b r u a r y 2 , 1 8 4 5 , t o n o t i f y h i m o f a n 1 8 4 4 a n n o u n c e m e n t o f t h e 

J a b l o n o w s k i s c h e n G e s e l l s c h a f t d e r W i s s e n s c h a f t o f f e r i n g a p r i z e 

f o r t h e c r e a t i o n o f a s y s t e m s i m i l a r t o ( o r f o r t h e e x t e n s i o n o f ) t h e 

s y s t e m s k e t c h e d b y L e i b n i z i n h i s l e t t e r t o H u y g e n s o f 1 6 7 9 , 

p u b l i s h e d f o r t h e f i r s t t i m e i n 1 8 3 3 . ( 5 ; 1 0 9 ) M o b i u s ' l e t t e r p u t 

G r a s s m a n n i n t h e r a t h e r d e l i g h t f u l p o s i t i o n o f b e i n g a w a r e o f a 

p r i z e o f f e r e d f o r t h e c o m p l e t i o n o f a t a s k j u d g e d s i g n i f i c a n t b y a 

s c i e n t i f i c g r o u p , w h i c h t a s k G r a s s m a n n h a d a l r e a d y a c c o m p l i s h e d . 

G r a s s m a n n t h u s c a m e t o w r i t e h i s Die Geometrische Analyse 

gekniipft und die von Leibnitz erfundene geometrische Charak-

teristik. T h e J a b l o n o w s k i s c h e G e s e l l s c h a f t i n 1 8 4 6 a w a r d e d t h e 

p r i z e t o G r a s s m a n n ' s w o r k 5 8 a n d p u b l i s h e d i t i n 1 8 4 7 w i t h a n 

a p p e n d i x b y M o b i u s . 5 9 T h e w o r k d o e s n o t d e m a n d d e t a i l e d a n a l y -

s i s ; i t m a y b e n o t e d t h a t G r a s s m a n n i n c l u d e d a t h o r o u g h t r e a t m e n t 

o f h i s i n n e r p r o d u c t ( t h e m o d e r n d o t p r o d u c t ) , w h i c h h e h a d 
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n e g l e c t e d t o d o i n h i s Ausdehnungslehre o f 1 8 4 4 . T h o u g h t h i s 

p a p e r h a d m a j o r d e f e c t s i n p r e s e n t a t i o n , i t w a s m o r e r e a d a b l e t h a n 

h i s Ausdehnungslehre; i t s f a t e h o w e v e r w a s t h e s a m e : c o l o s s a l 

n e g l e c t . ( 5 ; 1 1 1 - 1 1 8 ) 

I n 1 8 4 7 G r a s s m a n n a t t e m p t e d t o s e c u r e a u n i v e r s i t y p o s i t i o n . H e 

w r o t e t o E i c h h o r n , t h e P r u s s i a n m i n i s t e r f o r c u l t u r e , a n d i n c l u d e d 

w i t h h i s l e t t e r c o p i e s o f h i s p r i n c i p a l m a t h e m a t i c a l w r i t i n g s . 

E i c h h o r n a s k e d t h e n o t e d m a t h e m a t i c i a n E r n s t E d u a r d K u m m e r t o 

r e p o r t o n t h e s i g n i f i c a n c e o f G r a s s m a n n ' s m a t h e m a t i c a l w o r k s . I n 

K u m m e r ' s r e p o r t s c a n t p r a i s e w a s m i x e d w i t h r e p e a t e d s t a t e m e n t s 

a b o u t G r a s s m a n n ' s l a c k o f c l a r i t y . P r o b a b l y a m a j o r c a u s e o f 

K u m m e r ' s n e g a t i v e j u d g m e n t w a s t h a t K u m m e r h a d t h e w o r k s f o r 

l e s s t h a n a m o n t h . I n a n y c a s e K u m m e r j o i n e d t h e r a n k s o f G a u s s 

a n d o t h e r s a s g r e a t m a t h e m a t i c i a n s w h o f a i l e d t o a p p r e c i a t e t h e 

g r e a t n e s s o f G r a s s m a n n ' s a c h i e v e m e n t . T h u s n o p r o f e s s o r s h i p w a s 

o f f e r e d , n o r i n f a c t w a s o n e e v e r o f f e r e d t o G r a s s m a n n . ( 5 ; 1 2 3 - 1 3 0 ) 

T h r e e m a t h e m a t i c i a n s o f t h i s p e r i o d w e r e f o r c e d , a s i t w e r e , t o 

t a k e n o t i c e o f G r a s s m a n n ' s w o r k b e c a u s e o f p r i o r i t y q u e s t i o n s ; 

t h e y w e r e A d h e m a r B a r r e , C o m t e d e S a i n t - V e n a n t ( 1 7 9 7 - 1 8 8 6 ) , 

A u g u s t i n C a u c h y ( 1 7 8 9 - 1 8 5 7 ) , a n d S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n . 

S a i n t - V e n a n t w a s a F r e n c h e n g i n e e r , n o t e d f o r h i s r e s e a r c h e s i n 

e l a s t i c i t y , w h o i n 1 8 4 5 p u b l i s h e d a p a p e r e n t i t l e d " M e m o i r e s u r l e s 

s o m m e s e t l e s d i f f e r e n c e s g e o m e t r i q u e s , e t s u r l e u r u s a g e p o u r 

s i m p l i f i e r l a M e c a n i q u e . " 7 T h i s p a p e r c o n t a i n e d m a t h e m a t i c a l 

i d e a s s i m i l a r o r i d e n t i c a l t o s o m e i d e a s f u n d a m e n t a l t o t h e 

G r a s s m a n n i a n s y s t e m a n d t o m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . S a i n t - V e n a n t 

b e g a n h i s p a p e r b y s t a t i n g : " I c a l l t h e g e o m e t r i c a l s u m o f a n y 

n u m b e r w h a t e v e r o f l i n e s a , b , c , . . . g i v e n i n m a g n i t u d e , d i r e c -

t i o n , a n d s e n s e a l i n e w h i c h i s e q u a l a n d p a r a l l e l t o t h e l a s t s i d e o f 

a p o l y g o n o f w h i c h t h e o t h e r s i d e s a r e a , b , c , . . . p l a c e d e n d t o 

e n d , e a c h i n i t s p r o p e r s e n s e . I f I i s t h e l a s t s i d e , t h e n I w r i t e 

I = a + b + c . . . . " ( 7 ; 6 2 0 ) S a i n t - V e n a n t t h e n p r o c e e d e d to d e f i n e 

t h e " d i f f e r e n c e g e o m e t r i q u e , " o r v e c t o r s u b t r a c t i o n ; t h e " d i f -

f e r e n t i e l l e g e o m e t r i q u e " ; a n d t h e " c o e f f i c i e n t s d i f f e r e n t i e l s 

g e o m e t r i q u e s . " ( 7 ; 6 2 0 ) T h i s w a s f o l l o w e d b y a d e f i n i t i o n o f t h e 

s u m o f p l a n e a r e a s a n d o f t h e " p r o d u i t g e o m e t r i q u e . " 

I c a l l t h e geometrical product ( o f a l i n e b m u l t i p l i e d by a l i n e a , 

d e s i g n a t e d a b ) t h e a r e a o b t a i n e d , b o t h i n m a g n i t u d e a n d d i r e c t i o n , i n 

f o r m i n g a p a r a l l e l o g r a m f r o m t h o s e t w o l i n e s d r a w n f r o m t h e s a m e p o i n t . 

T h e p o s i t i v e f a c e i s t h a t o n w h i c h a i s o n t h e l e f t a n d b i s o n t h e r i g h t . 

T h u s a a — 0 a n d b a = —a b. 

I c a l l t h e geometrical product o f a n a r e a m u l t i p l i e d b y a l i n e t h e 

v o l u m e o f t h e p a r a l l e l e p i p e d ( o r t h e o b l i q u e p r i s m ) h a v i n g t h e a r e a f o r a 

b a s e a n d t h e s i d e s e q u a l a n d p a r a l l e l t o t h e g i v e n l i n e . T h e v o l u m e i s 

8 1 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

c o n s i d e r e d n e g a t i v e w h e n t h e s i d e s a r e o n t h e n e g a t i v e s i d e o f t h e b a s e . 

a b c w i l l d e s i g n a t e t h e p r o d u c t o f t h e a r e a b c m u l t i p l i e d by t h e l i n e a . 

( 7 ; 6 2 1 ) 

T h u s S a i n t - V e n a n t h a d d i s c o v e r e d v e c t o r i a l a d d i t i o n , s u b t r a c -

t i o n , d i f f e r e n t i a t i o n , a n d a l s o a m u l t i p l i c a t i o n s i m i l a r t o t h e m o d e r n 

c r o s s p r o d u c t , t h e m a j o r d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e m b e i n g t h a t S a i n t -

V e n a n t ' s p r o d u c t w a s , l i k e G r a s s m a n n ' s , n o t a n o t h e r v e c t o r , b u t a 

s p a t i a l l y o r i e n t e d a r e a . S a i n t - V e n a n t t h e n s t a t e d t h a t g e o m e t r i c 

e q u a t i o n s c a n b e a d d e d , s u b t r a c t e d , a n d m u l t i p l i e d a n d m a d e v e r y 

b r i e f m e n t i o n o f t h e p o s s i b i l i t y o f i n t e g r a t i o n a n d d i v i s i o n f o r 

v e c t o r s . ( 7 ; 6 2 1 ) T h e i d e a s m e n t i o n e d t o t h i s p o i n t w e r e t r e a t e d i n 

t w o p a g e s b y S a i n t - V e n a n t ; t h u s h i s p a p e r i s b e s t s e e n a s a s k e t c h o f 

t h e f u n d a m e n t a l s o f a v e c t o r a n a l y s i s . T h e f i n a l t h r e e a n d o n e - h a l f 

p a g e s o f t h e p a p e r s u g g e s t e d h o w h i s i d e a s c o u l d b e a p p l i e d t o 

m e c h a n i c s . 

T h o u g h n e i t h e r S a i n t - V e n a n t ' s p a p e r n o r h i s l e t t e r s t o G r a s s -

m a n n ( t h o s e p u b l i s h e d b y E n g e l ) a l l o w u s t o a n s w e r t h e i n t e r e s t i n g 

q u e s t i o n a s t o w h a t m o t i v a t e d S a i n t - V e n a n t t o h i s c r e a t i o n , o n e 

l e t t e r d o e s c o n t a i n i n f o r m a t i o n c o n c e r n i n g w h e n S a i n t - V e n a n t b e -

g a n t o w o r k o u t h i s i d e a s . I n a l e t t e r o f J u l y 1 7 , 1 8 4 7 , w r i t t e n i n 

r e s p o n s e t o a l e t t e r ( q u o t e d e a r l i e r ) i n w h i c h G r a s s m a n n s t a t e d 

t h a t h i s i n i t i a l i d e a s c a m e i n 1 8 3 2 , S a i n t - V e n a n t c o m m e n t e d : " I t 

w a s t h u s a r o u n d 1 8 3 2 t h a t I f i r s t c a m e t o t h e i d e a o f e x t e n d i n g t h e 

u s e o f a l g e b r a i c s i g n s t o t h o s e g e o m e t r i c a l o p e r a t i o n s w h i c h a r e 

p e r f o r m e d o n l i n e s a n d a r e a s i n m e c h a n i c s , b u t I p u b l i s h e d n o t h i n g 

u n t i l 1 8 4 5 . " ( 5 ; 1 2 2 ) A l t h o u g h t h e q u e s t i o n o f t h e s o u r c e s o f i d e a s 

a n d m o t i v a t i o n f o r S a i n t - V e n a n t m a y n o t b e a n s w e r e d d e f i n i t i v e l y , 

s o m e i n d i c a t i o n a s t o t h e p o s s i b l e s o u r c e s m a y b e g i v e n . I t i s v e r y 

i m p r o b a b l e t h a t h e w a s s t i m u l a t e d b y t h e w o r k o f M o b i u s o r o f 

G r a s s m a n n ' s f a t h e r , s i n c e S a i n t - V e n a n t h a d g r e a t d i f f i c u l t y i n r e a d -

i n g G e r m a n . 6 0 S i n c e t h e w r i t i n g s o f A r g a n d , S e r v o i s , B u e e , M o u r e y , 

W a r r e n , a n d G a u s s o n t h e g e o m e t r i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x 

n u m b e r s w e r e a l l p u b l i s h e d b e f o r e 1 8 3 2 a n d w e r e w r i t t e n i n 

l a n g u a g e s t o w h i c h p r e s u m a b l y S a i n t - V e n a n t h a d a c c e s s , i t i s 

p o s s i b l e , b u t d i r e c t e v i d e n c e i s l a c k i n g , t h a t S a i n t - V e n a n t w a s 

s t i m u l a t e d b y o n e o r m o r e o f t h e s e m e n . 6 1 S a i n t - V e n a n t ' s i n f l u e n c e 

o n l a t e r w r i t e r s w a s a t m o s t v e r y s m a l l . 6 2 

G r a s s m a n n h a d h e a r d o f S a i n t - V e n a n t ' s p a p e r b y 1 8 4 7 , a n d o n 

A p r i l 1 8 , 1 8 4 7 , G r a s s m a n n w r o t e t o A u g u s t i n C a u c h y a n d e n c l o s e d 

a l e t t e r f o r S a i n t - V e n a n t w h o s e a d d r e s s h e d i d n o t k n o w . S i m u l -

t a n e o u s l y G r a s s m a n n m a i l e d t o C a u c h y t w o c o p i e s o f h i s Aus-

dehnungslehre a n d r e q u e s t e d C a u c h y t o g i v e t h e l e t t e r a n d o n e 

c o p y o f t h e b o o k t o S a i n t - V e n a n t . ( 5 ; 1 2 0 - 1 2 1 ) T h e p a r t o f G r a s s -
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m a n n ' s l e t t e r w h i c h c o n t a i n e d s t a t e m e n t s c o n c e r n i n g t h e h i s t o r y o f 

h i s d i s c o v e r i e s h a s a l r e a d y b e e n q u o t e d ; t h e r e m a i n d e r i n c l u d e d a 

s t a t e m e n t o f p r i o r i t y a n d a d i s c u s s i o n o f s o m e m a t e r i a l s n o t f u l l y 

d e v e l o p e d i n h i s Ausdehnungslehre ( i n p a r t i c u l a r , t h e l i n e a r o r 

i n n e r p r o d u c t ) . 

O n J u l y 1 7 , 1 8 4 7 , S a i n t - V e n a n t w r o t e t o G r a s s m a n n t h a t h e h a d 

r e c e i v e d t h e l e t t e r b u t n o t t h e b o o k ; h e r e q u e s t e d G r a s s m a n n t o 

s e n d h i m t h e b o o k . ( 5 ; 1 2 2 ) G r a s s m a n n a s s u m e d t h a t C a u c h y h a d 

b e e n d e l a y e d i n g i v i n g t h e b o o k t o S a i n t - V e n a n t , a n d o n J a n u a r y 

2 7 , 1 8 4 8 , h e w r o t e t o S a i n t - V e n a n t a n d s e n t h i m a c o p y o f h i s " D i e 

G e o m e t r i s c h e A n a l y s e , " a l o n g w i t h a n o t h e r p a p e r . G r a s s m a n n d i d 

n o t s e n d h i s Ausdehnungslehre n o r d i d C a u c h y g i v e S a i n t - V e n a n t 

t h e c o p y s e n t t o h i m f o r S a i n t - V e n a n t . S a i n t - V e n a n t r e a d G r a s s -

m a n n ' s " D i e G e o m e t r i s c h e A n a l y s e " b u t d i d n o t c o r r e s p o n d f u r -

t h e r w i t h G r a s s m a n n a t t h i s t i m e . ( 5 ; 1 2 2 ) 

I n 1 8 5 3 a n o t h e r p r i o r i t y q u e s t i o n w a s r a i s e d b y a p u b l i c a t i o n o f 

t h a t y e a r i n t h e Comptes rendus, a u t h o r e d b y A u g u s t i n C a u c h y , a n d 

e n t i t l e d " S u r l e s c l e f s a l g e b r i q u e s . " 6 3 C a u c h y ' s p a p e r o n h i s 

" c l e f s a l g e b r i q u e s " o r a l g e b r a i c k e y s w a s p r i m a r i l y d i r e c t e d 

t o w a r d p r o v i d i n g m e t h o d s f o r d e a l i n g w i t h a l g e b r a i c p r o b l e m s , i n 

g e n e r a l , t h e f i n d i n g o f u n k n o w n s i n e q u a t i o n s . A v e r y s i m p l e e x -

a m p l e w i l l i l l u s t r a t e b o t h h i s m e t h o d a n d i t s r e l e v a n c e . G i v e n t h e 

e q u a t i o n s x + 3y = 11 a n d Ax + 2y = 1 4 , we m a y i n t r o d u c e t w o 

a l g e b r a i c k e y s , i a n d j , w h i c h b e h a v e s o t h a t i • i = j • j = 0 a n d 

i - j = — j - i . W e t h e n m u l t i p l y e a c h e q u a t i o n b y o n e k e y a n d o b t a i n 

x i + 3 y i = 1 1 i a n d 4 x j + 2 y j = 1 4 j . I f w e n o w a d d t h e s e e q u a t i o n s , 

w e o b t a i n a n e q u a t i o n o f t h e f o r m A x + B y = K , w h e r e A = i + 4 j , 

B = 3 i + 2 j , a n d K = l l i + 1 4 j . F r o m t h i s w e o b t a i n t h e e q u a t i o n 

(Ax + By)B = K(B). S i n c e A , B , a n d K o b e y t h e s a m e m u l t i p l i c a t i o n 

l a w s a s i a n d j , t h e a b o v e e q u a t i o n b e c o m e s ABx = KB, w h i c h c a n 

KB 
b e t r a n s f o r m e d i n t o x = T h u s w e o b t a i n 

AB 

= ( l l i + 1 4 ; ) ( 3 t + 2jy) = ( 2 2 i j + 4 2 \ j i ) = - 2 0 i j = 

(» + 4 j ) ( 3 < + 2 j ) 2ij + 1 2 j i - 1 0 » j 

T h e s i g n i f i c a n c e o f t h i s i s t h a t C a u c h y ' s k e y s a r e a l g e b r a i c a l l y 

e q u i v a l e n t t o G r a s s m a n n ' s e x t e n s i v e m a g n i t u d e s i n r e g a r d t o t h e 

l a t t e r ' s o u t e r m u l t i p l i c a t i o n . M o r e o v e r G r a s s m a n n d e v e l o p e d i n h i s 

Ausdehnungslehre n e a r l y i d e n t i c a l a l g e b r a i c m e t h o d s . 6 5 

G r a s s m a n n p r o b a b l y f i r s t l e a r n e d o f C a u c h y ' s p u b l i c a t i o n s i n t h e 

f o l l o w i n g w a y . B a l t z e r o n J u n e 1 4 , 1 8 5 3 , w r o t e t o M o b i u s c o n c e r n -

i n g t h e i d e n t i t y o f C a u c h y ' s m e t h o d s w i t h t h o s e o f G r a s s m a n n . 

M o b i u s t h e n w r o t e t o G r a s s m a n n o n S e p t e m b e r 2 , 1 8 5 3 , t o i n f o r m 
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h i m o f C a u c h y ' s p u b l i c a t i o n a n d t o s u g g e s t t h a t G r a s s m a n n m a k e a 

c l a i m f o r p r i o r i t y . ( 5 ; 1 7 2 - 1 7 5 ) A t t h e s a m e t i m e M o b i u s i n f o r m e d 

G r a s s m a n n ( 5 ; 1 7 2 ) o f a p a p e r o f 1 8 5 3 b y S a i n t - V e n a n t e n t i t l e d 

" D e I n t e r p r e t a t i o n g e o m e t r i q u e d e s c l e f s a l g e b r i q u e s e t d e s 

d e t e r m i n a n t s / ' 6 6 T h e a i m o f S a i n t - V e n a n t ' s p a p e r w a s t o s h o w h o w 

C a u c h y ' s k e y s c o u l d b e i n t e r p r e t e d g e o m e t r i c a l l y a n d , i n d o i n g 

t h i s , t o s h o w t h e m a t h e m a t i c a l r e l a t i o n s h i p o f C a u c h y ' s i d e a s t o 

t h o s e S a i n t - V e n a n t h a d p r e s e n t e d i n h i s p a p e r o f 1 8 4 5 . S a i n t -

V e n a n t m a d e n o p r i o r i t y c l a i m f o r h i m s e l f o r f o r G r a s s m a n n , 

t h o u g h h e m e n t i o n e d G r a s s m a n n ' s l i n e a r o r i n n e r p r o d u c t i n a 

f o o t n o t e . 

O n F e b r u a r y 1 9 , 1 8 5 4 , G r a s s m a n n w r o t e t o M o b i u s t h a t i l l n e s s 

h a d d e l a y e d h i m i n s e e i n g C a u c h y ' s p a p e r s , b u t t h a t h e h a d f i n a l l y 

m a n a g e d t o t r a v e l f r o m S t e t t i n t o B e r l i n t o r e a d t h e m . G r a s s m a n n 

h a d d e c i d e d t o c l a i m p r i o r i t y t h r o u g h a l e t t e r t o t h e F r e n c h A c a d -

e m y a n d t h r o u g h a p u b l i c a t i o n i n C r e l l e ' s Journal. ( 5 ; 1 7 6 - 1 8 2 ) H i s 

l e t t e r t o t h e F r e n c h A c a d e m y w a s r e a d o n A p r i l 1 7 , 1 8 5 4 , a n d s t i m u -

l a t e d t h e A c a d e m y t o f o r m a c o m m i t t e e t o i n v e s t i g a t e t h e p r i o r i t y 

q u e s t i o n . T h e c o m m i t t e e w a s c o m p o s e d o f L a m e , B i n e t , a n d 

C a u c h y ( ! ) ; n o d e c i s i o n w a s h a n d e d d o w n b y t h e c o m m i t t e e , p e r -

h a p s b e c a u s e o f C a u c h y ' s d e a t h i n M a y , 1 8 5 7 . ( 5 ; 1 9 8 ) G r a s s m a n n ' s 

p a p e r f o r C r e l l e ' s Journal a p p e a r e d i n 1 8 5 5 u n d e r t h e t i t l e " S u r 

l e s d i f f e r e n t s g e n r e s d e m u l t i p l i c a t i o n . " 6 7 H e r e i n G r a s s m a n n 

c l a i m e d p r i o r i t y o v e r C a u c h y a n d S a i n t - V e n a n t a n d p u b l i s h e d s o m e 

n e w r e s u l t s , i n p a r t i c u l a r t h e d e f i n i t i o n o f s i x t e e n d i f f e r e n t k i n d s 

o f m u l t i p l i c a t i o n . 

O n D e c e m b e r 1 6 , 1 8 5 6 , S a i n t - V e n a n t ( p r o b a b l y a t C a u c h y ' s r e -

q u e s t ) w r o t e t o G r a s s m a n n t h a t h e h a d n e v e r r e c e i v e d t h e c o p y o f 

t h e Ausdehnungslehre a n d h a d b e e n u n a b l e t o f i n d a c o p y . H e e x -

p l a i n e d t h a t t h i s f a c t w a s t h e c a u s e o f h i s s l i g h t i n g G r a s s m a n n i n 

h i s p a p e r o f 1 8 5 3 , a n d h e r e q u e s t e d G r a s s m a n n t o i n f o r m h i m a s t o 

h o w a c o p y o f t h e Ausdehnungslehre m i g h t b e o b t a i n e d . ( 5 ; 1 9 9 -

2 0 0 ) G r a s s m a n n r e p l i e d i n a l e t t e r o f M a r c h 2 8 , 1 8 5 7 , a l e t t e r t h a t 

i s t y p i c a l o f G r a s s m a n n ' s p a t i e n c e a n d g o o d n a t u r e . G r a s s m a n n 

s t a t e d t h a t h i s b o o k w a s i n t h e l i b r a r y o f t h e F r e n c h I n s t i t u t e , b u t 

w r o n g l y c l a s s i f i e d ; t h a t h e h a d b e l i e v e d C a u c h y h a d p a s s e d o n t h e 

c o p y o f t h e Ausdehnungslehre t o S a i n t - V e n a n t , s o t h a t a n o t h e r 

c o p y h a d n o t b e e n s e n t d i r e c t l y t o h i m ; a n d t h a t h e w a s s e n d i n g t o 

S a i n t - V e n a n t a c o p y o f h i s b o o k a n d o f a p a p e r a n d w a s t r a n s l a t i n g 

p a r t s o f b o t h s o t h a t S a i n t - V e n a n t c o u l d r e a d t h e m m o r e e a s i l y . H e 

a l s o a s k e d S a i n t - V e n a n t t o p a s s o n t h e l e t t e r t o C a u c h y a n d t o t e l l 

C a u c h y o f h i s h i g h r e s p e c t f o r h i m . T h e r e i s n o r e c o r d o f a r e p l y 

f r o m S a i n t - V e n a n t . ( 5 ; 2 0 0 - 2 0 1 ) 
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I n G r a s s m a n n ' s Ausdehnungslehre o f 1 8 6 2 h e s t a t e d i n r e g a r d t o 

C a u c h y : " I h a v e n o i n t e n t i o n o f a c c u s i n g t h e f a m o u s m a t h e m a t i c i a n 

o f p l a g i a r i s m . . . . " (4 ,1 ,11 ; 9 - 1 0 ) V i c t o r S c h l e g e l h o w e v e r i n 1 8 7 8 

e x p l i c i t l y a c c u s e d C a u c h y o f p l a g i a r i s m ( 6 ; 3 8 - 3 9 ) , t h o u g h i n a 

p u b l i c a t i o n o f 1 8 9 6 h e r e v e r s e d h i s j u d g m e n t . 6 8 F r i e d r i c h E n g e l 

b e l i e v e d t h a t S c h l e g e l w e n t t o o f a r i n h i s c h a r g e o f p l a g i a r i s m . 

E n g e l a r g u e d t h a t C a u c h y p r o b a b l y e i t h e r d i d n o t r e a d t h e 

Ausdehnungslehre o r d i d n o t r e m e m b e r i t s c o n t e n t s . E n g e l h o w -

e v e r s t r o n g l y c r i t i c i z e d C a u c h y f o r n o t a n s w e r i n g G r a s s m a n n ' s 

p r i o r i t y c l a i m . ( 5 ; 2 0 2 ) 

A n o t h e r a l t e r n a t i v e m a y h o w e v e r b e s u g g e s t e d . C a u c h y w a s w e l l 

a c q u a i n t e d w i t h S a i n t - V e n a n t ' s p a p e r o f 1 8 4 5 a n d u s e d r e s u l t s 

f r o m i t i n a p a p e r o f 1 8 4 9 e n t i t l e d " S u r l e s Q u a n t i t e s g e o m e t r i q u e s , 

e t s u r u n e m e t h o d e n o u v e l l e p o u r l a r e s o l u t i o n d e s e q u a t i o n s a l g e -

b r i q u e s d e d e g r e q u e l c o n q u e . " 6 9 M o r e o v e r t h i s p a p e r s h o w s t h a t 

C a u c h y h a d a g o o d k n o w l e d g e o f t h e w o r k o f A r g a n d , S e r v o i s , a n d 

B u e e o n c o m p l e x n u m b e r s ; a n d p a p e r s b y C a u c h y o f 1 8 5 3 m a k e 

c l e a r t h a t C a u c h y k n e w o f H a m i l t o n ' s a n d M o b i u s ' w o r k s . 7 0 T h u s 

i t c a n b e s u g g e s t e d t h a t C a u c h y w a s k n o w l e d g e a b l e i n r e l e v a n t 

w o r k s d o n e i n d e p e n d e n t l y o f G r a s s m a n n a n d t h a t t h e p r i o r i t y 

c h a r g e b r o u g h t b y G r a s s m a n n w a s a p p r o p r i a t e o n l y i n r e g a r d t o 

part o f t h e m e t h o d s p u b l i s h e d b y C a u c h y i n h i s p a p e r s o n h i s 

" c l e f s a l g e b r i q u e s . " I t w a s p e r f e c t l y p o s s i b l e f o r C a u c h y t o d r a w 

o n t h e s o u r c e s m e n t i o n e d a b o v e f o r h e l p i n c r e a t i n g h i s m e t h o d s . A 

r e s i d u u m o f o r i g i n a l i t y o f c o u r s e w o u l d r e m a i n , a n d i t i s i n r e g a r d 

t o t h a t r e s i d u u m t h a t a p r i o r i t y d i s p u t e w o u l d b e i n o r d e r . 

S a i n t - V e n a n t a n d C a u c h y w e r e n o t t h e o n l y m a t h e m a t i c i a n s w h o 

e n c o u n t e r e d G r a s s m a n n f i r m l y l o d g e d i n a d o m a i n t h a t t h e y h a d 

p r e v i o u s J y v i e w e d a s t h e i r o w n d i s c o v e r y ; g r e a t m u s t h a v e b e e n 

S i r W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n ' s s u r p r i s e w h e n i n s o m e u n r e c o r d e d 

w a y h e h e a r d o f t h e S t e t t i n s c h o o l m a s t e r a n d h i s Ausdehnungslehre 

o f 1 8 4 4 . P r o c u r i n g a c o p y o f t h e b o o k , H a m i l t o n s e t t o r e a d i n g i t ; 

h i s i n t e r e s t i n g c o m m e n t s a r e p r e s e r v e d i n l e t t e r s , i n t h e m a r g i n s 

o f h i s c o p y o f G r a s s m a n n ' s b o o k , a n d i n t h e h i s t o r i c a l p r e f a c e t o h i s 

Lectures o n Quaternions. T h e l a t t e r c o m m e n t s , a s f a t e w o u l d h a v e 

i t , c o m p r i s e d ( w i t h t h e e x c e p t i o n o f M o b i u s ' c o m m e n t s ) t h e o n l y 

p u b l i s h e d d i s c u s s i o n o f G r a s s m a n n t h a t a p p e a r e d b e f o r e t h e 1 8 6 0 ' s . 

I t w a s i n l a t e 1 8 5 2 t h a t H a m i l t o n , w h o w a s t h e n p r e p a r i n g t h e 

h i s t o r i c a l p r e f a c e t o h i s Lectures, r e a d t h e Ausdehnungslehre. I n 

a l e t t e r o f O c t o b e r 2 6 , 1 8 5 2 , H a m i l t o n w r o t e t o D e M o r g a n : " a 

very o r i g i n a l w o r k . . . . w h i c h w o r k , i f a n y , t h e G e r m a n s , i f t h e y 

t h i n k m e w o r t h n o t i c i n g , w i l l p e r h a p s s e t u p i n r i v a l s h i p w i t h m i n e , 

b u t w h i c h I d i d n o t s e e t i l l l o n g a f t e r m y o w n v i e w s w e r e f o r m e d 
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a n d p u b l i s h e d . " ( 8 ; 4 2 4 ) H a m i l t o n c o n t i n u e d t o r e a d G r a s s m a n n ' s 

b o o k a n d o n J a n u a r y 3 1 , 1 8 5 3 , w r o t e t h e f o l l o w i n g t o D e M o r g a n : 

I h a v e r e c e n t l y b e e n reading ( a n d i t i s c u r i o u s t h a t s o m e t i m e s , w h e n 

o t h e r w i s e i n m e n t a l a c t i v i t y , I s e e m t o m y s e l f u n a b l e t o r e a d a p a g e , o r 

a l m o s t a s e n t e n c e o f G e r m a n ) m o r e t h a n a h u n d r e d p a g e s o f G r a s s m a n n ' s 

Ausdehnungslehre, w i t h g r e a t a d m i r a t i o n a n d i n t e r e s t . P r e v i o u s l y I h a d 

o n l y t h e m o s t s l i g h t a n d g e n e r a l k n o w l e d g e o f t h e b o o k , a n d t h o u g h t 

t h a t i t w o u l d r e q u i r e m e t o l e a r n t o smoke i n o r d e r t o r e a d i t . I f I c o u l d 

h o p e t o b e p u t i n r i v a l s h i p w i t h D e s C a r t e s o n t h e o n e h a n d , a n d w i t h 

G r a s s m a n n o n t h e o t h e r , m y s c i e n t i f i c a m b i t i o n w o u l d b e f u l f i l l e d ! B u t 

i t i s c u r i o u s t o s e e h o w n a r r o w l y , y e t h o w c o m p l e t e l y , G r a s s m a n f a i l e d 

t o h i t o f f t h e Q u a t e r n i o n s . H e p u b l i s h e d i n 1 8 4 4 , a l i t t l e l a t e r t h a n m y -

s e l f , b u t w i t h t h e m o s t o b v i o u s a n d p e r f e c t i n d e p e n d e n c e . (8 ; 4 4 1 ) 

H a m i l t o n ' s c o m m e n t s a s g i v e n i n a l e t t e r o f F e b r u a r y 2 , 1 8 5 3 , a r e 

I a m n o t q u i t e s o e n t h u s i a s t i c t o - d a y a b o u t G r a s s m a n n a s I w a s w h e n I 

l a s t w r o t e . B u t I h a v e r e a d t h r o u g h n e a r l y a l l o f w h a t I c o u l d p r o c u r e o f 

h i s w r i t i n g s , i n c l u d i n g a s u b s e q u e n t c o m m e n t a r y ( i n G e r m a n ) b y 

M o b i u s . G r a s s m a n n i s a g r e a t a n d m o s t G e r m a n g e n i u s ; h i s v i e w o f 

space i s a t l e a s t a s n e w a n d c o m p r e h e n s i v e a s m i n e o f time; b u t h e h a s 

n o t a n t i c i p a t e d , n o r a t t a i n e d t h e c o n c e p t i o n o f , t h e quaternions, e v e n s o 

n e a r l y a s I g u e s s e d h e m i g h t h a v e d o n e , f r o m a n o t i o n h a s t i l y t a k e n u p , 

o f w h a t m i g h t h a v e b e e n h i s m e a n i n g ( a n d w h a t i t was, I very d i m l y 

k n o w e v e n now), i n h i s d o c t r i n e o f " e i n g e w a n d t e m u l t i p l i k a t i o n . " I 

q u o t e f r o m m e m o r y . H i s outer p r o d u c t s ( a i i s s e r e ) I t h i n k t h a t I d o 

u n d e r s t a n d ; a n d t h a t i s s a y i n g s o m e t h i n g f o r a p e r s o n w h o has n o t 

l e a r n e d t o s m o k e . A n d e v e n h i s inner p r o d u c t s , p u b l i s h e d s u b s e q u e n t l y 

t o t h e outer o n e s ( i n 1 8 4 7 ) , I c a n s w a l l o w p r e t t y w e l l . I n f a c t , t h e 

" i n n e r p r o d u c t s " o f G r a s s m a n n h a v e m u c h a n a l o g y t o m y "scalar parts'' 

o f a q u a t e r n i o n , a n d h i s " o u t e r p r o d u c t s " t o m y " v e c t o r parts." I f t h e 

n o t i o n o f combining t h e m h a d o c c u r r e d t o h i m , h e might h a v e b e e n l e d 

t o t h e q u a t e r n i o n s ; b u t t h o s e h e s e e m s t o m e t o h a v e a l t o g e t h e r f a i l e d t o 

p e r c e i v e . Y e t I t h i n k t h a t m y o w n r e s e a r c h e s , o r s p e c u l a t i o n s , w o u l d 

h a v e a b e t t e r c h a n c e o f b e i n g appreciated i n t h e s e c o u n t r i e s , i f r e a d e r s 

h a d f i r s t b e e n p u t t h r o u g h a s u f f i c i e n t c o u r s e ( o r d o s e ) o f G r a s s m a n n . I 

m u s t s a y t h a t I s h o u l d n o t f e a r t h e c o m p a r i s o n . Y o u t o l e r a t e e g o t i s m i n 

c o r r e s p o n d e n c e . . . . ( 8 ; 4 4 2 ) 

D e M o r g a n h a d a s k e d H a m i l t o n a t o n e p o i n t i f G r a s s m a n n ' s 

C h r i s t i a n n a m e w a s N e b u c h a d n e z z a r . ( 8 ; 4 2 5 ) H a m i l t o n p i c k e d u p 

t h e j o k e a n d e m b e l l i s h e d i t i n h i s l e t t e r o f F e b r u a r y 9 , 1 8 5 3 : 

i f y o u h a v e a n y c u r i o s i t y t o k n o w a n y t h i n g o f t h e r e s u l t o f m y r e c e n t 

N e b u c h a d n e z z a r o l o g i c a l r e a d i n g ( m y d a u g h t e r l o o k i n g o v e r m y 

s h o u l d e r i s a m u s e d a t t h e f o l l y o f p h i l o s o p h e r s ) , i t w i l l b e q u i t e c o n -

s i s t e n t w i t h m y h u m o u r t o i n f o r m y o u . T o t h e p u b l i c I a m l i k e l y t o s a y 

b u t little a t p r e s e n t a b o u t G r a s s m a n n ; f o r I f i n d t h a t b e y o n d t h e r u l e f o r 

adding l i n e s , w h i c h h e s e e m s t o h a v e i n d e p e n d e n t l y w o r k e d o u t , 

w h e r e a s I t o o k i t f r o m W a r r e n , w e h a v e s c a r c e l y a r e s u l t i n c o m m o n , 

e x c e p t o n e t h i n g w h i c h i s ( i n m y v i e w ) i m p o r t a n t , n a m e l y , t h e i n t e r -
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p r e t a t i o n of B — A, w h e r e A a n d B d e n o t e points, as t h e directed line AB. 

H e c o m e s t o t h i s , i n h i s p a g e 1 3 9 o f t h e Ausdehnungslehre, a f t e r long 

p r e p a r a t i o n s , a n d o s t r i c h - s t o m a c h - n e e d i n g i r o n p r e v i o u s d o s e s . I , 

k n o w i n g n o t h i n g o f t h i s r e s u l t , a s i n a n y w a y a r r i v e d a t b y h i m , 

S T A R T E D w i t h t h e s a m e i n t e r p r e t a t i o n i n m y L e c t u r e s , i n 1 8 4 8 , h a v i n g 

p r i n t e d t h e s a m e c o n c e p t i o n s o m e y e a r s e a r l i e r , a n d h a v i n g b e e n 

f a m i l i a r w i t h i t (see P u r e T i m e ) f o r a long t i m e b e f o r e . ( 8 ; 4 4 4 ) 

H a m i l t o n ' s p u b l i s h e d s t a t e m e n t c o n c e r n i n g G r a s s m a n n g i v e n i n 

h i s Lectures o n Quaternions o f 1 8 5 3 i s a s f o l l o w s : 

I t i s p r o p e r t o s t a t e h e r e , t h a t a s p e c i e s o f non-commutative multiplica-

tion f o r i n c l i n e d l i n e s ( a i i s s e r e M u l t i p l i k a t i o n ) o c c u r s i n a v e r y o r i g i n a l 

a n d r e m a r k a b l e w o r k b y P r o f . H . G r a s s m a n n ( A u s d e h n u n g s l e h r e , 

L e i p z i g , 1 8 4 4 ) , w h i c h I d i d n o t m e e t w i t h t i l l a f t e r y e a r s h a d e l a p s e d 

f r o m t h e i n v e n t i o n a n d c o m m u n i c a t i o n o f t h e q u a t e r n i o n s : i n w h i c h 

w o r k I h a v e a l s o n o t i c e d ( w h e n t o o l a t e t o a c k n o w l e d g e i t e l s e w h e r e ) 

a n e m p l o y m e n t o f t h e s y m b o l — a , t o d e n o t e t h e directed line 

( S t r e c k e ) , d r a w n f r o m t h e p o i n t a t o t h e p o i n t ($. N o t w i t h s t a n d i n g 

t h e s e , a n d p e r h a p s s o m e o t h e r c o i n c i d e n c e s o f v i e w , P r o f . G r a s s m a n n ' s 

s y s t e m a n d m i n e a p p e a r t o b e p e r f e c t l y d i s t i n c t a n d i n d e p e n d e n t o f e a c h 

o t h e r , i n t h e i r c o n c e p t i o n s , m e t h o d s , a n d r e s u l t s . A t l e a s t , t h a t t h e p r o -

f o u n d a n d p h i l o s o p h i c a l a u t h o r o f t h e A u s d e h n u n g s l e h r e w a s n o t , a t t h e 

t i m e o f i t s p u b l i c a t i o n , i n p o s s e s s i o n o f t h e t h e o r y o f t h e quaternions, 

w h i c h h a d i n t h e p r e c e d i n g y e a r ( 1 8 4 3 ) b e e n a p p l i e d b y m e a s a s o r t o f 

o r g a n or calculus for spherical trigonometry, s e e m s c l e a r f r o m a p a s s a g e 

o f h i s P r e f a c e ( V o r r e d e , p . x i v . ) , i n w h i c h h e s t a t e s ( u n d e r d a t e o f J u n e 

2 8 t h , 1 8 4 4 ) , t h a t h e h a d n o t t h e n s u c c e e d e d i n extending the use o f 

imaginairies from the plane to space; a n d g e n e r a l l y u n s u r m o u n t e d 

d i f f i c u l t i e s h a d o p p o s e d t h e m s e l v e s t o h i s a t t e m p t s t o c o n s t r u c t , o n h i s 

p r i n c i p l e s , a t h e o r y o f angles i n space ( h i n g e g e n i s t e s n i c h t m e h r 

m o g l i c h , v e r m i t t e l s t d e s I m a g i n a r e n a u c h d i e G e s e t z e f u r d e n R a u m 

a b z u l e i t e n . A u c h s t e l l e n s i c h i i b e r h a u p t d e r B e t r a c h t u n g d e r W i n k e l i m 

R a u m e S c h w i e r i g k e i t e n e n t g e g e n , z u d e r e n a l l s e i t i g e r L o s u n g m i r 

n o c h n i c h t h i n r e i c h e n d e m u s s e g e w o r d e n i s t ) . 7 1 

F i n a l l y , a r e m a r k m a d e b y H a m i l t o n i n a l e t t e r t o J . T . G r a v e s o f 

S e p t e m b e r 3 0 , 1 8 5 6 , m a y b e c i t e d . A f t e r m e n t i o n i n g t h a t G r a s s -

m a n n ' s 1 8 5 5 a r t i c l e i n C r e l l e ' s j o u r n a l h a d s t i m u l a t e d h i m i n s o m e 

r e c e n t r e s e a r c h e s , H a m i l t o n s t a t e d t h a t G r a s s m a n n " w a s w e l l 

w o r t h y t o h a v e a n t i c i p a t e d m e i n t h e d i s c o v e r y o f t h e q u a t e r n i o n s ; 

a n d i t a p p e a r s t o m e a v e r y r e m a r k a b l e c i r c u m s t a n c e t h a t h e d i d 

n o t . " ( 8 ; 7 0 ) 

B y 1 8 6 0 o n e m a t h e m a t i c i a n o f t h e B r i t i s h I s l e s ( H a m i l t o n ) , o n e 

m a t h e m a t i c i a n o f t h e G e r m a n - s p e a k i n g c o u n t r i e s ( M o b i u s ) , a n d 

o n e F r e n c h m a t h e m a t i c i a n ( S a i n t - V e n a n t ) h a d c o m e t o a p p r e c i a t e 

t o s o m e e x t e n t G r a s s m a n n ' s w o r k . T w o o t h e r m a t h e m a t i c i a n s , b o t h 

o f I t a l y , c o m p l e t e t h i s s m a l l g r o u p . T h e s e t w o m e n w e r e L u i g i 

C r e m o n a a n d G i u s t o B e l l a v i t i s . 
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I n 1 8 6 0 L u i g i C r e m o n a p u b l i s h e d i n Nouvelle Annales d e 

mathematiques a n o t e c o n c e r n i n g t h e s o l u t i o n o f t w o p r o b l e m s t h a t 

h a d b e e n p r o p o s e d i n t h a t j o u r n a l . 7 2 A s p a r t o f t h i s n o t e C r e m o n a 

g a v e a b r i e f e x p o s i t i o n o f G r a s s m a n n ' s i d e a s , w h i c h w a s p r e f a c e d 

w i t h t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t s : 

" . . . I c a n n o t r e f r a i n f r o m m e n t i o n i n g a v e r y e x p e d i t i o u s a n d v e r y 

c u r i o u s m e t h o d , o f w h i c h t h e f i r s t i d e a s e e m s t o b e l o n g t o L e i b n i z , b u t 

w h i c h h a s b e e n t r u l y e s t a b l i s h e d b y G r a s s m a n n . E x c e p t f o r M o b i u s . . . 

a n d B e l l a v i t i s . . . I d o n o t k n o w o f a n y g e o m e t e r s w h o h a v e g i v e n 

G r a s s m a n n ' s r e s e a r c h e s t h e a t t e n t i o n w h i c h t h e y d e s e r v e . 

I w i l l h e r e r e p r o d u c e t h e p r i n c i p l e d e f i n i t i o n s a n d c o n v e n t i o n s o f t h i s 

i n g e n i o u s t h e o r y w h i c h t h e a u t h o r n a m e s geometrical analysis." 7 3 

A t a l a t e r t i m e C r e m o n a u s e d e v e n s t r o n g e r w o r d s i n p r a i s e o f 

G r a s s m a n n ( 5 ; 3 3 5 ) a n d i n c l u d e d s o m e o f G r a s s m a n n ' s i d e a s i n a t 

l e a s t o n e o f h i s b o o k s . 7 4 

G i u s t o B e l l a v i t i s c a m e i n t o c o n t a c t w i t h G r a s s m a n n d u r i n g t h e 

1 8 5 0 ' s ; t h e o c c a s i o n w a s a g e o m e t r i c a l p a p e r b y t h e l a t t e r w i t h 

w h i c h B e l l a v i t i s t o o k i s s u e . B e l l a v i t i s w e n t o n t o s t u d y t h e 

Ausdehnungslehre, a n d t h r o u g h l e t t e r s f r o m B e l l a v i t i s i n 1 8 6 0 a n d 

1 8 6 2 G r a s s m a n n l e a r n e d t h a t t h e I t a l i a n m a t h e m a t i c i a n w a s i m -

p r e s s e d b y t h e Ausdehnungslehre a n d i n t e n d e d t o a c q u a i n t h i s 

c o u n t r y m e n w i t h i t . ( 5 ; 1 0 6 - 1 0 7 ) 

W h e n o n e l o o k s b a c k o n t h e d e c a d e s b e f o r e 1 8 6 0 , a n u m b e r o f 

g e n e r a l i z a t i o n s e m e r g e . I t i s s t r i k i n g f i r s t o f a l l t h a t M o b i u s , 

B e l l a v i t i s , H a m i l t o n , G r a s s m a n n , S a i n t - V e n a n t , a n d C a u c h y s h o u l d 

i n d e p e n d e n t l y a r r i v e a t i d e a s t h a t w e r e i n m a n y c a s e s s i m i l a r . T h e 

m o t i v a t i o n b e h i n d t h e i r i n v e s t i g a t i o n s w a s i n n e a r l y e v e r y i n s t a n c e 

geometric, b u t t h e i r b r i l l i a n c e w a s p r i m a r i l y algebraic. T h o u g h 

H a m i l t o n ' s i d e a s h a d a l r e a d y o b t a i n e d m u c h a t t e n t i o n , G r a s s m a n n 

r e m a i n e d n e a r l y u n k n o w n . I n d e e d M o b i u s m e n t i o n e d i n a l e t t e r o f 

J u n e 9 , 1 8 5 3 , t h a t h e k n e w o f o n l y o n e m a t h e m a t i c i a n , B r e t -

s c h n e i d e r , w h o h a d r e a d G r a s s m a n n ' s b o o k c o m p l e t e l y t h r o u g h 

( 5 ; 1 6 3 n ) ; a n d a s G r a s s m a n n h i m s e l f m e n t i o n e d , t h e r e m a i n i n g 

c o p i e s o f t h e f i r s t Ausdehnungslehre w e r e u s e d a s w a s t e p a p e r . 

( 4 , 1 , 1 ; 1 8 ) T h e f a c t o r s t h a t c a u s e d t h i s n e g l e c t h a v e b e e n a m p l y 

d i s c u s s e d . 

F i n a l l y a s u m m a r y o f G r a s s m a n n ' s o t h e r a c t i v i t i e s i n t h i s p e r i o d 

w i l l f i l l o u t t h e p i c t u r e o f G r a s s m a n n a s a v e r y a c t i v e p e r s o n . F r o m 

1 8 4 4 t o 1 8 6 1 G r a s s m a n n p u b l i s h e d s e v e n t e e n s c i e n t i f i c p a p e r s , i n -

c l u d i n g i m p o r t a n t p a p e r s i n p h y s i c s , a n d a n u m b e r o f l a n g u a g e a n d 

m a t h e m a t i c s t e x t b o o k s . H e e d i t e d a p o l i t i c a l p a p e r f o r a t i m e a n d 

a l s o p u b l i s h e d m a t e r i a l s o n t h e e v a n g e l i z a t i o n o f C h i n a . 7 5 A l l t h i s 

w a s d o n e w h i l e h e t a u g h t a h e a v y l o a d a n d r a i s e d a f a m i l y , f o r 
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G r a s s m a n n h a d m a r r i e d i n 1 8 4 9 , a n d f r o m t h i s u n i o n e l e v e n 

c h i l d r e n c a m e . 

T h i s p e r i o d o f h i s l i f e w a s c o n c l u d e d w i t h t h e p u b l i c a t i o n o f h i s 

s e c o n d Ausdehnungslehre. 

V I I I . Grassmanns A u s d e h n u n g s l e h r e of 1862 and the Gradual, 

Limited Acceptance of His Work. 

O n O c t o b e r 3 1 , 1 8 6 1 , G r a s s m a n n , n o d o u b t w i t h h o p e s r u n n i n g 

h i g h , s e n t t o M o b i u s a c o p y o f t h e s e c o n d Ausdehnungslehre. 

E i g h t y e a r s e a r l i e r i n a l e t t e r t o t h e s a m e c o r r e s p o n d e n t G r a s s m a n n 

h a d s t a t e d h i s i n t e n t i o n o f p r e p a r i n g a n e w w o r k ; t h e r e i s e v i d e n c e 

t h a t b y 1 8 5 4 o r 1 8 5 5 h e h a d b e g u n w r i t i n g . ( 5 ; 2 2 3 ) T h e 3 0 0 c o p i e s 

o f t h e b o o k b o r e t h e d a t e 1 8 6 2 , w e r e p r i n t e d i n t h e s h o p o f G r a s s -

m a n n ' s b r o t h e r , a n d w e r e p a i d f o r b y t h e a u t h o r . ( 5 ; 2 2 3 ) I t s t i t l e 

w a s Die Ausdehnungslehre: Vollstanding und in strenger Form 

bearbeitet. U n d e r G r a s s m a n n ' s n a m e a p p e a r e d t h e t i t l e " P r o f e s s o r 

a m G y m n a s i u m TAX S t e t t i n . " 7 6 

I n t h e f o r e w o r d G r a s s m a n n d i s c u s s e d t h e p o o r r e c e p t i o n a c -

c o r d e d h i s e a r l i e r w o r k a n d s t a t e d t h a t t h e c o n t e n t o f t h e n e w b o o k 

w a s p r e s e n t e d i n " t h e s t r o n g e s t m a t h e m a t i c a l f o r m t h a t i s a c t u a l l y 

k n o w n t o u s ; t h i s i s t h e E u c l i d e a n . . . . " ( 4 , 1 , 1 1 ; 4 ) H e e l a b o r a t e d o n 

t h e c o n t e n t o f t h e b o o k a n d d i s c u s s e d t h e r e l a t i o n o f h i s w o r k t o 

t h a t o f G a u s s , M o b i u s , B e l l a v i t i s , S a i n t - V e n a n t , a n d C a u c h y . T h e 

f i n a l p a r a g r a p h i n t h e f o r e w o r d w a s t h e f o l l o w i n g : 

F o r I r e m a i n c o m p l e t e l y c o n f i d e n t t h a t t h e l a b o r w h i c h I h a v e e x -

p e n d e d o n t h e s c i e n c e p r e s e n t e d h e r e a n d w h i c h has d e m a n d e d a 

s i g n i f i c a n t p a r t o f m y l i f e a s w e l l a s t h e m o s t s t r e n u o u s a p p l i c a t i o n o f 

m y p o w e r s , w i l l n o t b e l o s t . I t i s t r u e t h a t I a m a w a r e t h a t t h e f o r m w h i c h 

I h a v e g i v e n t h e s c i e n c e i s i m p e r f e c t a n d m u s t b e i m p e r f e c t . B u t I k n o w 

a n d f e e l o b l i g e d t o s t a t e ( t h o u g h I r u n t h e r i s k o f s e e m i n g a r r o g a n t ) t h a t 

e v e n i f t h i s w o r k s h o u l d a g a i n r e m a i n u n u s e d f o r a n o t h e r s e v e n t e e n 

y e a r s o r e v e n l o n g e r , w i t h o u t e n t e r i n g i n t o t h e a c t u a l d e v e l o p m e n t o f 

s c i e n c e , s t i l l t h a t t i m e w i l l c o m e w h e n i t w i l l b e b r o u g h t f o r t h f r o m t h e 

d u s t o f o b l i v i o n a n d w h e n i d e a s n o w d o r m a n t w i l l b r i n g f o r t h f r u i t . I 

k n o w t h a t i f I a l s o f a i l t o g a t h e r a r o u n d m e i n a p o s i t i o n ( w h i c h I h a v e 

u p t o n o w d e s i r e d i n v a i n ) a c i r c l e o f s c h o l a r s , w h o m I c o u l d f r u c t i f y w i t h 

t h e s e i d e a s , a n d w h o m I c o u l d s t i m u l a t e t o d e v e l o p a n d e n r i c h f u r t h e r 

t h e s e i d e a s , n e v e r t h e l e s s t h e r e w i l l c o m e a t i m e w h e n t h e s e i d e a s , p e r -

h a p s i n a n e w f o r m , w i l l a r i s e a n e w a n d w i l l e n t e r i n t o l i v i n g c o m m u n i -

c a t i o n w i t h c o n t e m p o r a r y d e v e l o p m e n t s . F o r t r u t h i s e t e r n a l a n d d i v i n e , 

a n d n o p h a s e i n t h e d e v e l o p m e n t o f t r u t h , h o w e v e r s m a l l m a y b e t h e 

r e g i o n e n c o m p a s s e d , c a n pass o n w i t h o u t l e a v i n g a t r a c e ; t r u t h r e m a i n s , 

e v e n t h o u g h t h e g a r m e n t i n w h i c h p o o r m o r t a l s c l o t h e i t m a y f a l l t o 

d u s t . (4,1,11; 10) 
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A s G r a s s m a n n h i m s e l f p o i n t e d o u t , t h e f o r m o f p r e s e n t a t i o n w a s 

t h e E u c l i d e a n . T h e b o o k c o n s i s t e d o f s e t s o f t h e o r e m s p r e s e n t e d 

w i t h a m i n i m u m o f c o m m e n t . P h i l o s o p h i c a l c o m m e n t a r y h a d b e e n 

b a n i s h e d ( w h i c h w a s h e l p f u l ) , a s w e r e p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s 

( w h i c h w a s n o t h e l p f u l ) . C o n c e r n i n g t h i s f o r m o f p r e s e n t a t i o n 

w h i c h G r a s s m a n n h a d a l s o u s e d i n a n e l e m e n t a r y t e x t b o o k o f 1 8 6 1 , 

Lehrbuch der Arithmetik, E n g e l c o m m e n t e d : 

W i t h o u t a d o u b t t h i s w a s a d i s a s t r o u s m i s t a k e . W h a t w a s p e r f e c t l y i n 

p l a c e i n t h e t r e a t m e n t o f a s u b j e c t s o c o m m o n p l a c e f o r a l l m a t h e m a t i -

c i a n s a s a r i t h m e t i c , a t l e a s t f o r r e a d e r s w h o p u r s u e m a t h e m a t i c s a s a 

s c i e n c e , w a s t h e m o s t u n s u i t a b l e f o r m o f p r e s e n t a t i o n f o r a s u b j e c t 

t o w h i c h t h e r e a d e r w a s f o r t h e f i r s t b e i n g i n t r o d u c e d . T h o u g h t h i s 

f o r m o f p r e s e n t a t i o n l e d t o a n a d m i r a b l e c o d i f i c a t i o n o f t h e n e w c o n c e p t s 

a n d l a w s o f h i s t h e o r y o f e x t e n s i o n , s t i l l i t w a s n o t a p r e s e n t a t i o n l i k e l y 

t o w i n f o l l o w e r s f o r h i s i d e a s , l e t a l o n e c o n v e r t t h o s e w h o h a d n o t 

w i s h e d t o r e a d h i s f i r s t Ausdehnungslehre. G r a s s m a n n h a d a c t u a l l y o n l y 

u n d e r t a k e n t h e i m m e n s e t a s k i n v o l v e d i n t h e c o m p o s i t i o n o f t h e n e w 

w o r k b e c a u s e h e h o p e d t h a t n o w a t l a s t h e w o u l d f i n d r e a d e r s . I t i s 

a c t u a l l y p u z z l i n g t h a t h e c o u l d s o d e c e i v e h i m s e l f a n d b e s o m i s t a k e n i n 

h i s c h o i c e o f t h e m e a n s f o r a t t a i n i n g h i s a i m . ( 5 ; 2 3 1 ) 

T h e s e c o n d Ausdehnungslehre w a s m o r e t h a n a r e w o r k i n g o f t h e 

f i r s t : i t w a s o n e - t h i r d l o n g e r a n d c o n t a i n e d m a n y n e w r e s u l t s . T h e 

m o s t i m p o r t a n t o f t h e s e w a s G r a s s m a n n ' s s o l u t i o n o f t h e s o - c a l l e d 

" P f a f f i a n P r o b l e m . " A c c o r d i n g t o E n g e l t h i s s o l u t i o n w a s o n l y 

a p p r e c i a t e d a f t e r 1 8 7 7 , a n e g l e c t w h i c h E n g e l a s c r i b e d t o t h e f a c t 

t h a t f e w m a t h e m a t i c i a n s w o u l d s e e k s u c h a s o l u t i o n i n G r a s s m a n n ' s 

b o o k a n d f e w e r w o u l d b e a b l e t o d i s e n t a n g l e i t f r o m t h e o t h e r m a -

t e r i a l s s u r r o u n d i n g i t . ( 5 ; 2 3 2 - 2 3 3 ) T h e l a t t e r c o m m e n t c o u l d w i t h 

e q u a l j u s t i c e b e a p p l i e d i n r e l a t i o n t o v e c t o r a n a l y s i s . 

T h e r e c e p t i o n a c c o r d e d t h e s e c o n d Ausdehnungslehre m u s t h a v e 

b e e n a g r e a t d i s a p p o i n t m e n t t o G r a s s m a n n , f o r a t f i r s t h i s e f f o r t s 

s e e m e d t o h a v e b e e n i n v a i n ; h e w r o t e i n 1 8 7 7 , " t h i s n e w w o r k m e t 

w i t h e v e n l e s s a t t e n t i o n t h a n t h e f i r s t . " ( 4 , 1 , 1 ; 1 8 ) N o r e v i e w s o f i t 

a p p e a r e d ( 5 ; 2 3 1 ) , a n d i t s e e m s p r o b a b l e t h a t G r a s s m a n n r e c e i v e d 

o n l y o n e n o t e o f t h a n k s f r o m t h o s e t o w h o m h e s e n t c o p i e s . 7 7 T h e 

f o l l o w i n g s t a t e m e n t s o f E n g e l m a y s e r v e a s a c o n c l u s i o n t o t h e d i s -

c u s s i o n o f t h e e a r l y r e c e p t i o n o f t h e s e c o n d Ausdehnungslehre: 

" T h u s t h e s e c o n d Ausdehnungslehre a l s o r e m a i n e d f o r m a t h e -

m a t i c i a n s a b o o k w i t h s e v e n s e a l s , a n d t h e a b u n d a n c e o f e n t i r e l y 

n e w d e v e l o p m e n t s w h i c h i t c o n t a i n e d w a s l i k e s o m e t h i n g b u r i e d i n 

t h e g r o u n d " a n d " A s i n t h e f i r s t Ausdehnungslehre s o i n t h e s e c o n d : 

m a t t e r s w h i c h G r a s s m a n n h a d p u b l i s h e d i n i t w e r e l a t e r i n d e -

p e n d e n t l y r e d i s c o v e r e d b y o t h e r s , a n d o n l y m u c h l a t e r w a s i t 

r e a l i z e d t h a t G r a s s m a n n h a d d i s c o v e r e d t h e m e a r l i e r . " ( 5 ; 2 3 2 - 2 3 3 ) 

T h u s G r a s s m a n n ' s w o r k s w e r e a l m o s t t o t a l l y n e g l e c t e d d u r i n g 
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t h e f i r s t f i f t y - f i v e y e a r s o f h i s l i f e ; t h e f i r s t r e a l r a y o f h o p e a p p e a r e d 

i n t h e s e c o n d h a l f o f t h e 1 8 6 0 ' s . G r a s s m a n n i n t h e f o r e w o r d t o t h e 

s e c o n d e d i t i o n ( p u b l i s h e d i n 1 8 7 8 ) o f h i s Ausdehnungslehre o f 

1 8 4 4 d e s c r i b e d t h e e v e n t s t h a t l e d u p t o t h e r e c o g n i t i o n t h a t h e r e -

c e i v e d i n t h e l a s t y e a r s o f h i s l i f e . 

H e r m a n n H a n k e l w a s t h e f i r s t w h o , i n h i s Theorie der complexen 

Zahlensysteme ( L e i p z i g , 1 8 6 7 ) , s t r e s s e d t h e f u n d a m e n t a l s i g n i f i c a n c e 

o f m y Ausdehnungslehre ( s e e p p . 1 6 , 1 1 2 , 1 1 9 - 1 4 0 , a n d 1 4 0 ) . E v e n 

m o r e d e c i s i v e w a s C l e b s c h ' s r e c o g n i t i o n . S h o r t l y b e f o r e h i s d e a t h 

C l e b s c h , i n h i s " z u m G e d a c h t n i s s a n J u l i u s P l i i c k e r , G o t t i n g e n , 1 8 7 2 " 

( see t h e n o t e s s e t a t t h e b o t t o m o f p a g e s 8 a n d 2 8 ) , e m p h a s i z e d t h e 

s i g n i f i c a n c e o f m y Ausdehnungslehre o f 1 8 4 4 i n w o r d s o f s t r o n g p r a i s e . 

I n f a c t i n h i s s e c o n d n o t e C l e b s c h s t a t e d : " I n a c e r t a i n s e n s e t h e c o -

o r d i n a t e s o f t h e s t r a i g h t l i n e , a s w e l l a s a l a r g e p a r t o f t h e b a s i s o f t h e 

n e w e r a l g e b r a , a r e a l r e a d y c o n t a i n e d i n G r a s s m a n n ' s Ausdehnungslehre 

o f 1 8 4 4 . T h e m o r e e x a c t s t a t e m e n t o f t h e s e r e l a t i o n s w o u l d h o w e v e r 

l e a d t o o f a r a t p r e s e n t . " I n v i e w o f h i s l o v i n g a n d s o c o n s t a n t l y f r u i t f u l 

p a r t i c i p a t i o n i n t h e w o r k s o f o t h e r s , w h i c h t r a i t d i s t i n g u i s h e d t h i s m o s t 

e m i n e n t o f t h e m o r e r e c e n t m a t h e m a t i c i a n s , i t i s c e r t a i n t h a t C l e b s c h 

w o u l d l a t e r h a v e f o u n d s p a c e t o p r e s e n t t h e s e r e l a t i o n s a n d , a s w a s h i s 

w a y , t o f r u c t i f y t h e Ausdehnungslehre w i t h n e w a n d f a r - r e a c h i n g i d e a s . 

B u t , a l a s , h e w a s s n a t c h e d a w a y s o s u d d e n l y i n t h e m i d s t o f h i s p o w e r -

f u l e f f o r t s o n b e h a l f o f s c i e n c e . 

H o w e v e r t h r e e y e a r s e a r l i e r ( i n 1 8 6 9 ) V i c t o r S c h l e g e l h a d b e g u n t o 

e x e c u t e t h e i d e a s s u g g e s t e d b y C l e b s c h . I n h i s " S y s t e m d e r R a u m l e h r e 

n a c h d e n P r i n z i p i e n d e r G r a s s m a n n ' s c h e n Ausdehnungslehre u n d a l s 

E i n l e i t u n g i n d i e s e l b e d a r g e s t e l l t v o n V i c t o r S c h l e g e l , L e i p z i g b e i 

T e u b n e r , " o f w h i c h t h e f i r s t p a r t a p p e a r e d i n 1 8 7 2 a n d t h e s e c o n d i n 

1 8 7 5 , S c h l e g e l h a s p r e s e n t e d w i t h g r e a t c l a r i t y , a n d i n l a r g e m e a s u r e 

i n d e p e n d e n t l y , t h e m e a n i n g o f t h e Ausdehnungslehre. T h i s h e d i d i n a 

c o m p l e t e l y a p p r o p r i a t e m a n n e r . I t i s e s p e c i a l l y t o b e e m p h a s i z e d t h a t 

t h i s b o o k b y S c h l e g e l i s t h e f i r s t w h i c h h a s v i e w e d t h e e s s e n t i a l i d e a s o f 

t h e Ausdehnungslehre i n t h e i r i n n e r c o n n e c t i o n s a n d h a s g i v e n t h e m a 

p r e s e n t a t i o n . (4 ,1 ,1; 1 8 - 1 9 ) 

I t w a s i n N o v e m b e r 1 8 6 6 t h a t G r a s s m a n n r e c e i v e d a l o n g l e t t e r 

f r o m H e r m a n n H a n k e l ( 1 8 3 9 - 1 8 7 3 ) , w h o h a d b e e n a s t u d e n t o f 

R i e m a n n a n d w h o w a s a t t h a t t i m e p r i v a t d o z e n t i n m a t h e m a t i c s a t 

L e i p z i g . H a n k e l w r o t e t h a t h e w a s w r i t i n g a t r e a t i s e o n c o m p l e x 

n u m b e r s i n w h i c h h e p l a n n e d t o i n c l u d e a t r e a t m e n t o f H a m i l t o n ' s 

q u a t e r n i o n m e t h o d s a n d a l s o G r a s s m a n n ' s i d e a s , w h i c h h e s t r o n g l y 

p r a i s e d . A s e r i e s o f l e t t e r s p a s s e d b e t w e e n H a n k e l a n d G r a s s m a n n , 

a n d i n 1 8 B 7 t h e f o r m e r ' s Theorie der complexen Zahlensysteme 

a p p e a r e d . R o u g h l y 1 0 p e r c e n t o f t h i s b o o k w a s d e v o t e d t o G r a s s -

m a n n ' s s y s t e m , o n w h i c h H a n k e l b e s t o w e d m u c h p r a i s e . H a n k e l ' s 

b o o k w a s i n f l u e n t i a l , a n d i f h e h a d n o t d i e d i n 1 8 7 3 , h e m i g h t h a v e 

d o n e e v e n m o r e t o m a k e G r a s s m a n n ' s s y s t e m k n o w n . C l e b s c h c a m e 

t o k n o w G r a s s m a n n ' s w o r k i n t h e f o l l o w i n g w a y : G r a s s m a n n ' s 
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o l d e s t s o n , J u s t u s , b e g a n s t u d i e s i n m a t h e m a t i c s a t G o t t i n g e n i n 

1 8 6 9 a n d b r o u g h t w i t h h i m c o p i e s o f t h e s e c o n d Ausdehnungslehre 

t o b e g i v e n t o S t e r n a n d C l e b s c h . ( 5 ; 3 1 1 ) S t e r n b e c a m e e n -

t h u s i a s t i c a b o u t G r a s s m a n n ' s b o o k a n d p a s s e d o n h i s e n t h u s i a s m t o 

F e l i x K l e i n , w h o s a i d t h a t i t i n f l u e n c e d h i s E r l a n g e r P r o g r a m o f 

1 8 7 2 . ( 5 ; 3 1 2 ) C l e b s c h ' s e n t h u s i a s m w a s u n f o r t u n a t e l y s t i l l e d b y 

h i s d e a t h i n 1 8 7 2 . 

A s G r a s s m a n n m e n t i o n e d , V i c t o r S c h l e g e l ( 1 8 4 3 - 1 9 0 5 ) w a s o n e 

o f t h e e a r l i e s t p r o p o n e n t s o f h i s s y s t e m ; i n d e e d S c h l e g e l s p e n t 

m o s t o f h i s l i f e e x p o u n d i n g a n d d e v e l o p i n g G r a s s m a n n ' s s y s t e m . 

B e c a u s e o f G r a s s m a n n ' s i s o l a t i o n a t S t e t t i n a n d h i s t e a c h i n g o n l y 

e l e m e n t a r y m a t h e m a t i c a l c o u r s e s , i t w a s u n l i k e l y t h a t h e w o u l d 

p r o d u c e a n y s t u d e n t s w h o w o u l d d e v e l o p h i s s y s t e m . H o w e v e r a 

n u m b e r o f h i s f o l l o w e r s c a m e f r o m h i s " a s s o c i a t e s " ; t h e s e i n c l u d e d 

h i s s o n s J u s t u s a n d H e r m a n n , h i s b r o t h e r R o b e r t , a n d S c h l e g e l h i m -

s e l f , w h o f o r t w o y e a r s ( 1 8 6 6 - 1 8 6 8 ) t a u g h t w i t h G r a s s m a n n i n S t e t -

t i n . S c h l e g e l d i s c u s s e d t h i s p e r i o d i n h i s Hermann Grassmann: 

Sein Leben und seine Werke; d u r i n g h i s t i m e i n S t e t t i n h e h a d h a d 

m a n y c o n v e r s a t i o n s w i t h G r a s s m a n n , b u t G r a s s m a n n h a d o n l y 

r a r e l y m e n t i o n e d h i s Ausdehungslehre. S c h l e g e l ' s i n t e r e s t h a d 

h o w e v e r b e e n s t i m u l a t e d t o t h e p o i n t t h a t h e i n 1 8 6 9 a f t e r l e a v i n g 

S t e t t i n d e c i d e d t o s t u d y G r a s s m a n n ' s w o r k s . S c h l e g e l w a s d e -

l i g h t e d w i t h G r a s s m a n n ' s m e t h o d s a n d d e c i d e d t o p u b l i s h a w o r k 

e x p l a i n i n g t h e m . I n 1 8 7 1 h e r e c e i v e d e n c o u r a g e m e n t i n t h i s p r o j -

e c t f r o m C l e b s c h , a n d i n 1 8 7 2 a p p e a r e d t h e f i r s t p a r t o f h i s System 

der Raumlehre nach dem Prinzipien den Grassmann schen Aus-

dehnungslehre und als Einleitung in Dieselbe; t h e s e c o n d p a r t w a s 

p u b l i s h e d i n 1 8 7 5 . ( 6 ; 6 1 - 6 2 ) 

S c h l e g e l a t t e m p t e d t o e x p l a i n G r a s s m a n n ' s r e s u l t s t h r o u g h t h e i r 

r e l a t i o n s t o e l e m e n t a r y g e o m e t r y ( p a r t I ) a n d t o t h e n e w e r m e t h o d s 

o f h i g h e r g e o m e t r y a n d a l g e b r a ( p a r t I I ) . E n g e l c o m m e n t e d o n t h e 

c o n t e n t a n d s i g n i f i c a n c e o f S c h l e g e l ' s b o o k i n t h e f o l l o w i n g w a y : 

A c t u a l l y S c h l e g e l ' s w o r k a l s o w a s n o t a s u c c e s s . T h e a u t h o r h a d d e f i -

n i t e l y g o n e t o o o n e - s i d e d l y f o r G r a s s m a n n i a n m e t h o d s w i t h o u t p r a c -

t i c i n g t h e n e c e s s a r y c r i t i c i s m . H e t h o u g h t t h a t t h e p e o p l e w h o a r g u e d f o r 

a p r o g r e s s o f m o d e r n a l g e b r a a s o p p o s e d t o t h e t h e o r y o f e x t e n s i o n h a d 

d o n e i t o n l y b e c a u s e t h e y k n e w t h e t h e o r y o f e x t e n s i o n m a i n l y b y h e a r -

s a y , w h e r e a s h e h a d c l a i m t o w h a t c o n c e r n s k n o w i n g . O n t h e o t h e r h a n d , 

t h e s u p e r i o r i t y o f m o d e r n a l g e b r a o v e r t h e t h e o r y o f e x t e n s i o n w h i c h 

o t h e r s a s s e r t e d w a s n o f i c t i o n a n d c o n s e q u e n t l y a l a r g e p a r t o f G r a s s -

m a n n ' s m e t h o d s h a d b e c o m e d i s p e n s i b l e . S c h l e g e l w a s n o t t h e m a n t o 

p u t t h e o l d G r a s s m a n n i a n w i n e i n n e w v e s s e l s ; h e w a s n o t a b l e t o p r e -

s e n t t h e i d e a s c o n t a i n e d i n t h e t h e o r y o f e x t e n s i o n f r o m t h e p o i n t o f v i e w 

o f t h e t h e o r y o f i n v a r i a n t s a n d t o b r i n g t o l i g h t w h a t w a s s t i l l n e w . (5 ; 

3 2 4 ) 
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E n g e l a l s o c o m m e n t e d t h a t S c h l e g e l ' s b i o g r a p h y o f G r a s s m a n n , 

p u b l i s h e d i n 1 8 7 8 , w a s m o r e i n f l u e n t i a l t h a n h i s System derRaum-

lehre, d e s p i t e ( o r p e r h a p s b e c a u s e o f ) t h e f a c t t h a t t h e b i o g r a p h y 

w e n t t o e x t r e m e s i n p r a i s i n g G r a s s m a n n . ( 5 ; 3 2 4 ) S c h l e g e l ' s p a r t l y 

s u c c e s s f u l e f f o r t s t o m a k e G r a s s m a n n ' s i d e a s k n o w n c o n t i n u e d u n -

t i l S c h l e g e l ' s d e a t h i n 1 9 0 5 , b y w h i c h t i m e h e h a d p u b l i s h e d o v e r 

t w e n t y - f i v e p a p e r s i n t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n . 

T h r e e o t h e r m e n w h o d e v e l o p e d a n i n t e r e s t i n G r a s s m a n n ' s w o r k 

d u r i n g t h e m i d - 1 8 7 0 ' s a n d p u b l i s h e d r e l a t e d w o r k s w e r e H e r m a n n 

N o t h ( 1 8 4 0 - 1 8 8 2 ) , W i l l i a m K i n g d o n C l i f f o r d ( 1 8 4 5 - 1 8 7 9 ) , a n d 

W . P r e y e r ( 1 8 4 1 - 1 8 9 7 ) ; t h e l a t t e r w r o t e t o G r a s s m a n n t h a t d u r i n g a 

t r i p t o E n g l a n d ( m a d e i n 1 8 7 5 o r 1 8 7 6 ) h e h a d d i s c u s s e d G r a s s -

m a n n ' s w o r k w i t h S y l v e s t e r , w h o w a s q u i t e i n t e r e s t e d i n i t a n d h a d 

p l a n n e d a p u b l i c a t i o n i n r e g a r d t o i t . ( 5 ; 3 3 0 ) 

A s m o r e m a t h e m a t i c i a n s b e c a m e i n t e r e s t e d i n G r a s s m a n n ' s 

i d e a s , t h e d e m a n d f o r c o p i e s o f t h e f i r s t Ausdehnungslehre i n -

c r e a s e d ; n o n e h o w e v e r w e r e a v a i l a b l e , s i n c e t h e p u b l i s h e r h a d i n 

1 8 6 4 u s e d t h e r e m a i n i n g c o p i e s f o r w a s t e p a p e r . A l t h o u g h t h e 3 0 0 

c o p i e s o f t h e s e c o n d Ausdehnungslehre h a d n o t y e t b e e n s o l d , a 

s e c o n d e d i t i o n o f t h e f i r s t Ausdehnungslehre w a s p u b l i s h e d i n 1 8 7 8 

w i t h t h r e e a p p e n d i c e s a n d a n e w f o r w a r d ( l e f t i n c o m p l e t e b y G r a s s -

m a n n a n d c o m p l e t e d b y S c h l e g e l ) . 

G r a s s m a n n ' s a c t i v i t i e s a f t e r 1 8 6 2 w e r e m a n y a n d d i v e r s i f i e d . H e , 

l i k e t h e y o u n g H a m i l t o n , h a d a s t r o n g i n t e r e s t i n a n d g r e a t t a l e n t f o r 

l a n g u a g e s . I t w a s o n l y G r a s s m a n n h o w e v e r w h o m a d e a n i m p o r t a n t 

c o n t r i b u t i o n t o p h i l o l o g y , a c o n t r i b u t i o n w h i c h i n f a c t r i v a l s h i s 

m a t h e m a t i c a l w o r k . A s t u d y o f S a n s k r i t b e g u n i n 1 8 4 9 ( 5 ; 1 5 5 ) c u l -

m i n a t e d i n t h e 1 8 7 0 ' s w i t h t h e p u b l i c a t i o n o f h i s Worterbuch zum 

Rig-Veda ( 1 7 8 4 p a g e s ) 7 8 a n d h i s t r a n s l a t i o n o f t h e Rig-Veda ( 1 1 2 3 

p a g e s ) . 7 9 T h e s e a c h i e v e m e n t s o f G r a s s m a n n d i d n o t g o u n r e c o g -

n i z e d , f o r i n 1 8 7 6 h e w a s m a d e a m e m b e r o f t h e A m e r i c a n O r i e n t a l 

S o c i e t y a n d r e c e i v e d a n h o n o r a r y d o c t o r a t e f r o m t h e U n i v e r s i t y o f 

T u b i n g e n . ( 5 ; 3 0 9 ) 

I n t h e p e r i o d a f t e r 1 8 6 2 G r a s s m a n n p u b l i s h e d t e x t b o o k s o n t h e 

G e r m a n a n d L a t i n l a n g u a g e s a n d o n m a t h e m a t i c s , a s w e l l a s n u m e r -

o u s r e l i g i o u s a n d m u s i c a l w r i t i n g s a n d a b o o k o n G e r m a n b o t a n i c a l 

t e r m i n o l o g y . H e a l s o i n v e n t e d t h e G r a s s m a n n H e l i o s t a t a t t h i s 

t i m e . 7 5 T h e s e a c t i v i t i e s , c o m b i n e d w i t h h i s i n c r e a s i n g i n t e r e s t i n 

p h i l o l o g y a n d i n c r e a s i n g d i s a p p o i n t m e n t a t t h e n e g l e c t o f h i s m a t h -

e m a t i c a l c r e a t i o n s , e x p l a i n h i s d i m i n i s h e d m a t h e m a t i c a l p r o d u c t i v -

i t y d u r i n g t h e l a t e 1 8 6 0 ' s . 

I n t h e 1 8 7 0 ' s h o w e v e r G r a s s m a n n p u b l i s h e d a n u m b e r o f m a t h e -

m a t i c a l p a p e r s w h i c h E n g e l d e s c r i b e d a s o f i n f e r i o r q u a l i t y . E n g e l 
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a s c r i b e d t h i s t o t h e f a c t t h a t G r a s s m a n n h a d l o s t c o n t a c t w i t h t h e 

c u r r e n t m a t h e m a t i c a l l i t e r a t u r e a n d e v e n t o s o m e e x t e n t w i t h h i s 

o w n e a r l i e r i d e a s . ( 5 ; 3 1 5 - 3 1 7 ) I n h i s " D i e n e u e r e A l g e b r a u n d d i e 

A u s d e h n u n g s l e h r e " o f 1 8 7 4 8 0 G r a s s m a n n a t t e m p t e d s o m e w h a t u n -

s u c c e s s f u l l y t o r e l a t e h i s i d e a s t o n e w d e v e l o p m e n t s i n a l g e b r a , p a r -

t i c u l a r l y i n v a r i a n t t h e o r y ; a n d i n h i s " Z u r E l e k t r o d y n a m i k " o f 

1 8 7 7 8 1 h e c l a i m e d ( j u s t l y ) p r i o r i t y o v e r C l a u s i u s i n r e g a r d t o t h e 

p r e v i o u s l y m e n t i o n e d e l e c t r o d y n a m i c a l l a w p u b l i s h e d b y G r a s s -

m a n n i n 1 8 4 5 a n d b y C l a u s i u s i n 1 8 7 6 . 8 2 " D i e M e c h a n i k n a c h d e n 

P r i n z i p i e n d e r A u s d e h n u n g s l e h r e " o f 1 8 7 2 8 3 c o n t a i n e d s o m e o f t h e 

r e s u l t s o f h i s a t t h a t t i m e s t i l l u n p u b l i s h e d d i s s e r t a t i o n o n t i d a l 

t h e o r y . O n e o f t h e m o r e c o n t r o v e r s i a l p a p e r s w a s h i s " D e r O r t d e r 

H a m i l t o n s c h e n Q u a t e r n i o n e n i n d e r A u s d e h n u n g s l e h r e " o f 1 8 7 7 , 8 4 

i n w h i c h G r a s s m a n n a t t e m p t e d t o s h o w t h a t q u a t e r n i o n s c o u l d b e 

d e r i v e d f r o m t h e u n i t s a n d m u l t i p l i c a t i o n s d i s c u s s e d i n h i s 1 8 5 5 

p a p e r " S u r l e s d i f f e r e n t s g e n r e s d e m u l t i p l i c a t i o n " ; u n f o r t u n a t e l y 

h i s p r e s e n t a t i o n w a s w e a k e n e d b y t h e f a c t t h a t h e k n e w H a m i l t o n ' s 

i d e a s o n l y f r o m s e c o n d - h a n d s o u r c e s s u c h a s H a n k e l . 

G r a s s m a n n ' s r i c h l y p r o d u c t i v e , b u t i n w a y s t r a g i c , l i f e c a m e t o a n 

e n d o n S e p t e m b e r 2 6 , 1 8 7 7 . I t i s r e g r e t t a b l e b o t h f o r m a t h e m a t i c s 

a n d f o r G r a s s m a n n t h a t t h e i d e a s o f t h i s b r i l l i a n t , b u t i s o l a t e d , 

s c h o o l m a s t e r w e r e a p p r e c i a t e d a t s u c h a l a t e h o u r . A l t h o u g h t h e 

1 8 7 0 ' s b r o u g h t h i m a m e a s u r e o f f a m e , n e v e r t h e l e s s b y t h a t t i m e 

m a n y o f h i s i d e a s a n d m e t h o d s h a d b e e n (as E n g e l c o m m e n t e d [ 5 ; 

3 1 5 ] ) r e d i s c o v e r e d b y o t h e r s a n d i n t e g r a t e d i n t o d i f f e r e n t f o r m u l a -

t i o n s a n d s y s t e m s . M u c h o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s d i d h o w e v e r l i e 

e m b e d d e d w i t h i n a n d a s y e t u n e x t r a c t e d f r o m h i s s y s t e m . B u t t h e 

f a t e s d e c r e e d h e r e a s e l s e w h e r e : G r a s s m a n n ' s i d e a s e x e r t e d l i t t l e 

o r n o i n f l u e n c e o n t h e l a t e r h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s . T h e i r o n y i s 

t h a t t h e y c o u l d h a v e ; t h e f a c t i s (as w i l l b e s h o w n ) t h a t t h e y d i d n o t . 

M u c h h a s b e e n s a i d i n e x p l a n a t i o n o f t h e n e g l e c t o f G r a s s m a n n ' s 

w o r k s . S o m e o f t h e f a c t o r s t h a t c o n t r i b u t e d t o t h i s n e g l e c t b o r d e r o n 

t h e i n c r e d i b l e . E s p e c i a l l y s t r i k i n g i s t h e f a t e o f G r a s s m a n n ' s i d e a s 

i n r e l a t i o n t o t h e s m a l l g r o u p w h o b e f o r e 1 8 7 0 r e c o g n i z e d t h e i r s i g -

n i f i c a n c e . T w o ( H a n k e l a n d C l e b s c h ) w h o " d i s c o v e r e d " G r a s s m a n n 

d i e d a l m o s t i m m e d i a t e l y t h e r e a f t e r ; t h r e e ( M o b i u s , H a m i l t o n , a n d 

B e l l a v i t i s ) h a d s t r o n g a l l e g i a n c e s e l s e w h e r e ( t h e i r o w n s y s t e m s ) ; 

a n d S c h l e g e l w a s a m a n w h o s e e n t h u s i a s m e x c e e d e d h i s c r i t i c a l 

f a c i l i t i e s . 

T h o u g h t h e s e a n d o t h e r f a c t o r s h e l p t o e x p l a i n t h e n e g l e c t o f 

G r a s s m a n n ' s w o r k , i n a b r o a d s e n s e t h i s n e g l e c t n e e d s l i t t l e e x p l a -

n a t i o n , f o r t h e i r d i s c o v e r i e s w e r e r e v o l u t i o n a r y a n d t h e h i s t o r i c a l 

p a t t e r n e x h i b i t e d h e r e i s n o t u n c o m m o n . 
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C o n t e m p o r a r y a n a l y s e s o f t h e h i s t o r y o f s c i e n t i f i c r e v o l u t i o n s 

h a v e u n c o v e r e d m a n y i m p o r t a n t p a t t e r n s . C o n c e r n i n g d i s c o v e r y , i t 

h a s b e e n s h o w n t h a t t h e r e a r e n o d i r e c t p a t h s t o d i s c o v e r y ; f r e -

q u e n t l y e s s e n t i a l l y i r r e l e v a n t , o f t e n p h i l o s o p h i c , i d e a s m a y p l a y 

a d e c i s i v e r o l e . T h u s i t i s p r o b a b l y n o t a c c i d e n t a l t h a t b o t h H a m i l -

t o n a n d G r a s s m a n n w e r e s u p p o r t e d ( b u t n o t d i r e c t e d ) i n t h e i r d i s -

c o v e r i e s b y c e r t a i n p h i l o s o p h i c a s s u m p t i o n s . W h i l e H a m i l t o n 

m e d i t a t e d o n t h e m e t a p h y s i c s o f t i m e , G r a s s m a n n d e v e l o p e d i d e a s 

c o n c e r n i n g s p a c e . T h e t r u t h a n d d i r e c t r e l e v a n c y o f t h e i r s p e c u l a -

t i o n s i n t h i s r e g a r d a r e b e s i d e t h e p o i n t ; w h a t i s r e l e v a n t i s t h a t 

t h e s e s p e c u l a t i o n s s u p p o r t e d t h e m i n t h e i r v e n t u r e s i n t o u n e x -

p l o r e d d o m a i n s . T h e d i s c o v e r y o f a n e w i d e a d o e s n o t i n s u r e i t s 

a c c e p t a n c e , a n d p h i l o s o p h i c n o t i o n s t h a t a i d i n t h e d i s c o v e r y o f a 

n e w i d e a f r e q u e n t l y h i n d e r i t s a c c e p t a n c e . E v e n t u a l l y H a m i l t o n 

a n d G r a s s m a n n r e a l i z e d t h i s ; t h e p h i l o s o p h i c d i s c u s s i o n s t h a t 

b u l k e d l a r g e i n t h e i r f i r s t b o o k s w e r e b a n i s h e d f r o m t h e i r l a t e r 

p r e s e n t a t i o n s . 

H i s t o r i c a l a n a l y s e s o f t h e a c c e p t a n c e o f r e v o l u t i o n a r y i d e a s s h o w 

t h a t a c c e p t a n c e r e q u i r e s m u c h t i m e ; t h i s s e e m s t o b e s o a l m o s t 

b y d e f i n i t i o n . B u t t h e s t a t e m e n t t h a t t i m e i s n e e d e d i s o n l y d e -

s c r i p t i v e ; i t e x p l a i n s n o t h i n g . T h e r e a l q u e s t i o n i s W h y i s t i m e 

n e e d e d ? W h a t f a c t o r s o p e r a t e i n t i m e t o b r i n g a b o u t t h e a c c e p t a n c e 

o f r e v o l u t i o n a r y i d e a s ? L i s t e d b e l o w a r e t h r e e o f t h e n u m e r o u s 

f a c t o r s t h a t f r e q u e n t l y p l a y s i g n i f i c a n t r o l e s i n t h e a c c e p t a n c e o f 

r e v o l u t i o n a r y s c i e n t i f i c i d e a s . 

( 1 ) A c c e p t a n c e i s p r o m o t e d w h e n t h e d i s c o v e r y i s t a k e n u p ( o r 

m a d e ) b y s o m e o n e w h o h a s a l r e a d y a t t a i n e d g r e a t f a m e i n t r a d i -

t i o n a l p u r s u i t s o r w h e n i t i s a s s o c i a t e d w i t h s o m e e v e n t o r n o n -

s c i e n t i f i c q u e s t i o n o f g r e a t i m p o r t a n c e . 

( 2 ) A c c e p t a n c e i s p r o m o t e d w h e n l e s s s t a r t l i n g d i s c o v e r i e s a r e 

m a d e w h i c h a r e m o r e e a s i l y i n t e r p r e t e d i n t e r m s o f t h e r e v o l u -

t i o n a r y i d e a s t h a n i n t e r m s o f t r a d i t i o n a l d o c t r i n e s . 

( 3 ) A c c e p t a n c e i s p r o m o t e d w h e n a n e e d f o r t h e m e t h o d s w h i c h 

t h e r e v o l u t i o n a r y i d e a s p r o v i d e e i t h e r a r i s e s o r i s r e c o g n i z e d f o r 

t h e f i r s t t i m e . 

E x a m p l e s o f t h e a c t i o n o f t h e s e f a c t o r s i n s u c h r e v o l u t i o n s a s 

t h o s e a s s o c i a t e d w i t h C o p e r n i c u s , G a l i l e o , L a v o i s i e r , H u t t o n , 

Y o u n g , L o b a c h e v s k i , D a r w i n , a n d E i n s t e i n c o u l d b e s u p p l i e d i n 

a b u n d a n c e . I n t h e p r e s e n t c a s e w e s h a l l e x a m i n e t h e s e t h r e e 

f a c t o r s o n l y i n r e l a t i o n t o t h e a c c e p t a n c e o f t h e i d e a s o f H a m i l t o n 

a n d G r a s s m a n n . H a r d l y a m o r e s t r i k i n g e x a m p l e c o u l d b e f o u n d t o 

i l l u s t r a t e t h e f i r s t f a c t o r : i n 1 8 4 4 H a m i l t o n h a d a t t a i n e d w i d e s p r e a d 

f a m e o n t h e b a s i s o f i m p o r t a n t , b u t n o t r e v o l u t i o n a r y , d i s c o v e r i e s , 
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a n d h i s i d e a s r e c e i v e d i m m e d i a t e t h o u g h l i m i t e d a t t e n t i o n ; G r a s s -

m a n n w a s u n k n o w n h o w e v e r a n d s u f f e r e d t h e f a t e o f a m a n w h o s e 

f i r s t g r e a t d i s c o v e r y i s r e v o l u t i o n a r y . C o n c e r n i n g t h e s e c o n d 

f a c t o r i t i s n o t a c c i d e n t a l t h a t m a n y p a r t s o f G r a s s m a n n ' s s y s t e m 

w e r e r e d i s c o v e r e d b e f o r e t h e w h o l e w a s a p p r e c i a t e d . C o l u m b u s 

d i d n o t d i s c o v e r t h e N o r t h A m e r i c a n continent; h e d i s c o v e r e d 

c e r t a i n c o a s t a l a r e a s a n d s u b s e q u e n t g e n e r a t i o n s r e c o g n i z e d a 

c o n t i n e n t . G r a s s m a n n o v e r a p e r i o d o f t w e l v e y e a r s d i d d i s c o v e r 

a c o n t i n e n t , b u t h i s r e a d e r s n e i t h e r e x p e c t e d t o f i n d n o r w a n t e d 

t o f i n d t h i s c o n t i n e n t . C o n c e r n i n g t h e t h i r d f a c t o r i t i s i m p o r t a n t 

t o r e a l i z e t h a t t h e n e e d f o r v e c t o r i a l m e t h o d s i n 1 8 0 0 w a s l e s s t h a n 

t h e n e e d i n 1 9 0 0 a n d t h a t a l t h o u g h v e c t o r i a l m e t h o d s a i d i n v e s t i g a -

t i o n s , t h e y a r e n e v e r i n d i s p e n s i b l e . W h a t c a n b e d o n e b y v e c t o r i a l 

m e t h o d s c a n a l s o b e d o n e b y t r a d i t i o n a l m e t h o d s , a n d t h u s t i m e 

w a s n e e d e d d u r i n g w h i c h s c i e n t i s t s c o u l d s e e t h a t t h e l a b o r o f 

l e a r n i n g v e c t o r i a l m e t h o d s w a s a m p l y c o m p e n s a t e d . 

W e m a y n o w b r i e f l y t r a c e t h e r e c e p t i o n a n d d e v e l o p m e n t o f 

G r a s s m a n n ' s i d e a s d u r i n g t h e l a s t t w o d e c a d e s o f t h e c e n t u r y . 

R o u g h l y 1 5 0 p a p e r s a n d 9 b o o k s ( e x c l u d i n g t h e p u b l i c a t i o n o f 

G r a s s m a n n ' s c o l l e c t e d w o r k s ) a p p e a r e d f r o m 1 8 8 1 t o 1 9 0 0 . 8 5 A l -

t h o u g h t h e m a j o r i t y o f t h e s e p u b l i c a t i o n s a p p e a r e d i n G e r m a n 

j o u r n a l s , a s u b s t a n t i a l n u m b e r o f p a p e r s m a y b e f o u n d i n t h e A m e r i -

c a n , B r i t i s h , F r e n c h , a n d I t a l i a n j o u r n a l s o f t h e p e r i o d . 8 6 E n g e l 

c o m m e n t e d t h a t t h e r e w a s a s t r o n g t e n d e n c y a m o n g t h e a u t h o r s o f 

t h e s e p a p e r s t o b e c o m e u n r e a l i s t i c a l l y e n t h u s i a s t i c a n d n a r r o w c o n -

c e r n i n g t h e G r a s s m a n n m e t h o d s . ( 5 ; 3 4 3 ) F e l i x K l e i n , w h o w a s w e l l 

a c q u a i n t e d w i t h G r a s s m a n n ' s m e t h o d s , e x p r e s s e d t h e s a m e v i e w . 8 7 

T h e t a s k o f c o l l e c t i n g a n d p u b l i s h i n g G r a s s m a n n ' s c o m p l e t e 

w o r k s w a s b e g u n i n t h e 1 8 9 0 ' s . T h e s t i m u l u s f o r t h i s c a m e f r o m 

G i b b s 8 S a n d f r o m K l e i n . 8 9 I n 1 8 9 2 K l e i n c o n t a c t e d F r e d e r i c k E n g e l 

( 1 8 6 1 - 1 9 4 1 ) a n d r e q u e s t e d t h a t h e e d i t G r a s s m a n n ' s w o r k s a n d 

p r e p a r e a b i o g r a p h y o f G r a s s m a n n . (4 ,1 ,1 ; v i ) T h e w o r k s b e g a n t o 

a p p e a r i n 1 8 9 4 , w i t h t h e f i n a l s e c t i o n c o n t a i n i n g E n g e l ' s b i o g r a p h y 

a p p e a r i n g i n 1 9 1 1 . T h o u g h E n g e l w a s b y n o m e a n s a n a r d e n t f o l -

l o w e r o f G r a s s m a n n ' s i d e a s , a s h e h i m s e l f s t a t e d , (4 ,1 ,1 ; v i ) h e d i d 

n e v e r t h e l e s s w r i t e a d e t a i l e d , c r i t i c a l , a n d s y m p a t h e t i c b i o g r a p h y 

o f t h a t g r e a t m a t h e m a t i c i a n . 

I X . Matthew O'Brien 

W r i t i n g i n 1 8 9 2 , t h e q u a t e r n i o n i s t C . G . K n o t t c l a i m e d " t h e a n t i -

q u a t e r n i o n i c v e c t o r a n a l y s t s o f t o d a y [ G i b b s , H e a v i s i d e , a n d M a c -

f a r l a n e ] h a v e b a r e l y a d v a n c e d b e y o n d t h e s t a g e r e a c h e d [ i n 1 8 5 2 ] 
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b y O ' B r i e n . . . . " 9 0 K n o t t ' s s t a t e m e n t ( w h i c h h e f r e q u e n t l y r e -

p e a t e d ) i s o b v i o u s l y o f g r e a t i m p o r t a n c e i f i t i s t r u e . 

T h e R e v e r e n d M a t t h e w O ' B r i e n ( 1 8 1 4 - 1 8 5 5 ) w a s f r o m 1 8 4 4 t o 

1 8 5 4 P r o f e s s o r o f N a t u r a l P h i l o s o p h y a n d A s t r o n o m y i n K i n g ' s 

C o l l e g e , L o n d o n . I n 1 8 3 0 h e h a d b e e n a d m i t t e d t o T r i n i t y C o l l e g e , 

D u b l i n , w h e n c e h e p r o c e e d e d t o C a m b r i d g e t o g r a d u a t e a s T h i r d 

W r a n g l e r i n 1 8 3 8 . 9 1 D u r i n g h i s s h o r t l i f e O ' B r i e n p u b l i s h e d r o u g h l y 

t w e n t y p a p e r s a n d a f e w e l e m e n t a r y b o o k s . T h e p a p e r s r e l e v a n t 

t o v e c t o r a n a l y s i s w e r e p u b l i s h e d d u r i n g t h e l a s t t e n y e a r s o f h i s 

l i f e . 9 2 

J u d g m e n t o n t h e s i g n i f i c a n c e o f O ' B r i e n ' s i d e a s i s c o m p l i c a t e d , 

i n p a r t b e c a u s e t h e p r e s e n t a t i o n o f h i s v e c t o r i a l i d e a s g i v e n i n h i s 

e a r l y p a p e r s d i f f e r s f r o m t h a t o f h i s l a t e r p a p e r s . T h e l a s t a n d 

l o n g e s t o f h i s p a p e r s w a s t h a t p u b l i s h e d i n t h e L o n d o n Philosophi-

cal Transactions f o r 1 8 5 2 . 9 I t i s t h i s p a p e r t h a t w i l l b e d i s c u s s e d 

w i t h p a s s i n g m e n t i o n g o i n g t o t h e i m p o r t a n t p a p e r s p u b l i s h e d 

e a r l i e r . 

O ' B r i e n b e g a n b y s t a t i n g t h a t h i s a i m w a s t o p r o v i d e a n e w n o t a -

t i o n f o r a n o p e r a t i o n o f c o n s t a n t o c c u r r e n c e i n m a t h e m a t i c s , t h a t 

of "the translation of a directed magnitude." ( 9 ; 1 6 1 ) O ' B r i e n t h e n 

c o n s i d e r e d t h r e e i n s t a n c e s o f s u c h t r a n s l a t i o n s : " T h e generation o f 

surface by the parallel motion of a right line . . . The effect pro-

duced on a rigid body by the translation of a force acting upon 

it . . . The effect produced by the translation of a force resulting 

from the actual motion of its point of application." ( 9 ; 1 6 2 ) F r o m 

a n a n a l y s i s o f t h e s e c a s e s h e c o n c l u d e d t h a t t h e e s s e n t i a l c o n c e p -

t i o n in e a c h c a s e " i s t h a t o f the effect produced by the translation 

o f a directed magnitude . . . , " a n d he n o t e d t h a t e a c h o f t h e s e 

e f f e c t s m a y b e r e p r e s e n t e d a s a p r o d u c t o f t h e t r a n s l a t e d d i r e c t e d 

m a g n i t u d e a n d t h e t r a n s l a t i o n u n d e r g o n e . ( 9 ; 1 6 2 ) H e s t a t e d t h a t 

t h e s e t r a n s l a t i o n s c o u l d b e c l a s s i f i e d a s " l a t e r a l " ( c a s e s 1 a n d 2 ) o r 

" l o n g i t u d i n a l " ( c a s e 3 ) a n d t h a t h i s n e w n o t a t i o n w o u l d b e a i m e d a t 

r e p r e s e n t i n g t h e s e t w o t y p e s o f t r a n s l a t i o n s . ( 9 ; 1 6 2 - 1 6 3 ) 

H e t h e n d e f i n e d d i r e c t e d m a g n i t u d e a n d t h e t w o t y p e s o f t r a n s -

l a t i o n : t h e t r a n s l a t i o n o f v a l o n g u i s l o n g i t u d i n a l w h e n a n g l e A i s 

A 

0 ° a n d l a t e r a l w h e n a n g l e A i s 9 0 ° . ( 9 ; 1 6 3 - 1 6 4 ) O ' B r i e n t h e n i n t r o -

d u c e d t h e " s y m b o l i c a l f o r m s " x.y a n d x X y 9;J; h e a s s u m e d o n l y 

t h a t t h e y w e r e d i s t r i b u t i v e f u n c t i o n s o f x a n d y . H i s c h o i c e o f t h e 
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s y m b o l s . a n d X w a s e x p l a i n e d a s o n e s t e m m i n g f r o m t h e f a c t t h a t 

t h e y w e r e o b s o l e t e s y m b o l s f o r m u l t i p l i c a t i o n . ( 9 ; 1 6 4 - 1 6 5 ) 

O ' B r i e n d e f i n e d " a d d i t i o n " o f d i r e c t e d m a g n i t u d e s a s " p u t t i n g 

t o g e t h e r , " w h i l e h e d i f f e r e n t i a t e d b e t w e e n " s i m u l t a n e o u s a d d i -

t i o n , " u s e d f o r d i r e c t e d m a g n i t u d e s w i t h c o i n c i d e n t o r i g i n s , a n d 

" s u c c e s s i v e a d d i t i o n , " u s e d f o r t w o d i r e c t e d m a g n i t u d e s , o n e o f 

w h i c h h a s i t s o r i g i n a t t h e e n d p o i n t o f t h e o t h e r . ( 9 ; 1 6 5 - 1 6 6 ) A f t e r 

a d i s c u s s i o n o f e q u a l i t y a n d o f t h e s u i t a b i l i t y o f d i r e c t e d m a g n i -

t u d e s f o r t h e r e p r e s e n t a t i o n o f p h y s i c a l e n t i t i e s , O ' B r i e n i n t r o d u c e d 

t h r e e " d i r e c t e d u n i t s " a , y w h i c h g o o u t f r o m t h e o r i g i n a l o n g 

t h e x , y , z a x e s r e s p e c t i v e l y ; a n y d i r e c t e d m a g n i t u d e u w a s t h u s t o 

b e r e p r e s e n t e d i n t h e f o r m " w = x a + yfi + r y . " ( 9 ; 1 6 6 - 1 6 7 ) 

O ' B r i e n w e n t o n t o d i s c u s s t h e s i g n i f i c a n c e o f s u c h a n e x p r e s s i o n 

a s da. H e n o t e d t h a t f o r t w o d i r e c t e d m a g n i t u d e s a a n d a ' s e p a r a t e d 

b y a n i n f i n i t e s i m a l a n g l e , " d a i s t h e e x p r e s s i o n f o r a n i n d e f i n i t e l y 

s m a l l l i n e a t right angles t o a . " ( 9 ; 1 6 8 ) T h i s p r o p e r t y b e a r s m e n -

t i o n , s i n c e i t s e r v e d a s t h e s t a r t i n g p o i n t f o r h i s v e c t o r i a l s y s t e m a s 

p r e s e n t e d i n h i s e a r l i e r p a p e r s p u b l i s h e d d u r i n g t h e 1 8 4 0 ' s . T h e 

r e s u l t s o b t a i n e d i n t h e s e p a p e r s w e r e v e r y s i m i l a r t o t h e r e s u l t s 

o b t a i n e d i n t h e p a p e r p r e s e n t l y u n d e r d i s c u s s i o n , b u t t h e a p p r o a c h 

w a s q u i t e d i f f e r e n t . 

O ' B r i e n s h o w e d t h a t b o t h l a t e r a l a n d l o n g i t u d i n a l e f f e c t s o f 

t r a n s l a t i o n s a r e d i s t r i b u t i v e a n d i d e n t i f i e d u.v a s t h e n o t a t i o n t o b e 

u s e d t o r e p r e s e n t t h e l a t e r a l e f f e c t o f t h e t r a n s l a t i o n o f v a l o n g u , 

a n d u X u t o r e p r e s e n t t h e l o n g i t u d i n a l e f f e c t o f t h e t r a n s l a t i o n o f v 

a l o n g u . ( 9 ; 1 6 9 - 1 7 0 ) H e e s t a b l i s h e d t h e r u l e s t o b e u s e d f o r o r d i -

n a r y n u m b e r s i n r e g a r d t o t h e s e t w o m u l t i p l i c a t i o n s a n d w e n t f r o m 

t h i s to s h o w t h a t u.v = v.u a n d u X v = v X u . ( 9 ; 1 7 0 - 1 7 2 ) T h u s 

O ' B r i e n h a d e s t a b l i s h e d t h a t u.v a n d u X v w e r e b o t h d i s t r i b u t i v e 

a n d t h a t t h e l a t t e r w a s a c o m m u t a t i v e m u l t i p l i c a t i o n ; h e n e v e r h o w -

e v e r i n v e s t i g a t e d a s s o c i a t i v i t y . H e a l s o f a i l e d , u p t o t h i s p o i n t i n 

t h e p a p e r , t o s t a t e w h e t h e r u.v a n d u X v w e r e n u m e r i c a l m a g n i -

t u d e s o r d i r e c t e d m a g n i t u d e s ( f o r e x a m p l e , v e c t o r s o r v e c t o r i a l 

p l a n e s ) . T h i s a m b i g u i t y w a s o n l y p a r t l y c l a r i f i e d b y h i s l a t e r e x -

p l a n a t i o n s . 

O ' B r i e n t h e n i n t r o d u c e d h i s t e r m " d i r e c t r i x " e x p l a i n i n g t h a t i n a 

l a t e r a l t r a n s l a t i o n a p l a n e w a s d e t e r m i n e d a n d t h a t t h e d i r e c t r i x f o r 

a l a t e r a l t r a n s l a t i o n w a s t o b e a l i n e o f a c e r t a i n l e n g t h p e r p e n d i c u -

l a r t o t h a t p l a n e ; t h u s t h e d i r e c t r i x f o r a.fi w a s t o b e y ; f o r / 3 . y , a ; 

f o r a , — y ; a n d s o o n . I t t h e n b e c o m e s c l e a r ( t h o u g h o n l y i n p a r t 

f r o m O ' B r i e n ' s d i r e c t s t a t e m e n t s ) t h a t t h e m a g n i t u d e o f t h e p r o d u c t 

o f t w o d i r e c t e d m a g n i t u d e s l i n k e d b y " . " i s m n s i n 6 w h e r e m a n d n 

a r e t h e l e n g t h s o f t h e t w o m a g n i t u d e s a n d 0 i s t h e a n g l e b e t w e e n 
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t h e t w o d i r e c t e d m a g n i t u d e s . O ' B r i e n p r o c e e d e d t o i n t r o d u c e t h e 

s y m b o l " D , " m e a n i n g " t h e d i r e c t r i x o f , " a n d w r o t e , f o r e x a m p l e , 

D(a.f3) = y. ( 9 ; 1 7 3 - 1 7 6 ) 

P r o c e e d i n g t o l o n g i t u d i n a l t r a n s l a t i o n s , h e w r o t e , " a : X a = 1 , 

0 X 0 = 1 , y X y = 1 " ; a X a X y , 0 X y , . . . a r e n a t u r a l l y t a k e n 

as e q u a l t o z e r o . H e n c e " u X v = mn c o s w h e r e m a n d n a r e t h e 

m a g n i t u d e s o f u a n d v , a n d 0 i s t h e a n g l e b e t w e e n t h e m . ( 9 ; 1 7 6 ) 

O ' B r i e n t h e n c o n s i d e r e d t h e r e s u l t s o f t h e r e p e t i t i o n o f t h e o p e r a -

t i o n Da, f o r e x a m p l e , i n t h e e x p r e s s i o n ( D a . ) 2 a ' w h e r e a a n d a ' a r e 

a n y t w o u n i t d i r e c t e d m a g n i t u d e s . I n t h i s r e g a r d h e c o n c l u d e d t h a t 

i f a n d o n l y i f a a n d a ' a r e m u t u a l l y p e r p e n d i c u l a r , t h e n (Da.) 2a' = 

—a', a n d t h u s t h a t (Da.) h a s o n e o f t h e p r o p e r t i e s o f V ^ - I . 

T h e s e c o n d p a r t o f t h e p a p e r d e a l t w i t h a p p l i c a t i o n s o f t h e s y s -

t e m ; i n h i s a p p l i c a t i o n s t o p h y s i c a l o p t i c s O ' B r i e n i n t r o d u c e d t h e 

s y m b o l O " t o d e n o t e t h e o p e r a t i o n a + /3 + y -J-^. . . . " He 

u s e d t h i s i n t h e e x p r e s s i o n s f l u , f i X u , a n d CI.v. ( 9 ; 2 0 4 - 2 0 5 ) T h e 

a b o v e e x p o s i t i o n o f O ' B r i e n ' s t h o u g h t s h o u l d g i v e s o m e i d e a s o f 

h i s s y s t e m ; t h e q u e s t i o n t h a t m u s t b e d e a l t w i t h i s w h e t h e r K n o t t 

w a s c o r r e c t i n h i s b e l i e f t h a t O ' B r i e n ' s s y s t e m i s e s s e n t i a l l y t h a t o f 

G i b b s a n d H e a v i s i d e , a n d h e n c e i s t h e n o w c u r r e n t s y s t e m . I f 

K n o t t w a s c o r r e c t , t h e n O ' B r i e n d e s e r v e s g r e a t c r e d i t a n d m u s t b e 

c a l l e d t h e f a t h e r o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . 

O n e a s p e c t o f t h i s q u e s t i o n i s w h e t h e r O ' B r i e n a t t a i n e d c o n c e p -

t i o n s o f t h e s c a l a r ( d o t ) p r o d u c t a n d t h e v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t . H e 

m u s t b e g i v e n c r e d i t f o r h a v i n g t h e s c a l a r p r o d u c t , a l t h o u g h h i s 

j u s t i f i c a t i o n o f i t i s h a r d l y t r a d i t i o n a l . C o n c e r n i n g t h e v e c t o r p r o d -

u c t t h e q u e s t i o n i s f a r f r o m s i m p l e . H i s p r o d u c t u.v a g r e e s i n 

n u m e r i c a l m a g n i t u d e w i t h t h e m o d e r n v e c t o r p r o d u c t ; h o w e v e r 

O ' B r i e n n e v e r c l e a r l y s t a t e d w h a t i t r e p r e s e n t e d . A s w e m e n t i o n e d 

p r e v i o u s l y , i t s e e m s t h a t h e v i e w e d i t a s a n u m e r i c a l q u a n t i t y ; a t 

a n o t h e r p o i n t i n t h e p a p e r h e s e e m s h o w e v e r t o , h a v e v i e w e d i t a s a 

d i r e c t e d a n d o r i e n t e d p a r a l l e l o g r a m . ( 9 ; 1 8 0 ) I t i s c l e a r t h a t h e 

v i e w e d h i s p r o 4 u c t Du.v a s a d i r e c t e d l i n e s e g m e n t , e q u a l i n m a g -

n i t u d e , d i r e c t i o n , a n d s e n s e t o t h e m o d e r n p r o d u c t . 

B u t s t i l l t h i s p r o d u c t i n h i s s y s t e m d o e s n o t i n a l l c a s e s c o r r e -

s p o n d w i t h t h e m o d e r n p r o d u c t . T h e r e a s o n f o r t h i s i s O ' B r i e n ' s 

f a i l u r e t o u n d e r s t a n d a s s o c i a t i v i t y a n d t h e r e l a t e d f a c t t h a t h i s a , 

y d o n o t c o r r e s p o n d w i t h t h e m o d e r n i , j , k . T h i s b e c o m e s 

e v i d e n t f r o m s t a t e m e n t s m a d e b y O ' B r i e n i n a f o o t n o t e t o h i s p a p e r 

i n w h i c h h e c o m p a r e d h i s s y s t e m t o t h a t o f H a m i l t o n . H e r e i n h e 

c o m p a r e d H a m i l t o n ' s i , j , k w i t h h i s a , (3, y a n d n o t e d t h a t H a m i l -

t o n ' s i , j , k a r e b o t h u n i t s o f d i r e c t i o n a n d h a v e t h e p r o p e r t y o f 

9 9 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

c o r r e s p o n d i n g t o s q u a r e r o o t s o f m i n u s o n e , w h e r e a s h i s a , y d o 

n o t h a v e t h e l a t t e r p r o p e r t y . ( 9 ; 1 7 8 ) T h e m o d e r n i , j , k d o h a v e t h i s 

p r o p e r t y i n s o m e c a s e s , s p e c i f i c a l l y f o r e x a m p l e i n i X ( i X v ) 

w h e r e v h a s n o i c o m p o n e n t . B u t O ' B r i e n r e a l i z e d t h a t h e c o u l d e x -

p r e s s t h i s as (Da.)2 v = Da. (Da. v) w h e r e a is a u n i t v e c t o r a n d v 

c o n t a i n s n o a c o m p o n e n t . 

O ' B r i e n ' s f a i l u r e t o u n d e r s t a n d a s s o c i a t i v i t y w a s m a n i f e s t e d i n 

t h i s f o o t n o t e w h e n h e s t a t e d t h a t H a m i l t o n ' s i 2 a l w a y s e q u a l s —1, 

w h e r e a s h i s (Da.)2 e q u a l s — 1 o n l y w h e n i t i s a p p l i e d t o a d i r e c t e d 

m a g n i t u d e p e r p e n d i c u l a r t o a . ( 9 ; 1 7 8 ) W h a t i s s t r i k i n g i s t h a t 

O ' B r i e n s h o u l d h a v e e x p e c t e d t h i s , f o r t h e t w o f o r m s a r e n o t c o m -

p a r a b l e , s i n c e (i2) = ( i i ) , w h e r e a s (Da.)2 = Da.(Da. . . .). T h e f i rst 

m e a n s i t i m e s i ; t h e l a t t e r m e a n s a p p l y D a t o t h e q u a n t i t y a t t a i n e d 

a f t e r D a h a s b e e n a p p l i e d t o s o m e o t h e r q u a n t i t y . T h u s O ' B r i e n 

f a i l e d t o s e e t h a t h i s s y s t e m w a s n o t a s s o c i a t i v e f o r t h i s p r o d u c t ; 

i n d e e d i t s e e m s n o t t o h a v e b e e n a q u e s t i o n f o r h i m . H e n e v e r i n 

t h e c o u r s e o f t h e p a p e r w r o t e a t r i p l e p r o d u c t e x c e p t i n t h e f o r m 

(Da.)2 v . H e h a d i n f a c t n o s y m b o l i s m f o r e x p r e s s i n g t h e e q u i v a l e n t 

o f ( i X j ) X k ( w r i t t e n i n m o d e r n t e r m s ) ; t h i s c o u l d o n l y b e w r i t t e n 

(Da.Dfi.)y, w h i c h w o u l d h a v e b e e n m e a n i n g l e s s i n h i s s y s t e m . 

T h u s o n e c a n a t m o s t a t t r i b u t e t o O ' B r i e n a v e r y n e a r a p p r o a c h t o 

t h e m o d e r n v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t . 

I n s u m m a r y , O ' B r i e n s h o u l d b e v i e w e d a f o r e r u n n e r o f G i b b s 

a n d H e a v i s i d e , b u t h e d i d n o t a n t i c i p a t e t h e m i n t h e c o n s t r u c t i o n 

o f t h e m o d e r n s y s t e m . H i s s y s t e m w a s r a t h e r p r i m i t i v e a s c o m p a r e d 

t o t h e i r s , w a s d e v e l o p e d o n a d i f f e r e n t a n d l e s s s a t i s f a c t o r y f o u n d a -

t i o n , a n d d i f f e r e d f r o m t h e i r s i n a t l e a s t o n e m a j o r p o i n t . H i s s y s t e m 

f a i l e d t o i n c l u d e a t r e a t m e n t o f a s s o c i a t i v i t y . I f O ' B r i e n ' s l i f e h a d 

n o t e n d e d i n 1 8 5 5 , t h i s l a s t d e f e c t m i g h t h a v e b e e n r e m e d i e d , b u t 

i n n e i t h e r h i s l a s t p a p e r n o r i n a n y o f t h e e a r l i e r o n e s w a s i t i n f a c t 

r e m e d i e d . 

O ' B r i e n s e e m s t o h a v e h a d n o f o l l o w e r s ; n e i t h e r H e a v i s i d e n o r 

G i b b s e v e r m e n t i o n e d h i m , e v e n a f t e r K n o t t h a d c a l l e d a t t e n t i o n 

t o h i s w o r k . I t w o u l d b e i n t e r e s t i n g t o k n o w w h a t v i e w , i f a n y , 

H a m i l t o n h a d o f O ' B r i e n ' s i d e a s a n d l i k e w i s e t o k n o w w h e t h e r 

O ' B r i e n c r e a t e d h i s s y s t e m f r o m H a m i l t o n ' s s y s t e m . T h e f i r s t q u e s -

t i o n s e e m s u n a n s w e r a b l e s i n c e H a m i l t o n r e f e r r e d t o O ' B r i e n o n l y 

o n c e , a n d t h e n o n l y t o i n c l u d e h i s n a m e i n a l i s t o f m a t h e m a t i c i a n s 

w h o h a d " a t m o m e n t s t u r n e d a s i d e f r o m t h e i r o w n o r i g i n a l r e -

s e a r c h e s , t o n o t i c e , a n d i n s o m e i n s t a n c e s t o e x t e n d , r e s u l t s o r 

s p e c u l a t i o n s o f m i n e . . . . " 9 4 

T h e a n s w e r t o t h e s e c o n d q u e s t i o n s e e m s a l m o s t c e r t a i n l y t o b e 

t h a t O ' B r i e n c r e a t e d h i s s y s t e m d i r e c t l y f r o m H a m i l t o n ' s . H e n e v e r 
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s t a t e d t h i s , n o r d i d h e d e n y i t . O ' B r i e n c e r t a i n l y k n e w o f H a m i l t o n ; 

i n d e e d H a m i l t o n p r o b a b l y t a u g h t O ' B r i e n d u r i n g t h e e a r l y 1 8 3 0 ' s 

w h e n O ' B r i e n s t u d i e d a t T r i n i t y C o l l e g e , D u b l i n . M o r e o v e r , a s w e 

i n d i c a t e d b e f o r e , H a m i l t o n ' s w o r k i m m e d i a t e l y a t t r a c t e d a t t e n t i o n . 

H e h a d p u b l i s h e d f r o m 1 8 4 4 t o 1 8 4 6 e i g h t p a p e r s ( o r e i g h t s e c t i o n s 

o f o n e p a p e r ) i n t h e Philosophical Magazine b e f o r e O ' B r i e n ' s f i r s t 

p a p e r 9 5 a p p e a r e d i n t h e s a m e j o u r n a l . B u t t h i s e x t e r n a l e v i d e n c e 

d o e s n o m o r e t h a n a d d f u r t h e r s u p p o r t t o w h a t i s o b v i o u s f r o m t h e 

i n t e r n a l s i m i l a r i t i e s b e t w e e n t h e i r s y s t e m s . 

I f w e p u t p r i o r i t y d i s p u t e s a s i d e , O ' B r i e n i s f o u n d t o m a k e a 

f i t t i n g c o n c l u s i o n f o r t h i s c h a p t e r , s i n c e h e w a s i n d e e d o n t h e r o a d 

t h a t l e a d t o H e a v i s i d e a n d G i b b s , a n d h i s w o r k f u r t h e r i l l u s t r a t e s 

t h e b r e a d t h a n d d e p t h o f t h e s e a r c h f o r n e w v e c t o r i a l s y s t e m s . 

1 0 1 



Notes 

1 A u g u s t F e r d i n a n d M o b i u s , Gesammelte Werke, 4 v o l s . ( L e i p z i g , 1 8 8 5 - 1 8 8 7 ) . 

2 A u g u s t F e r d i n a n d M o b i u s , Der barycentrische Calcul ( L e i p z i g , 1 8 2 7 ) . 
3 A n t o n F a v a r o , " J u s t u s B e l l a v i t i s , E i n e S k i z z e s e i n e s L e b e n s u n d w i s s e n s c h a f t -

l i c h e n W e r k e n s " in S c h l o m i l c h ' s Zeitschrift fur Mathematik und Physik, 26 ( 1 8 8 1 ) , 

1 5 3 - 1 6 9 . 

4 H e r m a n n G i i n t h e r G r a s s m a n n , Hermann Grassmanns Gesammelte mathe-

matische und physikalische Werke, 3 v o l s , in 6 p t s . ( L e i p z i g , 1 8 9 4 - 1 9 1 1 ) . 
5 F r i e d r i c h E n g e l , Grassmanns Leben c o m p r i s e s v o l . I l l , p t . I I o f t h e w o r k c i t e d 

i n n o t e ( 4 ) a b o v e . 
6 V i c t o r S c h l e g e l , Hermann Grassmann: Sein Leben und Seine Werke ( L e i p z i g , 

1 8 7 8 ) . 
7 A d h e m a r B a r r e , C o m t e d e S a i n t - V e n a n t , " M e m o i r e s u r l e s s o m m e s e t l e s 

d i f f e r e n c e s g e o m e t r i q u e s , e t s u r l e u r u s a g e p o u r s i m p l i f i e r l a m e c a n i q u e " i n 

Comptes rendus de VAcademie des Sciences, 21 ( 1 8 4 5 ) , 6 2 0 - 6 2 5 . 
8 R e v . R o b e r t P e r c e v a l G r a v e s , Life o f Sir William Rowan Hamilton, v o l . I l l 

( D u b l i n , 1 8 8 9 ) . 
9 R e v . M a t t h e w O ' B r i e n , " O n S y m b o l i c F o r m s d e r i v e d f r o m t h e C o n c e p t i o n o f 

t h e T r a n s l a t i o n o f a D i r e c t e d M a g n i t u d e " i n Philosophical Transactions o f the 

Royal Society of London, 142 ( 1 8 5 2 ) , 1 6 1 - 2 0 6 . 
1 0 R u d o l f M e h m k e i n h i s v a l u a b l e b o o k Vorlesungen uber Punkt und Vektoren-

rechnung, 1 B a n d , P u n k t r e c h u n g , 1 . T e i l b a n d ( L e i p z i g a n d B e r l i n , 1 9 1 3 ) , 3 4 6 , 

a r g u e d t h a t G i o v a n n i C e v a c o u l d b e v i e w e d a s a " V o r l a u f e r , " a p r e c u r s o r o f M o b i u s 

i n r e g a r d t o a s y s t e m o f a n a l y s i s b a s e d o n p o i n t s . 

1 1 F o r i n f o r m a t i o n o n M o b i u s ' l i f e a n d s c i e n t i f i c a c t i v i t y t h e f o l l o w i n g w e r e u s e d : 

R i c h a r d B a l t z e r , " A u g u s t F e r d i n a n d M o b i u s " ( 1 , 1 ; v - x x ) a n d C u r t R e i n h a r d t , " U e b e r 

d i e E n s t e h u n g s z e i t u n d d e n Z u s a m m e n h a n g d e r w i c h t i g s t e n S c h r i f t e n u n d A b h a n d -

l u n g e n v o n M o b i u s " ( 1 , I V ; 6 9 9 - 7 2 8 ) . 

1 2 T h e s e f a c t s w e r e e s t a b l i s h e d b y R e i n h a r d t t h r o u g h h i s s t u d y o f M o b i u s ' u n -

p u b l i s h e d w r i t i n g s . S e e ( 1 , I V ; 7 0 7 - 7 1 0 ) . 

1 3 P u b l i s h e d a t L e i p z i g . F o r t h i s w o r k s e e ( 1 , I V ; 4 4 1 - 4 7 6 ) , b u t f o r t h e i m p o r t a n t 

a p p e n d i x s e e ( 1 , 1 ; 3 8 9 - 3 9 8 ) . 
1 4 A m u c h f u l l e r e x p o s i t i o n i s a v a i l a b l e i n R . E . A l l a r d i c e , " T h e B a r y c e n t r i c 

C a l c u l u s of M o b i u s " in Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 10 

( 1 8 9 2 ) , 2 - 2 1 . B r i e f e x p o s i t i o n s w i t h h i s t o r i c a l c o m m e n t s a r e g i v e n i n J o s i a h W i l l a r d 

G i b b s , " M u l t i p l e A l g e b r a " i n Scientific Papers o f J . Willard Gibbs, v o l . I I ( N e w 

Y o r k , 1 9 6 1 ) , 9 1 - 1 1 7 ; J u l i a n L o w e l l C o o l i d g e , A History o f Geometrical Methods 

( N e w Y o r k , 1 9 6 3 ) , 1 4 8 - 1 5 0 ; H e r m a n n R o t h e , " S y s t e m e g e o m e t r i s c h e r A n a l y s e " i n 

Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften, v o l . I l l , p t . 1 , 2 n d h a l f , ( L e i p z i g , 

1 9 3 1 [ ? ] ) , 1 2 8 9 - 1 2 9 3 ; C a r l B . B o y e r , History o f Analytical Geometry ( N e w Y o r k , 

1 9 5 6 ) , 2 4 2 f f . A s e c t i o n o f M o b i u s ' b o o k w a s t r a n s l a t e d b y J . P . K o r m e s a n d p u b -

l i s h e d i n A Source Book i n Mathematics, v o l . I I , e d . D a v i d E u g e n e S m i t h ( N e w 

Y o r k , 1 9 5 9 ) , 6 7 0 - 6 7 6 . 

102 



O t h e r E a r l y V e c t o r i a l S y s t e m s 

1 5 T h i s d i s c o v e r y w a s m a d e n e a r l y s i m u l t a n e o u s l y a n d i n d e p e n d e n t l y b y E t i e n n e 

B o b i l l i e r , K . W . F e u e r b a c h , a n d J u l i u s P l i i c k e r . S e e C a r l B . B o y e r , History o f 

Analytical Geometry ( N e w Y o r k , 1 9 5 6 ) , 2 4 0 - 2 4 4 . 

1 6 S e e R i c h a r d B a l t z e r ' s r e m a r k s i n ( 1 , 1 ; x i - x i i i ) . 
1 7 P u b l i s h e d a t L e i p z i g ; l a t e r p u b l i s h e d i n ( 1 , I V ; 1 - 3 1 8 ) . F o r M o b i u s ' t r e a t m e n t 

o f v e c t o r i a l a d d i t i o n , s e e ( 1 , I V ; 4 1 ) . 
1 8 T h u s , f o r e x a m p l e , M o b i u s w r o t e A'B'C' = ABC - cos ABC A'B'C' w h e r e 

A'B'C' i s t h e p r o j e c t i o n o f t h e t r i a n g l e ABC o n s o m e p l a n e . T h e r i g h t - h a n d m e m b e r 

o f t h i s e q u a t i o n i s a t r i a n g l e ( f i x e d a s p a r a l l e l t o s o m e p l a n e ) m u l t i p l i e d b y t h e 

c o s i n e o f t h e a n g l e b e t w e e n t h e t w o p l a n e s , w h i c h m u s t b e a n u m b e r , w h e r e a s t h e 

l e f t - h a n d m e m b e r w o u l d i n g e n e r a l n o t b e p a r a l l e l t o t h e r i g h t - h a n d m e m b e r . I t 

i s c l e a r t h a t h e w a s s i m p l y s t a t i n g t h a t t h e p r o j e c t i o n o f a t r i a n g l e o n s o m e p l a n e 

g i v e s a n a r e a w h i c h i s e q u a l t o t h e o r i g i n a l a r e a m u l t i p l i e d b y t h e c o s i n e o f t h e a n g l e 

b e t w e e n t h e t w o p l a n e s . H o w e v e r h i s s y m b o l i s m d i d n o t e x p r e s s t h i s . ( 1 , I V ; 6 8 5 ) 

1 9 I n 1 8 5 9 M o b i u s p u b l i s h e d a p a p e r e n t i t l e d " N e u e r B e w e i s d e s i n H a m i l t o n ' s 

Lectures o n Quaternions a u f g e s t e l l t e n a s s o c i a t i v e n P r i n c i p s b e i d e r Z u s a m m e n s e t z -

u n g v o n B o g e n g r o s s t e r K r e i s e a u f d e r K u g e l f l a c h e . " ( 1 , 1 1 ; 5 5 - 7 0 ) 

2 0 B i o g r a p h i c a l i n f o r m a t i o n h a s b e e n d r a w n m a i n l y f r o m t h e w o r k c i t e d i n n o t e 

( 3 ) a b o v e a n d C h a r l e s A n g e L a i s a n t , " G i u s t o B e l l a v i t i s " i n D a r b o u x ' s Bulletin des 

sciences mathematiques, 2 n d S e r . , 4 ( 1 8 8 0 ) , 3 4 3 - 3 4 8 . 
2 1 G i u s t o B e l l a v i t i s , " S a g g i o d i a p p l i c a z i o n i d i u n n u o v o m e t o d o d i G e o m e t r i a 

a n a l i t i c a ( C a l c o l o d e l l e e q u i p o l l e n z e ) " in Annali delle Scienze del Regno Lom-

bardo-Veneto. Padova, 5 ( 1 8 3 5 ) , 2 4 6 - 2 4 7 . 

2 2 S e e f o r e x a m p l e ( 3 ; 1 5 5 ) o r M . L a q u i e r e , " O b s e r v a t i o n s s u r l ' o r i g i n e n a t u r e l l e 

e t g e o m e t r i q u e d u C a l c u l d e s E q u i p o l l e n c e s " i n Association Frangaise pour 

Vavancement des sciences. Comptes rendus, ( 1 8 8 1 ) , 7 7 . F o r e v i d e n c e t h a t B e l l a v i t i s 

h i m s e l f r e c o g n i z e d t h e e q u i v a l e n c e s e e G i u s t o B e l l a v i t i s , " S u l l e O r i g i n i d e l 

M e t o d o d e l l e E q u i p o l l e n z e " in Memorie del Reale Istituto Venetoy d i Scienze, 

Lettere, ed Arti, 19 ( 1 8 7 6 ) , 4 4 9 f f . 
2 3 ( 3 ; 1 5 5 ) . F o r h i s v i e w s i n 1 8 7 6 s e e B e l l a v i t i s , " O r i g i n i , " 4 7 6 - 4 7 7 . F o r h i s v i e w s 

i n t h e 1 8 3 0 ' s s e e b e l o w . I n r e g a r d t o h i s n a r r o w n e s s o f v i e w i t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e 

t h a t B e l l a v i t i s e x h i b i t e d t h e s a m e t e n d e n c y i n r e l a t i o n t o n o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y 

a n d , a c c o r d i n g t o F a v a r o , c r u s a d e d a g a i n s t i t s a c c e p t a n c e . O n t h i s s e e ( 3 ; 1 5 9 ) . 
2 4 B e l l a v i t i s , " O r i g i n i , " 4 4 9 . 
2 5 G i u s t o B e l l a v i t i s , " S u l l a G e o m e t r i a D e r i v a t a " i n Annali delle Scienze del Regno 

Lombardo-Veneto. Padova, 2 ( 1 8 3 2 ) , 2 5 0 - 2 5 3 . 
2 6 B e l l a v i t i s , " O r i g i n i , " 4 5 1 . 
2 7 G i u s t o B e l l a v i t i s , " S o p r a a l c u n e a p p l i c a s i o n i d i u n n u o v o m e t o d o d i G e o m e t r i a 

A n a l i t i c a " in II Poligrafo. Giornale di Scienze, Lettere ed Arti. Verona, 13 ( 1 8 3 3 ) , 

5 3 - 6 1 . I h a v e n o t s e e n t h i s p a p e r , f o r t h e a b o v e j o u r n a l d o e s n o t s e e m t o b e a v a i l a b l e 

i n t h i s c o u n t r y . 
2 8 G i u s t o B e l l a v i t i s , " S a g g i o d i a p p l i c a s i o n i d i u n n u o v o m e t o d o d i G e o m e t r i a 

a n a l i t i c a ( C a l c o l o d e l l e e q u i p o l l e n z e ) " in Annali delle Scienze del Regno Lombardo-

Veneto. Padova, 5 ( 1 8 3 5 ) , 2 4 4 - 2 5 9 . I h a v e i n f e r r e d f r o m s o m e n o t c o m p l e t e l y c l e a r 

c o m m e n t s m a d e b y B e l l a v i t i s ( " O r i g i n i , " 4 5 1 ) t h a t t h e 1 8 3 3 p a p e r c o n t a i n e d n e i t h e r 

t h e t e r m " e q u i p o l l e n c e " n o r t h e p r e s e n t a t i o n o f h i s f u l l y d e v e l o p e d s y s t e m . 
2 9 T h e r e a r e a n u m b e r o f g o o d b i o g r a p h i c a l s t u d i e s o f G r a s s m a n n . T h e d e f i n i t i v e 

w o r k i s c i t e d i n n o t e ( 5 ) a b o v e . A s h o r t e r , v a l u a b l e , b u t s o m e w h a t o v e r l y e n t h u s i a s t i c 

b o o k i s c i t e d i n n o t e ( 6 ) a b o v e . A l s o u s e d w a s F r i e d r i c h E n g e l , " H e r m a n n G r a s s -

m a n n " i n Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1 9 ( 1 9 1 0 ) , 1 - 1 3 ; 

A . E . H e a t h , " H e r m a n n G r a s s m a n n " i n Monist, 2 7 ( 1 9 1 7 ) , 1 - 2 1 ; A . E . H e a t h , " T h e 

1 0 3 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

N e g l e c t o f t h e W o r k o f H . G r a s s m a n n " i n Monist, 2 7 ( 1 9 1 7 ) , 2 2 - 3 5 ; A . E . H e a t h , 

" T h e G e o m e t r i c a l A n a l y s i s o f G r a s s m a n n a n d I t s C o n n e c t i o n w i t h L e i b n i z ' s 

C h a r a c t e r i s t i c " i n Monist, 2 7 ( 1 9 1 7 ) , 3 6 - 5 6 ; G e o r g e S a r t o n , " G r a s s m a n n " i n Isis, 

3 5 ( 1 9 4 4 ) , 3 2 6 - 3 3 0 ; R . S t u r m , E . S c h r o d e r , a n d L . S o h n c k e , " H e r m a n n G r a s s m a n n : 

s e i n L e b e n u n d s e i n e m a t h e m a t i s c h - p h y s i k a l i s c h e n A r b e i t e n " i n Mathematische 

Annalen, 1 4 ( 1 8 7 9 ) , 1 - 4 5 ; a n d V i c t o r S c h l e g e l ' s v a l u a b l e a r t i c l e , m a i n l y o n t h e r e -

c e p t i o n o f G r a s s m a n n ' s w o r k , " D i e G r a s s m a n n ' s c h e A u s d e h n u n g s l e h r e " i n 

Z e i t s c h r i f t fur Mathematik und Physik, 4 1 ( 1 8 9 6 ) , 1 - 2 1 a n d 4 1 - 5 9 . 

3 0 S e e ( 5 ; 3 - 7 ) a n d ( 6 ; 1 6 - 3 0 ) . 
3 1 T h i s w a s p u b l i s h e d p o s t h u m o u s l y i n 1 9 1 1 a s v o l . I l l , p t . I , o f t h e w o r k c i t e d i n 

n o t e ( 4 ) a b o v e . 

3 2 C o n c e r n i n g t h e d e t a i l s o f t h i s p e r i o d i n G r a s s m a n n ' s l i f e s e e ( 5 ; 7 2 - 8 5 ) a n d f o r 

C o n r a d ' s s t a t e m e n t s e e ( 4 , 1 1 1 , 1 ; 2 0 9 ) . 
3 3 T h o u g h i n t h i s f o r e w o r d G r a s s m a n n d i d n o t g i v e t h e d a t e 1 8 3 2 , t h e r e i s e v e r y 

r e a s o n t o b e l i e v e t h a t E n g e l w a s r i g h t i n t a k i n g t h e s t a t e m e n t s f r o m t h e f o r e w o r d a s 

r e f e r r i n g t o t h e 1 8 3 2 p e r i o d . 

3 4 S e e ( 4 , 1 , 1 1 ; 8 - 9 ) f o r G r a s s m a n n ' s s t a t e m e n t a n d ( 4 , 1 , 1 1 ; 3 9 7 - 3 9 8 ) f o r t h e r e l e v a n t 

p a r t o f G a u s s ' l e t t e r . 

3 5 ( 4 , 1 , 1 ; 8 ) . T h e s e b o o k s , t h o u g h i n t e n d e d f o r e l e m e n t a r y i n s t r u c t i o n , w e r e w r i t t e n 

f r o m a r a t h e r p h i l o s o p h i c a l p o i n t o f v i e w . O n t h i s s e e ( 6 ; 4 8 ) a n d ( 5 ; 2 - 7 ) . T h e f u l l 

r e f e r e n c e s t o G r a s s m a n n ' s f a t h e r ' s t w o b o o k s a r e J u s t u s G i i n t h e r G r a s s m a n n , 

Raumlehre, Ebene raumliche Grossenlehre ( B e r l i n , 1 8 2 4 ) a n d Lehrbuch der ebenen 

und spharischen Trigonometrie ( B e r l i n , 1 8 3 5 ) . T h e f i r s t b o o k i s t h e s e c o n d p a r t o f h i s 

Raumlehrey t h e f i r s t p a r t h a v i n g b e e n p u b l i s h e d i n 1 8 1 7 u n d e r t h e t i t l e Geometrische 

Combinationslehre. T h e s e b o o k s s e e m t o b e q u i t e r a r e ; n e i t h e r t h e L i b r a r y o f C o n -

g r e s s , B r i t i s h M u s e u m , n o r B i b l i o t e q u e N a t i o n a l e l i s t c o p i e s i n t h e i r c a t a l o g u e s . 

3 8 F o r W i l s o n ' s d i s c u s s i o n o f t h e s e t w o p r o d u c t s a n d f o r W i l s o n ' s s t a t e m e n t s c o n -

c e r n i n g G i b b s ' v i e w s s e e E d w i n B i d w e l l W i l s o n , " O n P r o d u c t s i n A d d i t i v e F i e l d s " 

in Verhandlungen des I I I . Internationalen Mathematiker Kongresses im Heidelberg, 

1904. ( L e i p z i g , 1 9 0 5 ) , 2 0 2 - 2 1 5 . 
3 7 C o n c e r n i n g t h i s s e e G r a s s m a n n ' s s t a t e m e n t o f 1 8 7 7 : " U b e r d a s V e r h a l t n i s s d e r 

n i c h t e u k l i d i s c h e n G e o m e t r i e z u r A u s d e h n u n g s l e h r e " ( 4 , 1 , 1 ; 2 9 3 - 2 9 4 ) , a n d f o r 

E n g e l ' s n o t e t h e r e o n s e e ( 4 , 1 , 1 ; 4 1 3 ) . 
3 8 T h i s i s t h e y e a r s u g g e s t e d b y E n g e l . S e e ( 5 ; 9 2 ) . 
3 9 ( 5 ; 3 3 1 ) . T h i s i s b a s e d o n E n g e l ' s r e s t o r a t i o n o f o n e u n c l e a r l y a b b r e v i a t e d w o r d 

i n t h e o r i g i n a l l e t t e r . 

4 0 ( 4 , 1 , 1 ; 2 2 ) . E r n e s t N a g e l g a v e a n i n t e r e s t i n g , b u t b r i e f , d i s c u s s i o n o f t h e d e g r e e 

o f p h i l o s o p h i c a l s o p h i s t i c a t i o n m a n i f e s t e d b y G r a s s m a n n i n t h i s w o r k i n h i s " T h e 

F o r m a t i o n o f M o d e r n C o n c e p t i o n s o f F o r m a l L o g i c i n t h e D e v e l o p m e n t o f 

G e o m e t r y " i n Osiris, 7 ( 1 9 3 9 ) , 1 4 2 - 2 2 4 . O n G r a s s m a n n s e e e s p e c i a l l y p a g e s 1 6 8 -

1 7 4 . 

4 1 T h i s i s n o t a n i n a p p r o p r i a t e t e r m ; i n d e e d W h i t e h e a d ' s Universal Algebra i n -

c l u d e d m a n y o f G r a s s m a n n ' s i d e a s . 

4 2 F o r t h e i r s t a t e m e n t s s e e ( 5 ; 1 0 2 , 1 0 2 , 2 0 7 ) . 
4 3 I n a p a p e r p u b l i s h e d i n 1 8 5 5 , w h i c h w i l l b e d i s c u s s e d l a t e r . 

4 4 S o m e d i s c u s s i o n o f t h e w r i t i n g s i n E n g l i s h t h a t a t t e m p t t o e x p l a i n G r a s s m a n n ' s 

s y s t e m m a y b e g i v e n a t t h i s p o i n t . T h e r e a r e f i v e s u c h w r i t i n g s : ( 1 ) H e r m a n n 

G r a s s m a n n , " A B r i e f A c c o u n t o f t h e E s s e n t i a l F e a t u r e s o f G r a s s m a n n ' s E x t e n s i v e 

A l g e b r a , " t r a n s . W o o s t e r W o o d r u f f B e m a n , i n Analyst, 8 ( 1 8 8 1 ) , 9 6 - 9 7 a n d 1 1 4 - 1 2 4 ; 

( 2 ) A l e x a n d e r Z i w e t , " A B r i e f A c c o u n t o f H . G r a s s m a n n ' s G e o m e t r i c a l T h e o r i e s " 

i n Annals o f Math, 2 ( 1 8 8 5 - 1 8 8 6 ) , 1 - 1 1 a n d 2 5 - 3 4 ; ( 3 ) E d w a r d W y l l y s H y d e , The 
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Directional Calculus ( B o s t o n , 1 8 9 0 ) ; ( 4 ) E d w a r d W y l l y s H y d e , Grassmann s Space 

Analysis ( L o n d o n , 1 9 0 6 ) ; ( 5 ) J o s e p h V . C o l l i n s , " A n E l e m e n t a r y E x p o s i t i o n o f 

G r a s s m a n n ' s ' A u s d e h n u n g s l e h r e ' " i n American Mathematical Monthly, 6 ( 1 8 9 9 ) , 

1 9 3 - 1 9 8 , 2 6 1 - 2 6 6 , 2 9 7 - 3 0 1 , a n d 7 ( 1 9 0 0 ) , 3 1 - 3 5 , 1 6 3 - 1 6 6 , 1 8 1 - 1 8 7 , 2 0 7 - 2 1 4 , 2 5 3 -

2 5 8 . I h a v e u s e d a l l o f t h e s e , b u t t h e i r u s e f u l n e s s i s d e f i n i t e l y l i m i t e d . T h e y d i d 

h o w e v e r s e t t h e s t a n d a r d i n g i v i n g E n g l i s h e q u i v a l e n t s f o r G r a s s m a n n ' s n e w t e r m s , 

a n d I h a v e t h u s u s e d t h e i r t e r m s . I t e m 1 i s t h e o n l y m a t h e m a t i c a l w r i t i n g b y G r a s s -

m a n n e v e r t r a n s l a t e d i n t o E n g l i s h . I t i s u s e f u l i n t h a t i n i t h e a t t e m p t e d t o s u m -

m a r i z e h i s Ausdehnungslehre o f 1 8 4 4 , b u t a n a d e q u a t e s u m m a r y w a s b e y o n d i t s 

s c o p e ; i n f a c t o n l y 3 2 o f t h e 1 8 8 s e c t i o n s o f t h e Ausdehnungslehre w e r e s u m m a r i z e d . 

I t e m s 2 , 3 , 4 , a n d 5 a l l s t e m f r o m t h e Ausdehnungslehre o f 1 8 6 2 , w h i c h e m b o d i e d a 

p r e s e n t a t i o n s u b s t a n t i a l l y d i f f e r e n t f r o m t h a t o f t h e e a r l i e r b o o k . I t e m 2 i s s h o r t , 

g e n e r a l , a n d h e n c e l i m i t e d . I t e m s 3 a n d 4 c o n t a i n G r a s s m a n n ' s i d e a s i n a s i m p l i f i e d 

f o r m , i . e . , l i m i t e d t o t h r e e d i m e n s i o n s a n d w i t h t h e s t r e s s o n a p p l i c a t i o n s . I t e m 5 

s t a y s f a i r l y c l o s e t o t h e o r i g i n a l t e x t o f 1 8 6 2 , a s 3 a n d 4 d o n o t ; i t h o w e v e r i s m a r r e d 

b y m i s p r i n t s a n d a f e w m a t h e m a t i c a l e r r o r s a n d , t h o u g h s u r p a s s i n g t h e a b o v e w o r k s , 

s t i l l f a l l s f a r s h o r t o f b e i n g a n a d e q u a t e s u m m a r y o f t h e Ausdehnungslehre o f 1 8 6 2 . 

F i n a l l y A l f r e d N o r t h W h i t e h e a d ' s Universal Algebra ( C a m b r i d g e , E n g l a n d , 1 8 9 8 ) 

a n d H e n r y G e o r g e F o r d e r ' s Calculus o f Extension ( C a m b r i d g e , E n g l a n d , 1 9 4 1 ) 

s h o u l d b e m e n t i o n e d , t h o u g h b o t h d e p a r t c o n s i d e r a b l y f r o m G r a s s m a n n ' s p r e s e n t a -

t i o n a n d c o n t e n t , a n d h e n c e w e r e u s e d s p a r i n g l y . 

4 5 ( 4 ,1 ,1 ; 6 2 ) . T h i s m a y b e c o m p a r e d w i t h t h e s t a t e m e n t f o u n d i n c u r r e n t v e c t o r 

a n a l y s i s b o o k s t h a t a n y v e c t o r m a y b e e x p r e s s e d i n t h e f o r m a \ + b j + c k w h e r e a , 

b , c a r e u n i q u e . 
4 6 ( 4 , 1 , 1 ; 1 1 - 1 2 ) . I n a f o o t n o t e G r a s s m a n n s t a t e d t h a t t h i s p r o d u c t w o u l d b e d e -

v e l o p e d i n t h e s e c o n d v o l u m e o f t h e Ausdehnungslehre, b u t n o s e c o n d v o l u m e 

a p p e a r e d . H e d i d h o w e v e r d e v e l o p t h i s p r o d u c t i n o t h e r w r i t i n g s . 

4 7 T h i s w a s s o b e c a u s e f o r G r a s s m a n n a n y d i s t r i b u t i v e o p e r a t i o n w a s b y d e f i n i t i o n 

a m u l t i p l i c a t i o n . F o r G r a s s m a n n ' s p r e s e n t a t i o n o f t h e a b o v e s e c t i o n s e e ( 4 , 1 , 1 ; 7 7 -

7 9 ) . 

4 8 C o n c e r n i n g t h i s s e e ( 4 , 1 , 1 ; 9 3 - 9 9 , 1 1 4 - 1 1 8 ) . 

4 9 T h i s w a s p u b l i s h e d i n G r u n e r t ' s Archiv der Mathematik und Physik, 6 ( 1 8 4 5 ) , 

3 3 7 - 3 5 0 , a n d r e p u b l i s h e d i n ( 4 , 1 , 1 ; 2 9 7 - 3 1 2 ) . I t w i l l b e d i s c u s s e d l a t e r . H e r e a s e l s e -

w h e r e i n t h e s u m m a r y G r a s s m a n n f o c u s e d o n s u m m a r i z i n g t h e r e s u l t s m o r e t h a n t h e 

m e t h o d s . 

5 0 A s t r a n s l a t e d b y W . W . B e m a n a n d p u b l i s h e d a s " A B r i e f A c c o u n t o f t h e E s s e n -

t i a l F e a t u r e s o f G r a s s m a n n ' s E x t e n s i v e A l g e b r a " i n Analyst, 8 ( 1 8 8 1 ) , 1 1 7 . 

5 1 J o s i a h W i l l a r d G i b b s , The Scientific Papers o f j . Willard Gibbs, v o l . I I ( N e w 

Y o r k , 1 9 6 1 ) , 1 6 7 . F o r a f u l l e r d i s c u s s i o n s e e p a g e s 9 4 - 1 1 3 , 1 6 2 - 1 6 7 . 
5 2 G e o r g e S a r t o n , " G r a s s m a n n " i n Isis, 3 5 ( 1 9 4 4 ) , 3 2 7 . 

5 3 T h e l e t t e r i s g i v e n i n p a r t i n ( 4 , 1 , 1 1 ; 3 9 7 - 3 9 8 ) . I t m a y b e n o t e d t h a t , a s w e 

p o i n t e d o u t p r e v i o u s l y , G r a s s m a n n f i r s t b e c a m e a c q u a i n t e d w i t h t h e g e o m e t r i c a l 

r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s t h r o u g h t h i s l e t t e r . I t m a y a l s o b e n o t e d t h a t 

G a u s s w r o t e , p r o b a b l y i n J u l y , 1 8 3 1 , a v e r y s h o r t e s s a y e n t i t l e d " G e o m e t r i s c h e 

S e i t e d e r T e r n a r e n F o r m e n . " T h i s w a s h o w e v e r o n l y p u b l i s h e d p o s t h u m o u s l y i n 

C a r l F r e i d r i c h G a u s s , Werke, v o l . I I ( G o t t i n g e n , 1 8 6 3 ) , 3 0 5 - 3 1 0 ; t h e r e i n G a u s s 

d e v e l o p e d a n e x p r e s s i o n r o u g h l y e q u i v a l e n t t o t h e s c a l a r p r o d u c t . 

5 4 E r n e s t N a g e l , " T h e F o r m a t i o n o f M o d e r n C o n c e p t i o n s o f F o r m a l L o g i c i n t h e 

D e v e l o p m e n t o f G e o m e t r y " i n Osiris, 7 ( 1 9 3 9 ) , 1 7 3 - 1 7 4 . 

5 5 A . E . H e a t h , " T h e N e g l e c t o f t h e W o r k o f H . G r a s s m a n n " i n Monist, 2 7 ( 1 9 1 7 ) , 

2 4 . 
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5 6 H e r m a n n G i i n t h e r G r a s s m a n n , " K u r z e U b e r s i c h t i i b e r d a s W e s e n d e r A u s -

d e h n u n g s l e h r e " i n G r u n e r t ' s Archiv der Mathematik und Physik, 6 ( 1 8 4 5 ) , 3 3 7 -

3 5 0 . R e p u b l i s h e d i n ( 4 , 1 , 1 ; 2 9 7 - 3 1 2 ) . 

5 7 H e r m a n n G i i n t h e r G r a s s m a n n , " N e v e T h e o r i e d e r E l e k t r o d y n a m i k " i n P o g g e n -

d o r f f ' s Annalen der Physik und Chemie, 64 ( 1 8 4 5 ) , 1 - 1 8 . R e p u b l i s h e d in (4 ,11 ,11 ; 

1 4 7 - 1 6 0 ) . 

5 8 S t r i c t l y s p e a k i n g i t w a s n o t a c o m p e t i t i o n , s i n c e G r a s s m a n n ' s w o r k w a s t h e o n l y 

e s s a y s u b m i t t e d ! O n t h i s s e e ( 5 ; 1 1 9 ) . 
5 9 H e r m a n n G i i n t h e r G r a s s m a n n , Die Geometrische Analyse gekniipft und die 

von Leibnitz erfundene geometrische charakteristik ( L e i p z i g , 1 8 4 7 ) . F o r t h i s w o r k 

s e e ( 4 , 1 , 1 ; 3 2 1 - 3 9 8 ) . F o r M o b i u s ' e s s a y , w h i c h w a s e n t i t l e d " D i e G r a s s m a n n i s c h e 

L e h r e v o n P u n k t g r o s s e n u n d d e n d a v o n a b h a n g e n d e n G r o s s e n f o r m e n , " s e e 

( 1 , 1 ; 6 1 3 - 6 3 3 ) . 
6 0 S e e f o r e x a m p l e S a i n t - V e n a n t ' s e x p l i c i t s t a t e m e n t t o t h i s e f f e c t . ( 5 ; 2 0 0 ) . 

6 1 I n t h i s r e g a r d i t s h o u l d b e n o t e d t h a t ( 1 ) o n e o f G a u s s ' t w o p u b l i c a t i o n s o f 1 8 3 1 

w a s i n L a t i n ( t h e o t h e r i n G e r m a n ) , a n d h e n c e S a i n t - V e n a n t m i g h t h a v e h a d a c c e s s 

t o t h i s w o r k ; ( 2 ) S a i n t - V e n a n t d e s i g n a t e d v e c t o r s b y a s t r a i g h t l i n e a b o v e t h e l e t t e r 

s y m b o l i z i n g t h e v e c t o r ( t h u s a ) , a n d A r g a n d w a s t h e f i r s t a n d o n l y o n e o f t h e m e n 

m e n t i o n e d w h o u s e d t h e s a m e s y m b o l ; a n d ( 3 ) S a i n t - V e n a n t k n e w o f W a r r e n ' s w o r k 

b y a t l e a s t 1 8 5 3 , w h e n h e m e n t i o n e d i t i n a n a r t i c l e , " D e l ' i n t e r p r e t a t i o n g e o m e -

t r i q u e d e s c l e f s a l g e b r i q u e s e t d e s d e t e r m i n a n t s " i n Comptes rendus d e VAcademie 

des Sciences, 36 ( 1 8 5 3 ) , 5 8 3 . 

6 2 A l t h o u g h S a i n t - V e n a n t i s r a r e l y m e n t i o n e d b y l a t e r a u t h o r s , h e d i d i n f l u e n c e h i s 

c o u n t r y m a n H e n r i R e s a l , w h o s e Traite d e Cinematique pure ( P a r i s , 1 8 6 2 ) i n c l u d e d a 

p r e s e n t a t i o n o f e l e m e n t a r y v e c t o r a d d i t i o n , s u b t r a c t i o n , a n d d i f f e r e n t i a t i o n a s w e l l 

a s o n e v e c t o r i a l p r o d u c t . R e s a l ' s p r o d u c t w a s h o w e v e r n o t S a i n t - V e n a n t ' s ; i t w a s 

i n s t e a d t h e m o d e r n s c a l a r ( d o t ) p r o d u c t w h i c h h e p r e s u m a b l y c r e a t e d b y g o i n g f r o m 

S a i n t - V e n a n t ' s a b s i n 6 t o a b c o s 6 . N e i t h e r G r a s s m a n n n o r H a m i l t o n i s m e n t i o n e d , 

a n d a l t h o u g h r e f e r e n c e s t o S a i n t - V e n a n t a r e f e w ( s e e p a g e s 1 8 a n d 6 4 ) , t h e y a r e 

s u f f i c i e n t t o s h o w t h a t t h e l a t t e r w a s h i s s o u r c e . R e s a l w a s f o l l o w e d i n h i s l i m i t e d 

u s e o f v e c t o r i a l m e t h o d s i n m e c h a n i c s b y J o s e p h S o m o f f . S e e S o m o f f , Theoretische 

Mechanik . Kinematik, t r a n s , f r o m R u s s i a n b y A l e x a n d e r Z i w e t ( L e i p z i g , 1 8 7 8 ) , 

x - x i a n d 4 6 - 5 1 . 

6 3 A u g u s t i n C a u c h y , " S u r l e s C l e f s a l g e b r i q u e s " i n Comptes rendus d e VAcademie 

des Sciences, 36 ( 1 8 5 3 ) , 7 0 - 7 5 a n d 1 2 9 - 1 3 6 . S e e a l s o CEuvres completes d'Augustin 

Cauchy, 1 s t S e r . , v o l . X I ( P a r i s , 1 8 9 9 ) , 4 3 9 - 4 4 5 , a n d v o l . X I I ( P a r i s , 1 9 0 0 ) , 1 2 - 2 1 . 

C a u c h y a l s o p u b l i s h e d " S u r l e s a v a n t a g e s q u e p r e s e n t e , d a n s u n g r a n d n o m b r e d e 
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C H A P T E R F O U R 

Traditions in Vectorial 

Analysis from the Middle Period 

of Its History 

I. Introduction 

A s a f i r s t a p p r o x i m a t i o n t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s m a y b e 

d i v i d e d i n t o t h r e e p e r i o d s . T h e f i r s t p e r i o d m a y b e c h a r a c t e r i z e d 

a s t h e t i m e w h e n m a t h e m a t i c i a n s s e a r c h e d f o r , d i s c o v e r e d , a n d d e -

v e l o p e d s y s t e m s o f h y p e r c o m p l e x n u m b e r s w h i c h c o u l d b e u s e d 

f o r s p a c e a n a l y s i s . T h i s p e r i o d b e g a n i n t h e l a t e e i g h t e e n t h c e n t u r y 

w i t h W e s s e l ; i t s c o n c l u s i o n i s b e s t s e t a s 1 8 6 5 , t h e y e a r i n w h i c h 

H a m i l t o n d i e d . T h e s e c o n d p e r i o d m a y b e d e s c r i b e d a s t h e t i m e 

w h e n s o m e o f t h e v e c t o r i a l s y s t e m s o f t h e f i r s t p e r i o d w e r e d i s -

c u s s e d , t e s t e d , a n d i n s o m e c a s e s e x t e n d e d . T h i s p e r i o d w a s m o r e 

a t i m e o f " r e c o g n i t i o n s " t h a n o f d i s c o v e r i e s . T h u s f o r e x a m p l e 

d u r i n g t h i s t i m e a n u m b e r o f s c i e n t i s t s r e c o g n i z e d t h e n e e d f o r 

v e c t o r i a l m e t h o d s a n d i n s o m e c a s e s s p e c i f i e d t h e c h a r a c t e r i s t i c s 

t o b e l o o k e d f o r i n a v e c t o r i a l s y s t e m . T h e y e a r 1 8 8 0 m a y b e t a k e n 

a s t h e t e r m i n u s f o r t h i s p e r i o d a s w e l l a s t h e b e g i n n i n g o f t h e t h i r d 

p e r i o d , w h i c h e x t e n d e d t o 1 9 1 0 . D u r i n g t h e t h i r d p e r i o d t h e 

m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s w a s c r e a t e d , d i s c u s s e d , a n d 

a c c e p t e d . 

T h e a b o v e p e r i o d i z a t i o n i s o f c o u r s e n o t e n t i r e l y s a t i s f a c t o r y ; i t s 

v a l u e a n d a c c u r a c y a s w e l l a s i t s s h o r t c o m i n g s w i l l b e c o m e a p -

p a r e n t f r o m l a t e r s e c t i o n s . I t s i m m e d i a t e r e l e v a n c e i s t h a t i n t e r m s 

o f i t t h e f u n c t i o n o f t h e p r e s e n t c h a p t e r m a y b e d e f i n e d : t h i s 

c h a p t e r a t t e m p t s a n a n a l y s i s o f t h e s e c o n d , o r m i d d l e , p e r i o d o f t h e 

h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s . 

T h e c e n t r a l f i g u r e s i n t h i s c h a p t e r a r e T a i t , P e i r c e , M a x w e l l , a n d 

C l i f f o r d . T h e s e l e c t i o n o f t h e y e a r 1 8 8 0 a s t h e t e r m i n u s o f t h i s 
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p e r i o d s h o u l d b e v i e w e d a s s o m e w h a t a r b i t r a r y , e v e n t h o u g h i t i s 

t r u e t h a t M a x w e l l a n d C l i f f o r d d i e d i n 1 8 7 9 a n d P e i r c e i n 1 8 8 0 , a n d 

t h a t G i b b s ' f i r s t p r e s e n t a t i o n o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s a p p e a r e d i n 

1 8 8 1 . N e v e r t h e l e s s t h e t r a n s i t i o n s t h a t o c c u r r e d i n t h e s e m e n i n t h e 

p e r i o d 1 8 6 5 t o 1 8 8 0 t o o k p l a c e i n t h e m i n d s o f l e s s e r m e n a t a l a t e r 

d a t e . 

M o r e s p e c i f i c a l l y , t h i s c h a p t e r i s a i m e d a t p r e s e n t i n g a d i s c u s -

s i o n o f t h e d e g r e e a n d k i n d o f r e c e p t i o n a c c o r d e d t o t h e t w o m a j o r 

t r a d i t i o n s t h a t e m e r g e d f r o m t h e f i r s t p e r i o d ; t h e s e w e r e t h e 

H a m i l t o n i a n a n d t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n s . T h e s e c o n d o f t h e s e 

h a s b r i e f l y b e e n d i s c u s s e d f o r t h i s p e r i o d o f t i m e i n t h e l a s t c h a p t e r , 

w h i c h w a s n a t u r a l s i n c e G r a s s m a n n d i e d i n 1 8 7 8 . H o w e v e r t h e r e i s 

m o r e t o b e s a i d i n t h i s r e g a r d . 

E v i d e n c e w i l l b e s u p p l i e d t o s h o w t h a t t h e H a m i l t o n i a n t r a d i -

t i o n b e c a m e t h e m o r e v i g o r o u s , a n d a c t i v i t i e s a n d t r a n s f o r m a t i o n s 

w i t h i n t h i s t r a d i t i o n w i l l b e e s p e c i a l l y a n a l y z e d , s i n c e i t w a s f r o m 

t h i s t r a d i t i o n t h a t t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s a r o s e . 

T h e f o u r m e n e m p h a s i z e d i n t h i s c h a p t e r m a y a t f i r s t s i g h t s e e m 

s t r a n g e b e d f e l l o w s . T a i t w a s t h e g r e a t c h a m p i o n o f q u a t e r n i o n s 

a f t e r H a m i l t o n ' s d e a t h ; M a x w e l l , o n t h e o t h e r h a n d , w a s o p p o s e d 

t o q u a t e r n i o n s . S i m i l a r l y P e i r c e s h a r e d T a i t ' s e n t h u s i a s m , w h i l e 

C l i f f o r d c o u l d n o t . B e t h a t a s i t m a y , i n t h i s c h a p t e r i t w i l l b e s h o w n 

t h a t t h e s e m e n r e p r e s e n t v a r i o u s t r a d i t i o n s w i t h i n t h e v e c t o r i a l 

t r a d i t i o n ; i n l a t e r c h a p t e r s i t w i l l b e s h o w n t h a t s o m e o f t h e s e t r a -

d i t i o n s p l a y e d a d e c i s i v e r o l e i n t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s . 

I I . Interest in Vectorial Analysis in Various Countries from 

1841 to 1900 

T h e r e a r e n u m e r o u s w a y s i n w h i c h a n h i s t o r i c a l s t u d y o f t h e a c -

c e p t a n c e o f a m a t h e m a t i c a l s y s t e m m a y b e c o n d u c t e d . A m o n g t h e s e 

v a r i o u s m e t h o d s i s t h e q u a n t i t a t i v e s t u d y o f t h e n u m b e r o f w o r k s 

p u b l i s h e d i n t h e s y s t e m a s r e l a t e d t o c e r t a i n v a r i a b l e s , f o r i n s t a n c e , 

t i m e a n d c o u n t r y o f p u b l i c a t i o n . I n t h e p r e s e n t s e c t i o n s u c h 

m e t h o d s h a v e b e e n u s e d i n a n a t t e m p t t o a n a l y z e t h e l e v e l o f 

i n t e r e s t i n t h e G r a s s m a n n i a n a n d t h e H a m i l t o n i a n t r a d i t i o n s i n t h e 

p e r i o d f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 . W o r k s f r o m t h e s e t w o t r a d i t i o n s h a v e 

b e e n c l a s s i f i e d i n t e r m s o f ( 1 ) n a t u r e o f p u b l i c a t i o n , ( 2 ) s u b j e c t o f 

p u b l i c a t i o n , ( 3 ) t i m e o f p u b l i c a t i o n a s b r o k e n d o w n i n t o f i v e - y e a r 

i n t e r v a l s f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 , ( 4 ) c o u n t r y o f p u b l i c a t i o n , a n d (5 ) 

a u t h o r i n s o m e c a s e s . I t i s t h e a u t h o r ' s b e l i e f t h a t s u c h a s t u d y d o e s 

n o t r e p l a c e h i s t o r i c a l i n t e r p r e t a t i o n ; i t i s s i m p l y a n o t h e r f o r m o f 

a n a l y s i s w h i c h c a n c o m p l e m e n t t h e m o r e t r a d i t i o n a l t e c h n i q u e s . 9 
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1841 » 1851 • 1 8 6 1 — 1 8 7 1 > 1 8 8 1 » 1 8 9 1 

G R A P H I . Q u a t e r n i o n P u b l i c a t i o n s f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 . 

T h e f i r s t m a j o r f i n d i n g d e r i v e d f r o m t h i s s t u d y i s t h a t d u r i n g t h e 

p e r i o d f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 t h e r e w e r e 5 9 4 q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s a s 

c o m p a r e d t o 2 1 7 G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s p u b l i c a t i o n s . 1 0 H e n c e 7 3 . 2 

p e r c e n t o f t h e p u b l i c a t i o n s w e r e i n t h e q u a t e r n i o n t r a d i t i o n , o r 

t h e r e w e r e 2 . 7 3 q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s f o r e a c h G r a s s m a n n i a n 

p u b l i c a t i o n . 

T h e r e s u l t s o b t a i n e d w h e n o n l y b o o k s w e r e c o n s i d e r e d w a s 

s t r i k i n g l y s i m i l a r . B y a c t u a l c o u n t t h e r e w e r e 3 8 q u a t e r n i o n b o o k s 

p u b l i s h e d f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 , w h e r e a s t h e r e w e r e 1 6 b o o k s p u b -

l i s h e d d u r i n g t h i s p e r i o d i n t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n . T h u s 7 0 . 4 

p e r c e n t o f t h e b o o k s d e a l t w i t h q u a t e r n i o n s , o r t h e r e w e r e 2 . 3 7 

q u a t e r n i o n b o o k s f o r e a c h b o o k i n t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n . T h e 

q u a t e r n i o n b o o k s a v e r a g e d 2 8 1 p a g e s i n l e n g t h ; t h e b o o k s o f t h e 

G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n , 2 4 9 p a g e s . 1 1 F r o m t h e s e n u m b e r s i t m a y 
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1 8 4 1 1 8 5 1 1861 1871 1881 1891 

G R A P H I I . Q u a t e r n i o n B o o k s f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 . 

b e i n f e r r e d t h a t i n t e r e s t i n t h e t r a d i t i o n b e g u n w i t h H a m i l t o n w a s 

f a r g r e a t e r t h a n t h a t b e g u n w i t h G r a s s m a n n . T h e s e n u m b e r s h a v e 

b e e n b r o k e n d o w n i n t o f i v e - y e a r i n t e r v a l s i n G r a p h s I , I I , I V , a n d V . 

G r a p h I s h o w s t h e n u m b e r o f q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s i n t e r m s o f 

f i v e - y e a r i n t e r v a l s f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 . T h e p u b l i c a t i o n s w r i t t e n b y 

H a m i l t o n h i m s e l f a r e i n d i c a t e d b y s o l i d a r e a s . G r a p h I I p r e s e n t s 

t h e n u m b e r o f q u a t e r n i o n b o o k s f o r t h e s a m e t i m e i n t e r v a l s . T h e 

b o o k s b y H a m i l t o n ( i n c l u d i n g a t r a n s l a t i o n a n d a s e c o n d e d i t i o n ) 

a r e i n d i c a t e d b y s o l i d a r e a s . 

F r o m G r a p h s I a n d I I t h e f o l l o w i n g c o n c l u s i o n s m a y b e d r a w n . 

I n t e r e s t i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s w a s a t i t s h i g h e s t l e v e l d u r i n g t h e 

1 8 7 6 - 1 9 0 0 p e r i o d . T h e d e c r e a s e i n i n t e r e s t f o r t h e p e r i o d 1 8 8 1 -

1 8 8 5 i n d i c a t e d b y G r a p h I i s b a l a n c e d b y t h e p e a k i n g o f G r a p h I I 

f o r t h e s a m e i n t e r v a l . I t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t H a m i l t o n w r o t e 7 3 

p e r c e n t o f t h e p r e - 1 8 6 6 q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s a n d 1 9 p e r c e n t o f 

a l l q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s . 

I t w o u l d o f c o u r s e b e s i g n i f i c a n t t o c o m p a r e t h e f o r m o f G r a p h I 

w i t h a g r a p h s h o w i n g t h e r a t e o f i n c r e a s e o f m a t h e m a t i c a l p u b l i c a -

t i o n s d u r i n g t h i s t i m e . S o m e i d e a o f h o w t h e r a t e o f i n c r e a s e o f 

q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s a f t e r 1 8 7 0 c o m p a r e s w i t h t h e r a t e o f i n -

c r e a s e i n m a t h e m a t i c a l p u b l i c a t i o n s i n g e n e r a l m a y b e o b t a i n e d b y 

m e a n s o f t h e s t u d y m a d e b y H . S . W h i t e i n 1 9 1 5 b a s e d o n a n a n a l y -

s i s o f w o r k s l i s t e d i n t h e j o u r n a l Fortschritte der Mathematik.12 

G r a p h I I I s h o w s t h e n u m b e r o f t i t l e s o f m a t h e m a t i c a l a r t i c l e s a n d 

b o o k s p u b l i s h e d i n t h e p e r i o d 1 8 6 8 t o 1 9 0 9 . 1 3 

W h e n G r a p h s I a n d I I I a r e c o m p a r e d , i t s e e m s a t f i r s t s i g h t t h a t 

i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s w a s d e c l i n i n g f r o m 1 8 7 6 t o 1 9 0 0 , f o r i t i s 

e v i d e n t t h a t t h e p e r c e n t a g e o f m a t h e m a t i c a l l i t e r a t u r e t h a t w a s 

d e v o t e d t o q u a t e r n i o n s d e c r e a s e s s l i g h t l y . B u t t h i s s e e m s t o b e a n 
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1 8 7 0 'SO '90 1 9 0 0 1 9 1 0 

G R A P H I I I . A n n u a l N u m b e r o f T i t l e s o f M a t h e m a t i c a l A r t i c l e s a n d B o o k s , 1 8 6 8 -

1 9 0 9 . 

e r r o n e o u s c o n c l u s i o n , f o r e v e n m o r e s t r i k i n g t h a n t h e i n c r e a s e i n 

t h e n u m b e r o f m a t h e m a t i c a l p u b l i c a t i o n s d u r i n g t h i s p e r i o d i s t h e 

i n c r e a s e i n t h e n u m b e r o f f i e l d s o f m a t h e m a t i c a l r e s e a r c h . N u m e r -

o u s f i e l d s — s u c h a s n o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y , m a t h e m a t i c a l l o g i c , 

g r o u p t h e o r y , a s w e l l a s m a n y b r a n c h e s o f a p p l i e d m a t h e m a t i c s — 

c a m e i n t o p r o m i n e n c e i n t h i s p e r i o d . 

6 8 

4 8 

2 8 

16 16 

1841 • 1851 » 1861 > 1871 » 188T » 1891 

G R A P H I V . G r a s s m a n n i a n A n a l y s i s P u b l i c a t i o n s f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 . 

1 1 3 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

4 

1 8 4 1 M 851 1861 > 1 8 7 1 ^ 1 8 8 1 — — • 1 8 9 1 

G R A P H V . G r a s s m a n n i a n A n a l y s i s B o o k s f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 . 

G r a p h s I V a n d V p r e s e n t t h e r e s u l t s o f a s i m i l a r s t u d y o f G r a s s -

m a n n i a n a n a l y s i s p u b l i c a t i o n s a n d b o o k s . T h e w o r k s w r i t t e n b y 

G r a s s m a n n a r e i n d i c a t e d b y t h e s o l i d a r e a s . F r o m t h e s e g r a p h s i t 

b e c o m e s c l e a r t h a t t h e b e g i n n i n g o f t h e m a i n p e r i o d o f i n t e r e s t i n 

G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s c a m e r o u g h l y f i f t e e n y e a r s l a t e r t h a n t h e 

s i m i l a r p e r i o d f o r q u a t e r n i o n s ( 1 8 9 1 c o m p a r e d t o 1 8 7 6 ) . O n t h e 

o t h e r h a n d , t h e n u m b e r o f G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s p u b l i c a t i o n s f o r 

t h e p e r i o d 1 8 9 6 t o 1 9 0 0 w a s a p p r o a c h i n g t h e n u m b e r o f q u a t e r n i o n 

p u b l i c a t i o n s f o r t h e s a m e i n t e r v a l . I n r e g a r d t o G r a s s m a n n ' s p e r -

3 5 8 

8 8 

5 2 
4 4 

5 2 
4 4 

Britis h A m e r i c a n Frenc h G e r m a n O t h e r 

G R A P H V I . Q u a t e r n i o n P u b l i c a t i o n s b y C o u n t r y . 
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Por tugues e 

2 J a p a n e s e 

Britis h A m e r i c a n Frenc h G e r m a n Dutc h 

G R A P H V I I . Q u a t e r n i o n B o o k s b y C o u n t r y . 

s o n a l c o n t r i b u t i o n i t i s n o t e w o r t h y t h a t h e p u b l i s h e d 2 5 o f t h e 3 3 

( o r 7 6 p e r c e n t ) o f t h e p u b l i c a t i o n s u p t o 1 8 7 5 , a n d 3 3 o f t h e t o t a l o f 

2 1 7 ( o r 1 5 p e r c e n t ) o f G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s p u b l i c a t i o n s . 

A s t u d y o f t h e t w o f i e l d s i n t e r m s o f i n t e r e s t b y c o u n t r y i s o f 

s i g n i f i c a n c e . T h u s G r a p h s V I a n d V I I r e p r e s e n t q u a t e r n i o n p u b l i c a -

t i o n s a n d b o o k s r e s p e c t i v e l y a s c l a s s i f i e d i n t o f i v e g r o u p s : B r i t i s h , 

A m e r i c a n , F r e n c h , G e r m a n , a n d t h o s e o f o t h e r c o u n t r i e s . Q u a t e r -

n i o n b o o k s a p p e a r e d i n t e n l a n g u a g e s a s f o l l o w s ( t h e n u m b e r a f t e r 

125 

2 8 
3 2 

2 8 

16 16 

Britis h Amer i ca n Frenc h G e r m a n O t h e r 

G R A P H V I I I . G r a s s m a n n i a n A n a l y s i s P u b l i c a t i o n s b y C o u n t r y . ( N o t e t h a t i f a n y 

g i v e n h e i g h t o n t h i s s c a l e i n d i c a t e s x p u b l i c a t i o n s , t h e n a n e q u a l 

h e i g h t o n G r a p h V I i n d i c a t e s 2 x p u b l i c a t i o n s . ) 
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I t a l i a n 

G R A P H I X . G r a s s m a n n i a n A n a l y s i s B o o k s b y C o u n t r y . 

A m e r i c a n Frenc h G e r m a n 

e a c h l a n g u a g e i n d i c a t e s t h e n u m b e r o f b o o k s ) : E n g l i s h ( 1 2 , o f 

w h i c h 1 0 w e r e p u b l i s h e d i n B r i t a i n a n d 2 i n A m e r i c a ) , F r e n c h ( 8 ) , 

G e r m a n ( 8 ) , D u t c h ( 2 ) , J a p a n e s e ( 2 ) , P o r t u g u e s e ( 2 ) , C z e c h o s l o -

v a k i a n ( 1 ) , P o l i s h ( 1 ) , R u s s i a n ( 1 ) , a n d S p a n i s h (1 ) . T h e r e w e r e i n 

a d d i t i o n a n u m b e r o f p a p e r s i n I t a l i a n , a t l e a s t o n e i n D a n i s h , a n d 

a t l e a s t o n e p a p e r w a s p u b l i s h e d i n A u s t r a l i a . F r o m t h i s q u a n t i t a -

t i v e s t u d y i t m a y b e i n f e r r e d t h a t 6 0 p e r c e n t o f t h e p u b l i c a t i o n s 

( b o o k s a n d p a p e r s ) w e r e B r i t i s h , 1 5 p e r c e n t w e r e A m e r i c a n , 9 p e r -

c e n t w e r e F r e n c h , 8 p e r c e n t G e r m a n , w i t h t h e r e m a i n i n g 8 p e r c e n t 

c o m i n g f r o m o t h e r c o u n t r i e s . T h i s s h o u l d b e c o n s i d e r e d i n r e l a t i o n 

t o t h e f a c t t h a t 2 6 p e r c e n t o f t h e b o o k s o n q u a t e r n i o n s w e r e o f 

B r i t i s h o r i g i n , 5 p e r c e n t o f A m e r i c a n o r i g i n ( t h e B r i t i s h b o o k s w e r e 

o f c o u r s e o f t e n u s e d b y A m e r i c a n s ) , 2 1 p e r c e n t o f F r e n c h a n d 2 1 

p e r c e n t o f G e r m a n o r i g i n , a n d t h e r e m a i n i n g w e r e i n o t h e r l a n -

g u a g e s . T h e s e s t a t i s t i c s p o i n t o u t t h a t i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s w a s 

s t r o n g e s t i n B r i t a i n b u t w a s s u b s t a n t i a l i n A m e r i c a , G e r m a n y , a n d 

F r a n c e , a n d t h a t i t e x t e n d e d t o m o s t o f t h e t h e n i n t e l l e c t u a l l y p r o -

d u c t i v e c o u n t r i e s o f t h e w o r l d . 

G r a p h s V I I I a n d I X r e p r e s e n t G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s p u b l i c a -

t i o n s a n d b o o k s r e s p e c t i v e l y t h a t a r e c l a s s i f i e d o n t h e s a m e b a s i s o f 

c o u n t r y o f p u b l i c a t i o n . G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s b o o k s a p p e a r e d i n 

f o u r c o u n t r i e s : 1 2 w e r e p u b l i s h e d i n G e r m a n y , 2 i n F r a n c e , a n d 1 

e a c h i n A m e r i c a a n d I t a l y . T h e s t u d y r e v e a l e d t h a t 5 7 p e r c e n t o f 

t h e G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s p u b l i c a t i o n s a p p e a r e d i n G e r m a n y , 1 8 

p e r c e n t i n A m e r i c a , 1 0 . 5 p e r c e n t i n b o t h B r i t a i n a n d F r a n c e , w i t h a 

1 1 6 



T r a d i t i o n s i n V e c t o r i a l A n a l y s i s 

f e w w o r k s a p p e a r i n g i n P o l i s h , I t a l i a n , S p a n i s h , R u s s i a n , a n d 

C z e c h o s l o v a k i a n . 

T h u s i t a p p e a r s t h a t i n t e r e s t i n G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s w a s 

c e n t r a l i z e d i n G e r m a n y , w i t h l e s s p r o p o r t i o n a t e i n t e r e s t o u t s i d e 

G e r m a n y t h a n t h e i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s o u t s i d e B r i t a i n . I t i s n o t e -

w o r t h y t h a t f o r b o t h s y s t e m s t h e c o u n t r y i n w h i c h t h e m o s t i n t e r e s t 

d e v e l o p e d a f t e r t h e m o t h e r c o u n t r y o f t h e a n a l y s i s w a s A m e r i c a . 1 4 

T h i s s t u d y m a y b e s u m m a r i z e d b y t h e s t a t e m e n t t h a t t h e i n t e r e s t 

i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s w a s r o u g h l y t w o a n d o n e - h a l f t i m e s a s g r e a t 

a s i n t e r e s t i n G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s a n d e x t e n d e d t o m o r e c o u n -

t r i e s , w i t h g r e a t e r i n t e r e s t p r o p o r t i o n a t e l y d e v e l o p i n g i n c o u n t r i e s 

o u t s i d e t h e c o u n t r y i n w h i c h t h e s y s t e m o r i g i n a t e d . T o t h i s m a y b e 

a d d e d t h e o b s e r v a t i o n t h a t t h e r e w a s s u b s t a n t i a l i n t e r e s t i n q u a t e r -

n i o n s f r o m 1 8 7 6 t o 1 9 0 0 a n d t h a t a l t h o u g h i n t e r e s t i n G r a s s m a n n i a n 

a n a l y s i s c a m e s o m e w h a t l a t e r , i t d i d b y t h e p e r i o d 1 8 9 1 - 1 9 0 0 a t t a i n 

s u b s t a n t i a l m a g n i t u d e . 

I t i s t h e a u t h o r ' s b e l i e f t h a t t h i s q u a n t i f i e d s t u d y t e l l s n o m o r e 

t h a n p a r t o f t h e s t o r y . I t d o e s h o w e v e r s u p p l y a v a l u a b l e p e r s p e c t i v e 

i n t o w h i c h d e v e l o p m e n t s d i s c u s s e d i n l a t e r s e c t i o n s m a y b e s e t . 

I I I . Peter Guthrie Tait: Advocate and Developer of Quaternions 

T h e i m p o r t a n c e o f T a i t f o r t h i s h i s t o r y i s f o u r f o l d . ( 1 ) H e w a s t h e 

a c k n o w l e d g e d l e a d e r o f t h e q u a t e r n i o n a n a l y s t s f r o m 1 8 6 5 u n t i l h i s 

d e a t h i n 1 9 0 1 . I n d e e d e i g h t b o o k s o n q u a t e r n i o n s ( i n c l u d i n g l a t e r 

e d i t i o n s , t r a n s l a t i o n s , a n d c o a u t h o r s h i p s ) c a r r i e d h i s n a m e o n t h e 

t i t l e p a g e . ( 2 ) T a i t d e v e l o p e d q u a t e r n i o n a n a l y s i s a s a t o o l f o r r e -

s e a r c h i n p h y s i c a l s c i e n c e (as H a m i l t o n h a d n o t ) a n d c r e a t e d m a n y 

n e w t h e o r e m s i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s w h i c h w e r e c a p a b l e o f b e i n g 

t r a n s l a t e d i n t o m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . ( 3 ) I t w a s p r o b a b l y t h r o u g h 

T a i t t h a t M a x w e l l b e c a m e i n t e r e s t e d i n q u a t e r n i o n s . ( 4 ) T a i t w a s 

t h e m o s t i m p o r t a n t o p p o n e n t o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . 

P e t e r G u t h r i e T a i t w a s b o r n i n 1 8 3 1 n e a r E d i n b u r g h , S c o t l a n d . 

I n 1 8 4 1 h e e n t e r e d E d i n b u r g h A c a d e m y w h e r e o n e y e a r e a r l i e r t h e 

y o u n g J a m e s C l e r k M a x w e l l h a d e n r o l l e d . P l a y m a t e s i n t h e i r 

y o u t h , t h e t w o b e c a m e f a s t f r i e n d s a n d f r e q u e n t c o r r e s p o n d e n t s i n 

t h e i r m a t u r i t y . M a x w e l l ' s 1 8 4 6 e n t r a n c e i n t o E d i n b u r g h U n i v e r s i t y 

w a s f o l l o w e d b y T a i t ' s i n 1 8 4 7 , w i t h t h e o r d e r o f e n t r y b e i n g r e -

v e r s e d w h e n T a i t l e f t f o r C a m b r i d g e a f t e r o n e y e a r a t E d i n b u r g h 

U n i v e r s i t y , w h i l e M a x w e l l s t a y e d f o r t h r e e . A f t e r T a i t ' s g r a d u a t i o n 

i n 1 8 5 2 a s S e n i o r W r a n g e r a n d F i r s t S m i t h ' s P r i z e m a n h e w a s 

e l e c t e d a F e l l o w o f P e t e r h o u s e C o l l e g e , C a m b r i d g e , a n d b e g a n 

w r i t i n g t h e f i r s t o f h i s m a n y b o o k s . T h i s w a s c o a u t h o r e d b y W . J . 
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S t e e l e ( w h o d i e d b e f o r e i t s c o m p l e t i o n ) a n d w a s e n t i t l e d Dynamics 

o f a Particle. I n 1 8 5 3 T a i t o r d e r e d a c o p y o f t h e j u s t - p u b l i s h e d 

Lectures o n Quaternions. A s T a i t l a t e r w r o t e t o H a m i l t o n : " w h e n I 

o r d e r e d y o u r b o o k , o n a c c o u n t o f a n a d v e r t i s e m e n t i n t h e 

A t h e n a e u m , I h a d N O I D E A w h a t i t w a s a b o u t . T h e s t a r t l i n g t i t l e 

c a u g h t m y e y e i n A u g u s t ' 5 3 , a n d a s I w a s g o i n g o f f t o s h o o t i n g 

q u a r t e r s I t o o k i t a n d s o m e s c r i b b l i n g p a p e r w i t h m e t o b e g u i l e t h e 

t i m e . . . . H o w e v e r a s I t o l d y o u i n m y f i r s t l e t t e r I g o t e a s i l y e n o u g h 

t h r o u g h t h e f i r s t s i x L e c t u r e s . . . . " ( 1 ; 1 2 6 ) 

O n h i s r e t u r n t o C a m b r i d g e T a i t d i d n o t c o n t i n u e h i s s t u d y o f 

q u a t e r n i o n s , p r i m a r i l y b e c a u s e o f t h e l a b o r i n v o l v e d i n t h e b o o k 

h e w a s w r i t i n g . I n 1 8 5 4 h e a c c e p t e d t h e P r o f e s s o r s h i p i n M a t h e -

m a t i c s a t Q u e e n ' s C o l l e g e , B e l f a s t , I r e l a n d . H e r e h e b e c a m e i n -

v o l v e d i n t e a c h i n g a s w e l l a s i n e x p e r i m e n t a l w o r k w i t h h i s c o l -

l e a g u e T h o m a s A n d r e w s . H e a l s o p u r s u e d t h e s t u d y o f t h e 

' T h e o r i e s o f H e a t , E l e c t r i c i t y a n d L i g h t . " F i n a l l y i n A u g u s t , 1 8 5 7 , 

h i s i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s r e t u r n e d a s a r e s u l t o f r e a d i n g H e l m -

h o l t z ' f a m o u s p a p e r o n v o r t e x m o t i o n . T h e n a s T a i t w r o t e t o H a m i l -

t o n : " I s u d d e n l y b e t h o u g h t m e o f c e r t a i n f o r m u l a e I h a d a d m i r e d 

y e a r s a g o a t p . 6 1 0 o f y o u r L e c t u r e s — a n d w h i c h I t h o u g h t ( a n d s t i l l 

t h i n k ) l i k e l y t o s e r v e m y p u r p o s e e x a c t l y . " ( 1 ; 1 2 7 ) T h e f o r m u l a e 

t o w h i c h T a i t r e f e r r e d w e r e t h o s e a s s o c i a t e d w i t h t h e o p e r a t o r 

"<1 = i ^ + j ^ + k ' 1 5 I t i s c l e a r f r o m t h e a b o v e ( a n d f r o m n u -

m e r o u s o t h e r s t a t e m e n t s b y T a i t ) t h a t h i s i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s 

w a s f o r t h e i r p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s . F r o m 1 8 5 7 T a i t ' s i n t e r e s t i n 

q u a t e r n i o n s c o n t i n u e d t o i n c r e a s e , a n d i n 1 8 5 8 A n d r e w s w r o t e t o 

H a m i l t o n o n T a i t ' s b e h a l f t o r e q u e s t H a m i l t o n t o a l l o w T a i t t o 

c o r r e s p o n d w i t h h i m . H a m i l t o n r e s p o n d e d c o r d i a l l y , a n d a v o l u m i -

n o u s c o r r e s p o n d e n c e e n s u e d . P e r h a p s f i f t y l e t t e r s w e r e w r i t t e n , 

o n e o f w h i c h w a s n i n e t y - s i x p a g e s i n l e n g t h . ( 1 ; 1 4 1 ) 

H a m i l t o n s o o n r e a l i z e d t h a t T a i t w a s a g i f t e d m a t h e m a t i c i a n a n d 

i n 1 8 5 9 e n c o u r a g e d T a i t t o p u b l i s h a p a p e r b a s e d o n a q u a t e r n i o n 

i n v e s t i g a t i o n o f t h e F r e s n e l w a v e s u r f a c e t h a t T a i t h a d c a r r i e d o u t . 

T h i s T a i t d i d , a n d t h u s t h e f i r s t o f h i s n u m e r o u s q u a t e r n i o n p a p e r s 

a p p e a r e d i n 1 8 5 9 . I n t h e s a m e y e a r T a i t w a s e n c o u r a g e d b y s o m e 

C a m b r i d g e f r i e n d s t o w r i t e a b o o k o n q u a t e r n i o n s . S i n c e H a m i l t o n 

h a d c o m m u n i c a t e d u n p u b l i s h e d r e s u l t s t o T a i t , i t w a s n a t u r a l f o r 

T a i t t o a s k H a m i l t o n ' s p e r m i s s i o n t o p u b l i s h s u c h a b o o k , e v e n 

t h o u g h T a i t i n t e n d e d t h a t i t w o u l d c o n s i s t m a i n l y o f e x a m p l e s . 

H a m i l t o n a s k e d T a i t t o w a i t f o r t h e p u b l i c a t i o n o f h i s Elements o f 

Quaternions, w h i c h w a s a t t h a t t i m e p l a n n e d a s a n e l e m e n t a r y 

w o r k . T a i t a g r e e d t o t h i s r e q u e s t , a n d t h u s h i s b o o k o n q u a t e r n i o n s 
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w a s n o t p u b l i s h e d u n t i l 1 8 6 7 . I t i s i n t e r e s t i n g t h a t a t n e a r l y t h e 

s a m e t i m e J o h n H e r s c h e l ( a t a g e 7 2 ) w a s e n g a g e d i n p r e p a r i n g a n 

e l e m e n t a r y w o r k o n q u a t e r n i o n s , b u t i t w a s n e v e r p u b l i s h e d . ( 1 ; 

1 4 1 - 1 4 2 ) 

I n 1 8 6 0 T a i t w a s a p p o i n t e d t o t h e C h a i r o f N a t u r a l P h i l o s o p h y 

a t E d i n b u r g h U n i v e r s i t y a f t e r h e h a d b e e n s e l e c t e d f o r t h i s p o s i -

t i o n f r o m a n o t e w o r t h y g r o u p o f c a n d i d a t e s t h a t i n c l u d e d M a x w e l l . 

T a i t r e m a i n e d a t E d i n b u r g h u n t i l h i s d e a t h i n 1 9 0 1 a n d d i s t i n -

q u i s h e d h i m s e l f a s a n e x c e l l e n t l e c t u r e r , a n i m p o r t a n t w r i t e r o f 

s c i e n t i f i c b o o k s ( t w e n t y - t w o b o o k s w e r e e i t h e r w h o l l y o r p a r t i a l l y 

w r i t t e n b y h i m ) , a n d a s a p r o d u c t i v e s c i e n t i f i c r e s e a r c h e r . H e 

p u b l i s h e d 3 6 5 p a p e r s , o f w h i c h a p p r o x i m a t e l y 7 0 w e r e o n q u a t e r -

n i o n s . T h e c o m m o n l y a c c e p t e d v i e w o f h i s i m p o r t a n c e a s a s c i e n t i s t 

p l a c e s h i m b e l o w t h e g r o u p c o n s i s t i n g o f s u c h m e n a s K e l v i n , M a x -

w e l l , a n d S t o k e s , b u t c e r t a i n l y a b o v e t h e m a j o r i t y o f t h e s c i e n t i f i c 

p r o f e s s o r s o f n i n e t e e n t h - c e n t u r y B r i t a i n . 

S o o n a f t e r a r r i v i n g a t E d i n b u r g h , T a i t b e g a n w r i t i n g w i t h W i l -

l i a m T h o m s o n ( k n o w n f r o m 1 8 9 2 a s L o r d K e l v i n ) a w o r k o n 

m a t h e m a t i c a l p h y s i c s e n t i t l e d Treatise on Natural Philosophy. 

O r i g i n a l l y t h e a u t h o r s p l a n n e d t o s u r v e y a l l o f p h y s i c a l s c i e n c e , 

b u t o n l y t h e v o l u m e o n m e c h a n i c s w a s c o m p l e t e d . T h i s w a s p u b -

l i s h e d i n 1 8 6 7 a n d b e c a m e a n i m m e d i a t e s u c c e s s ; i t w a s o f t e n 

r e f e r r e d t o a s t h e Principia o f t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y a n d w a s c o m -

p a r e d t o t h e w o r k s o f L a g r a n g e a n d L a p l a c e . I n 1 8 7 1 H e l m h o l t z 

a r r a n g e d f o r i t s t r a n s l a t i o n i n t o G e r m a n . T h i s w a s t h e g o l d e n o p -

p o r t u n i t y f o r q u a t e r n i o n s , f o r t h e i r i n c l u s i o n i n s u c h a n i m p o r t a n t 

w o r k o n m a t h e m a t i c a l p h y s i c s w o u l d h a v e a c q u a i n t e d n u m e r o u s 

r e a d e r s w i t h q u a t e r n i o n m e t h o d s . K e l v i n h o w e v e r w a s s t r o n g l y 

o p p o s e d t o t h e i n t r o d u c t i o n o f q u a t e r n i o n s , a n d t h e y w e r e n o t 

i n t r o d u c e d . A f t e r T a i t ' s d e a t h K e l v i n i n 1 9 0 1 w r o t e t o G e o r g e 

C h r y s t a l : 

W e [ K e l v i n a n d T a i t ] h a v e h a d a t h i r t y - e i g h t y e a r s ' w a r o v e r q u a t e r -

n i o n s . H e h a d b e e n c a p t i v a t e d b y t h e o r i g i n a l i t y a n d e x t r a o r d i n a r y 

b e a u t y o f H a m i l t o n ' s g e n i u s i n t h i s r e s p e c t , a n d h a d a c c e p t e d , I b e l i e v e , 

d e f i n i t e l y f r o m H a m i l t o n t o t a k e c h a r g e o f q u a t e r n i o n s a f t e r h i s d e a t h , 

w h i c h h e h a s m o s t l o y a l l y e x e c u t e d . T i m e s w i t h o u t n u m b e r I o f f e r e d t o 

l e t q u a t e r n i o n s i n t o T h o m s o n a n d T a i t [ t h e Treatise], i f h e c o u l d o n l y 

s h o w t h a t i n a n y c a s e o u r w o r k w o u l d b e h e l p e d b y t h e i r u s e . Y o u w i l l 

s e e t h a t f r o m b e g i n n i n g t o e n d t h e y w e r e n e v e r i n t r o d u c e d . 1 6 

S i m i l a r l y K e l v i n w r o t e i n 1 8 9 2 t o R . B . H a y w a r d c o n c e r n i n g t h e 

l a t t e r ' s Algebra o f Coplanar Vectors and Trigonometry: " I do t h i n k , 

h o w e v e r , t h a t y o u w o u l d f i n d i t w o u l d l o s e n o t h i n g b y o m i t t i n g t h e 

w o r d V e c t o r ' t h r o u g h o u t . I t a d d s n o t h i n g t o t h e c l e a r n e s s o r s i m -
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p l i c i t y o f t h e g e o m e t r y , w h e t h e r o f t w o - d i m e n s i o n s o r t h r e e - d i -

m e n s i o n s . Q u a t e r n i o n s c a m e f r o m H a m i l t o n a f t e r h i s r e a l l y g o o d 

w o r k h a d b e e n d o n e ; a n d , t h o u g h b e a u t i f u l l y i n g e n i o u s , h a v e b e e n 

a n u n m i x e d e v i l t o t h o s e w h o h a v e t o u c h e d t h e m i n a n y w a y , i n -

c l u d i n g C l e r k M a x w e l l . " 1 7 T h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n i n d i c a t e s t h a t 

K e l v i n ' s s t r o n g o p p o s i t i o n t o q u a t e r n i o n s p r o b a b l y e x t e n d e d t o 

a n y s o r t o f v e c t o r a n a l y s i s . I n 1 8 9 6 K e l v i n w r o t e t o G . F . F i t z G e r a l d 

i n r e g a r d t o F i t z G e r a l d ' s m e n t i o n o f " v e c t o r s a n d s y m m e t r i c a l 

e q u a t i o n s " : " S y m m e t r i c a l e q u a t i o n s a r e g o o d i n t h e i r p l a c e , b u t 

V e c t o r ' i s a u s e l e s s s u r v i v a l , o r o f f s h o o t , f r o m q u a t e r n i o n s , a n d h a s 

n e v e r b e e n o f t h e s l i g h t e s t u s e t o a n y c r e a t u r e . H e r t z w i s e l y 

s h u n t e d i t , b u t u n w i s e l y h e a d o p t e d t e m p o r a r i l y H e a v i s i d e ' s n i -

h i l i s m . H e e v e n t e n d e d t o n i h i l i s m i n d y n a m i c s , a s I w a r n e d y o u 

s o o n a f t e r h i s d e a t h . H e w o u l d h a v e g r o w n o u t o f a l l t h i s , I b e l i e v e , 

i f h e h a d l i v e d . " 1 8 W h a t e v e r m i g h t h a v e b e e n K e l v i n ' s r e a s o n s f o r 

r e j e c t i n g v e c t o r s a n d q u a t e r n i o n s , h i s o p p o s i t i o n i s i l l u s t r a t i v e o f 

t h e f e e l i n g o f m a n y o t h e r p h y s i c a l s c i e n t i s t s o f t h e t i m e . K e l v i n 

w a s p r o b a b l y t h e m o s t i n f l u e n t i a l B r i t i s h p h y s i c i s t o f t h e l a t e n i n e -

t e e n t h c e n t u r y , a n d h i s o p p o s i t i o n t o v e c t o r m e t h o d s , t h o u g h n e v e r 

p u t f o r w a r d i n a p u b l i s h e d f o r m , w a s a l m o s t c e r t a i n l y w e l l k n o w n . 

K n o t t p o i n t e d o u t ( 1 ; 1 8 8 ) t h a t T a i t c o u l d , a n d d i d , t a k e a d v a n t a g e 

o f t h e Treatise o n Natural Philosophy b y d e v e l o p i n g i n q u a t e r n i o n 

f o r m i n h i s o t h e r w r i t i n g s s o m e o f t h e a r e a s i n c l u d e d i n t h e Treatise, 

t o s h o w i n t h i s w a y t h e c o m p a c t n e s s t h a t r e s u l t e d f r o m q u a t e r n i o n 

t r e a t m e n t . T h u s a t o n e p o i n t T a i t c o v e r e d i n h i s q u a t e r n i o n b o o k 

i n a m a t t e r o f l i n e s w h a t h a d b e e n c o v e r e d i n t h e j o i n t l y a u t h o r e d 

w o r k i n p a r a g r a p h s o r p a g e s . ( 1 ; 1 8 8 ) 

T a i t a c t e d i n a s u r p r i s i n g m a n n e r o n o n e a s p e c t o f q u a t e r n i o n 

d e v e l o p m e n t . A l t h o u g h h e p u b l i s h e d n u m e r o u s p a p e r s a n d b o o k s 

o n q u a t e r n i o n s , h e d r e w a s h a r p l i n e b e t w e e n h i s q u a t e r n i o n w o r k s 

a n d h i s o t h e r p u b l i c a t i o n s . T h u s d e s p i t e t h e f a c t t h a t i n m a n y o f 

h i s b o o k s h e c o u l d h a v e u s e d t h e q u a t e r n i o n m e t h o d , h e d i d n o t . 

O n e e x a m p l e o f t h i s i s h i s l o n g a r t i c l e " M e c h a n i c s " f o r t h e n i n t h 

e d i t i o n o f t h e Encyclopaedia Britannica. S i m i l a r l y o n e w o u l d e x -

p e c t t h a t T a i t i n h i s m a t h e m a t i c a l p h y s i c s c o u r s e s a t E d i n b u r g h 

w o u l d h a v e u s e d q u a t e r n i o n s w h e r e v e r p o s s i b l e . T h i s h e d i d n o t 

d o . O n e o f T a i t ' s s t u d e n t s w r o t e i n a b i o g r a p h i c a l s k e t c h o f T a i t : 

" T a i t , s o f a r a s I k n o w , n e v e r l e c t u r e d o n t h e s u b j e c t [ q u a t e r -

n i o n s ] a t t h e U n i v e r s i t y o f E d i n b u r g h . " 1 9 T o d o s o w a s i n o n e w a y 

u n n e c e s s a r y s i n c e K e l l a n d , t h e P r o f e s s o r o f M a t h e m a t i c s , d i d d i s -

c u s s q u a t e r n i o n s i n h i s c o u r s e s ; o n t h e o t h e r h a n d , t h i s m a y a c t u a l l y 

m a k e i t m o r e s u r p r i s i n g t h a t T a i t p r o b a b l y m a d e n o u s e o f t h e m i n 

h i s l e c t u r e s o n p h y s i c s . N e v e r t h e l e s s a t l e a s t t w o o f T a i t ' s s t u d e n t s , 
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K n o t t a n d M a c f a r l a n e , b e c a m e i m p o r t a n t c o n t r i b u t o r s t o q u a t e r n i o n 

a n a l y s i s . 

A l t h o u g h T a i t p o s s e s s e d a h i g h o r d e r o f a b i l i t y i n p u r e m a t h e -

m a t i c s a n d h a d r e c e i v e d i n c o m p a r a b l e t r a i n i n g i n q u a t e r n i o n s 

t h r o u g h h i s c o r r e s p o n d e n c e w i t h H a m i l t o n , h i s s t r o n g e s t i n t e r e s t s 

w e r e i n p h y s i c s r a t h e r t h a n p u r e m a t h e m a t i c s . T h i s i s r e f l e c t e d i n 

t h e f a c t t h a t h i s c h a n g e f r o m B e l f a s t t o E d i n b u r g h i n v o l v e d m o r e 

t h a n a c h a n g e i n l o c a t i o n : h e h a d b e e n P r o f e s s o r o f M a t h e m a t i c s ; 

h e w a s n o w ( a n d h a p p i l y s o ) P r o f e s s o r o f N a t u r a l P h i l o s o p h y . T a i t 

r e f e r r e d t o t h i s c h a n g e i n p r o f e s s i o n a l c h a i r a n d t o a c o n s e q u e n c e 

t h e r e o f i n t h e p r e f a c e to Elementary Treatise on Quaternions 

( 1 8 6 7 ) : " T h e p r e s e n t w o r k w a s c o m m e n c e d i n 1 8 5 9 , w h i l e I w a s 

P r o f e s s o r o f M a t h e m a t i c s , a n d f a r m o r e r e a d y a t Q u a t e r n i o n 

a n a l y s i s t h a t I c a n n o w p r e t e n d t o b e . . . . T h e d u t i e s o f a n o t h e r 

C h a i r , a n d S i r W . H a m i l t o n ' s w i s h t h a t m y v o l u m e s h o u l d n o t 

a p p e a r t i l l a f t e r t h e p u b l i c a t i o n o f h i s Elements, i n t e r r u p t e d m y 

a l r e a d y e x t e n s i v e p r e p a r a t i o n s . " 2 0 

A s i t w a s m e n t i o n e d b e f o r e , e i g h t b o o k s o n q u a t e r n i o n s ( i n c l u d -

i n g l a t e r e d i t i o n s , t r a n s l a t i o n s , a n d c o a u t h o r s h i p s ) a r e c r e d i t e d t o 

T a i t . H i s Elementary Treatise on Quaternions o f 1 8 6 7 w a s r e -

p u b l i s h e d i n a " S e c o n d E d i t i o n , E n l a r g e d " i n 1 8 7 3 , a n d i n a " T h i r d 

E d i t i o n , M u c h E n l a r g e d " i n 1 8 9 0 . 2 1 T a i t ' s Treatise w a s t r a n s l a t e d 

i n t o G e r m a n b y v o n S c h e r f f ( 1 8 8 0 ) a n d i n t o F r e n c h b y P l a r r ( 1 8 8 4 ) . 

D e s p i t e i t s t i t l e t h e w o r k ( e s p e c i a l l y i n t h e l a t e r e d i t i o n s ) w a s n o t 

r e a l l y e l e m e n t a r y . T h e n e e d f o r a n e l e m e n t a r y w o r k w a s f u l f i l l e d 

b y t h e b o o k Introduction t o Quaternions b y P h i l i p K e l l a n d a n d 

T a i t . T h i s j o i n t l y a u t h o r e d w o r k a p p e a r e d i n 1 8 7 3 a n d w a s f o l l o w e d 

b y a s e c o n d e d i t i o n i n 1 8 8 2 a n d a t h i r d e d i t i o n i n 1 9 0 4 w i t h C . G . 

K n o t t a s e d i t o r . T a i t e s s e n t i a l l y w r o t e o n l y o n e c h a p t e r ( t h e t e n t h 

a n d l a s t ) o f t h i s b o o k . 2 2 N o n e t h e l e s s i t w a s i n a r e a l s e n s e a j o i n t 

w o r k , f o r a s K e l l a n d w r o t e i n h i s p r e f a c e , T a i t " b e i n g m y p u p i l i n 

y o u t h i s m y t e a c h e r i n r i p e r y e a r s . . . . " 2 3 K e l l a n d a l s o w r o t e : " I 

m u s t c o n f e s s t h a t m y k n o w l e d g e o f Q u a t e r n i o n s i s d u e e x c l u s i v e l y 

t o h i m . T h e f i r s t w o r k o f S i r W m . H a m i l t o n , Lectures o n Quater-

nions, w a s v e r y d i m l y a n d i m p e r f e c t l y u n d e r s t o o d b y m e a n d I 

d a r e s a y b y o t h e r s , u n t i l P r o f e s s o r T a i t p u b l i s h e d h i s p a p e r s o n t h e 

s u b j e c t in t h e Messenger of Mathematics." 2 4 

T a i t ' s Elementary Treatise on Quaternions w a s w r i t t e n in s u c h a 

w a y a s t o s t r e s s t h e a p p l i c a t i o n s o f q u a t e r n i o n s t o p h y s i c a l s c i e n c e . 

T h u s a p p r o x i m a t e l y 6 2 ( o f 3 2 0 ) p a g e s i n t h e f i r s t e d i t i o n , 9 3 ( o f 

2 9 8 ) p a g e s o f t h e s e c o n d e d i t i o n , a n d 1 3 0 ( o f 4 2 2 ) p a g e s o f t h e t h i r d 

e d i t i o n w e r e d e v o t e d t o p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s . F u r t h e r m o r e t h e 

o t h e r c h a p t e r s w e r e d i r e c t e d t o w a r d s p r e p a r i n g f o r t h e f i n a l c h a p -
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t e r s o n p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s . T h e m o s t i m p o r t a n t e d i t i o n o f t h e 

Treatise f o r t h i s s t u d y i s t h e s e c o n d e d i t i o n , s i n c e i t w a s p r o b a b l y 

f r o m t h i s e d i t i o n t h a t b o t h G i b b s a n d H e a v i s i d e l e a r n e d q u a t e r -

n i o n s . 

C h a p t e r I o f T a i t ' s Treatise i s e n t i t l e d " V e c t o r s a n d T h e i r C o m -

p o s i t i o n . " I n t h i s c h a p t e r T a i t t r e a t e d v e c t o r e q u a l i t y , v e c t o r 

a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n , a n d t h e m u l t i p l i c a t i o n o f a v e c t o r b y a 

s c a l a r q u a n t i t y . H e a l s o t r e a t e d t h e d i f f e r e n t i a t i o n o f a v e c t o r i n 

t e r m s o f a s i n g l e s c a l a r v a r i a b l e . A n o t e w o r t h y a s p e c t o f t h i s c h a p t e r 

i s t h a t t h e q u a t e r n i o n n e v e r e n t e r s ; t h e c h a p t e r c o u l d i n f a c t s e r v e 

a s t h e f i r s t c h a p t e r o f a m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s b o o k , f o r t h e v e c t o r 

p a r t o f a q u a t e r n i o n i s a d d e d , s u b t r a c t e d , a n d s o o n i n t h e s a m e 

m a n n e r a s a m o d e r n v e c t o r . T h i s c h a p t e r i s o n l y a n e x t r e m e e x -

a m p l e o f w h a t i s t r u e t o a c e r t a i n e x t e n t o f a l l o f T a i t ' s Treatise; 

s i m i l a r i t i e s b e t w e e n T a i t ' s b o o k a n d m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s b o o k s 

a b o u n d . A n d t h i s i s t o b e e x p e c t e d : o f f s p r i n g u s u a l l y r e s e m b l e 

t h e i r a n c e s t o r s . T h e l i n e a g e o f t h e v a s t m a j o r i t y o f t h e b a s i c i d e a s 

a n d t h e o r e m s 2 5 f o u n d i n m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s b o o k s c a n b e 

t r a c e d b a c k t o o r t h r o u g h s u c h q u a t e r n i o n b o o k s a s T a i t ' s Treatise.26 

N u m e r o u s i l l u s t r a t i o n s o f t h i s a l l - i m p o r t a n t p o i n t w i l l b e g i v e n i n 

t h i s a n d t h e f o l l o w i n g c h a p t e r . 

C h a p t e r I I o f T a i t ' s Treatise i s e n t i t l e d " P r o d u c t s a n d Q u o t i e n t s 

o f V e c t o r s . " S i n c e i n g e n e r a l t h e p r o d u c t a n d t h e q u o t i e n t o f t w o 

v e c t o r s i s a q u a t e r n i o n , t h i s c h a p t e r c o n c e n t r a t e d o n q u a t e r n i o n s . 

H e r e a g a i n , b u t n a t u r a l l y t o a l e s s e r e x t e n t , m a n y o f t h e t h e o r e m s 

c a n b e t r a n s l a t e d i n t o m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . M a n y o f t h e s i m i -

l a r i t i e s d e r i v e f r o m t h e f a c t s h o w n b e f o r e : t h e p r o d u c t o f t w o v e c -

t o r s i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s i s e q u a l t o t h e n e g a t i v e o f t h e i r s c a l a r 

( d o t ) p r o d u c t p l u s t h e i r v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t . T h u s , f o r e x a m p l e , 

T a i t ' s s t a t e m e n t s t h a t f o r a n y t w o v e c t o r s a a n d / 3 , " S a / 3 = S/3a" a n d 

" V a / 3 = — V f 3 a " ( 2 ; 4 3 ) a r e e q u i v a l e n t t o t h e s t a t e m e n t s i n m o d e r n 

v e c t o r a n a l y s i s t h a t t h e d o t p r o d u c t i s c o m m u t a t i v e a n d t h e c r o s s 

p r o d u c t i s a n t i c o m m u t a t i v e . 

C h a p t e r I I I i s e n t i t l e d " I n t e r p r e t a t i o n s a n d T r a n s f o r m a t i o n s o f 

Q u a t e r n i o n E x p r e s s i o n s . " A m o n g t h e f i r s t f o r m u l a e i n t h e c h a p t e r 

a r e t h o s e f o r a a n d / 3 v e c t o r s : "Saf3 = —TaT/3 c o s 0 " a n d " V a / 3 = 

TaTfB s i n 0 • 77."  ( 2 ; 4 9 ) T h e q u a t e r n i o n s y m b o l T a p p l i e d t o a v e c t o r 

i n d i c a t e s i t s l e n g t h , a n d t h e v e c t o r 1 7 i s d e f i n e d a s a u n i t v e c t o r 

p e r p e n d i c u l a r t o a a n d T h u s t h e c o u n t e r p a r t s o f t h e s e f o r m u l a e 

i n m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s w o u l d b e 

a • p = | a | | p | c o s 0 

a X / } = (| a | | p | s i n 0 ) t j 
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T h e n f o l l o w n u m e r o u s e x a m p l e s a n d a n u m b e r o f o t h e r t h e o r e m s 

w h i c h m a y a l s o b e t r a n s l a t e d i n t o t h e n o w c o m m o n v e c t o r a n a l y s i s . 

T h i s c h a p t e r c o n c l u d e s w i t h a s k e t c h o f b i q u a t e r n i o n s , w h i c h a r e 

q u a t e r n i o n s i n w h i c h t h e f o u r s c a l a r m u l t i p l e s ( o f 1 , i , j , k ) m a y 

a s s u m e i m a g i n a r y v a l u e s . 

C h a p t e r I V , " D i f f e r e n t i a t i o n o f Q u a t e r n i o n s , ' ' i s o n l y s i x p a g e s 

l o n g a n d a p p l i e s t h e p r o c e s s e s d e v e l o p e d e a r l i e r f o r v e c t o r d i f f e r e n -

t i a t i o n t o q u a t e r n i o n d i f f e r e n t i a t i o n . 

T a i t b e g a n C h a p t e r V b y s t a t i n g t h a t 

"aSfBp + «iS/3,p + . . . = X.aSfBp = y" 

w h i c h h e a b b r e v i a t e d ( f o l l o w i n g H a m i l t o n ) a s 

" < £ p = X . a S p p " a n d " < £ p = y " ( 2 ; 7 8 ) 

T h e r e a d e r a c q u a i n t e d w i t h t h e m o d e r n t r e a t m e n t o f t h e l i n e a r 

v e c t o r f u n c t i o n b y m e a n s o f d y a d i c s w i l l s e e i m m e d i a t e l y t h a t t h e s e 

e q u a t i o n s a r e e s s e n t i a l l y ( w h e n t r a n s l a t e d ) 

a f i . p + OLxpx.px + . . . = X a p . p = y 

o r 

< f>.p = 2 a / 3 . p or < f>.p = y 

w h e r e <£> i s t h e m o d e r n d y a d i c . T a i t t h u s d e v o t e d t h i s c h a p t e r t o t h e 

d e v e l o p m e n t o f t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n . H i s f o r m o f p r e s e n t a t i o n 

i s s o m e w h a t s i m i l a r t o t h e m o d e r n m e t h o d o f p r e s e n t a t i o n b y 

m e a n s o f d y a d i c s . 

T h e n e x t f o u r c h a p t e r s d e a l w i t h t h e a p p l i c a t i o n o f q u a t e r n i o n 

a n a l y s i s t o p r o b l e m s i n g e o m e t r y . F o r t h e p r e s e n t p u r p o s e s a l l t h a t 

n e e d b e s a i d i n r e g a r d t o t h e s e c h a p t e r s i s t h a t i n t h e m t h e l i n e a r 

v e c t o r f u n c t i o n i s d e v e l o p e d f u r t h e r a n d t h e o p e r a t o r V i s i n t r o -

d u c e d , b u t n o t d e v e l o p e d . 

T h e r e m a i n i n g t h i r d o f t h e b o o k c o n s i s t s o f t w o c h a p t e r s e n t i t l e d 

" K i n e m a t i c s " a n d " P h y s i c a l A p p l i c a t i o n s . " T a i t b e g a n t h e f i r s t o f 

t h e s e b y a d i s c u s s i o n o f H a m i l t o n ' s h o d o g r a p h a n d f o l l o w e d t h i s 

b y a t r e a t m e n t o f t h e r o t a t i o n o f a r i g i d b o d y b y q u a t e r n i o n m e t h o d s 

a n d o f h o m o g e n e o u s s t r a i n b y m e a n s o f t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n . 

I t w a s p e r h a p s i n r e g a r d t o m e t h o d s o f t r e a t m e n t f o r r o t a t i o n s a n d 

s t r a i n s t h a t q u a t e r n i o n a n a l y s i s w a s o f m o s t v a l u e . 

T h e f i n a l l o n g c h a p t e r , e n t i t l e d " P h y s i c a l A p p l i c a t i o n s , " b e g i n s 

w i t h a d i s c u s s i o n o f s o m e t h e o r e m s i n d y n a m i c s . T a i t b e g a n t h e 

c h a p t e r b y s t a t i n g : " W h e n a n y f o r c e s a c t o n a r i g i d b o d y , t h e f o r c e f 3 

a t t h e p o i n t w h o s e v e c t o r i s a , & c . , t h e n , i f t h e b o d y b e s l i g h t l y d i s -

p l a c e d , s o t h a t a b e c o m e s a + 8a, t h e w h o l e w o r k d o n e i s XSfida. 
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T h i s m u s t v a n i s h i f t h e f o r c e s a r e s u c h a s t o m a i n t a i n e q u i l i b r i u m . 

H e n c e the condition of equilibrium of a rigid body is XS^da = 0 . " 

( 2 ; 2 2 2 ) T h e s e e q u a t i o n s e x p r e s s e x a c t l y t h e e q u i v a l e n t o f t h e e q u a -

t i o n s 2 / 3 . 8 a = 0 a n d 2 / 3 . 8 a = 0 i n m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . T h e 

q u a t e r n i o n i s t s w e r e w e l l a w a r e o f t h e s i m p l i f i c a t i o n t h a t t h e d o t 

p r o d u c t i n t r o d u c e s i n t o m e c h a n i c s . T a i t n a t u r a l l y p r o c e e d e d t o 

m o r e c o m p l i c a t e d m a t t e r s s u c h a s t h e t r e a t m e n t o f t h e F o u c a u l t 

p e n d u l u m . T o i l l u s t r a t e q u a t e r n i o n i c a p p l i c a t i o n s i n o p t i c s , T a i t 

t r e a t e d t h e F r e s n e l w a v e s u r f a c e , f o l l o w e d t h i s w i t h a t r e a t m e n t o f 

t h e e f f e c t s o f e l e c t r i c c u r r e n t s o n o n e a n o t h e r a n d o n m a g n e t s , a n d 

i n v i t e d t h e r e a d e r t o c o m p a r e t h e m a t h e m a t i c a l m e t h o d s w i t h t h o s e 

o f A m p e r e . T h e i m p o r t a n t d i s c u s s i o n o f t h e o p e r a t o r V = i -Jr + 

j + k -J-^ i n c l u d e d s u c h t h e o r e m s a s t h o s e o f S t o k e s , G r e e n , a n d 

G a u s s . T h e b o o k i s c o n c l u d e d b y m i s c e l l a n e o u s a p p l i c a t i o n s a n d 

p r o b l e m s . 

F r o m t h e a b o v e d i s c u s s i o n o f T a i t ' s Elementary Treatise o n 

Quaternions i t s h o u l d b e c l e a r t h a t q u a t e r n i o n a n a l y s i s , e s p e c i a l l y 

a s p r e s e n t e d b y T a i t , h a d m a n y s i m i l a r i t i e s t o m o d e r n v e c t o r 

a n a l y s i s . V e c t o r a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n , v e c t o r m u l t i p l i c a t i o n i n 

b o t h t h e s c a l a r ( d o t ) a n d v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t s , v e c t o r d i f f e r e n t i a -

t i o n , v e c t o r a l g e b r a , t h e p r o p e r t i e s o f V , a n d e v e n t h e l i n e a r v e c t o r 

f u n c t i o n w e r e p r e s e n t . T h e e x a c t f o r m w a s n o t t h a t o f m o d e r n 

v e c t o r a n a l y s i s , a n d t h e r e w e r e s o m e s e c t i o n s i n t h e q u a t e r n i o n 

t r e a t m e n t t h a t c o u l d n o t b e t r a n s l a t e d i n t o m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s , 

b u t t h e o v e r - a l l s i m i l a r i t y i s b e y o n d q u e s t i o n . T h e f u n c t i o n o f t h e 

a b o v e d i s c u s s i o n f o r t h i s h i s t o r y i s t o i n d i c a t e t h e possibility o f 

d e r i v i n g m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s f r o m q u a t e r n i o n a n a l y s i s a s 

p r e s e n t e d b y T a i t . T h e p o s s i b i l i t y o f d e v e l o p i n g m o d e r n v e c t o r 

a n a l y s i s f r o m G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s w a s p r e v i o u s l y d i s c u s s e d . T h e 

p r o b l e m t h u s c l e a r l y e m e r g e s : D i d m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s e m e r g e 

h i s t o r i c a l l y f r o m t h e q u a t e r n i o n o r f r o m t h e G r a s s m a n n i a n m e t h o d s 

o f a n a l y s i s ? 

T a i t ' s c o n t r i b u t i o n t o q u a t e r n i o n a n a l y s i s w a s n o t o n l y a s e x -

p o s i t o r o f k n o w n m e t h o d s b u t a l s o a s c r e a t o r o f n e w m e t h o d s , m a n y 

o f w h i c h w e r e l a t e r t r a n s f e r r e d t o v e c t o r a n a l y s i s . T a i t m a d e i m -

p o r t a n t a d v a n c e s i n t h e t h e o r y a n d a p p l i c a t i o n o f t h e l i n e a r v e c t o r 

f u n c t i o n , b u t m o r e i m p o r t a n t t h a n t h i s i s h i s d e v e l o p m e n t o f t h e 

o p e r a t o r V , w h i c h h a s b e e n c a l l e d " n a b l a , " " d e l , " a n d " a t l e d . " 2 7 

H a m i l t o n i n t r o d u c e d t h i s o p e r a t o r , b u t a s M a x w e l l w r o t e : " T h e e x -

t e n s i o n o f t h i s o p e r a t o r [ V ] t o v e c t o r d i s p l a c e m e n t s , a n d m o s t o f i t s 

f u r t h e r d e v e l o p m e n t , a r e d u e t o P r o f e s s o r T a i t . " 2 8 E s s e n t i a l l y w h a t 
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T a i t d i d w a s t o s t a t e s u c h i m p o r t a n t t h e o r e m s a s t h o s e o f G r e e n , 

S t o k e s , a n d G a u s s i n q u a t e r n i o n f o r m , s h o w t h e i r a p p l i c a t i o n s , a n d 

d e v e l o p r e l a t e d t h e o r e m s . 2 9 A m o n g t h e m o s t i m p o r t a n t p a p e r s 

w r i t t e n b y T a i t i n t h i s r e g a r d a r e " O n G r e e n ' s a n d O t h e r A l l i e d 

T h e o r e m s " 3 0 a n d " O n S o m e Q u a t e r n i o n I n t e g r a l s . " 3 1 S o m e o f 

T a i t ' s p o l e m i c a l a r t i c l e s o n q u a t e r n i o n s w i l l b e d i s c u s s e d i n a l a t e r 

c h a p t e r . 

T a i t ' s i m p o r t a n c e f o r t h i s h i s t o r y m a y n o w b e p a r t i a l l y s u m m e d 

u p . T a i t , a s t h e l e a d i n g a d v o c a t e a n d d e v e l o p e r o f q u a t e r n i o n 

a n a l y s i s i n t h e l a s t t h i r d o f t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y , c h a n g e d t h e 

d i r e c t i o n o f e m p h a s i s i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s t o w a r d i t s u s e f u l n e s s 

a s a t o o l f o r p h y s i c a l s c i e n c e . H e d i d t h i s b y d e v e l o p i n g a n d s t r e s s -

i n g t h o s e p a r t s o f t h e a n a l y s i s w h i c h w e r e m o s t u s e f u l f o r p h y s i c a l 

s c i e n c e . T h i s t r a n s f o r m a t i o n o f q u a t e r n i o n a n a l y s i s w a s v e r y 

p r o b a b l y a n e c e s s a r y p r e l i m i n a r y f o r t h e d e v e l o p m e n t o f t h e G i b b s -

H e a v i s i d e m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s f r o m q u a t e r n i o n a n a l y s i s . O n e 

i m p o r t a n t e x a m p l e o f t h i s i s t h e f a c t t h a t i n H a m i l t o n ' s w o r k s o n e 

c a n f i n d a l m o s t n o d i s c u s s i o n o f t h e o p e r a t o r V , w h i c h i s a f u n d a -

m e n t a l p a r t o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s , w h i l e i n T a i t ' s w o r k s t h e 

d i s c u s s i o n o f t h i s o p e r a t o r w a s p r o b a b l y f u l l e r a n d b e t t e r t h a n 

c o u l d b e f o u n d i n a n y o t h e r m a t h e m a t i c s b o o k s o f t h e t i m e . 

H i s t o r i c a l l y i t t u r n s o u t t h a t t h i s c h a n g e i n d i r e c t i o n i n q u a t e r n i o n 

a n a l y s i s w a s d e c i s i v e f o r l a t e r d e v e l o p m e n t s . 

I V . Benjamin Peirce: Advocate of Quaternions in America 

T a i t w a s n o t t h e o n l y a d v o c a t e o f q u a t e r n i o n s n o r w a s e n t h u s i a s m 

f o r q u a t e r n i o n s c o n f i n e d t o t h e B r i t i s h I s l e s . O n e o f t h e e a r l i e s t 

a n d m o s t i n f l u e n t i a l a d v o c a t e s o f q u a t e r n i o n s w a s B e n j a m i n 

P e i r c e , w h o d i d m o r e t h a n a n y o n e e l s e t o d e v e l o p i n t e r e s t i n 

q u a t e r n i o n s i n t h e U n i t e d S t a t e s . T h i s i s i m p o r t a n t , s i n c e t h i s w a s 

t h e h o m e l a n d o f b o t h G i b b s a n d W i l s o n . P e i r c e d i d n o c r e a t i v e 

w o r k d i r e c t l y w i t h i n t h e q u a t e r n i o n t r a d i t i o n ; h i s g r e a t e s t c r e a t i v e 

a c h i e v e m e n t ( h i s " L i n e a r A s s o c i a t i v e A l g e b r a " ) i s h o w e v e r i n t i -

m a t e l y l i n k e d t o H a m i l t o n ' s d i s c o v e r i e s a n d c a n b e v i e w e d a s a n 

e x c e l l e n t e x a m p l e o f t h e t e n d e n c y o f m a t h e m a t i c i a n s t o p r o c e e d 

f r o m q u a t e r n i o n s t o i m p o r t a n t d i s c o v e r i e s o u t s i d e t h e q u a t e r n i o n 

t r a d i t i o n . T h u s P e i r c e w i l l b e d i s c u s s e d a s ( 1 ) a f i g u r e i n f l u e n t i a l o n 

t h e h i s t o r y o f q u a t e r n i o n a n a l y s i s a n d a s ( 2 ) a f i g u r e i l l u s t r a t i v e o f 

a n i m p o r t a n t t e n d e n c y t h a t w a s a s s o c i a t e d w i t h t h e q u a t e r n i o n 

t r a d i t i o n . 

B e n j a m i n P e i r c e i s g e n e r a l l y c o n s i d e r e d t o h a v e b e e n t h e f i r s t 

g r e a t A m e r i c a n m a t h e m a t i c i a n . D i r k J . S t r u i k r e f e r r e d t o h i s 
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" L i n e a r A s s o c i a t i v e A l g e b r a " a s " t h e f i r s t m a j o r o r i g i n a l c o n t r i -

b u t i o n t o m a t h e m a t i c s p r o d u c e d i n t h e U n i t e d S t a t e s . " 3 2 A s p r o -

f e s s o r o f a s t r o n o m y a n d m a t h e m a t i c s a t H a r v a r d f r o m 1 8 3 3 u n t i l h i s 

d e a t h i n 1 8 8 0 h e e x e r t e d a v a s t i n f l u e n c e o n m a t h e m a t i c s i n t h e 

U n i t e d S t a t e s . I t w a s s h o w n p r e v i o u s l y t h a t t h e r e w a s a s u r p r i s i n g l y 

l a r g e i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s i n A m e r i c a ; t h e g r e a t e s t s i n g l e 

c a u s e o f t h i s w a s B e n j a m i n P e i r c e ' s a d v o c a c y o f H a m i l t o n ' s s y s t e m . 

I n t h e c h a p t e r o n H a m i l t o n a q u o t a t i o n f r o m P e i r c e ' s Analytical 

Mechanics o f 1 8 5 5 w a s g i v e n , w h i c h s h o w s t h e g r e a t i m p o r t a n c e 

t h a t P e i r c e a t t a c h e d t o t h i s d i s c o v e r y . A s e c o n d q u o t a t i o n t a k e n 

f r o m P e i r c e ' s l a s t m a j o r p u b l i c a t i o n d e m o n s t r a t e s t h a t h i s e n -

t h u s i a s m f o r q u a t e r n i o n s d i d n o t d i m i n i s h w i t h t i m e . P e i r c e , a f t e r 

h a v i n g m e n t i o n e d t h e s y m b o l f o r t h e s q u a r e r o o t o f m i n u s o n e , 

w r o t e : 

T h i s s y m b o l i s r e s t r i c t e d t o a p r e c i s e s i g n i f i c a t i o n a s t h e r e p r e s e n t a t i v e 

o f p e r p e n d i c u l a r i t y i n q u a t e r n i o n s , a n d t h i s w o n d e r f u l a l g e b r a o f s p a c e 

i s i n t i m a t e l y d e p e n d e n t u p o n t h e s p e c i a l u s e o f t h e s y m b o l f o r i t s 

s y m m e t r y , e l e g a n c e , a n d p o w e r . T h e i m m o r t a l a u t h o r o f q u a t e r n i o n s 

has s h o w n t h a t t h e r e a r e o t h e r s i g n i f i c a t i o n s w h i c h m a y a t t a c h t o t h e 

s y m b o l i n o t h e r cases . B u t t h e s t r o n g e s t u s e o f t h e s y m b o l i s t o b e f o u n d 

i n i t s m a g i c a l p o w e r o f d o u b l i n g t h e a c t u a l u n i v e r s e , a n d p l a c i n g b y i t s 

s i d e a n i d e a l u n i v e r s e , i t s e x a c t c o u n t e r p a r t , w i t h w h i c h i t c a n b e c o m -

p a r e d a n d c o n t r a s t e d , a n d , b y m e a n s o f c u r i o u s l y c o n n e c t i n g f i b r e s , f o r m 

w i t h i t a n o r g a n i c w h o l e , f r o m w h i c h m o d e r n a n a l y s i s has d e v e l o p e d h e r 

s u r p a s s i n g g e o m e t r y . 3 3 

P e i r c e ' s e n t h u s i a s m f o r q u a t e r n i o n s d a t e s b a c k t o a t l e a s t 1 8 4 8 ; 

i n t h a t y e a r h e s e e m s t o h a v e i n c l u d e d t h i s s u b j e c t i n h i s m a t h e -

m a t i c s c o u r s e s a t H a r v a r d . 3 4 I t i s p e r h a p s i m p o s s i b l e t o d e t e r m i n e 

w h e t h e r P e i r c e t a u g h t h i s q u a t e r n i o n c o u r s e e v e r y y e a r , b u t s u c h 

s e e m s p r o b a b l e . O n e s t u d e n t o f P e i r c e , W . E . B y e r l y , r e f e r r e d t o 

q u a t e r n i o n s a s P e i r c e ' s " f a v o r i t e s u b j e c t , " 3 5 a n d a n u m b e r o f h i s 

s t u d e n t s w e n t o n t o p u b l i s h i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s . A m o n g t h e s e 

w e r e T h o m a s H i l l ( w h o b e c a m e p r e s i d e n t o f H a r v a r d i n 1 8 6 2 ) , A . 

L a w r e n c e L o w e l l ( a l s o a p r e s i d e n t o f H a r v a r d ) , A r n o l d B . C h a s e 

( w h o b e c a m e c h a n c e l l o r o f B r o w n ) , a n d t w o o f P e i r c e ' s s o n s , 

C h a r l e s S a n t i a g o S a u n d e r s P e i r c e a n d J a m e s M i l l P e i r c e . T h e l a t t e r 

s o n w a s p r o f e s s o r o f m a t h e m a t i c s a t H a r v a r d f r o m 1 8 6 9 - 1 9 0 6 a n d 

c o n t i n u e d t h e t e a c h i n g o f q u a t e r n i o n s a t H a r v a r d a f t e r h i s f a t h e r ' s 

d e a t h . 3 6 

B e n j a m i n P e i r c e p u b l i s h e d l i t t l e o n q u a t e r n i o n a n a l y s i s ; H . A . 

N e w t o n w r o t e t h a t P e i r c e h a d s a i d i n r e g a r d t o q u a t e r n i o n a n a l y s i s : 

" I w i s h I w a s y o u n g a g a i n t h a t I m i g h t g e t s u c h p o w e r i n u s i n g i t 

a s o n l y a y o u n g m a n c a n g e t . " 3 7 P e i r c e ' s g r e a t e s t c o n t r i b u t i o n t o 

m a t h e m a t i c s , h i s " L i n e a r A s s o c i a t i v e A l g e b r a , " d i d h o w e v e r s t e m 
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f r o m h i s i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s . T h i s w o r k , w h i c h a p p e a r e d i n 

l i t h o g r a p h i n 1 8 7 0 , w a s p u b l i s h e d i n 1 8 8 1 . 3 8 I t w a s a i m e d a t d e -

v e l o p i n g " s o m u c h o f t h e t h e o r y o f h y p e r - c o m p l e x n u m b e r s a s 

w o u l d e n a b l e h i m t o e n u m e r a t e a l l i n e q u i v a l e n t , p u r e , n o n - r e -

c i p r o c a l n u m b e r s y s t e m s i n l e s s t h a n s e v e n u n i t s . " 3 9 I n t h i s w o r k 

P e i r c e d e v e l o p e d 1 6 2 d i f f e r e n t a l g e b r a s . I n a b r o a d s e n s e h i s w o r k 

i l l u s t r a t e s t h e f a c t t h a t t h e d i s c o v e r y o f a n d i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s 

l e d i n m a n y d i f f e r e n t d i r e c t i o n s ; a m o n g t h e s e w a s t h e d i s c o v e r y 

o f o t h e r s i m i l a r s y s t e m s . A m o r e i m p o r t a n t r e s u l t w a s t h a t i t l e d 

s u c h m e n a s P e i r c e t o a s t u d y o f w h a t m a t h e m a t i c a l s y s t e m s a r e 

p o s s i b l e o r , s t i l l m o r e g e n e r a l l y , t o a s t u d y o f a l g e b r a i c s t r u c t u r e . 

I n f o r m a t i o n c o m p i l e d b y F l o r i a n C a j o r i s e r v e s t o i n d i c a t e t h e 

d e g r e e t o w h i c h P e i r c e ' s e n t h u s i a s m f o r q u a t e r n i o n s s p r e a d t o h i s 

s t u d e n t s a n d c o u n t r y m e n . N o t a l l t h e i n t e r e s t s t e m m e d o f c o u r s e 

f r o m P e i r c e ; n e v e r t h e l e s s i t s e e m s p r o b a b l e t h a t a l a r g e m e a s u r e 

o f i t c a m e f r o m h i m , f o r h e w a s t h e r e c o g n i z e d l e a d e r i n m a t h e -

m a t i c s a s w e l l a s t h e f i r s t a d v o c a t e o f q u a t e r n i o n s i n t h e U n i t e d 

S t a t e s . C a j o r i s u p p l i e d i n f o r m a t i o n o n t w e n t y - t w o c o l l e g e s a n d u n i -

v e r s i t i e s i n n i n e t e e n t h - c e n t u r y A m e r i c a ; q u a t e r n i o n m e t h o d s w e r e 

t a u g h t a t n o l e s s t h a n t w e l v e o f t h e s e . T h i s i s s u r p r i s i n g s i n c e t h e 

l e v e l o f m a t h e m a t i c a l i n s t r u c t i o n w a s n o t a t a h i g h l e v e l a t t h a t 

t i m e ; i n d e e d a t s o m e o f t h e s c h o o l s w h e r e q u a t e r n i o n s w e r e n o t 

t a u g h t , n o o t h e r m a t h e m a t i c s c o u r s e s o n a c o m p a r a b l e l e v e l o f c o m -

p l e x i t y w e r e t a u g h t . 4 0 

V. James Clerk Maxwell: Critic of Quaternions 

T h e d i s c u s s i o n o f M a x w e l l p r e s e n t e d i n t h i s s e c t i o n s e r v e s a 

t w o f o l d f u n c t i o n , f o r t h i s b r i l l i a n t S c o t n o t o n l y w a s a v e r y i n -

f l u e n t i a l f i g u r e i n t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s b u t h e a l s o a p t l y 

r e p r e s e n t s a n i m p o r t a n t d e v e l o p m e n t i n t h e p h y s i c a l s c i e n c e o f 

t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y . T h i s d e v e l o p m e n t w a s t h e i n c r e a s i n g 

a w a r e n e s s o f t h e n e e d ( i t s e l f i n c r e a s i n g ) f o r a v e c t o r i a l a p p r o a c h 

t o t h e s o l u t i o n o f p h y s i c a l p r o b l e m s . T h e r e i s m u c h t r u t h a n d m u c h 

r e l e v a n c e i n S a l o m a n B o c h n e r ' s c o m p a r i s o n o f t h e s p a c e o f E u c l i d 

w i t h t h e s p a c e o f N e w t o n a n d h i s s u c c e s s o r s : 

A n d y e t , i n w a r d l y , t h e E u c l i d e a n S p a c e t h a t u n d e r l i e s ' t h e Principia i s 

m a t h e m a t i c a l l y n o t q u i t e t h e s a m e a s t h e E u c l i d e a n S p a c e t h a t u n d e r l i e s 

G r e e k m a t h e m a t i c s ( a n d p h y s i c s ) f r o m T h a l e s t o A p o l l o n i u s . T h e 

g e o m e t r y o f t h e G r e e k s e m p h a s i z e d c o n g r u e n c e s a n d s i m i l a r i t i e s b e -

t w e e n f i g u r e s , t h a t i s , i n a n a l y t i c a l p a r l a n c e , o r t h o g o n a l a n d h o m o t h e t i c 

t r a n s f o r m a t i o n s o f t h e u n d e r l y i n g s p a c e . . . . T h e E u c l i d e a n S p a c e o f 

t h e Principia c o n t i n u e d t o b e a l l t h i s , b u t i t w a s a l s o s o m e t h i n g n e w i n 
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a d d i t i o n . S e v e r a l s i g n i f i c a n t p h y s i c a l e n t i t i e s o f t h e Principia, n a m e l y , 

v e l o c i t i e s , m o m e n t a , a n d f o r c e s a r e , b y m a t h e m a t i c a l s t r u c t u r e , v e c t o r s , 

t h a t i s , e l e m e n t s o f v e c t o r f i e l d s , a n d v e c t o r i a l c o m p o s i t i o n a n d d e c o m -

p o s i t i o n o f t h e s e e n t i t i e s c o n s t i t u t e a n i n n e r m o s t s c h e m e o f t h e e n t i r e 

t h e o r y . 4 1 

T h u s w i t h N e w t o n a h o s t o f v e c t o r i a l e n t i t i e s ( t h o u g h n o t t h e 

c o n c e p t o f a v e c t o r ) e n t e r e d i n t o p h y s i c a l s c i e n c e . T h e r e v o l u t i o n 

a s s o c i a t e d w i t h N e w t o n i s p a r a l l e l e d b y a d e v e l o p m e n t t h a t o c -

c u r r e d i n t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y ; t h i s d e v e l o p m e n t i s t h e i n t r o d u c -

t i o n i n t o p h y s i c a l s c i e n c e o f t h e c o n c e p t o f f i e l d , a c o n c e p t w h i c h 

E i n s t e i n a n d I n f e l d h a v e d e s c r i b e d a s t h e " m o s t i m p o r t a n t i n v e n -

t i o n [ i n p h y s i c s ] s i n c e N e w t o n ' s t i m e . . . . " 4 2 W i t h t h e i n t r o d u c t i o n 

o f t h i s c o n c e p t t h e v e c t o r i a l e n t i t i e s o f t h e s p a c e o f N e w t o n w e r e 

m u l t i p l i e d i n n u m b e r a n d t h e n e e d f o r v e c t o r a n a l y s i s w a s g r e a t l y 

i n c r e a s e d . T h e c o n c e p t o f f i e l d a s w e l l a s t h e i n c r e a s e d n e e d f o r 

v e c t o r a n a l y s i s a r o s e i n p a r t f r o m d e v e l o p m e n t s i n m e c h a n i c s ( e s -

p e c i a l l y h y d r o d y n a m i c s ) , i n p a r t f r o m a d v a n c e s i n o p t i c a l t h e o r y , 

i n p a r t f r o m t h e c r e a t i o n a n d e l a b o r a t i o n o f p o t e n t i a l t h e o r y , a n d 

a b o v e a l l f r o m s u c c e s s e s i n e l e c t r i c a l t h e o r y . I t s h o u l d t h u s c o m e 

a s n o s u r p r i s e t h a t t h e e v e n t u a l e m e r g e n c e o f v e c t o r a n a l y s i s s h o u l d 

i n t i m a t e l y b e a s s o c i a t e d w i t h t h e a c h i e v e m e n t s o f t h e g r e a t n i n e -

t e e n t h - c e n t u r y t h e o r e t i c a l e l e c t r i c i a n s , e s p e c i a l l y M a x w e l l . M u c h 

i s s y m b o l i z e d i n t h e f a c t t h a t M a x w e l l f i r s t p r e s e n t e d h i s f a m o u s 

e q u a t i o n s i n t h e 1 8 6 0 ' s , w r i t t e n i n c o m p o n e n t n o t a t i o n , w h e r e a s 

i n h i s 1 8 7 3 Treatise o n Electricity and Magnetism h e w r o t e t h e m 

b o t h i n c o m p o n e n t and i n q u a t e r n i o n n o t a t i o n . 

I t i s p e r h a p s a n a c c i d e n t o f h i s t o r y t h a t T a i t a n d M a x w e l l s p e n t 

a n u m b e r o f y e a r s t o g e t h e r s t u d y i n g a t E d i n b u r g h a n d a t C a m -

b r i d g e . T h a t a c l o s e f r i e n d s h i p d e v e l o p e d b e t w e e n t h e m i s l e s s 

a c c i d e n t a l ; b o t h w e r e m e n o f b r i l l i a n t i n t e l l e c t , a n d m o r e i m -

p o r t a n t l y , b o t h t e n d e d t o t a k e s i m i l a r a p p r o a c h e s i n m a t h e m a t i c a l 

p h y s i c s . T h e a p p r o a c h e s o f T a i t a n d M a x w e l l i n m a t h e m a t i c a l 

p h y s i c s w e r e a l i k e i n t h a t b o t h w i s h e d t h e i r m a t h e m a t i c s t o b e a s 

c l o s e a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e p h y s i c a l e n t i t i e s a s p o s s i b l e . 

T a i t l e f t C a m b r i d g e i n 1 8 5 4 f o r Q u e e n ' s C o l l e g e , B e l f a s t ; M a x -

w e l l l e f t C a m b r i d g e t w o y e a r s l a t e r f o r M a r i s c h a l C o l l e g e a t A b e r -

d e e n . I n t h e d e c a d e f r o m 1 8 5 6 t o 1 8 6 5 , w h i l e T a i t p u r s u e d q u a t e r -

n i o n r e s e a r c h e s w i t h H a m i l t o n a n d e x p e r i m e n t a l s t u d i e s w i t h 

A n d r e w s , M a x w e l l c o m p o s e d h i s f o u r g r e a t e l e c t r i c a l p a p e r s . T h e 

d i s c o v e r i e s p u b l i s h e d i n t h e s e p a p e r s , e s p e c i a l l y t h o s e c o n c e r n e d 

w i t h M a x w e l l ' s c o n c e p t o f t h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d , i n v o l v e d 

m a t h e m a t i c a l p r o b l e m s t r e a t a b l e b y q u a t e r n i o n a n a l y s i s . I n t h e 

p u b l i s h e d f o r m s o f t h e s e p a p e r s q u a t e r n i o n s w e r e n e v e r u s e d , a n d 
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i t i s c l e a r f r o m t h e c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n T a i t a n d M a x w e l l 4 3 

t h a t M a x w e l l b e g a n t o l e a r n q u a t e r n i o n m e t h o d s o n l y i n t h e 

1 8 7 0 ' s . 4 4 N e v e r t h e l e s s a f e w p e o p l e m a d e t h e a s s u m p t i o n t h a t M a x -

w e l l h a d b e e n a i d e d i n d e v e l o p i n g h i s i d e a s b y t h e u s e o f q u a t e r -

n i o n m e t h o d s . T h o u g h t h i s a s s u m p t i o n w a s n o t c o r r e c t , i t w a s 

p r o b a b l y i n f l u e n t i a l i n l e a d i n g p e o p l e t o s t u d y q u a t e r n i o n s . 

E . T . W h i t t a k e r d e s c r i b e d t h e d e v e l o p m e n t s i n p h y s i c s t h a t 

l e d t o M a x w e l l ' s g r e a t e l e c t r i c a l p a p e r s i n t h e f o l l o w i n g w a y : 

I n t h a t p o w e r t o w h i c h G a u s s a t t a c h e d s o m u c h i m p o r t a n c e , o f d e -

v i s i n g d y n a m i c a l m o d e l s a n d a n a l o g i e s f o r o b s c u r e p h y s i c a l p h e n o m e n a , 

p e r h a p s n o - o n e h a s e v e r e x c e l l e d W . T h o m s o n ; a n d t o h i m , j o i n t l y w i t h 

F a r a d a y , i s d u e t h e c r e d i t o f h a v i n g i n i t i a t e d t h e t h e o r y o f t h e e l e c t r i c 

m e d i u m . I n o n e o f h i s e a r l i e s t p a p e r s , w r i t t e n a t t h e a g e o f s e v e n t e e n 

w h e n h e w a s a v e r y y o u n g f r e s h m a n a t C a m b r i d g e , T h o m s o n c o m p a r e d 

t h e d i s t r i b u t i o n o f e l e c t r o s t a t i c f o r c e , i n a r e g i o n c o n t a i n i n g e l e c t r i f i e d 

c o n d u c t o r s , w i t h t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e f l o w o f h e a t i n a n i n f i n i t e s o l i d ; 

t h e e q u i p o t e n t i a l s u r f a c e s i n t h e o n e c a s e c o r r e s p o n d t o t h e i s o t h e r m a l 

s u r f a c e s i n t h e o t h e r , a n d a n e l e c t r i c c h a r g e c o r r e s p o n d s t o a s o u r c e o f 

h e a t . 

I t m a y , p e r h a p s , s e e m a s i f t h e v a l u e o f s u c h a n a n a l o g y a s t h i s c o n -

s i s t e d m e r e l y i n t h e p r o s p e c t w h i c h i t o f f e r e d o f c o m p a r i n g , a n d t h e r e b y 

e x t e n d i n g , t h e m a t h e m a t i c a l t h e o r i e s o f h e a t a n d e l e c t r i c i t y . B u t t o t h e 

p h y s i c i s t i t s c h i e f i n t e r e s t l a y r a t h e r i n t h e i d e a t h a t f o r m u l a e w h i c h r e -

l a t e t o t h e e l e c t r i c f i e l d , a n d w h i c h h a d b e e n d e d u c e d f r o m l a w s o f a c t i o n 

a t a d i s t a n c e , w e r e s h o w n t o b e i d e n t i c a l w i t h f o r m u l a e r e l a t i n g t o t h e 

t h e o r y o f h e a t , w h i c h h a d b e e n d e d u c e d f r o m h y p o t h e s e s o f a c t i o n b e -

t w e e n c o n t i g u o u s p a r t i c l e s . " T h i s p a p e r , " a s M a x w e l l s a i d l o n g a f t e r -

w a r d s , " f i r s t i n t r o d u c e d i n t o m a t h e m a t i c a l s c i e n c e t h a t i d e a o f e l e c t r i c a l 

a c t i o n c a r r i e d o n b y m e a n s o f a c o n t i n u o u s m e d i u m , w h i c h , t h o u g h i t ' 

h a d b e e n a n n o u n c e d b y F a r a d a y , a n d u s e d b y h i m a s t h e g u i d i n g i d e a o f 

h i s r e s e a r c h e s , h a d n e v e r b e e n a p p r e c i a t e d b y o t h e r m e n o f s c i e n c e , a n d 

w a s s u p p o s e d b y m a t h e m a t i c i a n s t o b e i n c o n s i s t e n t w i t h t h e l a w o f e l e c -

t r i c a l a c t i o n , a s e s t a b l i s h e d b y C o u l o m b , a n d b u i l t o n b y P o i s s o n . " 

I n 1 8 4 6 — t h e y e a r a f t e r h e h a d t a k e n h i s d e g r e e a s s e c o n d w r a n g l e r a t 

C a m b r i d g e — T h o m s o n i n v e s t i g a t e d t h e a n a l o g i e s o f e l e c t r i c p h e n o m e n a 

w i t h t h o s e o f e l a s t i c i t y . F o r t h i s p u r p o s e h e e x a m i n e d t h e e q u a t i o n s o f 

e q u i l i b r i u m o f a n i n c o m p r e s s i b l e e l a s t i c s o l i d w h i c h i s i n a s t a t e o f 

s t r a i n ; a n d s h o w e d t h a t t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e v e c t o r w h i c h r e p r e s e n t s 

t h e e l a s t i c d i s p l a c e m e n t m i g h t b e a s s i m i l a t e d t o t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e 

e l e c t r i c f o r c e i n a n e l e c t r o s t a t i c s y s t e m . T h i s , h o w e v e r , a s h e w e n t o n t o 

s h o w , i s n o t t h e o n l y a n a l o g y w h i c h m a y b e p e r c e i v e d w i t h t h e e q u a -

t i o n s o f e l a s t i c i t y ; f o r t h e e l a s t i c d i s p l a c e m e n t m a y e q u a l l y w e l l b e i d e n -

t i f i e d w i t h a v e c t o r a , d e f i n e d i n t e r m s o f t h e m a g n e t i c i n d u c t i o n B b y t h e 

r e l a t i o n c u r l a = B. 

T h e v e c t o r a i s e q u i v a l e n t t o t h e v e c t o r - p o t e n t i a l w h i c h h a d b e e n u s e d 

i n t h e m e m o i r s o f N e u m a n n , W e b e r a n d K i r c h h o f f , o n t h e i n d u c t i o n o f 

c u r r e n t s ; b u t T h o m s o n a r r i v e d a t i t i n d e p e n d e n t l y b y a d i f f e r e n t p r o c e s s , 

a n d w i t h o u t b e i n g a t t h e t i m e a w a r e o f t h e i d e n t i f i c a t i o n . 

T h e r e s u l t s o f T h o m s o n ' s m e m o i r s e e m e d t o s u g g e s t a p i c t u r e o f t h e 
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p r o p a g a t i o n o f e l e c t r i c o r m a g n e t i c f o r c e : m i g h t i t n o t t a k e p l a c e i n s o m e -

w h a t t h e s a m e w a y a s c h a n g e s i n t h e e l a s t i c d i s p l a c e m e n t a r e t r a n s -

m i t t e d t h r o u g h a n e l a s t i c s o l i d ? T h e s e s u g g e s t i o n s w e r e n o t a t t h e t i m e 

p u r s u e d f u r t h e r b y t h e i r a u t h o r ; b u t t h e y h e l p e d t o i n s p i r e a n o t h e r 

y o u n g C a m b r i d g e m a n t o t a k e u p t h e m a t t e r a f e w y e a r s l a t e r . J a m e s 

C l e r k M a x w e l l , b y w h o m t h e p r o b l e m w a s e v e n t u a l l y s o l v e d , w a s b o r n 

i n 45 

T h i s e x t e n s i v e a n d i m p o r t a n t q u o t a t i o n i s s i g n i f i c a n t f o r t h e h i s -

t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s i n n u m e r o u s w a y s . T h e m o s t i m p o r t a n t o f 

t h e s e i s t h a t M a x w e l l p r e s e n t e d a n h i s t o r i c a l i n t e r p r e t a t i o n o f w h a t 

l e d t o T h o m s o n ' s d i s c o v e r i e s , a n d t h i s i n t e r p r e t a t i o n i n d i c a t e s w h a t 

i s v e r y p o s s i b l y t h e w a y i n w h i c h M a x w e l l b e c a m e i n t e r e s t e d i n 

q u a t e r n i o n s . M a x w e l l ' s i n t e r p r e t a t i o n w a s g i v e n i n t w o p a p e r s , t h e 

f i r s t o f w h i c h c o n s i s t s o f a n a d d r e s s t o t h e B r i t i s h A s s o c i a t i o n f o r 

1 8 7 0 a n d t h e s e c o n d o f w h i c h i s h i s f a m o u s p a p e r e n t i t l e d " O n t h e 

M a t h e m a t i c a l C l a s s i f i c a t i o n o f P h y s i c a l Q u a n t i t i e s . " 4 6 T h e m a i n 

i d e a d e v e l o p e d i n b o t h p a p e r s i s t h e f o l l o w i n g : " O f t h e m e t h o d s b y 

w h i c h t h e m a t h e m a t i c i a n m a y m a k e h i s l a b o u r s m o s t u s e f u l t o t h e 

s t u d e n t o f n a t u r e , t h a t w h i c h I t h i n k i s a t p r e s e n t m o s t i m p o r t a n t i s 

t h e s y s t e m a t i c c l a s s i f i c a t i o n o f q u a n t i t i e s . " ( 5 ; 2 1 8 ) M a x w e l l w e n t 

o n t o e x p l a i n w h y t h e m a t h e m a t i c a l c l a s s i f i c a t i o n o f p h y s i c a l q u a n -

t i t i e s i s i m p o r t a n t . 

B u t w h e n t h e s t u d e n t has b e c o m e a c q u a i n t e d w i t h s e v e r a l d i f f e r e n t s c i -

e n c e s , h e f i n d s t h e m a t h e m a t i c a l p r o c e s s e s a n d t r a i n s o f r e a s o n i n g o n 

o n e s c i e n c e r e s e m b l e t h o s e i n a n o t h e r s o m u c h t h a t h i s k n o w l e d g e o f t h e 

o n e s c i e n c e m a y b e m a d e a m o s t u s e f u l h e l p i n t h e s t u d y o f t h e o t h e r . 

W h e n h e e x a m i n e s i n t o t h e r e a s o n o f t h i s , h e f i n d s t h a t i n t h e t w o sc i -

e n c e s h e has b e e n d e a l i n g w i t h s y s t e m s o f q u a n t i t i e s , i n w h i c h t h e 

m a t h e m a t i c a l f o r m s o f t h e r e l a t i o n s o f t h e q u a n t i t i e s a r e t h e s a m e i n b o t h 

s y s t e m s , t h o u g h t h e p h y s i c a l n a t u r e o f t h e q u a n t i t i e s m a y b e u t t e r l y d i f -

f e r e n t . ( 5 ; 2 1 8 ) 

M a x w e l l s u p p l i e d t w o h i s t o r i c a l i l l u s t r a t i o n s o f t h e u s e f u l n e s s o f 

s u c h a c l a s s i f i c a t i o n ; t h e s e c o n d i s t h e m o r e i m p o r t a n t . M a x w e l l 

w r o t e : " A n o t h e r e x a m p l e , b y n o m e a n s s o o b v i o u s , i s t h a t w h i c h 

w a s o r i g i n a l l y p o i n t e d o u t b y S i r W i l l i a m T h o m s o n , o f t h e a n a l o g y 

b e t w e e n p r o b l e m s i n a t t r a c t i o n s a n d p r o b l e m s i n t h e s t e a d y c o n -

d u c t i o n o f h e a t , b y t h e u s e o f w h i c h w e a r e a b l e t o m a k e u s e o f 

m a n y o f t h e r e s u l t s o f F o u r i e r f o r h e a t i n e x p l a i n i n g e l e c t r i c a l d i s -

t r i b u t i o n , a n d o f a l l t h e r e s u l t s o f P o i s s o n i n e l e c t r i c i t y i n e x p l a i n -

i n g p r o b l e m s i n h e a t . " ( 6 ; 2 5 8 ) M a x w e l l w e n t o n t o c o m m e n t t h a t 

T h o m s o n ' s d i s c o v e r y d e p e n d s o n t h e f u n d a m e n t a l p r i n c i p l e t h a t 

t h e m a t h e m a t i c a l r e p r e s e n t a t i o n s o f p h y s i c a l e n t i t i e s m a y b e c l a s s i -

f i e d ; h i s c h i e f e x a m p l e o f s u c h a c l a s s i f i c a t i o n w a s t h a t f o u n d b y 

H a m i l t o n : 
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A m o s t i m p o r t a n t d i s t i n c t i o n w a s d r a w n b y H a m i l t o n w h e n h e d i v i d e d 

t h e q u a n t i t i e s w i t h w h i c h h e h a d t o d o i n t o S c a l a r q u a n t i t i e s , w h i c h a r e 

c o m p l e t e l y r e p r e s e n t e d b y o n e n u m e r i c a l q u a n t i t y , a n d V e c t o r s , w h i c h 

r e q u i r e t h r e e n u m e r i c a l q u a n t i t i e s t o d e f i n e t h e m . 

T h e i n v e n t i o n o f t h e c a l c u l u s o f Q u a t e r n i o n s i s a s t e p t o w a r d s t h e 

k n o w l e d g e o f q u a n t i t i e s r e l a t e d t o s p a c e w h i c h c a n o n l y b e c o m p a r e d , 

f o r i t s i m p o r t a n c e , w i t h t h e i n v e n t i o n o f t r i p l e c o o r d i n a t e s b y D e s c a r t e s . 

T h e i d e a s o f t h i s c a l c u l u s , a s d i s t i n g u i s h e d f r o m i t s o p e r a t i o n s a n d s y m -

b o l s , a r e f i t t e d t o b e o f t h e g r e a t e s t u s e i n a l l p a r t s o f s c i e n c e . ( 6 ; 2 5 9 ) 

M a x w e l l s a i d i n e f f e c t t h a t i f s c i e n t i s t s w o u l d p a y c l o s e r a t t e n t i o n 

t o t h e c l a s s i f i c a t i o n o f p h y s i c a l q u a n t i t i e s , s u c h a n a l o g i e s a s t h o s e 

d i s c o v e r e d b y K e l v i n w o u l d b e o b v i o u s . H i s p r i m a r y e x a m p l e o f 

s u c h a c l a s s i f i c a t i o n i s t h a t w h i c h o r i g i n a t e d w i t h H a m i l t o n , t h e 

c l a s s i f i c a t i o n o f p h y s i c a l e n t i t i e s i n t o s c a l a r s a n d v e c t o r s . T h e p o i n t 

i s t h a t M a x w e l l s e e m s t o h a v e i n t e r p r e t e d t h e d i s c o v e r i e s o f T h o m -

s o n ( w h i c h h a v e b e e n p r e s e n t e d i n t h e q u o t a t i o n f r o m W h i t t a k e r 

a n d c i t e d i n p a r t b y M a x w e l l ) i n t h e f o l l o w i n g w a y : T h o m s o n s a w 

t h a t d i s t r i b u t i o n s o f e l e c t r o s t a t i c f o r c e s i n a r e g i o n c o n t a i n i n g e l e c -

t r i f i e d c o n d u c t o r s p r o d u c e d a v e c t o r f i e l d a n d t h a t t h i s v e c t o r f i e l d 

w a s a n a l o g o u s t o t h e v e c t o r f i e l d a s s o c i a t e d w i t h t h e f l o w o f h e a t i n 

a n i n f i n i t e s o l i d . A s s o c i a t e d w i t h t h e s e v e c t o r f i e l d s a r e t h e t w o 

s c a l a r f i e l d s , t h e l i n e s o f e q u a l p o t e n t i a l i n t h e c a s e o f e l e c t r o s t a t i c 

c a s e a n d t h e i s o t h e r m a l l i n e s i n t h e c a s e o f h e a t f l o w . T h u s w h e n 

T h o m s o n s a w t h a t b o t h c a s e s i n v o l v e d s c a l a r a n d v e c t o r f i e l d s , t h e 

n e x t s t e p w a s n e a r l y o b v i o u s . I f t h e a b o v e i n t e r p r e t a t i o n o f M a x -

w e l l ' s i d e a s i s c o r r e c t , i t i s p r o b a b l e t h a t t h i s r e a l i z a t i o n l e d h i m t o 

a n i n c r e a s e d i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s . 

I n t h e s e c o n d o f h i s t w o p a p e r s M a x w e l l c l a s s i f i e d v e c t o r s i n t o 

" f o r c e " v e c t o r s ( w h i c h a r e r e f e r r e d t o a u n i t o f l e n g t h ) a n d f l u x v e c -

t o r s ( w h i c h a r e r e f e r r e d t o a u n i t o f a r e a ) . 4 6 L a t e r i n t h i s p a p e r q u a -

t e r n i o n s w e r e d i s c u s s e d b r i e f l y w i t h s p e c i a l a t t e n t i o n t o H a m i l t o n ' s 

o p e r a t o r V , f o r t h e r e s u l t s o f w h i c h M a x w e l l p r o p o s e d a s e r i e s o f 

n a m e s . H e g a v e t h e d e f i n i t i o n s " ' V = i ^ + j ^ + k a n d 

= ~ + + J?)" (6; 263~264) and then stated: "The dis" 
c o v e r y o f t h e s q u a r e r o o t o f t h i s o p e r a t i o n i s d u e t o H a m i l t o n ; b u t 

m o s t o f t h e a p p l i c a t i o n s h e r e g i v e n , a n d t h e w h o l e d e v e l o p m e n t o f 

t h e t h e o r y o f t h i s o p e r a t i o n , a r e d u e t o P r o f e s s o r T a i t . . . . " ( 6 ; 2 6 4 ) 

H e p r o p o s e d " t o c a l l t h e r e s u l t o f V 2 . . . t h e Concentration o f t h e 

q u a n t i t y t o w h i c h i t i s a p p l i e d . " ( 6 ; 2 6 4 ) W h e n V i s a p p l i e d t o a 

s c a l a r f u n c t i o n o f p o s i t i o n P , t h e r e s u l t i s V P . " T h e q u a n t i t y V P i s a 

v e c t o r , i n d i c a t i n g t h e d i r e c t i o n i n w h i c h P d e c r e a s e s m o s t r a p i d l y , 

a n d m e a s u r i n g t h e r a t e o f t h a t d e c r e a s e . I v e n t u r e , w i t h m u c h d i f f i -
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d e n c e , t o c a l l t h i s t h e slope o f P . " ( 6 ; 2 6 4 ) T h e r e a d e r s h o u l d n o t e 

t h a t a c c o r d i n g t o q u a t e r n i o n m u l t i p l i c a t i o n , i f o r = i t + j u 4 - kv, t h e n 

V c r = — (— + — + + i — + • ( dt dv\ + ^ /du dt\ 47 

a \dx dy dz) \dy dz) \dz dx) \dx dy)' 

M a x w e l l c a l l e d t h e s c a l a r p a r t o f t h i s p r o d u c t , r e p r e s e n t e d i n q u a -

t e r n i o n l a n g u a g e a s S V o r , " t h e Convergence o f o r , " a n d t h e v e c t o r 

p a r t , V V c r , " t h e Curl o r Version o f t h e o r i g i n a l v e c t o r f u n c t i o n . " 4 8 

B e f o r e p u b l i s h i n g t h i s p a p e r , M a x w e l l h a d w r i t t e n t o T a i t t o r e -

q u e s t h i s v i e w s o n t h e s u i t a b i l i t y o f t h e n a m e s : " H e r e a r e s o m e 

r o u g h h e w n n a m e s . W i l l y o u l i k e a g o o d D i v i n i t y s h a p e t h e i r e n d s 

p r o p e r l y s o a s t o m a k e t h e m s t i c k ? " M a x w e l l w e n t o n t o a s k i n p a r -

t i c u l a r a b o u t t h e n a m e s f o r V a p p l i e d t o a v e c t o r f u n c t i o n . 

T h e sca la r p a r t I w o u l d c a l l t h e C o n v e r g e n c e o f t h e v e c t o r f u n c t i o n , a n d 

t h e v e c t o r p a r t I w o u l d c a l l t h e T w i s t o f t h e v e c t o r f u n c t i o n . H e r e t h e 

w o r d t w i s t has n o t h i n g t o d o w i t h a s c r e w o r h e l i x . I f t h e w o r d turn o r 

version w o u l d d o t h e y w o u l d b e b e t t e r t h a n t w i s t , f o r t w i s t sugges ts a 

s c r e w . T w i r l i s f r e e f r o m t h e s c r e w n o t i o n a n d i s s u f f i c i e n t l y racy . P e r -

h a p s i t i s t o o d y n a m i c a l f o r p u r e m a t h e m a t i c i a n s , s o f o r C a y l e y ' s sake I 

m i g h t say C u r l ( a f t e r t h e f a s h i o n o f Sc ro l l ) . 4 9 

T h e l e t t e r q u o t e d a b o v e i s t h e f i r s t l e t t e r f r o m t h e T a i t - M a x w e l l 

c o r r e s p o n d e n c e i n w h i c h M a x w e l l s h o w e d s o m e k n o w l e d g e o f q u a -

t e r n i o n s . I t i s d a t e d N o v e m b e r 7 , 1 8 7 0 . T h e f i r s t p a p e r i n w h i c h 

M a x w e l l i n c l u d e d a d i s c u s s i o n o f q u a t e r n i o n i d e a s i s i n t h e a f o r e -

m e n t i o n e d " A d d r e s s t o t h e M a t h e m a t i c a l a n d P h y s i c a l S e c t i o n s o f 

t h e B r i t i s h A s s o c i a t i o n , " w h i c h w a s r e a d o n S e p t e m b e r 1 5 , 1 8 7 0 . I t 

i s t h u s p r o b a b l e t h a t M a x w e l l ' s i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s o r i g i n a t e d a t 

a b o u t t h i s t i m e . A t l e a s t a s e a r l y a s 1 8 6 7 T a i t h a d r e c o m m e n d e d 

q u a t e r n i o n s t o M a x w e l l . T a i t w r o t e o n D e c e m b e r 1 3 , 1 8 6 7 , t o M a x -

w e l l : " I f y o u r e a d t h e l a s t 2 0 o r 3 0 p a g e s o f m y b o o k [ T r e a t i s e o n 

Quaternions ( 1 s t e d . , 1 8 6 7 ) ] I t h i n k y o u w i l l s e e t h a t 4 i o n s a r e 

w o r t h g e t t i n g u p , f o r t h e r e i t i s s h o w n t h a t t h e y g o i n t o t h a t < b u s i -

n e s s l i k e g r e a s e d l i g h t n i n g . U n f o r t u n a t e l y I c a n n o t f i n d t i m e t o 

w o r k s t e a d i l y a t t h e m . . . 5 0 

M a x w e l l ' s l e t t e r t o T a i t o f N o v e m b e r 7 , 1 8 7 0 , w a s f o l l o w e d b y a n -

o t h e r l e t t e r d a t e d N o v e m b e r 1 4 ; M a x w e l l ' s m e s s a g e t h e r e i n m u s t 

h a v e b e e n g o o d n e w s f o r T a i t : " W i t h r e g a r d t o m y d a b b l i n g i n 

H a m i l t o n I w a n t t o l e a v e n m y b o o k [ T r e a t i s e o n Electricity and 

Magnetism] w i t h H a m i l t o n i a n i d e a s w i t h o u t c a s t i n g t h e o p e r a t i o n s 

i n t o H a m i l t o n i a n f o r m f o r w h i c h n e i t h e r I n o r I t h i n k t h e p u b l i c a r e 

r i p e . N o w t h e v a l u e o f H a m i l t o n ' s i d e a o f a v e c t o r i s u n s p e a k a b l e , 

a n d s o a r e t h o s e o f t h e a d d i t i o n a n d m u l t i p l i c a t i o n o f v e c t o r s . " ( 1 ; 

1 4 4 ) M a x w e l l ' s l e t t e r o f O c t o b e r 9 , 1 8 7 2 , a l s o b r o u g h t g o o d n e w s t o 

T a i t . I n t h e p r e v i o u s y e a r M a x w e l l h a d b e e n c h o s e n a s t h e f i r s t P r o -
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f e s s o r o f E x p e r i m e n t a l P h y s i c s a t C a m b r i d g e a n d D i r e c t o r o f t h e 

C a v e n d i s h L a b o r a t o r y . M a x w e l l w r o t e t o T a i t , " I a m g o i n g t o t r y , a s 

I h a v e a l r e a d y t r i e d , t o s o w 4 n i o n s e e d a t C a m b r i d g e . " 5 1 

T h e M a x w e l l l e t t e r t o T a i t o f D e c e m b e r 2 1 , 1 8 7 1 , c o n t a i n e d p e r -

h a p s M a x w e l l ' s s t r o n g e s t s t a t e m e n t i n f a v o r o f q u a t e r n i o n s . M a x -

w e l l w r o t e : " I m p r e s s o n T . [ T h o m s o n ] t h a t + { ^ j ( c L ; ) = 

— V 2 a n d n o t + V 2 a s h e v a i n l y a s s e r t s i s n o w c o m m o n l y b e l i e v e d 

a m o n g u s . A l s o h o w m u c h b e t t e r a n d e a s i e r h e w o u l d h a v e d o n e h i s 

s o l e n o i d a l a n d l a m e l l a r b u s i n e s s i f i n a d d i t i o n t o w h a t w e k n o w i s 

i n h i s h e a d h e h a d h a d s a y , 2 0 y e a r s a g o , Q n s . t o h u n t f o r C a r t e s i a n s 

i n s t e a d o f v i c e v e r s a . T h e o n e i s a f l a m i n g s w o r d t h a t b u r n s e v e r y 

w a y ; t h e o t h e r i s a r a m , p u s h i n g w e s t w a r d a n d n o r t h w a r d a n d 

( d o w n w a r d ? ) . " ( 1 ; 1 5 0 ) 

A n u m b e r o f i n t e r e s t i n g p o i n t s a r e c o n t a i n e d i n M a x w e l l ' s l e t t e r 

o f N o v e m b e r 2 , 1 8 7 1 ; h e w r o t e : 

B u t t r y a n d d o t h e 4 n i o n s . T h e u n b e l i e v e r s a r e r a m p a n t . T h e y s a y 

" s h o w m e s o m e t h i n g d o n e b y 4 n i o n s w h i c h h a s n o t b e e n d o n e b y o l d 

p l a n s . A t t h e b e s t i t m u s t r a n k w i t h a b b r e v i a t e d n o t a t i o n s . " 

Y o u s h o u l d r e p l y t o t h i s , n o d o u b t y o u w i l l . 

B u t t h e v i r t u e o f t h e 4 n i o n s l i e s n o t s o m u c h a s y e t i n s o l v i n g h a r d 

q u e s t i o n s , a s i n e n a b l i n g u s t o s e e t h e m e a n i n g o f t h e q u e s t i o n a n d o f i t s 

s o l u t i o n , i n s t e a d o f s e t t i n g u p t h e q u e s t i o n i n x y z , s e n d i n g i t t o t h e 

a n a l y t i c a l e n g i n e , a n d w h e n t h e s o l u t i o n i s s e n t h o m e t r a n s l a t i n g i t b a c k 

f r o m x y z so t h a t i t m a y a p p e a r as A , B , C t o t h e v u l g a r . ( 1 ; 1 0 1 ) 

T h e l a s t p o i n t w a s e m p h a s i z e d i n a n u n s i g n e d a r t i c l e b y M a x w e l l 

e n t i t l e d " Q u a t e r n i o n s " a n d p u b l i s h e d i n Nature i n 1 8 7 3 . 5 2 T h e a r t i -

c l e i s a c t u a l l y a r e v i e w o f K e l l a n d ' s a n d T a i t ' s Introduction t o Qua-

ternions p u b l i s h e d i n 1 8 7 3 . M a x w e l l b e g a n t h e a r t i c l e b y d i s c u s s -

i n g t h e p o p u l a r i m a g e o f t h e m a t h e m a t i c i a n a s a c a l c u l a t o r . H e t h e n 

w r o t e : " B u t t h o u g h m u c h o f t h e r o u t i n e w o r k o f a m a t h e m a t i c i a n i s 

c a l c u l a t i o n , h i s p r o p e r w o r k — t h a t w h i c h c o n s t i t u t e s h i m a m a t h e -

m a t i c i a n — i s t h e i n v e n t i o n o f m e t h o d s . . . . B u t t h e m e t h o d s o n 

w h i c h a m a t h e m a t i c i a n i s c o n t e n t t o h a n g h i s r e p u t a t i o n a r e g e n e r -

a l l y t h o s e w h i c h h e f a n c i e s w i l l s a v e h i m a n d a l l w h o c o m e a f t e r 

h i m t h e l a b o u r o f t h i n k i n g a b o u t w h a t h a s c o s t h i m s e l f s o m u c h 

t h o u g h t . " 5 3 A c o m m o n a r g u m e n t f o r q u a t e r n i o n s h a d b e e n t h a t t h e y 

w e r e j u s t s u c h a l a b o r - s a v i n g d e v i c e , b u t M a x w e l l ' s p o s i t i o n w a s 

q u i t e d i f f e r e n t f r o m t h i s . 

N o w Q u a t e r n i o n s , o r t h e d o c t r i n e o f V e c t o r s , i s a m a t h e m a t i c a l 

m e t h o d , b u t i t i s a m e t h o d o f t h i n k i n g , a n d n o t , a t l e a s t f o r t h e p r e s e n t 

g e n e r a t i o n , a m e t h o d o f s a v i n g t h o u g h t . . . . I t c a l l s u p o n u s a t e v e r y s t e p 

t o f o r m a m e n t a l i m a g e o f t h e g e o m e t r i c a l f e a t u r e s r e p r e s e n t e d b y t h e 

s y m b o l s , s o t h a t i n s t u d y i n g g e o m e t r y b y t h i s m e t h o d w e h a v e o u r m i n d s 
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e n g a g e d w i t h g e o m e t r i c a l i d e a s , a n d a r e n o t p e r m i t t e d t o f a n c y o u r s e l v e s 

g e o m e t e r s w h e n w e a r e o n l y a r i t h m e t i c i a n s . 5 3 

M a x w e l l c o n c l u d e d t h e r e v i e w w i t h p r a i s e f o r K e l l a n d ' s e x p o s i t o r y 

a b i l i t i e s a n d w i t h s t r e s s o n t h e i m p o r t a n c e o f t h e t r e a t m e n t o f t h e 

l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n g i v e n i n t h e l a s t c h a p t e r ( w r i t t e n b y T a i t ) . 

T h e t h e m e t h a t d o m i n a t e s t h i s r e v i e w a s w e l l a s m a n y o f M a x -

w e l l ' s o t h e r s t a t e m e n t s o n q u a t e r n i o n s i s t h a t b y m e a n s o f t h e v e c -

t o r i a l a p p r o a c h t h e p h y s i c i s t a t t a i n s t o a d i r e c t m a t h e m a t i c a l r e p r e -

s e n t a t i o n o f p h y s i c a l e n t i t i e s a n d i s t h u s a i d e d i n s e e i n g t h e p h y s i c s 

i n v o l v e d i n t h e m a t h e m a t i c s . I t i s p r o b a b l e t h a t M a x w e l l w a s l e d t o 

s t r e s s t h i s p o i n t b y p o n d e r i n g t h e g r e a t s u c c e s s e s o f F a r a d a y i n 

p h y s i c s , w h i c h w e r e o b t a i n e d w i t h o u t t h e u s e o f f o r m a l m a t h e -

m a t i c s . F a r a d a y ' s s u c c e s s p r e s e n t e d a c o n u n d r u m t o t h e m a t h e m a t i -

c a l p h y s i c i s t s o f t h e l a t t e r h a l f o f t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y , a c o n u n -

d r u m w h i c h M a x w e l l t r i e d t o r e s o l v e w h e n h e w r o t e : " T h e w a y i n 

w h i c h F a r a d a y m a d e u s e o f h i s l i n e s o f f o r c e i n c o - o r d i n a t i n g t h e 

p h e n o m e n a o f m a g n e t o - e l e c t r i c i n d u c t i o n s h e w s h i m t o h a v e b e e n 

i n r e a l i t y a m a t h e m a t i c i a n o f a v e r y h i g h o r d e r — o n e f r o m w h o m 

m a t h e m a t i c i a n s o f t h e f u t u r e m a y d e r i v e v a l u a b l e a n d f e r t i l e m e t h -

o d s . " ( 4 , 1 1 ; 3 6 0 ) T h u s M a x w e l l ' s e n t h u s i a s m f o r q u a t e r n i o n s 

s t e m m e d f r o m v i e w i n g t h e m a s a m e t h o d t h a t a l l o w s t h e p h y s i c i s t 

t o k e e p t h e p h y s i c a l e n t i t i e s b e f o r e h i s m i n d d u r i n g c a l c u l a t i o n s , 

r a t h e r t h a n f r o m v i e w i n g t h e m a s a m e t h o d f o r r e d u c i n g t h e l a b o r o f 

t h o u g h t . 

T h e m o s t i m p o r t a n t o f M a x w e l l ' s p u b l i s h e d w o r k s f o r t h i s h i s t o r y 

i s h i s Treatise on Electricity and Magnetism ( 1 8 7 3 ) . 5 4 T h i s i s t h e 

m o s t i m p o r t a n t w o r k n o t o n l y b e c a u s e i t g i v e s t h e f u l l e s t c o n c e p -

t i o n o f M a x w e l l ' s v i e w o f q u a t e r n i o n s b u t a l s o b e c a u s e h i s t o r i c a l l y 

i t w a s i n f l u e n t i a l i n l e a d i n g p e o p l e t o d i s c u s s q u a t e r n i o n m e t h o d s . 

M a x w e l l b e g a n t h i s w o r k w i t h a m a i n l y m a t h e m a t i c a l " P r e l i m i -

n a r y " c h a p t e r . A f t e r m e n t i o n i n g D e s c a r t e s ' d i s c o v e r y o f c o - o r d i n a t e 

m e t h o d s , M a x w e l l w r o t e : 

B u t f o r m a n y p u r p o s e s o f p h y s i c a l r e a s o n i n g , a s d i s t i n g u i s h e d f r o m 

c a l c u l a t i o n , i t i s d e s i r a b l e t o a v o i d e x p l i c i t l y i n t r o d u c i n g t h e C a r t e s i a n 

c o o r d i n a t e s , a n d t o f i x t h e m i n d a t o n c e o n a p o i n t o f s p a c e i n s t e a d o f i t s 

t h r e e c o o r d i n a t e s , a n d o n t h e m a g n i t u d e a n d d i r e c t i o n o f a f o r c e i n s t e a d 

o f i t s t h r e e c o m p o n e n t s . T h i s m o d e o f c o n t e m p l a t i n g g e o m e t r i c a l a n d 

p h y s i c a l q u a n t i t i e s i s m o r e p r i m i t i v e a n d m o r e n a t u r a l t h a n t h e o t h e r , a l -

t h o u g h t h e i d e a s c o n n e c t e d w i t h i t d i d n o t r e c e i v e t h e i r f u l l d e v e l o p -

m e n t t i l l H a m i l t o n m a d e t h e n e x t g r e a t s t e p i n d e a l i n g w i t h s p a c e , b y t h e 

i n v e n t i o n o f h i s C a l c u l u s o f Q u a t e r n i o n s . 

A s t h e m e t h o d s o f D e s C a r t e s a r e s t i l l t h e m o s t f a m i l i a r t o s t u d e n t s o f 

s c i e n c e , a n d a s t h e y a r e r e a l l y t h e m o s t u s e f u l f o r p u r p o s e s o f c a l c u l a -

t i o n , w e s h a l l e x p r e s s a l l o u r r e s u l t s i n t h e C a r t e s i a n f o r m . I a m c o n -
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v i n c e d , h o w e v e r , t h a t t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e i d e a s , a s d i s t i n g u i s h e d 

f r o m t h e o p e r a t i o n s a n d m e t h o d s o f Q u a t e r n i o n s , w i l l b e o f g r e a t u s e t o 

u s i n t h e s t u d y o f a l l p a r t s o f o u r s u b j e c t , a n d e s p e c i a l l y i n e l e c t r o d y -

n a m i c s , w h e r e w e h a v e t o d e a l w i t h a n u m b e r o f p h y s i c a l q u a n t i t i e s , t h e 

r e l a t i o n s o f w h i c h t o e a c h o t h e r c a n b e e x p r e s s e d f a r m o r e s i m p l y b y a 

f e w e x p r e s s i o n s o f H a m i l t o n ' s , t h a n b y t h e o r d i n a r y e q u a t i o n s . 

11. O n e o f t h e m o s t i m p o r t a n t f e a t u r e s o f H a m i l t o n ' s m e t h o d i s t h e 

d i v i s i o n o f q u a n t i t i e s i n t o S c a l a r s a n d V e c t o r s . (3 ,1 ; 9 - 1 0 ) 

A f t e r a d i s c u s s i o n o f t h i s d i v i s i o n o f q u a n t i t i e s i n t o v e c t o r s a n d 

s c a l a r s , M a x w e l l w r o t e : 

T h e r e a r e p h y s i c a l q u a n t i t i e s o f a n o t h e r k i n d w h i c h a r e r e l a t e d t o d i -

r e c t i o n s i n s p a c e , b u t w h i c h a r e n o t v e c t o r s . S t r e s s e s a n d s t r a i n s i n s o l i d 

b o d i e s a r e e x a m p l e s o f t h e s e , a n d s o a r e s o m e o f t h e p r o p e r t i e s o f b o d i e s 

c o n s i d e r e d i n t h e t h e o r y o f e l a s t i c i t y a n d i n t h e t h e o r y o f d o u b l e r e f r a c -

t i o n . Q u a n t i t i e s o f t h i s c l ass r e q u i r e f o r t h e i r d e f i n i t i o n nine n u m e r i c a l 

s p e c i f i c a t i o n s . T h e y a r e e x p r e s s e d i n t h e l a n g u a g e o f q u a t e r n i o n s b y 

l i n e a r a n d v e c t o r f u n c t i o n s o f a v e c t o r . (3 ,1 ; 10) 

M a x w e l l t h e n s t a t e d t h a t h e w o u l d u s e G e r m a n c a p i t a l l e t t e r s t o 

r e p r e s e n t v e c t o r s . T h e r e a s o n f o r t h i s i n n o v a t i o n w a s t h a t h e 

n e e d e d t h e G r e e k l e t t e r s ( w h i c h w e r e u s e d t o d e s i g n a t e v e c t o r s b y 

H a m i l t o n a n d T a i t ) f o r o t h e r u s e s i n t h e b o o k . A f t e r a d i s c u s s i o n o f 

l i n e a n d s u r f a c e i n t e g r a l s a n d t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e o p e r a t o r V a n d 

o t h e r m a t h e m a t i c a l p r e l i m i n a r i e s , M a x w e l l p r e s e n t e d i n c o - o r d i -

n a t e f o r m t h e t h e o r e m s o f G a u s s a n d S t o k e s ( M a x w e l l d i d n o t u s e 

t h e s e n a m e s ) . M a x w e l l m e n t i o n e d t h a t h e w o u l d u s e t h e r i g h t -

h a n d e d s y s t e m o f c o - o r d i n a t e s a x e s a n d p o i n t e d o u t t h a t i n t h i s h e 

d i f f e r e d f r o m t h e p r a c t i c e o f H a m i l t o n b u t a g r e e d w i t h t h a t e m -

p l o y e d b y T h o m s o n a n d T a i t i n t h e i r Treatise o n Natural Philoso-

phy a n d b y T a i t i n h i s q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s . ( 3 , 1 ; 2 5 - 2 6 ) T h i s 

s e c t i o n w a s c o n c l u d e d w i t h a t r a n s l a t i o n o f S t o k e s ' a n d G a u s s ' 

t h e o r e m s i n t o q u a t e r n i o n n o t a t i o n a n d w i t h a n e x p l a n a t i o n o f h i s 

t e r m s ( i n t h e f i r s t e d i t i o n ) " c o n c e n t r a t i o n , " " c u r l " o r " v e r s i o n , " 

" c o n v e r g e n c e , " a n d " s l o p e . " 5 5 I n l a t e r e d i t i o n s " c u r l " o r " v e r s i o n " 

w a s d r o p p e d a n d ( " w i t h g r e a t d i f f i d e n c e " ) " r o t a t i o n " s u b s t i t u t e d . 

" S l o p e " a l s o w a s d r o p p e d a n d " s p a c e - v a r i a t i o n " s u b s t i t u t e d . ( 3 , 1 ; 

3 0 - 3 1 ) 

I n t h e t e x t o f t h e b o o k q u a t e r n i o n n o t a t i o n s w e r e u s e d i n a s u b -

s t a n t i a l n u m b e r o f c a s e s . T h e s e m a y b e c l a s s i f i e d i n t o t h r e e g r o u p s : 

t o t h e f i r s t b e l o n g t h o s e c a s e s i n w h i c h a t t h e e n d o f a s e c t i o n M a x -

w e l l s t a t e d t h a t h e w o u l d g i v e t h e q u a t e r n i o n f o r m o f a n e q u a t i o n ; 

t o t h e s e c o n d g r o u p b e l o n g t h o s e c a s e s i n w h i c h q u a t e r n i o n n o t a -

t i o n w a s u s e d i n s u c h a n e l e m e n t a r y f o r m t h a t l i t t l e i m p o r t a n c e c a n 

b e a t t r i b u t e d t o i t ; a n d t o t h e t h i r d c l a s s b e l o n g t h e m o s t i m p o r t a n t 

135 



A H i s t o r y o f V e c t o r A n a l y s i s 

c a s e s , t h o s e i n w h i c h M a x w e l l u s e d q u a t e r n i o n e x p r e s s i o n s a l m o s t 

i n s u c h a w a y a s t o i n t e g r a t e t h e m i n t o t h e d e v e l o p m e n t . 

T h e m o s t i m p o r t a n t e x a m p l e o f t h e f i r s t g r o u p ( o f w h i c h t h e r e a r e 

p e r h a p s f i f t e e n c a s e s ) c o m e s i n t h e c h a p t e r " G e n e r a l E q u a t i o n s o f 

t h e E l e c t r o m a g n e t i c F i e l d . " T h e l a s t s e c t i o n o f t h i s c h a p t e r w a s e n -

t i t l e d " Q u a t e r n i o n E x p r e s s i o n s f o r t h e E l e c t r o m a g n e t i c E q u a -

t i o n s . " H e r e i n M a x w e l l w r o t e : " I n t h i s t r e a t i s e w e h a v e e n d e a v -

o u r e d t o a v o i d a n y p r o c e s s d e m a n d i n g f r o m t h e r e a d e r a k n o w l e d g e 

o f t h e C a l c u l u s o f Q u a t e r n i o n s . A t t h e s a m e t i m e w e h a v e n o t 

s c r u p l e d t o i n t r o d u c e t h e i d e a o f a v e c t o r w h e n i t w a s n e c e s s a r y t o 

d o s o . " ( 3 , 1 1 ; 2 5 7 ) M a x w e l l t h e n w r o t e i n q u a t e r n i o n n o t a t i o n t h e 

m o s t i m p o r t a n t e q u a t i o n s d e v e l o p e d i n h i s b o o k . ( 3 , 1 1 ; 2 5 7 - 2 5 9 ) 

E x a m p l e s o f t h e s e c o n d k i n d o f u s e t h a t M a x w e l l m a d e o f q u a t e r -

n i o n n o t a t i o n a r e v e r y n u m e r o u s , e s p e c i a l l y i n t h e s e c o n d v o l u m e . 

R e p e a t e d l y h e w r o t e v e c t o r i a l q u a n t i t i e s a s v e c t o r s ; t h i s w a s d o n e 

e s p e c i a l l y t o s t r e s s t h e n a t u r e o f t h e q u a n t i t y r e p r e s e n t e d , a n d a l s o 

a s a n a b b r e v i a t i o n . A t o t h e r t i m e s o n e v e c t o r w a s g i v e n a s a s c a l a r 

m u l t i p l e o f a n o t h e r v e c t o r . S i m i l a r l y h e m a d e f r e q u e n t u s e o f t h e 

s y m b o l V b u t w r o t e o u t t h e f u l l C a r t e s i a n f o r m o f h i s e q u a t i o n s 

w h e n p r e s e n t i n g p r o o f s . 

C a s e s f r o m t h e t h i r d c l a s s a r e s o m e w h a t r a r e : e x a m p l e s a r e t h e 

s e c t i o n s i n w h i c h h e u s e d t h e q u a t e r n i o n s c a l a r a n d v e c t o r p r o d -

u c t s . 5 6 T h e v e c t o r a n d s c a l a r p r o d u c t s w e r e u s e d s u f f i c i e n t l y f r e -

q u e n t l y t h a t r e a d e r s p r o b a b l y n o t i c e d t h e i r i m p o r t a n c e . T h e f u l l 

q u a t e r n i o n p r o d u c t w a s n e v e r e m p l o y e d , b u t i t a t t i m e s i n f l u e n c e d 

e x p r e s s i o n s t h a t w e r e u s e d . T h u s i n C a r t e s i a n a n a l y s i s V 2 c a n b e 

/ \ 

d e f i n e d a s e i t h e r p l u s o r m i n u s + + K e l v i n u s e d t h e 

p o s i t i v e s i g n , w h e r e a s M a x w e l l u s e d t h e n e g a t i v e s i g n a n d n o t e d : 

" T h e n e g a t i v e s i g n i s e m p l o y e d h e r e i n o r d e r t o m a k e o u r e x p r e s -

s i o n s c o n s i s t e n t w i t h t h o s e i n w h i c h Q u a t e r n i o n s a r e e m p l o y e d . " 

( 3 , 1 1 ; 2 5 5 ) 

T h e f o l l o w i n g t h r e e q u o t a t i o n s a r e o f c o n s i d e r a b l e i m p o r t a n c e . 

T h e t h e o r y o f t h e c o m p l e t e s y s t e m o f e q u a t i o n s o f r e s i s t a n c e a n d o f 

c o n d u c t i v i t y i s t h a t o f l i n e a r f u n c t i o n s o f t h r e e v a r i a b l e s , a n d i t i s e x e m -

p l i f i e d i n t h e t h e o r y o f S t r a i n s , a n d i n o t h e r p a r t s o f p h y s i c s . T h e m o s t 

a p p r o p r i a t e m e t h o d o f t r e a t i n g i t i s t h a t b y w h i c h H a m i l t o n a n d T a i t t r e a t 

a l i n e a r a n d v e c t o r f u n c t i o n o f a v e c t o r . W e s h a l l n o t , h o w e v e r , e x p r e s s l y 

i n t r o d u c e Q u a t e r n i o n n o t a t i o n . (3 ,1 ; 4 2 2 ) 

T h i s a n a l y s i s o f t h e f o r c e s a c t i n g b e t w e e n t w o s m a l l m a g n e t s w a s f i r s t 

g i v e n i n t e r m s o f t h e Q u a t e r n i o n A n a l y s i s b y P r o f e s s o r T a i t i n t h e Quar-

terly Math. Journ. f o r J a n . 1 8 6 0 . S e e a l s o h i s w o r k on Quaternions, A r t s . 

4 4 2 - 4 4 3 , 2 n d E d i t i o n . 5 7 
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F i n a l l y , i n M a x w e l l ' s c h a p t e r o n " A m p e r e ' s I n v e s t i g a t i o n o f t h e 

M u t u a l A c t i o n o f E l e c t r i c C u r r e n t s " h e s t a t e d : 

T h e o n l y e x p e r i m e n t a l f a c t w h i c h w e h a v e m a d e u s e o f i n t h i s i n v e s t i -

g a t i o n i s t h e f a c t e s t a b l i s h e d b y A m p e r e t h a t t h e a c t i o n o f a c l o s e d c i r c u i t 

o n a n y p o r t i o n o f a n o t h e r c i r c u i t i s p e r p e n d i c u l a r t o t h e d i r e c t i o n o f t h e 

l a t t e r . E v e r y o t h e r p a r t o f t h e i n v e s t i g a t i o n d e p e n d s o n p u r e l y m a t h e -

m a t i c a l c o n s i d e r a t i o n s d e p e n d i n g o n t h e p r o p e r t i e s o f l i n e s i n s p a c e . 

T h e r e a s o n i n g t h e r e f o r e m a y b e p r e s e n t e d i n a m u c h m o r e c o n d e n s e d 

a n d a p p r o p r i a t e f o r m b y t h e u s e o f t h e i d e a s a n d l a n g u a g e o f t h e m a t h e -

m a t i c a l m e t h o d s p e c i a l l y a d a p t e d t o t h e e x p r e s s i o n o f s u c h g e o m e t r i c a l 

r e l a t i o n s — t h e Quaternions o f H a m i l t o n . 

T h i s has b e e n d o n e b y P r o f e s s o r T a i t i n t h e Quarterly Journal o f Math-

ematics, 1 8 6 6 , a n d i n h i s t r e a t i s e o n Quaternions, § 3 9 9 , f o r A m p e r e ' s 

o r i g i n a l i n v e s t i g a t i o n , a n d t h e s t u d e n t c a n e a s i l y a d a p t t h e s a m e m e t h o d 

t o t h e s o m e w h a t m o r e g e n e r a l i n v e s t i g a t i o n g i v e n h e r e . (3 ,11; 1 7 1 - 1 7 2 ) 

M a x w e l l ' s u s e o f q u a t e r n i o n e x p r e s s i o n s a n d n o t a t i o n s w a s s u f f i -

c i e n t l y f r e q u e n t a n d t h e a b o v e q u o t a t i o n s s u f f i c i e n t l y s t r o n g i n 

p r a i s e o f q u a t e r n i o n s t h a t i t s e e m s p r o b a b l e t h a t n o t a f e w r e a d e r s 

o f h i s Treatise l e f t i t w i t h t h e i m p r e s s i o n t h a t M a x w e l l h a d r a t h e r 

s t r o n g l y r e c o m m e n d e d t h e s t u d y o f q u a t e r n i o n s . T o t h o s e r e a d e r s 

w h o w o n d e r e d w h y q u a t e r n i o n s w e r e n o t m o r e f r e q u e n t l y u s e d , a 

p e r f e c t l y n a t u r a l e x p l a n a t i o n w a s a v a i l a b l e : M a x w e l l h a d i n f a c t 

w i s h e d t o u s e q u a t e r n i o n s m o r e f r e q u e n t l y b u t h a d n o t d o n e s o 

s i n c e f e w r e a d e r s o f h i s Treatise w e r e v e r s e d i n s u c h m e t h o d s . S i m -

i l a r l y M a x w e l l ' s o n e e x p l i c i t s t a t e m e n t ( h e h a d r e c o m m e n d e d q u a -

t e r n i o n " i d e a s , a s d i s t i n g u i s h e d f r o m t h e o p e r a t i o n s a n d m e t h o d s 

o f Q u a t e r n i o n s " [ 3 , 1 ; 9 ] ) w a s e a s i l y m i s s e d o r e a s i l y m i s i n t e r p r e t e d . 

T h e c o n j e c t u r e t h a t r e a d e r s o f t h e Treatise m a y h a v e b e e n l e d 

t h e r e b y t o s t u d y q u a t e r n i o n s g a i n s s u p p o r t f r o m e v i d e n c e t h a t 

s t r o n g l y i n d i c a t e s t h a t b o t h G i b b s a n d H e a v i s i d e d i d i n f a c t g o f r o m 

t h e Treatise o f M a x w e l l t o t h e w o r k s o f H a m i l t o n a n d T a i t . E v e n i f 

t h i s c o n j e c t u r e i s i n c o r r e c t , s t i l l i t i s v e r y p o s s i b l e t h a t r e a d e r s o f 

M a x w e l l w o u l d t e n d t o b e c o m e r e a d e r s o f T a i t i n o r d e r t o a v a i l 

t h e m s e l v e s o f t h e l a t t e r ' s t r e a t m e n t o f t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n a n d 

t h e o p e r a t o r V . 

A l e t t e r t o T a i t w r i t t e n b y M a x w e l l i n 1 8 7 8 g i v e s t h e c l e a r e s t p i c -

t u r e o f M a x w e l l ' s v i e w s o n q u a t e r n i o n s . T h e s t a t e m e n t s c o n t a i n e d 

t h e r e i n a r e s u f f i c i e n t t o e x p l a i n c o m p l e t e l y w h y M a x w e l l t o o k t h e 

c o u r s e t h a t h e d i d i n h i s Treatise. M a x w e l l w r o t e : 

H e r e i s a n o t h e r q u e s t i o n . M a y o n e p l o u g h w i t h a n o x a n d a n ass t o -

g e t h e r ? T h e l i k e o f y o u m a y w r i t e e v e r y t h i n g a n d p r o v e e v e r y t h i n g i n 

p u r e 4 n i o n s , b u t i n t h e t r a n s i t i o n p e r i o d t h e b i l i n g u a l m e t h o d m a y h e l p 

t o i n t r o d u c e a n d e x p l a i n t h e m o r e p e r f e c t . 
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B u t e v e n w h e n t h a t w h i c h i s p e r f e c t i s c o m e t h a t w h i c h b u i l d s o v e r 

t h r e e axes w i l l b e u s e f u l f o r p u r p o s e s o f c a l c u l a t i o n b y t h e C a s s i o s o f t h e 

f u t u r e . 

N o w i n a b i l i n g u a l t r e a t i s e i t i s t r o u b l e s o m e , t o s a y t h e l e a s t , t o f i n d 

t h a t t h e s q u a r e o f A B i s a l w a y s p o s i t i v e i n C a r t e s i a n s a n d a l w a y s n e g a -

t i v e i n 4 n i o n s , a n d t h a t w h e n t h e t h i n g i s m e n t i o n e d i n c i d e n t a l l y y o u d o 

n o t k n o w w h i c h l a n g u a g e i s b e i n g s p o k e n . 

A r e t h e C a r t e s i a n s t o b e d e n i e d t h e i d e a o f a v e c t o r a s a s e n s i b l e t h i n g 

i n r e a l l i f e t i l l t h e y c a n r e c o g n i s e i n a m e t r e s c a l e o n e o f a p e c u l i a r sys -

t e m o f s q u a r e r o o t s o f — 1 ? 

I t i s a l s o a w k w a r d w h e n y o u a r e d i s c u s s i n g , s a y , k i n e t i c e n e r g y t o f i n d 

t h a t t o e n s u r e i t s b e i n g +ve y o u m u s t s t i c k a — s i g n t o i t , a n d t h a t w h e n 

y o u a r e p r o v i n g a m i n i m u m i n c e r t a i n cases t h e w h o l e a p p e a r a n c e o f t h e 

p r o o f s h o u l d b e t e n d i n g t o w a r d s a m a x i m u m . 

W h a t d o y o u r e c o m m e n d f o r E l . a n d M a g . t o s a y i n s u c h c a s e s ? 

D o y o u k n o w G r a s s m a n n ' s A u s d e h n u n g s l e h r e ? S p o t t i s w o o d e s p o k e 

o f i t i n D u b l i n a s s o m e t h i n g a b o v e a n d b e y o n d 4 n i o n s . I h a v e n o t s e e n i t , 

b u t S i r W . H a m i l t o n o f E d i n b u r g h u s e d t o s a y t h a t t h e g r e a t e r t h e e x t e n -

s i o n t h e s m a l l e r t h e i n t e n t i o n . (1 ; 1 5 1 - 1 5 2 ) 

A . P . W i l l s h a s s p e c u l a t e d t h a t i f M a x w e l l h a d r e a d G r a s s m a n n , 

h e m i g h t h a v e b e e n l e d t o a d o p t i t s m e t h o d s . 5 8 M a x w e l l a l m o s t c e r -

t a i n l y d i d n o t r e a d G r a s s m a n n ' s Ausdehnungslehre, s i n c e M a x w e l l 

d i e d o n N o v e m b e r 5 , 1 8 7 9 . I n r e l a t i o n t o t h i s q u e s t i o n i t i s i n t e r e s t -

i n g t o n o t e t h a t G r a s s m a n n w a s n o t u n k n o w n t o M a x w e l l e v e n b e -

f o r e 1 8 7 8 , a l t h o u g h p r o b a b l y M a x w e l l h a d n e v e r s e e n h i s b o o k s . 

T w i c e i n h i s Treatise o n Electricity and Magnetism M a x w e l l r e -

f e r r e d t o a n i d e a p r e s e n t e d i n o n e o f G r a s s m a n n ' s p a p e r s o n e l e c -

t r i c i t y . 5 9 I n t h i s p a p e r G r a s s m a n n m e n t i o n e d h i s Ausdehnungslehre 

a n d g a v e a f e w o f t h e e l e m e n t a r y i d e a s c o n t a i n e d i n i t . A l s o i n t h r e e 

o f M a x w e l l ' s e a r l y ( 1 8 5 5 - 1 8 6 0 ) o p t i c a l p a p e r s s o m e d i s c u s s i o n w a s 

g i v e n c o n c e r n i n g o n e o f G r a s s m a n n ' s o p t i c a l p a p e r s 6 0 i n w h i c h a l s o 

h e h a d r e f e r r e d t o h i s Ausdehnungslehre. O f t h i s p a p e r b y G r a s s -

m a n n , M a x w e l l w r o t e i n 1 8 6 0 : " I t a p p e a r s t h e r e f o r e t h a t i f c o l o u r s 

a r e r e p r e s e n t e d i n q u a n t i t y a n d q u a l i t y b y t h e m a g n i t u d e a n d d i r e c -

t i o n o f s t r a i g h t l i n e s , t h e r u l e f o r t h e c o m p o s i t i o n o f c o l o u r s i s i d e n -

t i c a l w i t h t h a t f o r t h e c o m p o s i t i o n o f f o r c e s i n m e c h a n i c s . T h i s a n a l -

o g y h a s b e e n w e l l b r o u g h t o u t b y P r o f e s s o r G r a s s m a n n i n . . . . " ( 4 , 1 ; 

4 1 8 - 4 1 9 ) 

O f t h e f o u r b o o k s w r i t t e n b y M a x w e l l a f t e r 1 8 7 3 o n l y o n e m e n -

t i o n e d v e c t o r s ; t h i s i s h i s e l e m e n t a r y w o r k o n m e c h a n i c s p u b l i s h e d 

i n 1 8 7 6 a n d e n t i t l e d Matter and Motion. H e r e i n M a x w e l l i n c l u d e d 

a s h o r t s e c t i o n o n t h e i d e a o f a n d t h e a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n o f 

v e c t o r s . Q u a t e r n i o n s w e r e n o t m e n t i o n e d . 

M a x w e l l ' s s t r a n g e , u n i q u e , a n d i m p o r t a n t p l a c e i n t h i s h i s t o r y 

m a y n o w b e s u m m e d u p . M a x w e l l f a v o r e d q u a t e r n i o n a n a l y s i s f o r 

t h e n a t u r a l n e s s o f i t s r e p r e s e n t a t i o n s o f p h y s i c a l e n t i t i e s a n d f o r t h e 
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a b b r e v i a t i o n s s t e m m i n g f r o m t h i s . M o s t o f a l l h e f a v o r e d q u a t e r -

n i o n s b e c a u s e t h e p h y s i c a l e n t i t i e s w e r e k e p t b e f o r e t h e e y e o f t h e 

m a t h e m a t i c i a n . H e w a s p a r t i c u l a r l y i m p r e s s e d b y t h e V o p e r a t o r 

a n d t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n . O n t h e o t h e r h a n d , M a x w e l l i n g e n -

e r a l d i s l i k e d q u a t e r n i o n " m e t h o d s " (as o p p o s e d t o q u a t e r n i o n 

" i d e a s " ) ; t h u s f o r e x a m p l e h e w a s t r o u b l e d b y t h e n o n h o m o g e n e i t y 

o f t h e q u a t e r n i o n o r f u l l v e c t o r p r o d u c t a n d b y t h e f a c t t h a t t h e 

s q u a r e o f a v e c t o r w a s n e g a t i v e , w h i c h i n t h e c a s e o f t h e v e l o c i t y 

v e c t o r m a d e k i n e t i c e n e r g y n e g a t i v e . T h e a s p e c t s o f q u a t e r n i o n a n -

a l y s i s t h a t M a x w e l l l i k e d w e r e c l e a r l y b r o u g h t o u t i n h i s g r e a t w o r k 

o n e l e c t r i c i t y ; t h e a s p e c t s t h a t h e d i d n o t l i k e w e r e i n d i c a t e d o n l y 

b y t h e f a c t t h a t M a x w e l l d i d n o t i n c l u d e t h e m . 

T h u s M a x w e l l ' s i m p o r t a n c e f o r t h i s h i s t o r y i s t w o f o l d : ( 1 ) h e as -

s o c i a t e d v e c t o r i a l i d e a s w i t h e l e c t r i c i t y i n s u c h a w a y t h a t t h i s l i n k -

a g e w a s m a i n t a i n e d a n d ( 2 ) h e t o s o m e e x t e n t o u t l i n e d t h e f o r m t h a t 

a s u i t a b l e v e c t o r a n a l y s i s s h o u l d t a k e . S u c h a v e c t o r a n a l y s i s w a s 

n o t k n o w n t o M a x w e l l , b u t s o o n a f t e r h i s d e a t h a n d p r o b a b l y i n p a r t 

d u e t o h i s i n s p i r a t i o n s u c h a s y s t e m w a s c r e a t e d b y G i b b s a n d 

H e a v i s i d e . T h u s , j u s t i f i c a t i o n m a y b e s e e n f o r M a c f a r l a n e ' s s t a t e -

m e n t t h a t i n M a x w e l l ' s d e p a r t u r e f r o m q u a t e r n i o n o r t h o d o x y " w e 

h a v e t h e o r i g i n o f t h e s c h o o l o f v e c t o r - a n a l y s t s a s o p p o s e d t o t h e 

p u r e q u a t e r n i o n i s t s . " 6 1 

V I . William Kingdon Clifford: Transition Figure 

M a x w e l l d i e d i n l a t e 1 8 7 9 a t a g e f o r t y - e i g h t ; e a r l i e r i n t h e s a m e 

y e a r B r i t i s h s c i e n c e l o s t a n o t h e r o f i t s m o s t b r i l l i a n t r e p r e s e n t a t i v e s 

w h e n W i l l i a m K i n g d o n C l i f f o r d d i e d a t a g e t h i r t y - f o u r . C l i f f o r d h a d 

g r a d u a t e d f r o m C a m b r i d g e i n 1 8 6 7 a s S e c o n d W r a n g l e r , a n d w a s 

e l e c t e d P r o f e s s o r o f A p p l i e d M a t h e m a t i c s a n d M e c h a n i c s a t U n i -

v e r s i t y C o l l e g e , L o n d o n , i n 1 8 7 1 . 

C l i f f o r d ' s s i g n i f i c a n c e f o r t h i s h i s t o r y i s t w o f o l d : ( 1 ) h e w a s o n e o f 

t h e f e w m a t h e m a t i c i a n s o f t h e t i m e w h o k n e w b o t h q u a t e r n i o n a n d 

G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s a n d ( 2 ) h e w r o t e a w o r k w h i c h i s i n a s e n s e 

t r a n s i t i o n a l f r o m q u a t e r n i o n a n a l y s i s t o v e c t o r a n a l y s i s . 

I n C l i f f o r d ' s w r i t i n g s t h e f i r s t m e n t i o n o f G r a s s m a n n c a m e i n 

1 8 6 8 ( 7 ; 1 1 4 ) ; h i s a c q u a i n t a n c e w i t h G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s i s p r o b -

a b l y d u e t o H a n k e l ' s Theorie der complexen Zahlensysteme o f 

1 8 6 7 . H i s i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s p r o b a b l y s t e m s f r o m 1 8 6 7 o r e a r -

l i e r , b u t h i s f i r s t m e n t i o n o f q u a t e r n i o n s c a m e i n a n 1 8 7 3 p a p e r . 6 2 

I t i s c l e a r f r o m h i s w r i t i n g s t h a t C l i f f o r d ' s i n t e r e s t w a s g r e a t e r i n 

t h e G r a s s m a n n i a n t h a n i n t h e H a m i l t o n i a n s y s t e m . I n a p a p e r o f 

1 8 7 8 p u b l i s h e d in t h e American Journal of Mathematics Pure and 
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Applied a n d e n t i t l e d " A p p l i c a t i o n s o f G r a s s m a n n ' s E x t e n s i v e A l g e -

b r a " C l i f f o r d w r o t e : 

I p r o p o s e t o c o m m u n i c a t e i n a b r i e f f o r m s o m e a p p l i c a t i o n s o f G r a s s -

m a n n ' s t h e o r y w h i c h i t s e e m s u n l i k e l y t h a t I s h a l l f i n d t i m e t o s e t f o r t h a t 

p r o p e r l e n g t h , t h o u g h I h a v e w a i t e d l o n g f o r i t . U n t i l r e c e n t l y I w a s u n -

a c q u a i n t e d w i t h t h e Ausdehnungslehre, a n d k n e w o n l y s o m u c h o f i t a s 

i s c o n t a i n e d i n t h e a u t h o r ' s g e o m e t r i c a l p a p e r s i n Crelle's Journal a n d i n 

HankeVs Lectures on Complex Numbers. I m a y , p e r h a p s , t h e r e f o r e be 

p e r m i t t e d t o e x p r e s s m y p r o f o u n d a d m i r a t i o n o f t h a t e x t r a o r d i n a r y w o r k , 

a n d m y c o n v i c t i o n t h a t i t s p r i n c i p l e s w i l l e x e r c i s e a v a s t i n f l u e n c e u p o n 

t h e f u t u r e o f m a t h e m a t i c a l s c i e n c e . (7 ; 2 6 6 ) 

C l i f f o r d d e l i v e r e d i n 1 8 7 7 a s e r i e s o f l e c t u r e s o n q u a t e r n i o n s a t 

U n i v e r s i t y C o l l e g e . C l i f f o r d ' s m a t h e m a t i c a l i n t e r e s t s w e r e m o r e i n 

p u r e m a t h e m a t i c s ( e s p e c i a l l y g e o m e t r y ) t h a n i n a p p l i e d m a t h e -

m a t i c s ; t h i s b e c o m e s c l e a r w h e n o n e l o o k s a t t h e n o t e s f r o m h i s l e c -

t u r e s o n q u a t e r n i o n s . 6 3 

T h e m o s t i m p o r t a n t o f C l i f f o r d ' s w r i t i n g s f o r t h i s h i s t o r y i s h i s 

Elements o f Dynamic, w h i c h w a s i n t e n d e d a s t h e f i r s t i n a s e r i e s o f 

e l e m e n t a r y t e x t s . T h e s e r i e s w a s n e v e r c o m p l e t e d , f o r C l i f f o r d d i e d 

i n 1 8 7 9 . I n t h i s w o r k C l i f f o r d i n t r o d u c e d v e c t o r s ( o r " s t e p s , " a s h e 

s o m e t i m e s c a l l e d t h e m ) a n d e a r l y i n t h e w o r k e x p l a i n e d s u c h i d e a s 

a s t h e a d d i t i o n o f v e c t o r s . N e a r t h e m i d d l e o f t h e b o o k , i n a s e c t i o n 

e n t i t l e d " P r o d u c t o f T w o V e c t o r s , " C l i f f o r d w r o t e : 

O n a c c o u n t o f t h e i m p o r t a n c e o f t h e t h e o r e m o f m o m e n t s , w e s h a l l 

p r e s e n t i t u n d e r y e t a n o t h e r a s p e c t . T h e a r e a o f t h e p a r a l l e l o g r a m abdc 

m a y b e s u p p o s e d t o b e g e n e r a t e d b y t h e m o t i o n o f a b o v e r t h e s t e p ac, 

o r b y t h e m o t i o n o f a c o v e r t h e s t e p ab. H e n c e i t s e e m s n a t u r a l t o s p e a k 

o f i t a s t h e product o f t h e t w o s t e p s ab, ac. W e h a v e b e e n a c c u s t o m e d t o 

i d e n t i f y a r e c t a n g l e w i t h t h e p r o d u c t o f i t s t w o s i d e s , w h e n t h e i r l e n g t h s 

o n l y a r e t a k e n i n t o a c c o u n t ; w e s h a l l n o w m a k e j u s t s u c h a n e x t e n s i o n o f 

t h e m e a n i n g o f a p r o d u c t a s w e f o r m e r l y m a d e o f t h e m e a n i n g o f a s u m , 

a n d s t i l l r e g a r d t h e p a r a l l e l o g r a m c o n t a i n e d b y t w o s t e p s a s t h e i r p r o d -

u c t , w h e n t h e i r d i r e c t i o n s a r e t a k e n i n t o a c c o u n t . T h e m a g n i t u d e o f t h i s 

p r o d u c t i s ab.ac s i n bac; l i k e a n y o t h e r a r e a , i t i s t o b e r e g a r d e d a s a 

d i r e c t e d q u a n t i t y . 

S u p p o s e , h o w e v e r , t h a t o n e o f t h e t w o s t e p s , s a y ac, r e p r e s e n t s a n a r e a 

p e r p e n d i c u l a r t o i t ; t h e n t o m u l t i p l y t h i s b y ab, w e m u s t n a t u r a l l y m a k e 

t h a t a r e a t a k e t h e s t e p o f t r a n s l a t i o n ab. I n s o d o i n g i t w i l l g e n e r a t e a 

v o l u m e , w h i c h m a y b e r e g a r d e d a s t h e p r o d u c t o f a c a n d ab. B u t t h e 

m a g n i t u d e o f t h i s v o l u m e i s a b m u l t i p l i e d b y t h e a r e a i n t o t h e s i n e o f t h e 

a n g l e t h a t i t m a k e s w i t h ab, t h a t i s , i n t o t h e cosine o f t h e a n g l e t h a t a c 

m a k e s w i t h ab. T h i s k i n d o f p r o d u c t t h e r e f o r e h a s t h e m a g n i t u d e ab. a c 

c o s bac; b e i n g a v o l u m e , i t c a n o n l y b e g r e a t e r o r l e s s ; t h a t i s , i t i s a scalar 

q u a n t i t y . 

W e a r e t h u s l e d t o t w o d i f f e r e n t k i n d s o f p r o d u c t o f t w o v e c t o r s ab, ac; 

a vector product, w h i c h m a y b e w r i t t e n V.ab.ac, a n d w h i c h i s t h e a r e a 

o f t h e p a r a l l e l o g r a m o f w h i c h t h e y a r e t w o s i d e s , b e i n g b o t h r e g a r d e d a s 
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s t e p s ; a n d a scalar product, w h i c h m a y b e w r i t t e n S . a b . a c , a n d w h i c h i s 

t h e v o l u m e t r a c e d o u t b y a n a r e a r e p r e s e n t e d b y o n e , w h e n m a d e t o t a k e 

t h e s t e p r e p r e s e n t e d b y t h e o t h e r . ( 8 ; 9 4 - 9 5 ) 

A f t e r s h o w i n g t h a t b o t h t h e s e p r o d u c t s a r e d i s t r i b u t i v e , C l i f f o r d 

c o n t i n u e d : 

B u t t h e r e i s a v e r y i m p o r t a n t d i f f e r e n c e b e t w e e n a v e c t o r p r o d u c t a n d 

a p r o d u c t o f t w o s c a l a r q u a n t i t i e s . N a m e l y , t h e sign o f a n a r e a d e p e n d s 

u p o n t h e w a y i t i s g o n e r o u n d ; a n a r e a g o n e r o u n d c o u n t e r - c l o c k w i s e i s 

p o s i t i v e , g o n e r o u n d c l o c k w i s e is n e g a t i v e . N o w i f V . ab. ac = area, abed, 

w e m u s t h a v e b y s y m m e t r y W.ac.ab — a r e a aedb, a n d t h e r e f o r e 

V.ac.ab = —V. ab.ac, or Vy /3 — V/3y . H e n c e the sign of a vector product 

is changed by inverting the order of the terms. It is a g r e e d u p o n t h a t 

Va /3 s h a l l b e a v e c t o r f a c i n g t o t h a t s i d e f r o m w h i c h t h e r o t a t i o n f r o m a t o 

P a p p e a r s t o c o u n t e r - c l o c k w i s e . (8 ; 9 6 ) . 

T h i s p a s s a g e s e e m s t o b e a d e f i n i t i o n o f t h e m o d e r n s c a l a r a n d v e c -

t o r p r o d u c t s . C l i f f o r d ' s d e f i n i t i o n o f t h e v e c t o r p r o d u c t o f t w o v e c -

t o r s i s e s s e n t i a l l y e q u i v a l e n t t o t h e m o d e r n d e f i n i t i o n a n d i s i n o n e 

s e n s e e q u i v a l e n t t o t h e q u a t e r n i o n v e c t o r p r o d u c t . H o w e v e r , a t n o 

p o i n t i n t h e a b o v e p a s s a g e d i d C l i f f o r d i n d i c a t e w h e t h e r t h e s c a l a r 

p r o d u c t w a s t o b e t a k e n a s p o s i t i v e o r n e g a t i v e ; h e r e f e r r e d o n l y t o 

t h e m a g n i t u d e o f t h e p r o d u c t . N e a r l y o n e h u n d r e d p a g e s l a t e r h e 

r e t u r n e d t o t h e s c a l a r p r o d u c t a n d d e f i n e d i t a s " t h e n e g a t i v e s u m o f 

t h e p r o d u c t s o f t h e i r c o m p o n e n t s a l o n g t h e a x e s . " ( 8 ; 1 8 6 ) C l i f f o r d 

t h u s u s e d t h e s c a l a r p r o d u c t i n t h e q u a t e r n i o n i c s e n s e , n o t i n t h e 

m o d e r n s e n s e . 

I n C l i f f o r d ' s p o s t h u m o u s l y p u b l i s h e d Common Sense o f the 

Exact Sciences t h e m o d e r n d e f i n i t i o n o f t h e s c a l a r p r o d u c t w a s 

g i v e n . T h i s a p p e a r e d i n c h a p t e r I V , s e c t i o n 1 6 , o f t h e b o o k . 6 4 B e -

f o r e C l i f f o r d d i e d , h e h a d w r i t t e n s o m e o f t h e c h a p t e r s i n t h i s b o o k , 

a n d K a r l P e a r s o n w r o t e t h e r e m a i n d e r . I n h i s p r e f a c e P e a r s o n 

w r o t e : " F o r t h e l a t t e r h a l f o f C h a p t e r I I I a n d f o r t h e w h o l e o f C h a p -

t e r I V ( p p . 1 1 6 - 2 2 6 ) I a m a l o n e r e s p o n s i b l e . " 6 5 T h u s t h e a p p e a r -

a n c e o f t h e m o d e r n s c a l a r p r o d u c t i n t h i s b o o k i s t o b e c r e d i t e d , n o t 

t o C l i f f o r d , b u t t o P e a r s o n . I t i s p o s s i b l e t h a t i n t h e y e a r b e t w e e n 

t h e p u b l i c a t i o n o f h i s Elements o f Dynamic ( 1 8 7 8 ) a n d h i s d e a t h i n 

1 8 7 9 C l i f f o r d m i g h t h a v e c h a n g e d h i s d e f i n i t i o n o f t h e s c a l a r p r o d -

u c t a n d t h a t t h i s f a c t w a s c o m m u n i c a t e d t o P e a r s o n . H o w e v e r , i t 

s e e m s f a r m o r e p r o b a b l e t h a t P e a r s o n b a s e d h i s d e f i n i t i o n o n t h e 

f i r s t , r a t h e r t h a n t h e s e c o n d , d i s c u s s i o n o f t h e s c a l a r p r o d u c t a s 

g i v e n b y C l i f f o r d i n h i s Elements o f Dynamic a n d h e n c e w r o t e t h e 

p r o d u c t i n i t s m o d e r n f o r m o n l y b e c a u s e o f a m i s u n d e r s t a n d i n g ! 

T h a t t h i s i s p r o b a b l e i s f u r t h e r i n d i c a t e d b y t h e g r e a t s i m i l a r i t y o f 

t h e d i s c u s s i o n o f t h e s c a l a r p r o d u c t g i v e n b y P e a r s o n a s c o m p a r e d 
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w i t h t h e f i r s t d i s c u s s i o n o f t h e t w o g i v e n b y C l i f f o r d i n h i s Elements 

o f Dynamic. T h e c o n f u s i n g n a t u r e o f C l i f f o r d ' s f i r s t d e f i n i t i o n a d d s 

t o t h i s p r o b a b i l i t y . 

L a t e r i n h i s Elements o f Dynamic C l i f f o r d m a d e u s e o f t h e o p e r a -

t o r V ( w i t h o u t i n t r o d u c i n g t h i s s y m b o l ) a n d i n t r o d u c e d t h e t e r m 

divergence a s t h e n e g a t i v e o f M a x w e l l ' s convergence. ( 8 ; 2 0 9 ) H e 

a l s o e m p l o y e d t h e l i n e a r v e c t o r o p e r a t i o n a s h i s m a t h e m a t i c a l 

m e t h o d i n h i s s e c t i o n o n s t r a i n s . T h e i n c o m p l e t e s e c o n d v o l u m e o f 

t h i s w o r k , p u b l i s h e d p o s t h u m o u s l y i n 1 8 8 7 , f o l l o w e d t h e s a m e 

l i n e s o f d e v e l o p m e n t . I t w a s p e r h a p s n a t u r a l t h a t i n a n e l e m e n t a r y 

t e x t C l i f f o r d w o u l d g i v e f e w h i s t o r i c a l r e f e r e n c e s . I n f a c t t h e i n d e x 

t o t h e t w o v o l u m e s d o e s n o t r e f e r t h e r e a d e r t o a s i n g l e h e l p f u l h i s -

t o r i c a l r e f e r e n c e i n r e g a r d t o t h e o r i g i n o f C l i f f o r d ' s v e c t o r i a l m e t h -

o d s . 6 6 B e c a u s e o f t h i s f a c t T a i t c a m e c l o s e t o a c c u s i n g C l i f f o r d o f 

p l a g i a r i s m . 

W r i t i n g a r e v i e w of C l i f f o r d ' s Common Sense of the Exact Sci-

ences., T a i t s t a t e d : " T h u s , e s p e c i a l l y i n m a t t e r s c o n n e c t e d w i t h t h e 

d e v e l o p m e n t o f r e c e n t m a t h e m a t i c a l a n d k i n e m a t i c a l m e t h o d s , h i s 

s t a t e m e n t s w e r e b y n o m e a n s s a t i s f a c t o r y ( f r o m t h e h i s t o r i c a l p o i n t 

o f v i e w ) t o t h o s e w h o r e c o g n i z e d , a s t h e i r o w n , s o m e o f t h e b e s t 

' n u g g e t s ' t h a t s h i n e h e r e a n d t h e r e i n h i s p a g e s . H i s Kinematic [ t h e 

s u b t i t l e o f C l i f f o r d ' s Elements o f Dynamic] w a s , t h r o u g h o u t , s p e -

c i a l l y o p e n t o t h i s o b j e c t i o n . . . . " ( 1 ; 2 7 2 - 2 7 3 ) I n 1 8 7 8 T a i t r e -

v i e w e d C l i f f o r d ' s Elements o f Dynamic; T a i t w r o t e : " T h o u g h t h i s 

p r e l i m i n a r y v o l u m e c o n t a i n s o n l y a s m a l l i n s t a l l m e n t o f t h e s u b j e c t , 

t h e m o d e o f t r e a t m e n t t o b e a d o p t e d b y P r o f . C l i f f o r d i s m a d e q u i t e 

o b v i o u s . . . . F o r , a l t h o u g h ( s o f a r a s w e h a v e s e e n ) t h e w o r d q u a -

t e r n i o n i s n o t o n c e m e n t i o n e d i n t h e b o o k , t h e a n a l y s i s i s i n g r e a t 

p a r t p u r e l y q u a t e r n i o n i c . . . . " ( 1 ; 2 7 0 ) T a i t w e n t o n t o c o m p l a i n 

t h a t q u a t e r n i o n i c n o t a t i o n s a n d f u l l q u a t e r n i o n i c m e t h o d s s h o u l d 

h a v e b e e n u s e d m o r e e x t e n s i v e l y , a l t h o u g h h e s u g g e s t e d t h a t C l i f -

f o r d d i d n o t d o t h i s b e c a u s e s t u d e n t s h a d a l r e a d y b e e n o f f e r e d s u c h 

t h i n g s a s V a n d m i g h t " r e f u s e a l t o g e t h e r t o b i t e a g a i n . " ( 1 ; 2 7 2 ) 

T h e s i g n i f i c a n c e o f C l i f f o r d i n t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s m a y 

b e b e s t u n d e r s t o o d b y c o n s i d e r i n g h i m a s a t r a n s i t i o n f i g u r e . W r i t -

i n g a t a t i m e a f t e r G r a s s m a n n a n d H a m i l t o n h a d c r e a t e d t h e i r s y s -

t e m s a n d b e f o r e G i b b s a n d H e a v i s i d e c r e a t e d t h e m o d e r n s y s t e m o f 

v e c t o r a n a l y s i s , C l i f f o r d c a m e t o a p p r e c i a t e t h e b e n e f i t s t o b e d e -

r i v e d f r o m t h e u s e o f v e c t o r m e t h o d s , e s p e c i a l l y i n m e c h a n i c s . 

M o r e o v e r i n h i s Elements o f Dynamic h e i n t r o d u c e d t h e p r a c t i c e o f 

d e f i n i n g s e p a r a t e l y h i s v e c t o r a n d s c a l a r p r o d u c t s . C o n s i d e r e d 

a g a i n s t t h e b a c k g r o u n d o f t h e q u a t e r n i o n t r a d i t i o n , t h i s w a s a m a j o r 

c o n c e p t u a l i n n o v a t i o n , s i n c e q u a t e r n i o n i s t s n e v e r v i e w e d Va/3 
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a n d Sap a s t w o s e p a r a t e p r o d u c t s o f t h e t w o v e c t o r s a a n d f t b u t 

o n l y a s t w o parts o f t h e f u l l q u a t e r n i o n p r o d u c t a/3. H e r e a n d e l s e -

w h e r e i n h i s b o o k w e s e e C l i f f o r d s e l e c t i n g a n d a l t e r i n g p a r t s o f t h e 

q u a t e r n i o n s y s t e m a n d f o r m i n g t h e r e b y t h e r u d i m e n t s o f a n e w s y s -

t e m o f v e c t o r a n a l y s i s . T h i s p r o c e s s o f s e l e c t i o n a n d a l t e r a t i o n b e -

g u n b y C l i f f o r d w a s c a r r i e d t o c o m p l e t i o n b y G i b b s a n d H e a v i s i d e . 

N e i t h e r o f t h e s e m e n s e e m t o h a v e b e e n i n f l u e n c e d b y C l i f f o r d , n o r 

w e r e l a t e r v e c t o r a n a l y s t s . T h i s m a y b e a t t r i b u t e d t o t h e f a c t t h a t 

C l i f f o r d d i e d i n 1 8 7 9 , a n d l e f t o n l y a n u n f i n i s h e d p r e s e n t a t i o n o f 

t h e e l e m e n t s h e h a d w o r k e d o u t . I f C l i f f o r d h a d l i v e d , t h e h i s t o r y o f 

v e c t o r a n a l y s i s m i g h t b e q u i t e d i f f e r e n t . 

A s a c o n c l u s i o n t o t h i s c h a p t e r t h e w r i t i n g s o f T a i t , M a x w e l l , a n d 

C l i f f o r d m a y b e b r i e f l y c o m p a r e d . I t i s o b v i o u s t h a t c e r t a i n s i m i l a r i -

t i e s o f v i e w r u n t h r o u g h t h e s e w r i t i n g s : a l l t h r e e a u t h o r s w e r e , f o r 

e x a m p l e , c o n v i n c e d t h a t t h e v e c t o r i a l a p p r o a c h t o p h y s i c a l p r o b -

l e m s p r e s e n t e d m a n y a d v a n t a g e s . O n e s i m i l a r i t y w h i c h i s l e s s t h a n 

o b v i o u s i s e s p e c i a l l y i m p o r t a n t . I f w e r e a d t h e s t a t e m e n t s o f t h e s e 

t h r e e a u t h o r s w i t h t h e p e r s p e c t i v e o f t h e p r e s e n t , w e s e e t h a t f r o m 

t h e w r i t i n g s o f e a c h t h e i d e a c o m e s f o r t h t h a t t h e s c a l a r p r o d u c t a n d 

t h e v e c t o r p r o d u c t a r e o f p a r a m o u n t i m p o r t a n c e a n d t h a t t h e q u a t e r -

n i o n p r o d u c t i s o f l i m i t e d u s e . I n C l i f f o r d t h i s i s c l e a r l y e v i d e n t 

f r o m t h e f o r m o f p r e s e n t a t i o n u s e d i n h i s Elements o f Dynamic. I n 

M a x w e l l t h e i d e a i s e x p r e s s e d m e t a p h o r i c a l l y — " M a y o n e p l o u g h 

w i t h a n o x a n d a n ass t o g e t h e r ? " — a s w e l l a s i n d i r e c t l y — t h e f u l l 

q u a t e r n i o n p r o d u c t i s r a r e l y f o u n d i n h i s Treatise o n Electricity and 

Magnetism. I n T a i t ' s Treatise o n Quaternions t h i s i d e a m a y a l s o b e 

f o u n d , b u t o n l y b y o n e w h o ( u n l i k e T a i t ) h a s e y e s t o s e e i t . 

S u c h a m a n w a s G i b b s , w h o i n a n 1 8 9 1 p a p e r p o i n t e d o u t t h a t t h e 

c a r e f u l r e a d e r o f T a i t ' s Treatise w i l l f i n d t h a t w h a t i s e s s e n t i a l t o t h e 

d e v e l o p m e n t s a n d w h a t o c c u r s m o s t f r e q u e n t l y i n t h e t r e a t m e n t o f 

a c t u a l p r o b l e m s i s , n o t t h e q u a t e r n i o n p r o d u c t a/3, b u t r a t h e r t h e 

s e p a r a t e p r o d u c t s Saf3 a n d Va/3.67 I n m a k i n g t h i s a c u t e o b s e r v a -

t i o n , w h i c h h e p r e s e n t e d i n a p a p e r a r g u i n g f o r t h e a d v a n t a g e s o f 

h i s s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s o v e r t h e q u a t e r n i o n s y s t e m , G i b b s p e r -

h a p s r e v e a l e d m o r e t h a n h e i n t e n d e d : h i s d e b t t o T a i t w a s p r o b a b l y 

g r e a t e r t h a n h e r e a l i z e d . I t i s n o a c c i d e n t t h a t G i b b s r e a d T a i t ' s 

Treatise s h o r t l y b e f o r e h e c r e a t e d t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r 

a n a l y s i s . A n d i t i s p e r h a p s n o t t o o m u c h t o s a y t h a t a l t h o u g h T a i t 

f e l t t h a t h e w a s n o t i n a c c o r d w i t h t h e i d e a s o f M a x w e l l a n d C l i f f o r d , 

t h e t h r e e w e r e i n f a c t m o v i n g i n t h e s a m e d i r e c t i o n . 
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t i e s " i n ( 4 , 1 1 ; 2 5 7 - 2 6 6 ) . O r i g i n a l l y p u b l i s h e d i n Proceedings o f the London Mathe-

matical Society, 3 ( 1 8 7 1 ) , 2 2 4 - 2 3 2 . 
7 W i l l i a m K i n g d o n C l i f f o r d , Mathematical Papers by William Kingdon Clifford, 

e d . R . T u c k e r ( L o n d o n , 1 8 8 2 ) . 
8 W i l l i a m K i n g d o n C l i f f o r d , Elements of Dynamic: Part I . Kinematic ( L o n d o n , 

1 8 7 8 ) . A s e c o n d i n c o m p l e t e v o l u m e w a s p u b l i s h e d p o s t h u m o u s l y , e d . R . T u c k e r 

( L o n d o n , 1 8 8 7 ) . 
9 T h e f o l l o w i n g n o t e i s a i m e d a t d i s c u s s i n g t h e m a i n t e c h n i q u e s a n d a s s u m p t i o n s 

i n v o l v e d i n t h i s s t u d y . I h a v e t i t l e d t h e v a r i o u s s e c t i o n s f o r c l a r i t y a n d e a s e o f r e f e r -

e n c e . D e f i n i t i o n o f t h e t e r m " p u b l i c a t i o n " : A p a p e r o r b o o k t h a t a p p e a r e d d u r i n g t h e 

i n t e r v a l 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 . D e f i n i t i o n o f t h e t e r m " b o o k " : A p u b l i c a t i o n o f m o r e t h a n f i f t y 

p a g e s w h i c h d i d n o t a p p e a r i n a j o u r n a l . C o n c e r n i n g t h e q u e s t i o n o f c i r c u l a t i o n ( f o r 

e x a m p l e , i n r e g a r d t o t h e s e s t h a t s e e m t o h a v e b e e n p u b l i s h e d ) n o w o r k w a s i n -

c l u d e d u n l e s s i t w a s l i s t e d i n o n e o f t h e s t a n d a r d m a t h e m a t i c a l b i b l i o g r a p h i e s o r i n 

t h e c a t a l o g u e o f a t l e a s t o n e o f t h e m a j o r l i b r a r i e s o f t h e w o r l d . T r a n s l a t i o n s a n d l a t e r 

e d i t i o n s w e r e c o u n t e d a s s e p a r a t e b o o k s . D e f i n i t i o n o f t h e t e r m " s u b j e c t " : T h e p u b -

l i c a t i o n s h a v e b e e n c l a s s i f i e d i n t o G r a s s m a n n i a n a n d H a m i l t o n i a n o r q u a t e r n i o n i c . 

W o r k s w e r e i n c l u d e d i f t h e y i n c l u d e d s o m e d i s c u s s i o n o r u s e o f t h e i d e a s o r m e t h -

o d s o f e i t h e r o r both o f t h e s e t r a d i t i o n s . T h i s c l a s s i f i c a t i o n w a s i n m o s t c a s e s b a s e d 

o n a n e x a m i n a t i o n o f t h e p u b l i c a t i o n i t s e l f ; i n t h o s e c a s e s ( f e w i n n u m b e r ) w h e r e t h i s 

w a s i m p o s s i b l e , d e s c r i p t i o n s o f t h e w o r k , s u c h a s t h o s e i n Fortschritte der Mathe-

matik, w e r e u s e d . D e f i n i t i o n o f t h e t e r m " c o u n t r y o f p u b l i c a t i o n " : T h e c o u n t r y i n 

w h i c h t h e b o o k o r j o u r n a l a r t i c l e w a s p u b l i s h e d . I t h a s b e e n f o u n d m o r e f r u i t f u l t o 

u s e t h i s c l a s s i f i c a t i o n r a t h e r t h a n o n e b a s e d o n l a n g u a g e o f p u b l i c a t i o n , s i n c e , f o r 

e x a m p l e , t h e l a t t e r b a s i s w o u l d n o t a l l o w a n a n a l y s i s o f t h e d i f f e r e n t l e v e l s o f i n t e r -

e s t i n B r i t a i n a n d A m e r i c a . B y a G e r m a n p u b l i c a t i o n I m e a n a p u b l i c a t i o n t h a t a p -

p e a r e d i n a G e r m a n - s p e a k i n g c o u n t r y . B y a B r i t i s h p u b l i c a t i o n I m e a n a p u b l i c a t i o n 

a p p e a r i n g i n a n E n g l i s h - s p e a k i n g c o u n t r y , b u t n o t t h e U n i t e d S t a t e s . S o u r c e s o f 

i t e m s c l a s s i f i e d : T h e m a j o r s o u r c e w a s A l e x a n d e r M a c f a r l a n e , Bibliography o f Qua-

ternions and Allied Systems of Mathematics ( D u b l i n , 1 9 0 4 ) a n d s u p p l e m e n t s 

t h e r e t o p u b l i s h e d in t h e Bulletin of the International Association for Promoting the 

Study of Quaternions and Allied Systems of Mathematics. S u p p l e m e n t s a p p e a r e d in 

t h e i s s u e s o f t h i s j o u r n a l f o r 1 9 0 5 , 1 9 0 8 , 1 9 0 9 , 1 9 1 0 , 1 9 1 2 , a n d 1 9 1 3 . T h i s b i b l i o g r a p h -
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i c a l s o u r c e , c o m p i l e d b y t h e m a t h e m a t i c i a n A l e x a n d e r M a c f a r l a n e a n d h i s f e l l o w 

m e m b e r s o f t h e A s s o c i a t i o n , w a s p r o b a b l y e x t r e m e l y c o m p l e t e , s i n c e t h e m e m b e r s 

t h e m s e l v e s h a d w r i t t e n m a n y o f t h e a r t i c l e s i n c l u d e d . F r o m m y e x p e r i e n c e I w o u l d 

e s t i m a t e t h a t n o t l e s s t h a n 9 7 p e r c e n t o f t h e r e l e v a n t a r t i c l e s w e r e i n c l u d e d . T e c h -

n i q u e u s e d : I h a v e b a s e d t h e s t u d y o n a r a n d o m l y s e l e c t e d s a m p l e c o n s i s t i n g o f 3 3 4 

p u b l i c a t i o n s w h i c h c o n s t i t u t e 2 5 p e r c e n t o f t h e 1 3 3 8 i t e m s l i s t e d i n t h e a b o v e b i b l i -

o g r a p h y a n d i t s s u p p l e m e n t s . 

1 0 T h e s e n u m b e r s w e r e a r r i v e d a t i n t h e f o l l o w i n g m a n n e r . I n t h e 2 5 p e r c e n t 

s a m p l e t h e r e w e r e 1 4 6 q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s , o f w h i c h 3 5 c a m e i n t h e p e r i o d f r o m 

1 8 4 1 t o 1 8 6 5 . T h e r e w e r e 5 4 G r a s s m a n n i a n p u b l i c a t i o n s i n t h e s a m p l e , o f w h i c h 8 

w e r e f r o m t h e p e r i o d f r o m 1 8 4 1 t o 1 8 7 5 . T h u s t h e s a m p l e w o u l d p r e d i c t : t o t a l 

q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s = 4 x 35 + 4 x 1 1 1 = 5 8 4 . T o t a l G r a s s m a n n i a n p u b l i c a -

t i o n s = 4 x 8 + 4 x 4 6 = 2 1 6 . I t w a s c o n v e n i e n t t o d e t e r m i n e b y a c t u a l c o u n t t h e 

p u b l i c a t i o n s i n t h e f i r s t t r a d i t i o n f o r t h e p e r i o d f r o m 1 8 4 1 t o 1 8 6 5 a n d f o r t h e s e c o n d 

t r a d i t i o n f r o m 1 8 4 1 t o 1 8 7 5 . T h e n u m b e r s o b t a i n e d w e r e 1 5 0 a n d 3 3 f o r t h e q u a t e r -

n i o n a n d G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n s r e s p e c t i v e l y . A n a c c u r a c y c h e c k o n t h e s a m p l i n g 

t e c h n i q u e i s p r o v i d e d b y c o m p a r i n g t h e s e f i g u r e s . T h u s f o r t h e q u a t e r n i o n t r a d i t i o n 

a n d t h e p e r i o d 1 8 4 1 t o 1 8 6 5 t h e s a m p l e p r e d i c t e d t e n t o o f e w p u b l i c a t i o n s . T h i s i s 

a n e r r o r o f 6 . 7 p e r c e n t . F o r t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n t h e s a m p l e p r e d i c t e d o n e 

p u b l i c a t i o n l e s s t h a n t h e a c t u a l n u m b e r f o r t h e p e r i o d f r o m 1 8 4 1 t o 1 8 7 5 . T h i s i s a n 

e r r o r o f 3 . 0 p e r c e n t . I h a v e u s e d t h e n u m b e r s o b t a i n e d b y a c t u a l c o u n t f o r t h e f i r s t 

p e r i o d i n e a c h t r a d i t i o n a n d u s e d t h e n u m b e r s p r e d i c t e d f r o m t h e s a m p l e f o r t h e 

l a t e r p e r i o d i n e a c h t r a d i t i o n . T h u s I h a v e c o n c l u d e d t h a t t h e r e w e r e 1 5 0 + 4 x 1 1 1 = 

5 9 4 q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s a n d 3 3 + 4 x 4 6 = 2 1 7 G r a s s m a n n i a n p u b l i c a t i o n s . 

1 1 I f t h e f o u r e x t r e m e l y l o n g b o o k s b y H a m i l t o n a r e n o t i n c l u d e d , t h e a v e r a g e 

l e n g t h o f q u a t e r n i o n b o o k s b e c a m e 2 0 8 p a g e s . I f t h e f i v e l o n g G r a s s m a n n b o o k s a r e 

n o t i n c l u d e d , t h e a v e r a g e l e n g t h o f G r a s s m a n n i a n b o o k s b e c a m e 1 8 1 p a g e s . I t m a y 

b e n o t e d t h a t H a m i l t o n a n d G r a s s m a n n e a c h w r o t e o n l y t w o b o o k s ; t h e h i g h e r 

n u m b e r g i v e n a b o v e i s a c c o u n t e d f o r b y t h e f a c t t h a t t r a n s l a t i o n s a n d l a t e r e d i t i o n s 

w e r e i n c l u d e d . 
1 2 H . S . W h i t e , " F o r t y Y e a r s ' F l u c t u a t i o n s i n M a t h e m a t i c a l R e s e a r c h " i n Science 

( N e w S e r i e s ) , 4 2 ( 1 9 1 5 ) , 1 0 5 - 1 1 3 . 

1 3 G r a p h I I I i s f r o m W h i t e , art. cit.y 1 0 6 . U n f o r t u n a t e l y W h i t e d i d n o t g i v e a n y 

i n d i c a t i o n a s t o t h e a c t u a l n u m b e r o f p u b l i c a t i o n s i n a n y y e a r . T h e g r a p h i s t h u s 

u s e f u l o n l y f o r c o m p a r i s o n o f i t s f o r m w i t h t h a t o f G r a p h s I a n d I V . 
1 4 I t i s t o b e n o t e d t h a t t h e a c c u r a c y o f t h e s a m p l e a s a c r i t e r i o n o f i n f e r e n c e o n a n y 

g i v e n p o i n t i s a f u n c t i o n o f t h e s i z e o f t h e s a m p l e . T h u s f o r e x a m p l e t h e d e g r e e o f 

a c c u r a c y m a y n o t b e g r e a t f o r i n f e r e n c e s i n r e g a r d t o t h e n u m b e r o f G r a s s m a n n i a n 

a n a l y s i s p u b l i c a t i o n s w r i t t e n i n a n y c o u n t r y e x c e p t G e r m a n y . 

1 5 W i l l i a m R o w a n H a m i l t o n , Lectures o n Quaternions ( D u b l i n , 1 8 5 3 ) , 6 1 0 . 

1 6 A s q u o t e d i n G . C h r y s t a l , " P r o f e s s o r T a i t " i n Nature, 6 4 ( 1 9 0 1 ) , 3 0 6 . 
1 7 A s q u o t e d i n S i l v a n u s P . T h o m p s o n , The Life o f William Thomson, v o l . I I 

( L o n d o n , 1 9 1 0 ) , 1 1 3 8 . 

1 8 lbid.y 1 0 7 0 . H e r t z u s e d v e c t o r s i n a v e r y e l e m e n t a r y f o r m i n h i s Principles o f 

Mechanics o f 1 8 9 4 . 

1 9 A l e x a n d e r M a c f a r l a n e , " P e t e r G u t h r i e T a i t " i n Ten British Physicists ( N e w 

Y o r k , 1 9 1 9 ) , 4 5 . S e e a l s o ( 1 ; 2 1 - 2 2 ) . 
2 0 P e t e r G u t h r i e T a i t , Elementary Treatise o n Quaternions ( O x f o r d , 1 8 6 7 ) , v . 
2 1 T h e s e e d i t i o n s w e r e b o t h p u b l i s h e d a t C a m b r i d g e . R . W . D a v i d , t h e p r e s e n t 

m a n a g e r o f C a m b r i d g e U n i v e r s i t y P r e s s , h a s g e n e r o u s l y s u p p l i e d m e w i t h t h e 

f o l l o w i n g i n f o r m a t i o n . T h e s e c o n d e d i t i o n p r o b a b l y c o n s i s t e d o f 1 0 0 0 c o p i e s , s i n c e 

1 4 5 
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7 9 6 c o p i e s w e r e s t i l l i n s t o c k a t t h e P r e s s i n 1 8 7 5 . T h e t h i r d e d i t i o n c o n s i s t e d o f 7 5 0 

c o p i e s , a n d t h i s e d i t i o n w e n t o u t o f p r i n t i n 1 9 1 0 . T h i s s h o u l d b e c o m p a r e d t o t h e 

f a c t t h a t 5 0 0 c o p i e s o f H a m i l t o n ' s Elements w e r e p r i n t e d . 

2 2 P h i l i p K e l l a n d a n d P e t e r G u t h r i e T a i t , Introduction t o Quaternions, 2 n d e d . 

( L o n d o n , 1 8 8 2 ) , v . 

23 Ibid., x. 

24 Ibid., i x . 

2 5 N o t e t h a t f o r t h e p u r p o s e s o f t h i s s t u d y I h a v e d e f i n e d " m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s " 

s o a s t o i n c l u d e s u c h a r e a s a s v e c t o r a d d i t i o n , s u b t r a c t i o n , a n d m u l t i p l i c a t i o n ; e l e -

m e n t a r y v e c t o r a l g e b r a ; v e c t o r d i f f e r e n t i a t i o n a n d i n t e g r a t i o n ; a n d t h e p r o p e r t i e s o f 

t h e o p e r a t o r V , a l o n g w i t h s u c h f a m o u s t r a n s f o r m a t i o n t h e o r e m s a s t h o s e o f S t o k e s 

a n d G a u s s . D y a d i c s a n d t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n a r e n o t i n c l u d e d i n t h i s d e f i n i t i o n , 

b u t s o m e d i s c u s s i o n w i l l b e g i v e n o f t h e i r p l a c e i n t h i s h i s t o r y . 

2 6 O f c o u r s e m a n y o f t h e t h e o r e m s w e r e f i r s t s t a t e d b y G r a s s m a n n , b u t w e w i l l 

s h o w t h a t t h i s w a s n o t i n m o s t c a s e s t h e s o u r c e f r o m w h i c h t h e y e n t e r e d m o d e r n 

v e c t o r a n a l y s i s . 

2 7 N a b l a w a s t h e n a m e s u g g e s t e d t o T a i t b y R o b e r t s o n S m i t h b e c a u s e o f t h e 

s i m i l a r i t y o f t h e s y m b o l t o a n A s s y r i a n h a r p . S e e ( 1 ; 1 4 3 ) . M a x w e l l u s e d t h e w o r d 

o n l y o n c e i n h i s p u b l i s h e d w r i t i n g s , a n d t h a t w a s i n a p o e m , " T o t h e C h i e f M u s i c i a n 

u p o n N a b l a , A T y n d a l l i c O d e . " T h e " C h i e f M u s i c i a n u p o n N a b l a " w a s T a i t . T h e 

p o e m w a s p u b l i s h e d i n Nature a n d i s g i v e n i n ( 1 ; 1 7 1 - 1 7 4 ) . T h e n a m e d e l f i r s t a p -

p e a r e d i n p r i n t i n E d w i n B i d w e l l W i l s o n ' s Vector Analysis, A Text-Book for the Use 

of Students of Mathematics and Physics Founded upon the Lectures of J. Willard 

Gibbs ( N e w Y o r k , 1 9 0 1 ) , 1 3 8 . T h e g e n e a l o g y o f a t l e d ( w h i c h i s A , d e l t a i n v e r t e d t o 

f o r m V , a t l e d ) i s u n k n o w n t o m e . I t m u s t h a v e b e e n u s e d a s e a r l y a s 1 8 7 0 , f o r i n t h a t 

y e a r M a x w e l l a s k e d T a i t i n a l e t t e r i f a t l e d w a s T a i t ' s n a m e f o r V . S e e ( 1 ; 1 4 3 ) . 

2 8 ( 3 , 1 ; 2 9 ) . O n T a i t ' s c o n t r i b u t i o n s e e a l s o ( 1 ; 1 4 2 - 1 4 9 ) a n d A l e x a n d e r M a c f a r l a n e , 

" P e t e r G u t h r i e T a i t " i n Physical Review, 1 5 ( 1 9 0 2 ) , 5 6 . 
2 9 T h e h i s t o r y o f t h e s e t h e o r e m s h a s n e v e r ( t o m y k n o w l e d g e ) b e e n w r i t t e n . I t 

e s s e n t i a l l y l i e s o u t s i d e t h e p r o v i n c e o f t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s , f o r t h e t h e o r e m s 

w e r e a l l d e v e l o p e d o r i g i n a l l y f o r C a r t e s i a n a n a l y s i s , a n d b y p e o p l e w h o d i d n o t 

w o r k w i t h v e c t o r s . S o m e c o m m e n t s m a y h o w e v e r b e m a d e . G a u s s ' T h e o r e m ( o f t e n 

c a l l e d t h e D i v e r g e n c e T h e o r e m ) i s a t t r i b u t e d ( b y H e r m a n n R o t h e , " S y s t e m e 

G e o m e t r i s c h e n A n a l y s e , E r s t e r T e i l " i n Encyklopadie der mathematischen Wissen-

schaften, v o l . I l l , p t I , 1 3 4 5 ) t o G a u s s i n h i s " A l l g e m e i n e L e h r s a t z e i n B e z i e h u n g 

a u f d i e i m v e r k e h r t e n V e r h a l t n i s s e d e s Q u a d r a t e s d e r E n t f e r n u n g w i r k e n d e n 

A n z i e h u n g s - u n d A b s t o s s u n g s k r a f t e " in Resultate aus den Beobachtungen des 

magnetischen Vereins i m Jahre 1839, ( L e i p z i g , 1 8 4 0 ) , 1 - 5 1 , w i t h s p e c i a l a t t e n t i o n 

t o p a g e s 3 4 t o 3 5 . T h i s w a s t r a n s l a t e d i n t o E n g l i s h a n d p u b l i s h e d i n R i c h a r d T a y l o r ' s 

Scientific Memoirs, 3 ( L o n d o n , 1 8 4 3 ) , 1 5 3 - 1 9 6 . J a m e s C l e r k M a x w e l l i n ( 3 , 1 ; 1 2 5 ) 

s t a t e d t h a t G a u s s ' T h e o r e m " . . . s e e m s t o h a v e b e e n f i r s t g i v e n b y O s t r o g r a d s k y 

i n a p a p e r r e a d i n 1 8 2 8 , b u t p u b l i s h e d i n 1 8 3 1 i n t h e M e m . d e l ' A c a d . d e S t . P e t e r s -

b u r g , T . I . p . 3 9 . " T h i s n o t e i s n o t c o n t a i n e d i n t h e f i r s t e d i t i o n o f h i s Treatise. 

T h i s f a c t i s d o u b l y i n t e r e s t i n g a s p o s s i b l y i n d i c a t i n g w h e r e M a x w e l l f i r s t f o u n d t h e 

t h e o r e m . O l i v e r D i m o n K e l l o g g , Foundations o f Potential Theory, ( N e w Y o r k , 

1 9 5 3 ) , 3 8 , w r o t e t h e f o l l o w i n g i n r e g a r d t o G a u s s ' T h e o r e m : " A s i m i l a r r e d u c t i o n 

o f t r i p l e i n t e g r a l s t o d o u b l e i n t e g r a l s w a s e m p l o y e d b y L A G R A N G E : Nouvelles 

recherches sur la nature et la propagation du son, t. I I , 1 7 6 0 - 6 1 , 4 5 ; CEuvres, t. 

I , p . 2 6 3 . T h e d o u b l e i n t e g r a l s a r e g i v e n i n m o r e d e f i n i t e f o r m b y G A U S S , Theoria 

attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum methodo novo 

tractata, C o m m e n t a t i o n e s s o c i e t a t i s r e g i a e s c i e n t i a r u m G o t t i n g e n s i s r e c e n t i o r e s , 
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v o l . I I , 1 8 1 3 , 2 - 5 ; Werke, B d . V , p p . 5 - 7 [ . ] A s y s t e m a t i c u s e o f i n t e g r a l i d e n t i t i e s 

e q u i v a l e n t t o t h e d i v e r g e n c e t h e o r e m w a s m a d e b y G e o r g e G r e e n i n h i s Essay o n 

the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electricity and Mag-

netism, N o t t i n g h a m , 1 8 2 8 . " T h e h i s t o r y o f S t o k e s ' T h e o r e m i s c l e a r b u t v e r y c o m -

p l i c a t e d . I t w a s f i r s t g i v e n b y S t o k e s w i t h o u t p r o o f — a s w a s n e c e s s a r y — s i n c e i t w a s 

g i v e n a s a n e x a m i n a t i o n q u e s t i o n f o r t h e S m i t h ' s P r i z e E x a m i n a t i o n o f t h a t y e a r ! 

A m o n g t h e c a n d i d a t e s f o r t h e p r i z e w a s M a x w e l l , w h o l a t e r t r a c e d t o S t o k e s t h e 

o r i g i n o f t h e t h e o r e m , w h i c h b y 1 8 7 0 w a s f r e q u e n t l y u s e d . O n t h i s s e e G e o r g e 

G a b r i e l S t o k e s , Mathematical and Physical Papers, v o l . V ( C a m b r i d g e , E n g l a n d , 

1 9 0 5 ) , 3 2 0 - 3 2 1 . S e e a l s o t h e i m p o r t a n t h i s t o r i c a l f o o t n o t e w h i c h i n d i c a t e s t h a t 

K e l v i n i n a l e t t e r o f 1 8 5 0 w a s t h e f i r s t w h o a c t u a l l y s t a t e d t h e t h e o r e m , a l t h o u g h 

o t h e r s a s A m p e r e h a d e m p l o y e d " t h e s a m e k i n d o f a n a l y s i s . . . i n p a r t i c u l a r c a s e s . " 

S e e a l s o M a x B a c h a r a c h , Abriss der Geschichte der Potentialtheorie ( G o t t i n g e n , 

1 8 8 3 ) . 

3 0 P e t e r G u t h r i e T a i t , " O n G r e e n ' s a n d O t h e r A l l i e d T h e o r e m s " i n Transactions 

o f the Royal Society o f Edinburgh, 26 ( 1 8 7 0 ) , 1 6 9 - 1 8 4 . P u b l i s h e d a l s o in P e t e r 

G u t h r i e T a i t , Scientific Papers, v o l . I ( C a m b r i d g e , E n g l a n d , 1 8 9 8 ) , 1 3 6 - 1 5 0 . 
3 1 P e t e r G u t h r i e T a i t , " O n S o m e Q u a t e r n i o n I n t e g r a l s " i n Proceedings o f the 

Royal Society o f Edinburgh, 7 ( 1 8 7 0 ) , 3 1 8 - 3 2 0 , a n d ( 1 8 7 2 ) , 7 8 4 - 7 8 8 . P u b l i s h e d 

a l s o i n T a i t , Scientific Papers, v o l . I , 1 5 9 - 1 6 3 . 

3 2 D i r k J . S t r u i k , Yankee Science i n the Making, r e v . e d . ( N e w Y o r k , 1 9 6 2 ) , 4 1 5 . 
3 3 B e n j a m i n P e i r c e , " L i n e a r A s s o c i a t i v e A l g e b r a , " i n American Journal o f Mathe-

matics,4 ( 1 8 8 1 ) , 2 1 6 - 2 1 7 . 
34 F l o r i a n C a j o r i , The Teaching and History of Mathematics in the United States 

( W a s h i n g t o n , 1 8 9 0 ) , 1 3 7 . 
3 5 I n a " R e m i n i s c e n c e s " i n c l u d e d i n R a y m o n d C l a r e A r c h i b a l d , Benjamin Peirce 

( O b e r l i n , 1 9 2 5 ) , 6 . 
3 6 O n H i l l , L o w e l l , C h a s e , a n d t h e t w o P e i r c e s o n s s e e A r c h i b a l d , Benjamin 

Peirce. O n t h e t e a c h i n g o f q u a t e r n i o n s a t H a r v a r d s e e C a j o r i , Math i n the U.S., 

1 2 7 - 1 5 1 . 
3 7 H . A . N e w t o n , " B e n j a m i n P e i r c e " ( O b i t u a r y N o t i c e ) i n American Journal o f 

Science, 3 r d S e r . , 2 2 ( 1 8 8 1 ) , 7 4 . 

3 8 B e n j a m i n P e i r c e , " L i n e a r A s s o c i a t i v e A l g e b r a " i n American Journal o f Mathe-

matics,4 ( 1 8 8 1 ) , 9 7 - 2 2 9 . 
3 9 A s d e s c r i b e d b y H . E . H a w k e s a n d a s q u o t e d b y A r c h i b a l d , Peirce, p . 1 6 . H . A . 

N e w t o n ' s d e s c r i p t i o n o f t h i s w o r k i s t o o l o n g t o q u o t e b u t t o o i m p o r t a n t n o t t o 

m e n t i o n . S e e N e w t o n , " P e i r c e " i n American Journal o f Science, 3 r d S e r . , 2 2 ( 1 8 8 1 ) , 

1 6 7 - 1 7 8 . 

4 0 Q u a t e r n i o n m e t h o d s w e r e t a u g h t a t J o h n s H o p k i n s , W i s c o n s i n , M i c h i g a n , 

H a r v a r d , P r i n c e t o n ( t h e n t h e C o l l e g e o f N e w J e r s e y ) , D a r t m o u t h , C o r n e l l , V i r g i n i a , 

S o u t h C a r o l i n a , A l a b a m a , T e n n e s s e e , a n d T e x a s . C a j o r i g a v e n o i n f o r m a t i o n a s « t o 

w h e t h e r c o u r s e s i n q u a t e r n i o n s w e r e ( o r w e r e n o t ) t a u g h t a t Y a l e , B o w d o i n , G e o r g e -

t o w n , V i r g i n i a M i l i t a r y I n s t i t u t e , N o r t h C a r o l i n a , M i s s i s s i p p i , K e n t u c k y , T u l a n e , 

W a s h i n g t o n ( o f S a i n t L o u i s ) , a n d t h e U n i t e d S t a t e s M i l i t a r y A c a d e m y . I t i s t o b e 

n o t e d t h a t t h e f i r s t g r o u p c o n t a i n s t h e m a j o r i t y o f t h e b e t t e r s c h o o l s a t t h a t t i m e . 

S e e F l o r i a n C a j o r i , op. cit. C a j o r i ' s m a i n c o n c e r n i n t h i s b o o k w a s t h e h i s t o r y o f 

m a t h e m a t i c s t e a c h i n g ; n o n e t h e l e s s h i s b o o k i n c l u d e s m u c h i n f o r m a t i o n r e l e v a n t 

t o t h e t o p i c a t h a n d . 

4 1 S a l o m a n B o c h n e r , " T h e R o l e o f M a t h e m a t i c s i n t h e R i s e o f M e c h a n i c s " i n 

American Scientist, 50 ( 1 9 6 2 ) , 3 0 1 - 3 0 2 . 
4 2 A l b e r t E i n s t e i n a n d L e o p o l d I n f e l d , The Evolution o f Physics ( N e w Y o r k , 1 9 6 1 ) , 

2 4 4 . 
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4 3 M a n y o f t h e m o s t i m p o r t a n t l e t t e r s i n t h e c o r r e s p o n d e n c e f o r t h i s h i s t o r y w e r e 

p u b l i s h e d i n K n o t t ' s b o o k , c i t e d i n n o t e ( 1 ) a b o v e . K n o t t ' s r e a s o n f o r p u b l i s h i n g 

s o m a n y o f M a x w e l l ' s l e t t e r s i s i n l a r g e p a r t t h a t m o s t o f T a i t ' s l e t t e r s w e r e l o s t , 

a n d h e n c e t h e o n l y w a y o f i n d i c a t i n g t h e i r c o n t e n t w a s b y p u b l i s h i n g M a x w e l l ' s 

r e p l i e s . 

4 4 S e e f o r e x a m p l e ( 1 ; 1 4 4 ) , w h e r e l e t t e r s f r o m M a x w e l l t o T a i t o f 1 8 7 0 a r e q u o t e d 

a n d i n w h i c h M a x w e l l a d m i t t e d h e w a s " u n l e a r n e d " i n q u a t e r n i o n s b u t w a s " d a b -

b l i n g " i n H a m i l t o n . 

45 E d m u n d W h i t t a k e r , A History of the Theories of Aether and Electricity, v o l . 

I ( L o n d o n , 1 9 5 8 ) , 2 4 1 - 2 4 2 . I t s h o u l d b e n o t e d t h a t W h i t t a k e r s l i p p e d i n t o a n u m b e r 

o f a n a c h r o n i s m s , a s f o r e x a m p l e w h e n h e w r o t e t h a t T h o m s o n i n 1 8 4 6 f o u n d " c u r l 

a = B . "  T h i s a n a c h r o n i s m w o u l d h a v e b e e n p a r t i c u l a r l y d i s p l e a s i n g t o T h o m s o n , 

w h o s e s t r o n g f e e l i n g s a g a i n s t v e c t o r s h a v e b e e n d i s c u s s e d . 
4 6 ( 6 ; 2 6 1 ) . T h e r e a d e r m a y n o t e t h a t q u o t a t i o n s h a v e b e e n d r a w n f r o m b o t h 

p a p e r s c i t e d i n n o t e s ( 5 ) a n d ( 6 ) a b o v e . R h e t o r i c a l l y t h i s i s u s e f u l a n d n o t m i s -

l e a d i n g h i s t o r i c a l l y . A c c o r d i n g t o C l i f f o r d , M a x w e l l w a s t h e f i r s t t o d i s t i n g u i s h b e -

t w e e n " f o r c e " a n d " f l u x " v e c t o r s ; s e e ( 7 ; 4 9 7 ) . 
4 7 F o r t h i s s e e T a i t , Treatise ( 1 s t e d . ) , 2 6 8 , o r H a m i l t o n , Lectures, 6 1 0 . N o t e t h a t 

n e i t h e r H a m i l t o n n o r T a i t n o r M a x w e l l u s e t h e n o w c o m m o n 8 f o r p a r t i a l d i f f e r e n t i a -

t i o n . 
4 8 ( 6 ; 2 6 5 ) . N o t e t h a t s i n c e S V c r ( i n q u a t e r n i o n l a n g u a g e ) i s e q u a l t o t h e m o d e r n 

— V • y , M a x w e l l ' s n a m e " c o n v e r g e n c e " r e q u i r e d a l t e r a t i o n . T h e m o d e r n n a m e 

" d i v e r g e n c e " f o r V • a w a s g i v e n b y W i l l i a m K i n g d o n C l i f f o r d i n ( 8 ; 2 0 9 ) . 

4 9 ( 1 ; 1 4 3 ) . T h e f o l l o w i n g d i s c u s s i o n o f M a x w e l l ' s i d e a s a s e x p r e s s e d i n h i s 

l e t t e r s h a s b e e n a i d e d b y t h e a v a i l a b i l i t y o f u n p u b l i s h e d p a r t s o f M a x w e l l ' s c o r -

r e s p o n d e n c e . T h e s e l e t t e r s a r e i n t h e a r c h i v e s o f C a m b r i d g e U n i v e r s i t y L i b r a r y . T h e 

o f f i c i a l s o f t h e L i b r a r y p e r m i t t e d P r o f e s s o r D e r e k J . d e S o l l a P r i c e t o m i c r o f i l m 

t h e c o l l e c t i o n . I h a v e s e e n t h e l e t t e r s i n a c o p y o f t h i s m i c r o f i l m i n t h e p o s s e s s i o n 

o f P r o f e s s o r E r w i n N . H i e b e r t o f t h e U n i v e r s i t y o f W i s c o n s i n . 

5 0 F r o m t h e u n p u b l i s h e d p o r t i o n o f t h e T a i t - M a x w e l l c o r r e s p o n d e n c e . 
5 1 Q u a t e r n i o n s w e r e p r o b a b l y n o t t a u g h t a t C a m b r i d g e h o w e v e r . O n t h i s p o i n t 

s e e A . R . F o r s y t h , " O l d T r i p o s D a y s a t C a m b r i d g e " i n Mathematical Gazette, 1 9 

( 1 9 3 5 ) , 1 6 4 a n d 1 7 2 . F o r s y t h w r o t e : " O c c a s i o n a l a t t e n t i o n , b y i n d i v i d u a l s t u d e n t s 

w h o h a d b e e n p u p i l s o f T a i t a t E d i n b u r g h o r p u p i l s o f B a r k e r a t M a n c h e s t e r , w a s 

p a i d t o q u a t e r n i o n s : n e v e r a s a n o n - c o m m u t a t i v e a l g e b r a : a l w a y s w i t h a n i n t r o d u c -

t o r y t e s t i m o n i a l f r o m N a t u r a l P h i l o s o p h y . " ( p . 1 7 2 ) . 
5 2 [ J a m e s C l e r k M a x w e l l ] , " Q u a t e r n i o n s " i n Nature, 9 ( 1 8 7 3 ) , 1 3 7 - 1 3 8 . I n a t t r i b u t -

i n g t h i s r e v i e w t o M a x w e l l I h a v e f o l l o w e d K n o t t ( 1 ; 1 1 5 ) a n d M a c f a r l a n e Bibli-

ography o f Quaternions). T h e c o n t e n t i s o f s u c h a n a t u r e a s t o p u t t h e q u e s t i o n 

b e y o n d a r e a s o n a b l e d o u b t . T h i s p a p e r w a s n o t i n c l u d e d i n M a x w e l l ' s Scientific 

Papers ( c i t e d i n n o t e [ 4 ] a b o v e ) . 

53 Ibid., 1 3 7 . 
5 4 J a m e s C l e r k M a x w e l l , Treatise on Electricity and Magnetism, 2 v o l s . ( O x f o r d , 

1 8 7 3 ) . A s e c o n d ( p o s t h u m o u s , b u t w i t h s o m e r e v i s i o n s b y M a x w e l l ) e d i t i o n a p -

p e a r e d i n 1 8 8 1 , a n d a t h i r d e d i t i o n i n 1 8 9 1 ( t h e b o o k c i t e d i n n o t e [ 3 ] a b o v e i s a 

r e p r i n t o f t h e 3 r d . e d . ) . Q u o t a t i o n s f r o m t h e Treatise w i l l b e r e f e r r e d t o t h e t h i r d 

e d i t i o n . A l l q u o t a t i o n s m a y b e a s s u m e d t o b e i d e n t i c a l i n a l l e d i t i o n s u n l e s s t h e 

c o n t r a r y i s n o t e d . 

5 5 M a x w e l l , Treatise, I ( 1 s t e d . ) , 2 8 - 2 9 . 
5 6 F o r t h e s c a l a r p r o d u c t s e e ( 3 , 1 1 ; 2 5 6 a n d 2 7 4 ) . F o r t h e v e c t o r p r o d u c t s e e (3 ,11 ; 

2 4 0 , 2 4 4 , a n d 3 0 5 ) . 
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5 7 ( 3 , 1 1 ; 1 3 ) . I n t h e f i r s t e d i t i o n o f M a x w e l l ' s Treatise t h e r e f e r e n c e w a s t o t h e f i r s t 

e d i t i o n o f T a i t ' s Quaternions. 
5 8 A . P . W i l l s i n t h e " H i s t o r i c a l I n t r o d u c t i o n " t o h i s Vector Analysis with a n In-

troduction to Tensor Analysis ( N e w Y o r k , 1 9 5 8 ) , x x v i . 

5 9 ( 3 , 1 1 ; 1 7 4 a n d 3 1 9 ) . G r a s s m a n n ' s p a p e r i s h i s " N e u e T h e o r i e d e r E l e c t r o -

d y n a m i k " i n P o g g e n d o r f f ' s Annalen der Physik, 7 4 ( 1 8 4 5 ) , 1 - 1 8 . 
6 0 M a x w e l l r e f e r r e d t o G r a s s m a n n o n p a g e s 1 2 5 , 1 4 1 - 1 4 2 , 1 5 2 , 4 1 4 , a n d 4 1 8 - 4 1 9 

i n t h e f i r s t v o l u m e o f t h e w o r k c i t e d i n n o t e ( 4 ) a b o v e . G r a s s m a n n ' s p a p e r i s " Z u r 

T h e o r i e d e r F a r b e n m i s c h u n g " i n P o g g e n d o r f f ' s Annalen der Physik, 9 9 ( 1 8 5 3 ) , 6 9 -

8 4 . T h i s w a s t r a n s l a t e d i n t o E n g l i s h a n d p u b l i s h e d i n t h e Philosophical Magazine, 

7 ( 1 8 5 4 ) , 2 5 4 - 2 6 4 . 
6 1 A l e x a n d e r M a c f a r l a n e , " J a m e s C l e r k M a x w e l l " i n Ten British Physicists ( N e w 

Y o r k , 1 9 1 9 ) , 1 8 . 
6 2 W i l l i a m K i n g d o n C l i f f o r d , " P r e l i m i n a r y S k e t c h o f B i q u a t e r n i o n s " i n ( 7 ; 1 8 1 -

2 0 0 ) . C l i f f o r d ' s b i q u a t e r n i o n s a r e n o t t h e s a m e a s H a m i l t o n ' s b i q u a t e r n i o n s . T h e y 

a r e a n o f f s h o o t o f H a m i l t o n ' s q u a t e r n i o n s y s t e m a n d B a l l ' s t h e o r y o f s c r e w s a n d 

G r a s s m a n n ' s s y s t e m . 
6 3 T h e c o n t e n t o f t h e s e l e c t u r e s w a s p r e s e r v e d i n n o t e s o n t h e l e c t u r e s m a d e b y a 

s t u d e n t a n d p u b l i s h e d i n ( 7 ; 4 7 8 - 5 1 5 ) . 
6 4 W i l l i a m K i n g d o n C l i f f o r d , Common Sense o f the Exact Sciences, e d . K a r l 

P e a r s o n ( N e w Y o r k , 1 8 9 4 ) . T h e b o o k f i r s t a p p e a r e d i n 1 8 8 5 ; t h e a b o v e i s a r e p r i n t . 
65 Ibid., v i i . 
6 6 T h e i n d e x f o r b o t h v o l u m e s i s c o n t a i n e d i n t h e s e c o n d v o l u m e . G r a s s m a n n i s 

n e v e r m e n t i o n e d ; T a i t i s r e f e r r e d t o t h r e e t i m e s , a l w a y s i n r e g a r d t o t h e Treatise o n 

Natural Philosophy, w h i c h T a i t w r o t e w i t h K e l v i n . A s i n g l e r e f e r e n c e t o H a m i l t o n 

a p p e a r e d , a n d t h i s i s o f n o i m p o r t a n c e . 
6 7 O n t h i s s e e The Scientific Papers o f j . Willard Gibbs, v o l . i i ( N e w Y o r k , 1 9 6 1 ) , 

162. 
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Gibbs and Heaviside and the 

Development of the Modern System 

of Vector Analysis 

I. Introduction 

T o s h o w t h a t J o s i a h W i l l a r d G i b b s a n d O l i v e r H e a v i s i d e i n d e -

p e n d e n t l y a n d n e a r l y s i m u l t a n e o u s l y c r e a t e d w h a t i s e s s e n t i a l l y 

t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s i s t h e c h i e f c o n c e r n o f t h i s 

c h a p t e r . I t w i l l b e a r g u e d t h a t t h e s e t w o m e n , m o t i v a t e d b y a n 

i n t e r e s t i n e l e c t r i c a l t h e o r y a n d i n s p i r e d p a r t i c u l a r l y b y M a x w e l l , 

f o r g e d m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s f r o m q u a t e r n i o n ( n o t G r a s s m a n n i a n ) 

e l e m e n t s . L a t e r c h a p t e r s w i l l s h o w t h a t G i b b s a n d H e a v i s i d e w e r e 

s p a r e d t h e f a t e o f G r a s s m a n n a n d H a m i l t o n ; w i t h i n t w e n t y - f i v e 

y e a r s t h e i r s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s w a s w i d e l y a p p r e c i a t e d a n d 

m u c h u s e d . S i n c e G i b b s ' w o r k c a m e s l i g h t l y e a r l i e r t h a n H e a v i -

s i d e ' s , h e w i l l b e c o n s i d e r e d f i r s t . 

I I . Josiah Willard Gibbs 

I n t h e p r e f a c e t o t h e t h i r d e d i t i o n o f h i s Treatise o n Quaternions 

( 1 8 9 0 ) P e t e r G u t h r i e T a i t e x p r e s s e d h i s d i s a p p o i n t m e n t a t " h o w 

l i t t l e p r o g r e s s h a s r e c e n t l y b e e n m a d e w i t h t h e d e v e l o p m e n t o f 

Q u a t e r n i o n s . " 7 H e w e n t o n t o r e m a r k : " E v e n P r o f . W i l l a r d G i b b s 

m u s t b e r a n k e d a s o n e o f t h e r e t a r d e r s o f Q u a t e r n i o n p r o g r e s s , i n 

v i r t u e o f h i s p a m p h l e t o n Vector Analysis; a s o r t o f h e r m a p h r o d i t e 

m o n s t e r , c o m p o u n d e d o f t h e n o t a t i o n s o f H a m i l t o n a n d o f G r a s s -

m a n n . " 7 T a i t ' s r e m a r k a b o u t G i b b s i s c o r r e c t ; G i b b s d i d r e t a r d 

q u a t e r n i o n p r o g r e s s , f o r h i s " p a m p h l e t " Elements o f Vector 

Analysis m a r k s t h e b e g i n n i n g o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . 
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M a n y o f T a i t ' s r e a d e r s m u s t h a v e w o n d e r e d w h o t h i s " r e t a r d e r 

o f Q u a t e r n i o n p r o g r e s s " w a s . T h o u g h G i b b s h a d b y 1 8 9 0 m a d e 

m a j o r s c i e n t i f i c d i s c o v e r i e s , f e w s c i e n t i s t s h a d n o t i c e d t h e m i n t h e 

p a g e s of t h e Transactions of the Connecticut Academy. G i b b s ' 

f a t e w a s t h e n o t u n c o m m o n f a t e o f t h e t h e o r e t i c i a n : s l o w r e c o g n i -

t i o n . R e c o g n i t i o n d i d c o m e i n t i m e , a n d n o w G i b b s i s f r e q u e n t l y 

p l a c e d i n a c l a s s w i t h G a u s s , F a r a d a y , M a x w e l l , H e l m h o l t z , a n d 

E i n s t e i n . H o w e v e r w h e n h e p r e s e n t e d h i s v e c t o r i a l s y s t e m i n t h e 

1 8 8 0 ' s , h e l a c k e d t h a t " c a p i t a l " o f r e p u t a t i o n w h i c h H a m i l t o n h a d 

a t t a i n e d s o e a r l y i n h i s l i f e a n d w h i c h f a v o r a b l y i n f l u e n c e d t h e r e -

c e p t i o n o f h i s i d e a s . I t w i l l t h u s b e i m p o r t a n t t o s u r v e y t h e e v e n t s 

i n G i b b s ' l i f e t h a t l e d u p t o t h e c r e a t i o n o f h i s s y s t e m a n d i n -

f l u e n c e d i t s r e c e p t i o n . 

J o s i a h W i l l a r d G i b b s w a s b o r n i n 1 8 3 9 : h i s f a t h e r w a s a t t h a t t i m e 

a p r o f e s s o r o f s a c r e d l i t e r a t u r e a t Y a l e U n i v e r s i t y . 8 G i b b s g r a d u a t e d 

f r o m Y a l e i n 1 8 5 8 , a f t e r h e h a d c o m p i l e d a d i s t i n g u i s h e d r e c o r d a s a 

s t u d e n t . H i s t r a i n i n g i n m a t h e m a t i c s w a s g o o d , m a i n l y b e c a u s e o f 

t h e p r e s e n c e o f H . A . N e w t o n o n t h e f a c u l t y . I m m e d i a t e l y a f t e r 

g r a d u a t i o n h e e n r o l l e d f o r a d v a n c e d w o r k i n e n g i n e e r i n g a n d a t -

t a i n e d i n 1 8 6 3 t h e f i r s t d o c t o r a t e i n e n g i n e e r i n g g i v e n i n t h e U n i t e d 

S t a t e s . ( 1 ; 3 2 ) A f t e r r e m a i n i n g a t Y a l e a s t u t o r u n t i l 1 8 6 6 , G i b b s 

j o u r n e y e d t o E u r o p e f o r t h r e e y e a r s o f s t u d y d i v i d e d b e t w e e n P a r i s , 

B e r l i n , a n d H e i d e l b e r g . N o t a g r e a t d e a l o f i n f o r m a t i o n i s p r e s e r v e d 

c o n c e r n i n g h i s a r e a s o f c o n c e n t r a t i o n d u r i n g t h e s e y e a r s , b u t i t i s 

c l e a r t h a t h i s m a i n i n t e r e s t s w e r e t h e o r e t i c a l s c i e n c e a n d m a t h e -

m a t i c s r a t h e r t h a n a p p l i e d s c i e n c e . I t i s k n o w n t h a t a t t h i s t i m e h e 

b e c a m e a c q u a i n t e d w i t h M o b i u s ' w o r k i n g e o m e t r y , b u t p r o b a b l y 

n o t w i t h t h e s y s t e m s o f G r a s s m a n n o r H a m i l t o n . ( 1 ; 4 3 ) G i b b s r e -

t u r n e d t o N e w H a v e n i n 1 8 6 9 a n d t w o y e a r s l a t e r w a s m a d e p r o -

f e s s o r o f m a t h e m a t i c a l p h y s i c s a t Y a l e , a p o s i t i o n h e h e l d u n t i l h i s 

d e a t h . 

H i s m a i n s c i e n t i f i c i n t e r e s t s i n h i s f i r s t y e a r o f t e a c h i n g a f t e r h i s 

r e t u r n s e e m t o h a v e b e e n m e c h a n i c s a n d o p t i c s . ( 1 ; 6 1 - 6 2 ) H i s 

i n t e r e s t i n t h e r m o d y n a m i c s i n c r e a s e d a t t h i s t i m e , a n d h i s r e s e a r c h 

i n t h i s a r e a l e d t o t h e p u b l i c a t i o n o f t h r e e p a p e r s , t h e l a s t b e i n g h i s 

n o w c l a s s i c " O n t h e E q u i l i b r i u m o f H e t e r o g e n e o u s S u b s t a n c e s , " 

p u b l i s h e d i n 1 8 7 6 a n d 1 8 7 8 i n v o l u m e I I I o f t h e Transactions o f the 

Connecticut Academy. T h i s w o r k o f o v e r t h r e e h u n d r e d p a g e s w a s 

o f i m m e n s e i m p o r t a n c e . W h e n s c i e n t i s t s f i n a l l y r e a l i z e d i t s s c o p e 

a n d s i g n i f i c a n c e , t h e y p r a i s e d i t a s o n e o f t h e g r e a t e s t c o n t r i b u t i o n s 

o f t h e c e n t u r y . H o w e v e r , f o r t h e p r e s e n t p u r p o s e t h e f o c u s m u s t b e 

o n t h e i m m e i d a t e r e c e p t i o n o f t h e p a p e r . A l t h o u g h M a x w e l l h a d 

r e c o g n i z e d i t s i m p o r t a n c e , f e w o t h e r s d i d b e f o r e t h e e a r l y 1 8 9 0 ' s , 
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w h e n O s t w a l d a r r a n g e d f o r a G e r m a n t r a n s l a t i o n a n d p u b l i c a t i o n o f 

t h e w o r k . 9 T h u s w h e n i n t h e 1 8 8 0 ' s G i b b s b e g a n t o m a k e k n o w n h i s 

v i e w s o n v e c t o r a n a l y s i s , h i s f a m e a s a s c i e n t i s t w a s n o t g r e a t . 

T h e r e i s g o o d e v i d e n c e f o r c o n c l u d i n g t h a t G i b b s d i d n o t k n o w 

M a x w e l l ' s i d e a s o n e l e c t r i c i t y u n t i l t h e a p p e a r a n c e o f t h e l a t t e r ' s 

Treatise on Electricity and Magnetism i n 1 8 7 3 . ( 1 ; 6 2 ) H i s i n c r e a s -

i n g i n t e r e s t i n t h i s a r e a l e d h i m t o g i v e a c o u r s e i n e l e c t r i c i t y a n d 

m a g n e t i s m i n 1 8 7 7 ( 1 ; 6 2 ) , a n d e v e n t u a l l y t o p u b l i s h p a p e r s i n t h e 

M a x w e l l i a n t r a d i t i o n . 

I I I . Gibbs' Early Work in Vector Analysis 

T h e h i s t o r i a n i s e x t r e m e l y f o r t u n a t e t h a t t h e d r a f t o f a n 1 8 8 8 

l e t t e r w r i t t e n b y G i b b s t o V i c t o r S c h l e g e l h a s b e e n p r e s e r v e d , f o r 

t h i s l e t t e r a n s w e r s a h o s t o f i n t e r e s t i n g q u e s t i o n s . T h e i n t r o d u c t o r y 

p a r a g r a p h o f t h e l e t t e r w a s f o l l o w e d b y : 

Y o u r a p t c h a r a c t e r i z a t i o n o f m y V e c t o r A n a l y s i s i n t h e F o r t s c h . M a t h , 

s u g g e s t s t h a t y o u m a y b e i n t e r s d [ i n t e r e s t e d ] t o k n o w t h e p r e c i s e r e l a -

t i o n o f t h a t p a m p h l e t t o t h e w o r k o f H a m . & G r a s s , w i t h r e s p e c t t o i t s 

c o m p o s i t i o n . 

M y f i r s t a c q u a i n t a n c e w i t h q u a t e r n i o n s w a s i n r e a d i n g M a x w e l l ' s 

E . & M . [ E l e c t r i c i t y and Magnetism] w h e r e Q u a t e r n i o n n o t a t i o n s a r e 

c o n s i d e r a b l y u s e d . I b e c a m e c o n v i n c e d t h a t t o m a s t e r t h o s e s u b j e c t s , i t 

w a s n e c e s s a r y f o r m e t o c o m m e n c e b y m a s t e r i n g t h o s e m e t h o d s . A t t h e 

s a m e t i m e I s a w , t h a t a l t h o u g h t h e m e t h o d s w e r e c a l l e d q u a t e r n i o n i c t h e 

i d e a o f t h e q u a t e r n i o n w a s q u i t e f o r e i g n t o t h e s u b j e c t . I n r e g a r d t o t h e 

p r o d u c t s o f v e c t o r s , I s a w t h a t t h e r e w e r e t w o i m p o r t a n t f u n c t i o n s ( o r 

p r o d u c t s ) c a l l e d t h e v e c t o r p a r t & t h e s c a l a r p a r t o f t h e p r o d u c t , b u t t h a t 

t h e u n i o n o f t h e t w o t o f o r m w h a t w a s c a l l e d t h e ( w h o l e ) p r o d u c t d i d n o t 

a d v a n c e t h e t h e o r y a s a n i n s t r u m e n t o f g e o m . i n v e s t i g a t i o n . A g a i n w i t h 

r e s p e c t t o t h e o p e r a t o r V a s a p p l i e d t o a v e c t o r I s a w t h a t t h e v e c t o r p a r t 

& t h e s c a l a r p a r t o f t h e r e s u l t r e p r e s e n t e d i m p o r t a n t o p e r a t i o n s , b u t 

t h e i r u n i o n ( g e n e r a l l y t o b e s e p a r a t e d a f t e r w a r d s ) d i d n o t s e e m a 

v a l u a b l e i d e a . T h i s i s i n d e e d o n l y a r e p e t i t i o n o f m y f i r s t o b s e r v a t i o n , 

s i n c e t h e o p e r a t o r i s d e f i n e d b y m e a n s o f t h e m u l t i p l i c a t i o n o f v e c t o r s , 

& a c h a n g e i n t h e i d e a o f t h a t m u l t i p l i c a t i o n w o u l d i n v o l v e t h e c h a n g e 

i n t h e u s e t o t h e o p e r a t o r V . 

I t h e r e f o r e b e g a n t o w o r k o u t a b i n i t i o , t h e a l g e b r a o f t h e t w o k i n d s o f 

m u l t i p l i c a t i o n , t h e t h r e e d i f f e r e n t i a l o p e r a t i o n s V a p p l i e d t o a s c a l a r , & 

t h e t w o o p e r a t i o n s t o a v e c t o r , & t h o s e f u n c t i o n s o r r a t h e r i n t e g r a t i n g 

o p e r a t o r s w h [ w h i c h ] ( u n d e r c e r t a i n l i m i t a t i o n s ) a r e t h e i n v e r s e o f t h e 

s a i d d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r s , & w h p l a y t h e l e a d i n g r o l e s i n m a n y d e p a r t -

m e n t s o f M a t h . P h y s . T o t h e s e s u b j e c t s w a s a d d e d t h a t o f l i n . v e c . f u n c -

t i o n s w h i s a l s o p r o m i n e n t i n M a x w e l l ' s E . & M . 

T h i s I u l t i m a t e l y p r i n t e d b u t n e v e r p u b l i s h e d , a l t h o u g h I d i s t r i b u t e d a 

g o o d m a n y c o p i e s a m o n g s u c h p e r s o n s a s I t h o u g h t m i g h t p o s s i b l y t a k e 

a n i n t e r e s t i n i t . M y d e l a y & h e s i t a t i o n i n t h i s r e s p e c t w a s p r i n c i p a l l y 
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d u e t o d i f f i c u l t y i n m a k i n g u p m y m i n d i n r e s p e c t t o d e t a i l s o f n o t a t i o n , 

m a t t e r s t r i f l i n g i n t h e m s e l v e s , b u t i n w h i t i s u n d e s i r a b l e t o m a k e u n -

n e c e s s a r y c h a n g e s . 

M y a c q u a i n t a n c e w i t h G r a s s m a n n ' s w o r k w a s a l s o d u e t o t h e s u b j e c t 

o f E . [ e l e c t r i c i t y ] & i n p a r t i c u l a r t o t h e n o t e w h h e p u b l i s h e d i n C r e l l e ' s 

J o u r , i n 1 8 7 7 c a l l i n g a t t e n t i o n t o t h e f a c t t h a t t h e l a w o f t h e m u t u a l a c t i o n 

o f t w o e l e m e n t s o f c u r r e n t w h C l a u s i u s h a d j u s t p u b l i s h e d h a d b e e n 

g i v e n i n 1 8 4 5 b y h i m s e l f . I w a s t h e m o r e i n t e r e s t e d i n t h e s u b j e c t a s I 

h a d m y s e l f ( b e f o r e s e e i n g C l a u s i u s ' w o r k ) c o m e t o r e g a r d t h e s a m e a s t h e 

s i m p l e s t e x p r e s s i o n f o r t h e m e c h a n i c a l a c t i o n , & p r o b a b l y f o r t h e s a m e 

r e a s o n a s G r a s s m a n n , b e c a u s e t h a t l a w i s s o v e r y s i m p l y e x p r e s s e d b y 

m e a n s o f t h e e x t e r n a l p r o d u c t . 

A t a l l e v e n t s I s a w t h a t t h e m e t h o d s w h I w a s u s i n g , w h i l e n e a r l y t h o s e 

o f H a m i l t o n , w e r e a l m o s t e x a c t l y t h o s e o f G r a s s m a n n . I p r o c u r e d t h e 

t w o E d . o f t h e A u s d . b u t I c a n n o t say t h a t I f o u n d t h e m e a s y r e a d i n g . I n 

f a c t I h a v e n e v e r h a d t h e p e r s e v e r a n c e t o g e t t h r o u g h w i t h e i t h e r o f 

t h e m , & h a v e p e r h a p s g o t m o r e i d e a s f r o m h i s m i s c e l l a n e o u s m e m o i r s 

t h a n f r o m t h o s e w o r k s . 

I a m n o t h o w e v e r c o n s c i o u s t h a t G r a s s m a n n ' s w r i t i n g s e x e r t e d a n y 

p a r t i c u l a r i n f l u e n c e o n m y V - A , a l t h o u g h I w a s g l a d e n o u g h i n t h e i n t r o -

d u c t o r y p a r a g r a p h t o s h e l t e r m y s e l f b e h i n d o n e o r t w o d i s t i n g u i s h e d 

n a m e s [ G r a s s m a n n a n d C l i f f o r d ] i n m a k i n g c h a n g e s o f n o t a t i o n w h I 

f e l t w o u l d b e d i s t a s t e f u l t o q u a t e r n i o n i s t s . I n f a c t i f y o u r e a d t h a t 

p a m p h l e t c a r e f u l l y y o u w i l l s e e t h a t i t a l l f o l l o w s w i t h t h e i n e x o r a b l e 

l o g i c o f a l g e b r a f r o m t h e p r o b l e m w h I h a d s e t m y s e l f l o n g b e f o r e m y 

a c q . w i t h G r a s s . 

I h a v e n o d o u b t t h a t y o u c o n s i d e r , a s I d o , t h e m e t h o d s o f G r a s s m a n n 

t o b e s u p e r i o r t o t h o s e o f H a m i l t o n . I t t h u s s e e m e d t o m e t h a t i t m i g h t 

[ b e ] i n t e r e s t i n g t o y o u t o k n o w h o w c o m m e n c i n g w i t h s o m e k n o w l e d g e 

o f H a m ' s m e t h o d s & i n f l u e n c e d s i m p l y b y a d e s i r e t o o b t a i n t h e s i m p l e s t 

a l g e b r a f o r t h e e x p r e s s i o n o f t h e r e l a t i o n s o f G e o m . P h y s . & c I w a s l e d 

e s s e n t i a l l y t o G r a s s m a n n ' s a l g e b r a o f v e c t o r s , i n d e p e n d e n t l y o f a n y 

i n f l u e n c e f r o m h i m o r a n y o n e e l s e . 1 0 

T h i s l e t t e r i s s o r i c h i n i n f o r m a t i o n t h a t f r o m i t w e m a y e s t a b l i s h 

G i b b s ' r e l a t i o n s h i p t o e a c h o f t h e i m p o r t a n t f i g u r e s i n t h e e a r l i e r 

h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s . 

C o n c e r n i n g G i b b s ' r e l a t i o n s h i p t o M a x w e l l : w e l e a r n t h a t i n t e r e s t 

i n e l e c t r i c i t y a n d m a g n e t i s m l e d G i b b s t o M a x w e l l ' s Treatise; 

h e r e h e f o u n d q u a t e r n i o n s " c o n s i d e r a b l y u s e d " a n d i n f e r r e d t h e i r 

u s e f u l n e s s . T h u s f r o m M a x w e l l h e w e n t t o t h e q u a t e r n i o n i s t s . 

M a x w e l l ' s g e n t l e c r i t i c i s m s a n d d i s c r i m i n a t i n g e m p l o y m e n t o f 

q u a t e r n i o n m e t h o d s p r o b a b l y d i d n o t g o u n n o t i c e d b y G i b b s . O r 

p e r h a p s t h e p r a c t i c e s o f t h e q u a t e r n i o n i s t s r e v e a l e d t o h i m w h a t 

t h e i r t h e o r e t i c a l a n d r h e t o r i c a l s t a t e m e n t s c o u l d n o t s a y : t h e 

q u a t e r n i o n i s n o t n e e d e d . I n a n y c a s e , w h a t M a x w e l l w a n t e d i n a 

v e c t o r a n a l y s i s , G i b b s p r o d u c e d . 

C o n c e r n i n g G i b b s ' r e l a t i o n s h i p t o H a m i l t o n a n d T a i t : w e l e a r n 

t h a t G i b b s c o m m e n c e d h i s s e a r c h f o r a v e c t o r a n a l y s i s " w i t h s o m e 
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k n o w l e d g e o f H a m [ i l t o n ] ' s m e t h o d s . . a n d e n d e d u p w i t h 

m e t h o d s t h a t w e r e " n e a r l y t h o s e o f H a m i l t o n . . . . " S t r o n g e r s t a t e -

m e n t s s h o w i n g h i s t o r i c a l c o n t i n u i t y a r e s e l d o m f o u n d . I t i s c l e a r 

t h a t G i b b s w a s n o m o r e t h a n a m i n o r h e r e t i c i n r e l a t i o n t o q u a t e r -

n i o n o r t h o d o x y . G i b b s ' a c h i e v e m e n t w a s g r e a t , b u t s o w a s h i s d e b t 

t o H a m i l t o n a n d h i s f o l l o w e r s . I t w i l l l a t e r b e a r g u e d t h a t T a i t w a s 

e s p e c i a l l y i n f l u e n t i a l o n G i b b s . 

C o n c e r n i n g G i b b s ' r e l a t i o n s h i p t o G r a s s m a n n : w e l e a r n t h a t 

G i b b s c r e a t e d h i s s y s t e m " i n d e p e n d e n t l y o f a n y i n f l u e n c e f r o m 

h i m o r a n y o n e e l s e . " O b v i o u s l y G i b b s ' " a n y o n e e l s e " w a s n o t 

m e a n t t o i n c l u d e M a x w e l l a n d t h e q u a t e r n i o n i s t s . G i b b s a l s o s t a t e d 

t h a t h e w a s n o t " c o n s c i o u s t h a t G r a s s m a n n e x e r t e d a n y p a r t i c u l a r 

i n f l u e n c e o n m y V - A . . . . " T h i s i s t o b e e x p e c t e d s i n c e G i b b s h a d 

b e g u n s e a r c h i n g f o r a n e w v e c t o r s y s t e m " l o n g b e f o r e m y 

a c q u a i n t a n c e ] w i t h G r a s s [ m a n n ] . " W h e n ( 1 8 7 7 o r l a t e r ) G i b b s 

f i n a l l y b e g a n t o r e a d G r a s s m a n n , h e f o u n d a k i n d r e d s p i r i t . A l -

t h o u g h G i b b s a d m i t t e d h e h a d n e v e r b e e n a b l e t o r e a d t h r o u g h 

e i t h e r o f G r a s s m a n n ' s b o o k s , h e d i d r e c o g n i z e G r a s s m a n n ' s 

p r i o r i t y a n d w a r m l y p r a i s e d h i s i d e a s o n n u m e r o u s o c c a s i o n s . 

G i b b s ' s t a t e m e n t s c o n c e r n i n g h i s i n d e p e n d e n c e o f G r a s s m a n n 

w e r e f u l l y a c c e p t e d b y V i c t o r S c h l e g e l , w h o a s G r a s s m a n n ' s l e a d -

i n g d i s c i p l e w a s p e r h a p s l e a s t d i s p o s e d t o a c c e p t t h e m . I n h i s r e p l y 

t o G i b b s ' l e t t e r S c h l e g e l s t a t e d : " I r e a l i z e d f r o m y o u r l e t t e r h o w 

y o u a t t a i n e d t o i d e a s s i m i l a r t o G r a s s m a n n ' s b u t i n d e p e n d e n t l y o f 

h i m ; I h a v e r e p e a t e d l y w i t n e s s e d t h i s p h e n o m e n o n : w h e n t h e t i m e 

h a s c o m e — w h e n t h e d e v e l o p m e n t o f s c i e n c e d e m a n d s a d e f i n i t e 

d i s c o v e r y — t h e n t h i s d i s c o v e r y w i l l b e m a d e b y a n u m b e r o f i n -

v e s t i g a t o r s . " 1 1 

C o n c e r n i n g G i b b s ' r e l a t i o n s h i p t o C l i f f o r d : w e l e a r n t h a t i t w a s 

l i m i t e d t o t h e u s e o f C l i f f o r d ' s n a m e " a s a s h e l t e r " i n t h e i n t r o d u c -

t o r y p a r a g r a p h o f h i s v e c t o r a n a l y s i s b o o k . 

T h u s f r o m t h i s l e t t e r w e c a n o b t a i n a g e n e r a l o u t l i n e o f G i b b s ' 

e a r l y w o r k i n v e c t o r a n a l y s i s . T h e r e a r e h o w e v e r a n u m b e r o f f a c t s 

t h a t w i l l g i v e a f u l l e r p i c t u r e o f G i b b s ' a c t i v i t i e s . 

I n 1 8 7 9 G i b b s g a v e a c o u r s e i n v e c t o r a n a l y s i s w i t h a p p l i c a t i o n s 

t o e l e c t r i c i t y a n d m a g n e t i s m , 1 2 a n d i n 1 8 8 1 h e a r r a n g e d f o r t h e 

p r i v a t e p r i n t i n g o f t h e f i r s t h a l f o f h i s Elements o f Vector Analysis; 

t h e s e c o n d h a l f a p p e a r e d i n 1 8 8 4 . I n a n e f f o r t t o m a k e h i s s y s t e m 

k n o w n , G i b b s s e n t o u t c o p i e s o f t h i s w o r k t o m o r e t h a n 1 3 0 s c i -

e n t i s t s a n d m a t h e m a t i c i a n s . ( 1 ; 2 4 7 ) M a n y o f t h e l e a d i n g s c i e n t i s t s 

o f t h e d a y r e c e i v e d c o p i e s , f o r e x a m p l e , M i c h e l s o n , N e w c o m b , 

J . J . T h o m s o n , R a y l e i g h , F i t z G e r a l d , S t o k e s , K e l v i n , C a y l e y , T a i t , 

S y l v e s t e r , G . H . D a r w i n , H e a v i s i d e , H e l m h o l t z , C l a u s i u s , K i r c h h o f f , 
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L o r e n t z , W e b e r , F e l i x K l e i n , a n d S c h l e g e l . ( 1 ; 2 3 6 - 2 4 7 ) T h o u g h t h e 

w o r k w a s n o t g i v e n t h e a d v e r t i s e m e n t t h a t a r e g u l a r p u b l i c a t i o n 

w o u l d h a v e h a d , s u c h a s e l e c t i v e d i s t r i b u t i o n m u s t h a v e a i d e d i n 

m a k i n g i t k n o w n . 

I V . Gibbs' E l e m e n t s o f V e c t o r A n a l y s i s 

S o m e i d e a o f t h e f o r m o f G i b b s ' Elements o f Vector Analysis 1 3 

m a y b e o b t a i n e d f r o m G i b b s ' i n t r o d u c t o r y p a r a g r a p h : 

T h e f u n d a m e n t a l p r i n c i p l e s o f t h e f o l l o w i n g a n a l y s i s a r e s u c h a s 

a r e f a m i l i a r u n d e r a s l i g h t l y d i f f e r e n t f o r m t o s t u d e n t s o f q u a t e r n i o n s . 

T h e m a n n e r i n w h i c h t h e s u b j e c t i s d e v e l o p e d i s s o m e w h a t d i f f e r e n t 

f r o m t h a t f o l l o w e d i n t r e a t i s e s o n q u a t e r n i o n s , s i n c e t h e o b j e c t o f t h e 

w r i t e r d o e s n o t r e q u i r e a n y u s e o f t h e c o n c e p t i o n o f t h e q u a t e r n i o n , 

b e i n g s i m p l y t o g i v e a s u i t a b l e n o t a t i o n f o r t h o s e r e l a t i o n s b e t w e e n 

v e c t o r s , o r b e t w e e n v e c t o r s a n d s c a l a r s , w h i c h s e e m m o s t i m p o r t a n t , 

a n d w h i c h l e n d t h e m s e l v e s m o s t r e a d i l y t o a n a l y t i c a l t r a n s f o r m a t i o n s , 

a n d t o e x p l a i n s o m e o f t h e s e t r a n s f o r m a t i o n s . A s a p r e c e d e n t f o r s u c h a 

d e p a r t u r e f r o m q u a t e r n i o n i c u s a g e , C l i f f o r d ' s Kinematic m a y b e c i t e d . 

I n t h i s c o n n e c t i o n , t h e n a m e o f G r a s s m a n n m a y a l s o b e m e n t i o n e d , t o 

w h o s e s y s t e m t h e f o l l o w i n g m e t h o d a t t a c h e s i t s e l f i n s o m e r e s p e c t s 

m o r e c l o s e l y t h a n t o t h a t o f H a m i l t o n . ( 2 ; 17 ) 

A l t h o u g h G i b b s m e n t i o n e d o n l y C l i f f o r d a n d G r a s s m a n n i n t h e 

i n t r o d u c t o r y p a r a g r a p h , t h e p r e v i o u s l y c i t e d l e t t e r m a k e s i t c l e a r 

t h a t h i s c h i e f d e b t w a s n o t t o e i t h e r C l i f f o r d o r G r a s s m a n n b u t t o 

t h e q u a t e r n i o n i s t s . I n t h e d i s c u s s i o n o f G i b b s ' b o o k t h i s p o i n t w i l l 

b e i l l u s t r a t e d ; s p e c i f i c a l l y i t w i l l b e s u g g e s t e d t h a t G i b b s w a s 

s t r o n g l y i n f l u e n c e d b y t h e c o n t e n t a n d f o r m o f p r e s e n t a t i o n f o u n d 

i n t h e s e c o n d e d i t i o n o f T a i t ' s Treatise o n Quaternions. 

C h a p t e r I , " C o n c e r n i n g t h e A l g e b r a o f V e c t o r s , " b e g a n w i t h 

s u c h d e f i n i t i o n s a s " v e c t o r , " " s c a l a r , " a n d " v e c t o r a n a l y s i s . " I n 

m u c h o f t h e s y m b o l i s m i n t r o d u c e d , G i b b s f o l l o w e d t h e q u a t e r n i o n 

t r a d i t i o n s ; f o r e x a m p l e , G i b b s r e p r e s e n t e d v e c t o r s b y G r e e k l e t t e r s , 

t h e i r c o m p o n e n t s b y m e a n s o f i , j , a n d k . W h e r e H a m i l t o n h a d 

w r i t t e n A B ( f o r a v e c t o r ) a n d T a i t AB, G i b b s w r o t e AB. G i b b s , l i k e 

T a i t a n d M a x w e l l , b u t u n l i k e H a m i l t o n , u s e d t h e r i g h t - h a n d e d c o -

o r d i n a t e s y s t e m . 

I n d e a l i n g w i t h v e c t o r p r o d u c t s G i b b s i n t r o d u c e d t h e " d i r e c t 

p r o d u c t , " w r i t t e n a./3, a n d t h e " s k e w p r o d u c t , " w r i t t e n a X T h e s e 

a r e t h e n o w - c u r r e n t s c a l a r ( d o t ) a n d v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t s . T h e 

r e l a t i o n b e t w e e n t h e s e p r o d u c t s a n d t h e q u a t e r n i o n s y s t e m m a y 

b e e x p r e s s e d b y w r i t i n g a.fB = —Sa/3 a n d a X / 3 = = Vocfi. G i b b s o f 

c o u r s e n e v e r c o m b i n e d t h e s e p r o d u c t s i n a n y w a y a n a l o g o u s t o 

t h e q u a t e r n i o n e q u a t i o n <xf3 — Sot(3 H ~ Vctfi. T o i l l u s t r a t e f u r t h e r 
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t h e c l o s e n e s s o f G i b b s ' b o o k l e t t o T a i t ' s Treatise o n Quaternions 

( 2 n d e d . ) , v a r i o u s e q u i v a l e n t e q u a t i o n s f r o m C h a p t e r I o f G i b b s a n d 

f r o m T a i t h a v e b e e n l i s t e d b e l o w : 

G i b b s ( 2 ; 2 1 ) 

T a i t ( 3 ; 4 3 ) 

G i b b s ( 2 ; 2 1 ) 

T a i t ( 3 ; 4 3 ) 

a./3 = /3.a 

Sa/3 = S/3a 

a X (3 = - 0 X a 

Vaf3 = —V/3a 

G i b b s ( 2 ; 2 2 ) a.p = xx' + yy' + zz' a n d a X p = (yz' - zy')i + 

(zx' - x z ' ) j + (xy' - yx')k 

T a i t ( 3 ; 4 3 ) a/3 = - {xx' + yy'+ zz') + ( y z ' - z y ' ) i + ( z x ' - x z ' ) j + 

(xy' - yx')k 

G i b b s ( 2 ; 2 3 ) a X \fi X y] = (a.y)p - (a.p)y 

T a i t ( 3 ; 4 4 ) VaVpy = ySaP - pSya 

G i b b s ( 2 ; 2 4 ) [a X p] X [y x 8] = ( a . y X 8)p - (p.y X 8 ) a 

T a i t ( 3 ; 4 4 ) VVapVyS = -pSaVyS + aSpVyd 

M a n y m o r e s u c h p a i r s o f e q u a t i o n s c o u l d b e g i v e n , b u t t h e a b o v e 

s h o u l d b e s u f f i c i e n t t o s u g g e s t s t r o n g l y t h a t t h e t w o w o r k s a r e q u i t e 

s i m i l a r i n t h e s y m b o l i s m s e m p l o y e d a n d m a t h e m a t i c a l i d e a s e x -

p r e s s e d . T h e s i m i l a r i t i e s a r e p r o b a b l y m o s t e a s i l y e x p l a i n e d b y t h e 

c o n j e c t u r e t h a t G i b b s l e a r n e d q u a t e r n i o n i c a n a l y s i s f r o m T a i t a n d 

h e n c e w h e n h e c a m e t o w r i t e a w o r k w i t h s i m i l a r m a t h e m a t i c a l 

c o n t e n t , i t w a s n a t u r a l f o r h i m t o w r i t e i n t h e " l a n g u a g e " t h a t h e 

h a d l e a r n e d f r o m T a i t . U n f o r t u n a t e l y f o r t h e h i s t o r i a n , G i b b s , h a v -

i n g w r i t t e n h i s b o o k l e t p r i m a r i l y a s a t e a c h i n g a i d , m a d e n o a t t e m p t 

w h a t e v e r t o i n d i c a t e t h e o r i g i n s o f t h e v a r i o u s t h e o r e m s . 

C h a p t e r I c o n c l u d e d w i t h a t r e a t m e n t o f m e t h o d s f o r s o l v i n g 

v e c t o r i a l e q u a t i o n s , a n d c h a p t e r I I w a s e n t i t l e d " C o n c e r n i n g t h e 

D i f f e r e n t i a l a n d I n t e g r a l C a l c u l u s o f V e c t o r s . " H e r e i n G i b b s i n -

t r o d u c e d t h e o p e r a t o r V , p r o v e d t h e r e l a t e d t r a n s f o r m a t i o n 

t h e o r e m s , a n d g a v e a n e x t e n d e d t r e a t m e n t o f t h e m a t h e m a t i c s o f 

p o t e n t i a l t h e o r y . 1 4 T h e p a r t o f G i b b s ' b o o k l e t p r i n t e d i n 1 8 8 1 t e r -

m i n a t e d n e a r t h e e n d o f c h a p t e r I I ; t h e r e m a i n d e r w a s p r i n t e d i n 

1 8 8 4 . 

C h a p t e r s I I I a n d I V c e n t e r e d o n l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n s , t h a t i s , 

v e c t o r f u n c t i o n s o f s u c h a n a t u r e t h a t a f u n c t i o n o f t h e s u m o f a n y 
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t w o v e c t o r s i s e q u a l t o t h e s u m o f t h e f u n c t i o n s o f t h e v e c t o r s . T o 

t r e a t l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n s G i b b s i n t r o d u c e d t h e t e r m s a n d c o n -

c e p t s " d y a d " a n d " d y a d i c . " A d y a d i s a n e x p r e s s i o n o f t h e f o r m 

a k , w h e r e a a n d X a r e v e c t o r s ; a n d a d y a d i c r e f e r s t o t h e s u m o f a 

n u m b e r o f d y a d s . I n t h e s e t w o c h a p t e r s G i b b s f o l l o w e d t h e g e n e r a l 

s c h e m e f o r t h e t r e a t m e n t o f l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n s t h a t h a d b e e n 

w o r k e d o u t b y H a m i l t o n a n d T a i t . B e c a u s e o f t h i s t h e q u a t e r n i o n i s t 

C . G . K n o t t w a s a b l e t o a r g u e : 

b u t w h e n w e b e a r i n m i n d t h a t P r o f e s s o r G i b b s d e l i b e r a t e l y s e t o u t t o 

c o n s t r u c t a s y s t e m f r e e f r o m t h e f a n c i e d b l e m i s h o f t h e q u a t e r n i o n a n d 

y e t d i d n o t s c r u p l e t o i n t r o d u c e i n i t s s t e a d a n i n d e t e r m i n a t e p r o d u c t 

[ t h e d y a d ] w h i c h i s w i t h o u t a n y g e o m e t r i c s i g n i f i c a n c e w h a t e v e r , a n d 

w h e n w e f i n d o n c a r e f u l c o m p a r i s o n t h a t practically t h e d y a d i c s y s t e m i s 

s i m p l y a m o d i f i c a t i o n o f q u a t e r n i o n m e t h o d s , i n l a r g e m e a s u r e a m e r e 

d i f f e r e n c e o f n o t a t i o n , w e c a n f i n d n o s a t i s f a c t o r y r e a s o n f o r a m a n o f 

P r o f e s s o r G i b b s ' s g r e a t p o w e r s l e a v i n g q u a t e r n i o n i c p a t h s t o i n v e n t 

n e w n o t a t i o n s , n e w n a m e s f o r o l d t h i n g s , a n d a n i n d e t e r m i n a t e p u r e l y 

s y m b o l i c p r o d u c t t o t a k e t h e p l a c e o f t h e d e t e r m i n a t e r e a l q u a t e r n i o n . 1 5 

A l t h o u g h K n o t t w e n t s o m e w h a t t o o f a r i n t h i s s t a t e m e n t , i t i s 

t y p i c a l o f a t y p e o f a r g u m e n t t h a t p r o p o n e n t s o f t h e q u a t e r n i o n 

t r a d i t i o n w e r e t o b r i n g a g a i n s t G i b b s . T h e s a m e c o n c l u s i o n a s t o 

t h e r e l a t i o n o f t h e s y s t e m s i s i m p l i c i t i n t h e t a b l e s o f c o m p a r a t i v e 

n o t a t i o n g i v e n b y l a t e r a u t h o r s . 1 6 T h e m a i n p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s 

o f l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n s w e r e t o t h e t r e a t m e n t o f r o t a t i o n s a n d 

s t r a i n s , w h i c h G i b b s , l i k e T a i t , c o v e r e d i n s o m e d e t a i l . I t w a s 

p r i m a r i l y i n t h e s e s e c t i o n s t h a t G i b b s w e n t b e y o n d t h e r e s u l t s 

o b t a i n e d b y t h e q u a t e r n i o n i s t s . 1 7 T h e c o n c l u d i n g b r i e f c h a p t e r o f 

h i s b o o k l e t d e a l t w i t h t r a n s c e n d e n t a l f u n c t i o n s o f d y a d i c s , a n d t o 

t h i s w a s a p p e n d e d a s h o r t n o t e o n b i v e c t o r a n a l y s i s . 1 8 

T h a t G i b b s ' b o o k w a s n o t h i g h l y o r i g i n a l w a s t h e v i e w o f m o s t 

o f h i s c o n t e m p o r a r i e s , a n d i n t h i s v i e w t h e y d i d n o t e r r . E . B . 

W i l s o n , G i b b s ' s t u d e n t a n d t h e a u t h o r o f a n i m p o r t a n t b o o k o n 

v e c t o r a n a l y s i s " f o u n d e d u p o n t h e l e c t u r e s o f ' G i b b s , w r o t e t h e 

f o l l o w i n g i n a 1 9 3 6 a r t i c l e e n t i t l e d " T h e C o n t r i b u t i o n s o f G i b b s 

t o V e c t o r A n a l y s i s a n d M u l t i p l e A l g e b r a " : " I f I h a v e n o t c l a i m e d 

v e r y m u c h f o r h i s c o n t r i b u t i o n s i n t h i s f i e l d I h a v e b u t f o l l o w e d 

w h a t I b e l i e v e t o b e h i s o w n m a t u r e d j u d g m e n t . H a d I w r i t t e n 

t h i r t y y e a r s a g o I s h o u l d h a v e c l a i m e d m u c h m o r e f o r h i m t h a n h e 

w o u l d h a v e a d m i t t e d . " 1 9 L e i g h P a g e s e e m s t o h a v e c o m e t o t h e 

s a m e c o n c l u s i o n , f o r h e i s q u o t e d a s w r i t i n g t h a t " t h e v a l u e o f h i s 

w o r k l i e s m o r e i n t h e f o r m u l a t i o n o f a c o n v e n i e n t a n d s i g n i f i c a n t 

n o t a t i o n t h a n i n t h e d e v e l o p m e n t o f a n e w m a t h e m a t i c a l m e t h o d . " 2 0 

H e a v i s i d e r e f e r r e d t o G i b b s ' b o o k l e t a s " a n a b l e a n d i n s o m e 

r e s p e c t s o r i g i n a l l i t t l e t r e a t i s e o n v e c t o r a n a l y s i s . . . . " ( 4 ; 1 3 8 ) I f 
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G i b b s c a n n o t b e g i v e n g r e a t c r e d i t f o r o r i g i n a l i t y o f m e t h o d s , y e t 

h e d e s e r v e s p r a i s e f o r t h e s e n s i t i v i t y o f h i s j u d g m e n t a s t o w h a t 

d e l e t i o n s a n d a l t e r a t i o n s s h o u l d b e m a d e i n t h e q u a t e r n i o n i c 

s y s t e m i n o r d e r t o m a k e a v i a b l e s y s t e m . H i s s y m b o l i s m , n o w i n 

t h e m a i n a c c e p t e d , a l s o c o n s t i t u t e s a s i g n i f i c a n t c o n t r i b u t i o n . 

G i b b s ' w o r k i s , h i s t o r i c a l l y c o n s i d e r e d , o n e o f t h e t w o s o u r c e s 

f r o m w h i c h m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s c a m e i n t o e x i s t e n c e . T h o u g h 

h i s b o o k l e t w a s d i f f i c u l t t o r e a d b e c a u s e o f i t s c o m p a c t n e s s ( H e a v i -

s i d e c a l l e d i t a " c o n d e n s e d s y n o p s i s " ) , i t c o u l d a n d d i d f o r m a 

b a s i s f o r l a t e r w r i t e r s . 

V. Gibbs' Other Work Pertaining to Vector Analysis 

G i b b s ' Elements o f Vector Analysis w a s b y n o m e a n s h i s o n l y 

c o n t r i b u t i o n t o v e c t o r a n a l y s i s . A l t h o u g h G r a s s m a n n , H a m i l t o n , 

T a i t , a n d H e a v i s i d e d i d a l m o s t n o t e a c h i n g o f t h e i r i d e a s o n v e c t o r 

a n a l y s i s , t h i s w a s n o t t h e c a s e w i t h G i b b s . D u r i n g t h e 1 8 8 0 ' s G i b b s 

t a u g h t v e c t o r a n a l y s i s p e r i o d i c a l l y a n d i n t h e 1 8 9 0 ' s t a u g h t t h e 

c o u r s e e v e r y y e a r . 2 1 A t l e a s t i n l a t e r y e a r s t h e c o u r s e c o n s i s t e d o f 

n i n e t y l e c t u r e s . 2 2 

G i b b s a l s o p u b l i s h e d a n u m b e r o f a r t i c l e s w h i c h h a v e r e l e v a n c e 

t o t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s . I t i s p r i m a r i l y f r o m t h e s e t h a t 

G i b b s ' v i e w o f G r a s s m a n n m a y b e d e t e r m i n e d . T h o u g h G i b b s 

c r e a t e d h i s s y s t e m i n d e p e n d e n t l y o f G r a s s m a n n ' s , t h e t w o s y s t e m s 

h a d m u c h i n c o m m o n , a n d i t w a s n a t u r a l f o r G i b b s t o a r g u e f o r t h e 

p o w e r a n d i m p o r t a n c e o f G r a s s m a n n ' s w o r k . M o r e o v e r G i b b s f e l t 

t h a t G r a s s m a n n ' s s y s t e m , w h e n v i e w e d a s a w o r k i n m u l t i p l e 

a l g e b r a , h a d m u c h o f v a l u e f o r t h e p u r e m a t h e m a t i c i a n . 2 3 O n e o f 

G i b b s ' m o s t f a m o u s p a p e r s w a s e n t i t l e d " O n M u l t i p l e A l g e b r a . " 

I t w a s g i v e n a s a n " A d d r e s s b e f o r e t h e S e c t i o n o f M a t h e m a t i c s 

a n d A s t r o n o m y o f t h e A m e r i c a n A s s o c i a t i o n f o r t h e A d v a n c e m e n t 

o f S c i e n c e , b y t h e V i c e - P r e s i d e n t " a n d w a s p u b l i s h e d i n 1 8 8 6 . 2 4 O f 

a l l G i b b s ' w r i t i n g s t h i s e s s a y g i v e s t h e b e s t p i c t u r e o f h i s c o n c e p -

t i o n o f t h e p l a c e o f v e c t o r a n a l y s i s w i t h i n t h e w i d e r f i e l d s o f a l g e b r a 

a n d m a t h e m a t i c s i n g e n e r a l . B r o a d l y c o n s i d e r e d , t h e a r t i c l e i s a 

p l e a f o r g r e a t e r i n t e r e s t i n m u l t i p l e a l g e b r a . G i b b s b e g a n w i t h a 

b r i e f t r e a t m e n t o f t h e h i s t o r y o f m u l t i p l e a l g e b r a a n d c o n s i d e r e d 

s u c h m e n a s M o b i u s , G r a s s m a n n , H a m i l t o n , S a i n t - V e n a n t , C a u c h y , 

C a y l e y , H a n k e l , B e n j a m i n P e i r c e , a n d S y l v e s t e r . B y t h i s a n a l y s i s 

G i b b s h o p e d a m o n g o t h e r t h i n g s 

t o i l l u s t r a t e t h e f a c t , w h i c h I t h i n k i s a g e n e r a l o n e , t h a t t h e m o d e r n 

g e o m e t r y i s n o t o n l y t e n d i n g t o r e s u l t s w h i c h a r e a p p r o p r i a t e l y e x -

p r e s s e d i n m u l t i p l e a l g e b r a , b u t t h a t i t i s a c t u a l l y s t r i v i n g t o c l o t h e i t s e l f 
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i n f o r m s w h i c h a r e r e m a r k a b l y s i m i l a r t o t h e n o t a t i o n s o f m u l t i p l e 

a l g e b r a , o n l y l ess s i m p l e a n d g e n e r a l a n d f a r l e s s a m e n a b l e t o a n a l y t i c a l 

t r e a t m e n t , a n d t h e r e f o r e , t h a t a c e r t a i n l o g i c a l n e c e s s i t y c a l l s f o r t h r o w -

i n g o f f t h e y o k e u n d e r w h i c h a n a l y t i c a l g e o m e t r y h a s s o l o n g l a b o r e d . 

(2 ; 103 ) 

T h e s t r o n g e s t p r a i s e a n d f u l l e s t t r e a t m e n t w a s b e s t o w e d u p o n 

G r a s s m a n n . C o n s i d e r i n g i n d e t a i l a n u m b e r o f t h e p r o d u c t s d e -

f i n e d b y G r a s s m a n n , G i b b s d i s c u s s e d t h e i r s i g n i f i c a n c e a n d a r g u e d 

t h a t G r a s s m a n n ' s s y s t e m p r o v i d e s a r i c h a n d e n c o m p a s s i n g p o i n t 

o f v i e w . G i b b s c o n c l u d e d t h e p a p e r w i t h a d i s c u s s i o n o f a p p l i c a -

t i o n s o f m u l t i p l e a l g e b r a t o p h y s i c a l s c i e n c e . T h u s h e s t a t e d : 

F i r s t o f a l l , g e o m e t r y , a n d t h e g e o m e t r i c a l s c i e n c e s w h i c h t r e a t o f 

t h i n g s h a v i n g p o s i t i o n i n s p a c e , k i n e m a t i c s , m e c h a n i c s , a s t r o n o m y [ , ] 

p h y s i c s , c r y s t a l l o g r a p h y , s e e m t o d e m a n d a m e t h o d o f t h i s k i n d , f o r 

p o s i t i o n i n s p a c e i s e s s e n t i a l l y a m u l t i p l e q u a n t i t y a n d c a n o n l y b e 

r e p r e s e n t e d b y s i m p l e q u a n t i t i e s i n a n a r b i t r a r y a n d c u m b e r s o m e m a n -

n e r . F o r t h i s r e a s o n , a n d b e c a u s e o u r s p a t i a l i n t u i t i o n s a r e m o r e d e -

v e l o p e d t h a n t h o s e o f a n y o t h e r c l ass o f m a t h e m a t i c a l r e l a t i o n s , t h e s e 

s u b j e c t s a r e e s p e c i a l l y a d a p t e d t o i n t r o d u c e t h e s t u d e n t t o t h e m e t h o d s 

o f m u l t i p l e a l g e b r a . ( 2 ; 1 1 3 ) 

P r o c e e d i n g t h e n t o s p e c i f i c s , G i b b s n o t e d t h a t t h r o u g h M a x w e l l 

e l e c t r i c i t y a n d m a g n e t i s m h a d b e c o m e a s s o c i a t e d w i t h t h e m e t h o d s 

o f m u l t i p l e a l g e b r a b u t t h a t a s t r o n o m y h a d s o f a r r e m a i n e d a l o o f . 

( 2 ; 1 1 4 ) H a v i n g n o t e d t h a t f o r g e o m e t r i c a l a p p l i c a t i o n s m u l t i p l e 

a l g e b r a w i l l g e n e r a l l y t a k e t h e f o r m o f a p o i n t o r a v e c t o r a n a l y s i s , 

G i b b s s t a t e d t h a t " i n m e c h a n i c s , k i n e m a t i c s , a s t r o n o m y , p h y s i c s , 

o r c r y s t a l l o g r a p h y , G r a s s m a n n ' s p o i n t a n a l y s i s w i l l r a r e l y b e 

w a n t e d . " ( 2 ; 1 1 5 ) H o w e v e r a r g u m e n t s w e r e g i v e n o n b e h a l f o f t h e 

u s e f u l n e s s o f p o i n t a n a l y s i s f o r i n v e s t i g a t i o n s i n p u r e m a t h e m a t i c s . 

T h e c o n c l u d i n g p a r a g r a p h a n d t h e c o n c l u d i n g s e n t e n c e i n p a r -

t i c u l a r h a v e n o w b e c o m e c l a s s i c . 

B u t I d o n o t s o m u c h d e s i r e t o c a l l y o u r a t t e n t i o n t o t h e d i v e r s i t y o f 

t h e a p p l i c a t i o n s o f m u l t i p l e a l g e b r a , a s t o t h e s i m p l i c i t y a n d u n i t y o f i t s 

p r i n c i p l e s . T h e s t u d e n t o f m u l t i p l e a l g e b r a s u d d e n l y f i n d s h i m s e l f f r e e d 

f r o m v a r i o u s r e s t r i c t i o n s t o w h i c h h e has b e e n a c c u s t o m e d . T o m a n y , 

d o u b t l e s s , t h i s l i b e r t y s e e m s l i k e a n i n v i t a t i o n t o l i c e n s e . H e r e i s a 

b o u n d l e s s f i e l d i n w h i c h c a p r i c e m a y r i o t . I t i s n o t s t r a n g e i f s o m e l o o k 

w i t h d i s t r u s t f o r t h e r e s u l t o f s u c h a n e x p e r i m e n t . B u t t h e f a r t h e r w e a d -

v a n c e , t h e m o r e e v i d e n t i t b e c o m e s t h a t t h i s t o o i s a r e a l m s u b j e c t t o l a w . 

T h e m o r e w e s t u d y t h e s u b j e c t , t h e m o r e w e f i n d a l l t h a t i s m o s t u s e f u l 

a n d b e a u t i f u l a t t a c h i n g i t s e l f t o a f e w c e n t r a l p r i n c i p l e s . W e b e g i n b y 

s t u d y i n g multiple algebras; w e e n d , I t h i n k , b y s t u d y i n g M U L T I P L E 

A L G E B R A . (2 ; 1 1 7 ) 

G i b b s ' p a p e r m a y b e t a k e n a s s y m b o l i c o f t h e e v e r - i n c r e a s i n g 

i n t e r e s t e x p r e s s e d a t t h a t t i m e b y p u r e a n d a p p l i e d m a t h e m a t i c i a n s 
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i n m u l t i p l e a l g e b r a . T h e i n c r e a s i n g i n t e r e s t i n v e c t o r a n a l y s i s w a s 

a p a r t , i n o n e w a y t h e m o s t i n f l u e n t i a l p a r t , o f t h a t t r e n d . G i b b s 

w a s a b l e , a s s o m e l a t e r w r i t e r s w e r e n o t , t o v i e w v e c t o r a n a l y s i s i n 

t h e b r o a d p e r s p e c t i v e o f f e r e d b y m u l t i p l e a l g e b r a . T h a t G i b b s w a s 

d e e p l y i n t e r e s t e d i n m u l t i p l e a l g e b r a i s s h o w n b y t h e f a c t s t h a t 

e v e r y t w o o r t h r e e y e a r s h e g a v e a c o u r s e i n m u l t i p l e a l g e b r a 2 5 

a n d t h a t h e p l a n n e d t o p u b l i s h a d d i t i o n a l w r i t i n g s o n m u l t i p l e 

a l g e b r a a n d h a d a c t u a l l y d o n e r e s e a r c h i n t h i s r e g a r d . ( 1 ; 1 1 8 ) 

I n t w o o f h i s f i v e p a p e r s o n t h e e l e c t r o m a g n e t i c t h e o r y o f l i g h t 

G i b b s m a d e u s e o f v e c t o r i a l m e t h o d s . H o w e v e r h e d i d n o t i n t h e s e 

p a p e r s s t r e s s t h e i m p o r t a n c e o f v e c t o r m e t h o d s ; i n f a c t a n y o n e w h o 

h a d r e a d M a x w e l l ' s Treatise w o u l d h a v e n o d i f f i c u l t y w i t h t h e 

m e t h o d s u s e d . G i b b s d i d p u b l i s h o n e h i g h l y m a t h e m a t i c a l p a p e r 

a i m e d a t d e m o n s t r a t i n g t h e u s e f u l n e s s o f v e c t o r m e t h o d s t o a g r o u p 

o f s c i e n t i s t s — t h e a s t r o n o m e r s . T h i s i s h i s " O n t h e D e t e r m i n a t i o n 

o f E l l i p t i c O r b i t s f r o m T h r e e C o m p l e t e O b s e r v a t i o n s , " p u b l i s h e d 

in 1 8 8 9 in t h e Memoirs o f the National Academy o f Sciences26 a n d 

l a t e r t r a n s l a t e d i n t o G e r m a n a n d i n c l u d e d i n t h e t h i r d e d i t i o n o f 

K l i n k e r f u s s ' Theoretische Astronomie. ( 1 ; 1 3 7 ) G i b b s d i s c u s s e d 

t h e a i m o f t h i s r a t h e r l o n g p a p e r i n a l e t t e r t o H u g o B u c h h o l z , w h o 

e d i t e d t h e t h i r d e d i t i o n o f t h i s b o o k : 

T h e o b j e c t o f m y p a p e r w a s t o s h o w t o a s t r o n o m e r s , w h o a r e r a t h e r 

c o n s e r v a t i v e . . . t h e a d v a n t a g e i n t h e u s e o f v e c t o r n o t a t i o n s , w h i c h I 

h a d l e a r n e d i n P h y s i c s f r o m M a x w e l l . T h i s o b j e c t c o u l d b e b e s t o b -

t a i n e d , n o t b y s h o w i n g , a s I m i g h t h a v e d o n e , t h a t m u c h i n t h e c l a s s i c 

m e t h o d s c o u l d b e c o n v e n i e n t l y a n d p e r s p i c u o u s l y r e p r e s e n t e d b y 

v e c t o r n o t a t i o n s , b u t r a t h e r b y s h o w i n g t h a t t h e s e n o t a t i o n s s o s i m p l i f y 

t h e s u b j e c t , t h a t i t i s e a s y t o c o n s t r u c t a m e t h o d f o r t h e c o m p l e t e s o l u t i o n 

o f t h e p r o b l e m . (2 ; 1 4 9 ) 

I n t h i s p a p e r G i b b s g a v e a s k e t c h o f t h e v e r y e l e m e n t a r y p a r t s o f 

h i s v e c t o r a n a l y s i s ( l i t t l e m o r e t h a n t h e d i r e c t a n d s k e w p r o d u c t s ) , 

a n d w i t h t h e s e m e t h o d s h e d e v e l o p e d a n i m p r o v e d t e c h n i q u e f o r 

t h e d e t e r m i n a t i o n o f a n o r b i t f r o m t h r e e c o m p l e t e o b s e r v a t i o n s . 

S h o r t l y a f t e r t h e p a p e r w a s p u b l i s h e d , A . W . P h i l l i p s a n d W . 

B e e b e p u b l i s h e d a p a p e r i n w h i c h t h e y t e s t e d ( s u c c e s s f u l l y ) h i s 

m e t h o d o n S w i f t ' s C o m e t . 2 7 I t h a s b e e n e s t a b l i s h e d t h a t G i b b s d i d 

m o r e w o r k o n t h i s p r o b l e m , t h o u g h h e d i d n o t p u b l i s h h i s r e s u l t s . 

( 1 ; 1 3 7 ) G i b b s s e n t o u t m o r e r e p r i n t s ( 1 9 9 ) o f t h i s a r t i c l e t h a n o f 

a n y o t h e r a r t i c l e , w i t h t h e e x c e p t i o n o f h i s " O n M u l t i p l e A l g e b r a , " 

o f w h i c h 2 7 6 c o p i e s w e r e d i s t r i b u t e d . ( 1 ; 2 4 7 ) T h e o n l y r e m a i n i n g 

p a p e r s b y G i b b s w h i c h b e a r o n t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s a r e 

t h e f o u r p o l e m i c a l p a p e r s p u b l i s h e d i n Nature f r o m 1 8 9 1 t o 1 8 9 3 . 

T h e s e w i l l b e d i s c u s s e d i n d e t a i l i n t h e f o l l o w i n g c h a p t e r . 
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G i b b s , a s m e n t i o n e d b e f o r e , w a s a n a r d e n t a d m i r e r o f G r a s s -

m a n n ' s w o r k s . T h i s l e d h i m i n 1 8 8 7 t o w r i t e a l e t t e r t o G r a s s m a n n ' s 

s o n , H e r m a n n J r . , c o n t a i n i n g t h e f o l l o w i n g : 

P e r m i t m e t o t a k e t h i s o p p o r t u n i t y t o e x p r e s s m y h o p e t h a t t h e p u b l i -

c a t i o n o f a n o t h e r e d i t i o n o f t h e A u s d e h n u n g s l e h r e o f 1 8 6 2 , w i l l n o t b e 

l o n g d e l a y e d . U s i n g t h a t t r e a t i s e i n o n e o f m y c l a s s e s t w o y e a r s a g o , I 

h a d g r e a t d i f f i c u l t y i n c o l l e c t i n g 3 o r 4 c o p i e s b y b o r r o w i n g , & c . 

A n o t h e r m a t t e r has l o n g b e e n o n m y m i n d . Y o u r h o n o r e d F a t h e r , i n 

t h e p r e f a c e t o t h e f i r s t A u s d e h n u n g s l e h r e , m e n t i o n s a w o r k o n t h e 

tides i n w h h e u s e d t h e p r i n c i p l e s o f t h e A u s d e h n u n g s l e h r e p r i o r t o 

i t s p u b l i c a t i o n . I f t h e m a n u s c r i p t o f t h a t w o r k i s i n e x i s t e n c e , i t s e e m s t o 

m e t h a t i t s p u b l i c a t i o n w o u l d b e a n i m p o r t a n t c o n t r i b u t i o n t o t h e h i s t o r y 

o f t h e d e v e l o p m e n t o f m a t h e m a t i c a l i d e a s i n t h i s c e n t u r y . (1 ; 1 1 4 ) 

H e r m a n n G r a s s m a n n J r . r e p l i e d i n 1 8 8 8 t h a t t h e t h e s i s o n t h e t i d e s 

h a d b e e n l o c a t e d b u t t h e r e m i g h t b e d i f f i c u l t y i n f i n d i n g a p u b -

l i s h e r . ( 1 ; 1 1 5 ) T h i s l e d G i b b s t o w r i t e t o T h o m a s C r a i g , t h e e d i t o r 

o f t h e American Journal o f Mathematics, t o a s k i f h e w o u l d c o n -

s i d e r p u b l i s h i n g t h e w o r k . T h e f o l l o w i n g i n t e r e s t i n g p a s s a g e i s 

f r o m t h i s l e t t e r : 

I b e l i e v e t h a t a K a m p f u m s D a s e i n i s j u s t c o m m e n c i n g b e t w e e n t h e 

d i f f e r e n t m e t h o d s a n d n o t a t i o n s o f m u l t i p l e a l g e b r a , e s p e c i a l l y b e -

t w e e n t h e i d e a s o f G r a s s m a n n & o f H a m i l t o n . T h e m o s t i m p o r t a n t q u e s -

t i o n i s o f c o u r s e t h a t o f m e r i t , b u t w i t h t h i s q u e s t i o n s o f p r i o r i t y a r e i n -

e x t r i c a b l y e n t a n g l e d , & w i l l b e c e r t a i n t o b e t h e m o r e d i s c u s s e d , s i n c e 

t h e r e a r e s o m a n y p e r s o n s w h o c a n j u d g e o f p r i o r i t y t o o n e w h o c a n 

j u d g e o f m e r i t . T h o s e w h o a r e t o d i s c u s s t h e s e s u b j e c t s o u g h t t o h a v e t h e 

d o c u m e n t s b e f o r e t h e m , & n o t b e h a n d i c a p p e d a s I w a s t w o y e a r s a g o , 

f o r w a n t o f t h e m . (1 ; 1 1 5 ) 

G i b b s ' p r o p h e c y , t h a t a " s t r u g g l e f o r e x i s t e n c e " b e t w e e n t h e 

d i f f e r e n t m e t h o d s w a s i m m i n e n t , w a s c e r t a i n l y f u l f i l l e d . A l t h o u g h 

C r a i g c o n s e n t e d t o p u b l i s h t h e w o r k , t h i s b e c a m e u n n e c e s s a r y 

w h e n i t w a s d e c i d e d t h a t G r a s s m a n n ' s c o l l e c t e d w o r k s s h o u l d b e 

p u b l i s h e d . I n t h i s r e g a r d H e r m a n n G r a s s m a n n J r . w r o t e t o G i b b s 

i n 1 8 9 3 : 

F o r t h e c o m p l e t i o n o f a c o l l e c t e d e d i t i o n o f t h e m a t h e m a t i c a l a n d 

p h y s i c a l w o r k s o f m y f a t h e r w e h a v e t o t h a n k p r i m a r i l y t h e e n e r g e t i c 

l a b o r s o f P r o f e s s o r F . K l e i n o f G o t t i n g e n , w h o t h r o u g h h i s w i d e c o n n e c -

t i o n s has s u p p l i e d t h e n e c e s s a r y d r i v i n g f o r c e f o r t h e u n d e r t a k i n g . 

H o w e v e r t h e c r e d i t f o r s t i r r i n g u p i n t e r e s t i n t h e m a t t e r i s e x c l u s i v e l y 

y o u r s . (1 ; 1 1 5 - 1 1 6 ) 

A s a f i n a l n o t e i t m a y b e m e n t i o n e d t h a t i n 1 8 9 9 M a x A b r a h a m 

( o n e o f t h e a d v o c a t e s o f v e c t o r a n a l y s i s i n G e r m a n y ) r e q u e s t e d 

G i b b s t o w r i t e a n a r t i c l e o n v e c t o r a n a l y s i s f o r t h e Encyklopadie 
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der mathematischen Wissenschaften, a r e q u e s t w h i c h e v i d e n t l y 

G i b b s d e c l i n e d t o f u l f i l l . ( 1 ; 2 3 1 ) 

B y t h e t i m e t h a t G i b b s d i e d i n 1 9 0 3 h e h a d m a d e n u m e r o u s 

i m p o r t a n t c o n t r i b u t i o n s t o v e c t o r a n a l y s i s . T h i s w a s p o s s i b l e n o t 

o n l y b e c a u s e o f h i s c r e a t i v e p o w e r s i n m a t h e m a t i c s b u t a l s o b y h i s 

g r e a t a b i l i t y t o s e i z e u p o n t h e m o s t s i g n i f i c a n t t r a d i t i o n s i n t h e 

m a t h e m a t i c s a n d p h y s i c a l s c i e n c e o f t h e t i m e , a n d t h e n c e t o c o n -

s t r u c t a s y s t e m i n h a r m o n y w i t h t h e d e m a n d s o f t h e t i m e . 

I t i s s t r i k i n g t h a t a h i s t o r i c a l p h e n o m e n o n o f t h e 1 8 4 0 ' s o c c u r r e d 

a g a i n i n t h e 1 8 8 0 ' s . I n t h e 1 8 4 0 ' s H a m i l t o n a n d G r a s s m a n n i n d e -

p e n d e n t l y a n d s i m u l t a n e o u s l y c r e a t e d v e c t o r i a l s y s t e m s w i t h a 

n u m b e r o f s i m i l a r i t i e s . I n t h e 1 8 8 0 ' s a n o t h e r s c i e n t i s t , g e o -

g r a p h i c a l l y a n o c e a n a w a y f r o m G i b b s , w a s c o v e r i n g m u c h t h e s a m e 

m a t h e m a t i c a l t e r r a i n a s G i b b s . T h i s w a s O l i v e r H e a v i s i d e . 

V I . Oliver Heaviside 

O l i v e r H e a v i s i d e w a s b o r n M a y 1 8 , 1 8 5 0 , i n L o n d o n t o a f a m i l y 

w i t h l i t t l e f i n a n c i a l s e c u r i t y . 2 8 H e a v i s i d e ' s f o r m a l e d u c a t i o n c a m e 

t o a n e n d i n 1 8 6 6 ; h e n c e h e l a c k e d u n i v e r s i t y t r a i n i n g . I n 1 8 6 8 , 

p r o b a b l y t h r o u g h t h e i n f l u e n c e o f h i s u n c l e S i r C h a r l e s W h e a t -

s t o n e , H e a v i s i d e t o o k a j o b a s a t e l e g r a p h o p e r a t o r . E l e c t r i c a l 

p r o b l e m s b e g a n t o i n t e r e s t h i m , a n d i n 1 8 7 2 h e p u b l i s h e d t h e f i r s t 

o f h i s n u m e r o u s e l e c t r i c a l p a p e r s . H e r e t i r e d f r o m t h i s p o s i t i o n i n 

1 8 7 4 t o l i v e w i t h h i s p a r e n t s a n d p u r s u e i n d e p e n d e n t s t u d y a n d 

r e s e a r c h . A m o n g t h e b o o k s h e s t u d i e d w a s M a x w e l l ' s r e c e n t l y 

p u b l i s h e d ( 1 8 7 3 ) Treatise on Electricity and Magnetism. 

T h e a b o v e n a r r a t i v e m a y b e e x t e n d e d b y t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t 

i n c l u d e d b y H e a v i s i d e i n a r e v i e w o f W i l s o n ' s Vector Analysis. 

H e a v i s i d e b e g a n b y t e l l i n g t h e s t o r y o f a b o y w h o , e n c h a n t e d b y 

t h e w o r d " Q u a t e r n i o n , " s e t h i m s e l f t o r e a d i n g H a m i l t o n ' s b o o k s . 

H e t o o k t h o s e b o o k s h o m e a n d t r i e d t o f i n d o u t . H e s u c c e e d e d a f t e r 

s o m e t r o u b l e , b u t f o u n d s o m e o f t h e p r o p e r t i e s o f v e c t o r s p r o f e s s e d l y 

p r o v e d w e r e w h o l l y i n c o m p r e h e n s i b l e . H o w c o u l d t h e s q u a r e o f a 

v e c t o r b e n e g a t i v e ? A n d H a m i l t o n w a s s o p o s i t i v e a b o u t i t . A f t e r t h e 

d e e p e s t r e s e a r c h , t h e y o u t h g a v e i t u p , a n d r e t u r n e d t h e b o o k s . H e t h e n 

d i e d , a n d w a s n e v e r s e e n a g a i n . H e h a d b e g u n t h e s t u d y o f Q u a t e r n i o n s 

t o o s o o n . 

M y o w n i n t r o d u c t i o n t o q u a t e r n i o n i c s t o o k p l a c e i n q u i t e a d i f f e r -

e n t m a n n e r . M a x w e l l e x h i b i t e d h i s m a i n r e s u l t s i n q u a t e r n i o n i c f o r m 

i n h i s t r e a t i s e . I w e n t t o P r o f T a i t ' s t r e a t i s e t o g e t i n f o r m a t i o n , a n d t o 

l e a r n h o w t o w o r k t h e m . I h a d t h e s a m e d i f f i c u l t i e s a s t h e d e c e a s e d 

y o u t h , b u t b y s k i p p i n g t h e m , w a s a b l e t o s e e t h a t q u a t e r n i o n i c s c o u l d 
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b e e m p l o y e d c o n s i s t e n t l y i n v e c t o r i a l w o r k . B u t o n p r o c e e d i n g t o a p -

p l y q u a t e r n i o n i c s t o t h e d e v e l o p m e n t o f e l e c t r i c a l t h e o r y , I f o u n d i t 

v e r y i n c o n v e n i e n t . Q u a t e r n i o n i c s w a s i n i t s v e c t o r i a l a s p e c t s a n t i p h y s i -

c a l a n d u n n a t u r a l , a n d d i d n o t h a r m o n i s e w i t h c o m m o n s c a l a r m a t h e -

m a t i c s . S o I d r o p p e d o u t t h e q u a t e r n i o n a l t o g e t h e r , a n d k e p t t o p u r e 

sca la rs a n d v e c t o r s , u s i n g a v e r y s i m p l e v e c t o r i a l a l g e b r a i n m y p a p e r s 

f r o m 1 8 8 3 o n w a r d . 

U p t o 1 8 8 8 I i m a g i n e d t h a t I w a s t h e o n l y o n e d o i n g v e c t o r i a l w o r k o n 

p o s i t i v e p h y s i c a l p r i n c i p l e s ; b u t t h e n I r e c e i v e d a c o p y o f P r o f . G i b b s ' s 

V e c t o r A n a l y s i s ( u n p u b l i s h e d , 1 8 8 1 - 4 ) . T h i s w a s a s o r t o f c o n d e n s e d 

s y n o p s i s o f a t r e a t i s e . T h o u g h d i f f e r e n t i n a p p e a r a n c e , i t w a s e s s e n t i a l l y 

t h e s a m e v e c t o r i a l a l g e b r a a n d a n a l y s i s t o w h i c h I h a d b e e n l e d . 

a s t i m e w e n t o n , a n d a f t e r a p e r i o d d u r i n g w h i c h t h e d i f f u s i o n o f p u r e 

v e c t o r i a l a n a l y s i s m a d e m u c h p r o g r e s s , i n s p i t e o f t h e d i s p a r a g e m e n t 

o f t h e E d i n b u r g h s c h o o l o f s c o r n e r s ( o n e o f w h o m s a i d s o m e o f m y w o r k 

w a s " a d i s g r a c e t o t h e R o y a l S o c i e t y , " t o m y g r e a t d e l i g h t ) , i t w a s m o s t 

g r a t i f y i n g t o f i n d t h a t P r o f . T a i t s o f t e n e d i n h i s h a r s h j u d g m e n t s , a n d 

c a m e t o r e c o g n i s e t h e e x i s t e n c e o f r i c h f i e l d s o f p u r e v e c t o r a n a l y s i s , 

a n d t o t o l e r a t e t h e w o r k e r s t h e r e i n . 

I a p p e a s e d T a i t c o n s i d e r a b l y ( d u r i n g a l i t t l e c o r r e s p o n d e n c e w e h a d ) 

b y d i s c l a i m i n g a n y i d e a o f d i s c o v e r i n g a n e w s y s t e m . I p r o f e s s e d l y 

d e r i v e d m y s y s t e m f r o m H a m i l t o n a n d T a i t b y e l i m i n a t i o n a n d s i m p l i -

f i c a t i o n , b u t a l l t h e s a m e c l a i m e d t o h a v e d i f f u s e d a w o r k i n g k n o w l e d g e 

o f v e c t o r s , a n d t o h a v e d e v i s e d a t h o r o u g h l y p r a c t i c a l s y s t e m . 2 9 

F r o m t h i s q u o t a t i o n a n u m b e r o f i m p o r t a n t f a c t s b e c o m e e v i d e n t . 

F i r s t , i t i s s t r i k i n g t h a t H e a v i s i d e , l i k e G i b b s , b e c a m e i n t e r e s t e d 

i n q u a t e r n i o n s t h r o u g h M a x w e l l ' s Treatise. H e a v i s i d e t h e n n a t u -

r a l l y t u r n e d t o T a i t . S e c o n d , H e a v i s i d e , a s h a d G i b b s , d e v e l o p e d 

h i s s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s f r o m t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . H e a v i -

s i d e e x p l i c i t l y s t a t e d t h a t h e d i d t h i s " b y e l i m i n a t i o n a n d s i m -

p l i f i c a t i o n . " T h i r d , i t i s c l e a r t h a t u n t i l 1 8 8 8 H e a v i s i d e w o r k e d i n 

c o m p l e t e i n d e p e n d e n c e o f G i b b s . 3 0 F o u r t h , H e a v i s i d e ' s r e m a r k 

c o n c e r n i n g T a i t ' s e v e n t u a l r e c o g n i t i o n o f t h e v a l u e o f v e c t o r 

a n a l y s i s i s c e r t a i n l y o f i n t e r e s t . F i n a l l y , i t i s s i g n i f i c a n t t h a t H e a v i -

s i d e m a d e n o m e n t i o n o f G r a s s m a n n ; i n d e e d t h e r e i s n o r e a s o n 

f o r b e l i e v i n g t h a t h e h a d e v e n h e a r d o f G r a s s m a n n u n t i l h e r e -

c e i v e d G i b b s ' b o o k l e t i n 1 8 8 8 . 

V I I . Heaviside's Electrical Papers 

T h e f i r s t p a p e r i n w h i c h H e a v i s i d e i n t r o d u c e d v e c t o r m e t h o d s 

w a s h i s 1 8 8 2 - 1 8 8 3 p a p e r " T h e R e l a t i o n s b e t w e e n M a g n e t i c F o r c e 

a n d E l e c t r i c C u r r e n t , " p u b l i s h e d i n t h e Electrician.31 T h e w a y i n 
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w h i c h v e c t o r s w e r e i n t r o d u c e d b y H e a v i s i d e i s s o m e w h a t s u r -

p r i s i n g . H e b e g a n b y d i s c u s s i n g a n e l e c t r i c a l t h e o r y w h i c h i n -

v o l v e d i n i t s m a t h e m a t i c a l t r e a t m e n t t h e C a r t e s i a n e q u i v a l e n t o f 

t h e c u r l . H e t h e n g a v e a q u a s i d e f i n i t i o n o f c u r l : " W h e n o n e v e c t o r 

o r d i r e c t e d q u a n t i t y , B , i s r e l a t e d t o a n o t h e r v e c t o r , C , s o t h a t t h e 

l i n e - i n t e g r a l o f B round a n y c l o s e d c u r v e e q u a l s t h e i n t e g r a l o f 

C through t h e c u r v e , t h e v e c t o r C i s c a l l e d t h e c u r l o f t h e v e c t o r 

B . " ( 5 , 1 ; 1 9 9 ) H e a v i s i d e e x t e n d e d t h i s d i s c u s s i o n o f t h e c u r l b y 

t r e a t i n g p o t e n t i a l s f o r s c a l a r a n d v e c t o r f i e l d s . T h i s w a s f o l l o w e d 

b y a d i s c u s s i o n o f q u a t e r n i o n s . 

A f t e r p o i n t i n g o u t t h e g r e a t n e e d f o r a v e c t o r i a l m e t h o d f o r 

r e p r e s e n t i n g t h e n u m e r o u s v e c t o r i a l q u a n t i t i e s i n p h y s i c s , h e 

c o m m e n t e d t h a t q u a t e r n i o n s w e r e s u c h a m e t h o d , b u t f o r s o m e 

r e a s o n q u a t e r n i o n s h a d n o t b e e n u s e d . H e s u g g e s t e d t h e r e a s o n : 

A g a i n s t t h e a b o v e s t a t e d g r e a t a d v a n t a g e s o f Q u a t e r n i o n s has t o b e 

s e t t h e f a c t t h a t t h e o p e r a t i o n s m e t w i t h a r e m u c h m o r e d i f f i c u l t t h a n 

t h e c o r r e s p o n d i n g o n e s i n t h e o r d i n a r y s y s t e m , s o t h a t t h e s a v i n g o f 

l a b o u r i s , i n a g r e a t m e a s u r e , i m a g i n a r y . T h e r e i s m u c h m o r e t h i n k i n g 

t o b e d o n e , f o r t h e m i n d has t o d o w h a t i n s c a l a r a l g e b r a i s d o n e a l m o s t 

m e c h a n i c a l l y . A t t h e s a m e t i m e , w h e n w o r k i n g w i t h v e c t o r s b y t h e 

s c a l a r s y s t e m , t h e r e i s g r e a t a d v a n t a g e t o b e f o u n d i n c o n t i n u a l l y 

b e a r i n g i n m i n d t h e f u n d a m e n t a l i d e a s o f t h e v e c t o r s y s t e m . M a k e a 

c o m p r o m i s e ; l o o k b e h i n d t h e e a s i l y - m a n a g e d b u t c o m p l e x s c a l a r e q u a -

t i o n s , a n d s e e t h e s i n g l e v e c t o r o n e b e h i n d t h e m , e x p r e s s i n g t h e r e a l 

t h i n g . (5 ,1 ; 2 0 7 ) 

H e g a v e a n i l l u s t r a t i o n o f t h e a d v a n t a g e o f t h i n k i n g i n t e r m s o f v e c -

t o r s , a n d s t a t e d a n d p r o v e d t h e t h e o r e m s a s c r i b e d t o G a u s s a n d 

S t o k e s . T h i s w a s f o l l o w e d b y a f u l l e r d i s c u s s i o n o f v e c t o r p o t e n t i a l 

a n d c u r l , a n d f i n a l l y b y p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s . 

I t i s n o t e w o r t h y t h a t H e a v i s i d e b e g a n h i s p r e s e n t a t i o n i n t h e 

m i d d l e o f v e c t o r a n a l y s i s . S u c h f u n d a m e n t a l s y m b o l s a s i , j , /c, V , 

d d d 
a n d i — + j — + k — , n e v e r a p p e a r e d . H e a v i s i d e h a d i n f a c t m a n -

a x J dy dz 

a g e d t o i n t r o d u c e v e c t o r s i n t h i s p a p e r w i t h o u t h a v i n g s a i d a w o r d 

a b o u t v e c t o r m u l t i p l i c a t i o n . M a n y o f h i s p r o o f s a n d d i s c u s s i o n s 

w e r e t h u s i n a q u a l i t a t i v e o r i n a C a r t e s i a n f o r m . N o t h i n g i n t h e 

p a p e r v i o l a t e d q u a t e r n i o n u s a g e , e x c e p t t h e m a t e r i a l o m i t t e d 

w o u l d b e s t r i k i n g b y i t s a b s e n c e t o a q u a t e r n i o n i s t . A t t h i s s t a g e 

i n h i s w r i t i n g s H e a v i s i d e ' s p r e s e n t a t i o n w a s s c a r c e l y b e y o n d w h a t 

M a x w e l l h a d d o n e . T h e i n t e r e s t i n g b u t p r o b a b l y u n r e s o l v a b l e 

q u e s t i o n a r i s e s a s t o w h e t h e r a t t h e t i m e o f t h e w r i t i n g t h i s p a p e r 

H e a v i s i d e h a d b e g u n t o d e v e l o p h i s n o n q u a t e r n i o n i c s y s t e m . 

H e a v i s i d e ' s n e x t p a p e r w a s e n t i t l e d " C u r r e n t E n e r g y " a n d 

w a s p u b l i s h e d i n 1 8 8 3 i n t h e Electrician. ( 5 , 1 ; 2 3 1 - 2 5 5 ) I n t h i s 
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p a p e r a d i s c u s s i o n o f c e r t a i n e l e c t r i c a l q u e s t i o n s l e d t o a q u a n t i t y 

c o m p o s e d o f t h e p r o d u c t o f t h e l e n g t h s o f t w o v e c t o r i a l q u a n t i t i e s 

m u l t i p l i e d b y t h e c o s i n e o f t h e a n g l e b e t w e e n t h e m . H e a v i s i d e 

s t a t e d : 

L e t ds' b e a n e l e m e n t o f l e n g t h o f t h e c u r r e n t C \ T h e p o r t i o n o f M 

d u e t o i t a l o n e i s — AC' ds' cos ( A C ) , o r s i m p l y — A C ' ds', ( i f w e p l a c e 

a s t r o k e o v e r t h e p r o d u c t o f t w o v e c t o r q u a n t i t i e s t o s i g n i f y t h a t t h e 

p r o d u c t o f t h e i r m a g n i t u d e s ( d i s r e g a r d i n g d i r e c t i o n s ) i s t o b e m u l t i -

p l i e d b y t h e c o s i n e o f t h e a n g l e b e t w e e n t h e i r d i r e c t i o n s , i . e . , A m u l -

t i p l i e d b y c o m p o n e n t o f C ' a l o n g A , o r C ' m u l t i p l i e d b y c o m p o n e n t o f 

A a l o n g C ' ; a s w i l l b e d o n e h e r e a f t e r ) . 3 2 

T h e r e m a i n d e r o f t h e p a p e r w a s d e v o t e d t o f u r t h e r d i s c u s s i o n o f 

e l e c t r i c a l q u e s t i o n s i n w h i c h H e a v i s i d e m a d e f r e q u e n t u s e o f t h e 

s c a l a r p r o d u c t . T h e s y m b o l s i , j , k n e v e r a p p e a r e d i n t h i s p a p e r , 

w h i c h a s a w h o l e w a s i d e a l l y s u i t e d f o r a n i n t r o d u c t i o n a n d i l l u s t r a -

t i o n o f t h e s c a l a r p r o d u c t . 

H e a v i s i d e ' s n e x t p a p e r , p u b l i s h e d i n t h e Electrician f o r 1 8 8 3 , 

w a s e n t i t l e d " S o m e E l e c t r o s t a t i c a n d M a g n e t i c R e l a t i o n s . " H e a v i -

s i d e ' s d i s c u s s i o n b e g a n w i t h m a t t e r s r e l a t i n g t o e l e c t r o s t a t i c f o r c e 

a n d i t s c o n v e r g e n c e : 

L e t R d e n o t e t h e e l e c t r o s t a t i c f o r c e , a n d p t h e v o l u m e d e n s i t y o f 

e l e c t r i c i t y t h e n w e m a y s a y 

w h e r e w e u s e c o n v a n d d i v a s a b b r e v i a t i o n s t o b e u n d e r s t o o d a s f o l l o w s : 

I n t e r m s o f t h e c o m p o n e n t s X , Y , Z o f t h e f o r c e , w e h a v e 

T h e e x p r e s s i o n o n t h e r i g h t h a n d s i d e o f t h i s e q u a t i o n ( w i t h t h e — s i g n 

p r e f i x e d ) M a x w e l l c a l l e d t h e " c o n v e r g e n c e " o f t h e f o r c e ; i t i s r e a l l y t h e 

i n t e g r a l a m o u n t o f f o r c e , t a k e n a l g e b r a i c a l l y , entering t h e u n i t v o l u m e ; 

b u t s i n c e + c o n v e r g e n c e i n d i c a t e s n e g a t i v e e l e c t r i f i c a t i o n , w e m a y a s 

w e l l u s e t h e t e r m " d i v e r g e n c e " f o r t h e s a m e q u a n t i t y w i t h + s i g n p r e -

f i x e d (5 ,1 ; 2 5 6 - 2 5 7 ) 

H e a v i s i d e h e r e u s e d t h e t e r m " d i v e r g e n c e " f o r t h e f i r s t t i m e i n h i s 

w r i t i n g s . T h o u g h C l i f f o r d h a d i n t r o d u c e d t h i s t e r m f i v e y e a r s 

e a r l i e r , i t b y n o m e a n s n e c e s s a r i l y f o l l o w s t h a t H e a v i s i d e h a d r e a d 

C l i f f o r d , s i n c e H e a v i s i d e d i d n o t m e n t i o n C l i f f o r d a n d s i n c e d i v e r -

g e n c e i s a n o b v i o u s n a m e f o r t h e n e g a t i v e o f t h e c o n v e r g e n c e . T h e 

p h y s i c a l r e p r e s e n t a t i o n i n t e r m s o f l i n e s o f f o r c e a l s o s u g g e s t s t h i s 

n a m e . M a x w e l l , i t m a y b e r e c a l l e d , i n t r o d u c e d t h e t e r m " c o n v e r -

g e n c e " t o h a r m o n i z e w i t h t h e f i r s t p a r t o f t h e q u a t e r n i o n e q u a t i o n 

47rp = — c o n v . R , o r 47rp = d i v . R , 
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\dx dy dz) \dy dz) 

J \dz dz) \dx d y ) 

T h u s o n e s i g n i f i c a n c e o f H e a v i s i d e ' s u s e o f " d i v e r g e n c e , " i n s t e a d 

o f " c o n v e r g e n c e , " i s t h a t t h i s t e r m h a r m o n i z e s w i t h h i s v i e w o f t h e 

s c a l a r p r o d u c t a s a p o s i t i v e q u a n t i t y . H e a v i s i d e p r o c e e d e d t o a p p l y 

t h e s y m b o l V t o a s c a l a r f u n c t i o n ; h e h a d u s e d t h i s s y m b o l b e f o r e , 

b u t s p a r i n g l y a n d w i t h n o i n t r o d u c t o r y c o m m e n t o n i t a s a v e c t o r i a l 

o p e r a t i o n . 

L a t e r i n t h i s p a p e r H e a v i s i d e i n t r o d u c e d a s e c t i o n e n t i t l e d " T h e 

O p e r a t o r V a n d I t s A p p l i c a t i o n s . " 3 3 A f t e r m e n t i o n o f t h e c u r l , 

d i v e r g e n c e , a n d " s p a c e - v a r i a t i o n " ( M a x w e l l ' s t e r m f o r V P f o r P a 

s c a l a r f u n c t i o n o f p o s i t i o n ) H e a v i s i d e w r o t e : " N o w i t i s v e r y r e -

m a r k a b l e t h a t ( a s w a s d i s c o v e r e d b y T a i t ) t h e s e t h r e e o p e r a t i o n s o f 

c u r l , d i v e r g e n c e , a n d s p a c e - v a r i a t i o n a r e r e a l l y o n l y t h r e e d i f f e r e n t 

f o r m s o f t h e s a m e o p e r a t i o n , t h e e f f e c t v a r y i n g a c c o r d i n g t o t h e 

n a t u r e o f t h e f u n c t i o n u n d e r e x a m i n a t i o n . " ( 5 , 1 ; 2 6 8 ) T h i s w a s 

f o l l o w e d ( a f t e r s o m e e x p l a n a t i o n s ) b y t h e p r e s e n t a t i o n o f t h e 

q u a t e r n i o n u s a g e o f V . 

F o r , i f w e d e n o t e b y i , j , k t h r e e r e c t a n g u l a r v e c t o r s o f unit l e n g t h s 

p a r a l l e l t o x , y , z , t h e n X i w i l l d e n o t e a v e c t o r o f l e n g t h X p a r a l l e l t o 

x , a n d s i m i l a r l y f o r Y j a n d Z/c, c o n s e q u e n t l y w e m a y w r i t e R — 

X i + Y j + Z k w i t h t h e c o n v e n t i o n t h a t t h e s i g n o f a d d i t i o n s i g n i f i e s c o m -

p o u n d i n g a s v e l o c i t i e s . N o w t h e f u l l e x p r e s s i o n o f V i s 

dx J dy dz' 

h e n c e 

E x p a n d t h i s e x p r e s s i o n , w i t h t h e f u r t h e r c o n v e n t i o n s 

i 2 = j2 = k2 — —1, a n d i j — k,jk = i , ki = j , 

a n d w e o b t a i n , 

wo (dX ^dY . (dZ dY\ i - (dX d Z \ , h ( d Y dX\ 

i . e . , VR = c o n v R + c u r l R . (5 ,1 ; 2 7 1 ) 

R e f e r r i n g t o t h e a b o v e u s a g e o f q u a t e r n i o n s , H e a v i s i d e w r o t e : 

" H o w e v e r , t h i s i s m e r e l y p a r e n t h e t i c a l , a n d w e s h a l l h a v e n o m o r e 

c o n c e r n w i t h q u a t e r n i o n e x p r e s s i o n s . . . . " 3 4 W h e n t h i s p a p e r w a s 

r e p u b l i s h e d , H e a v i s i d e a d d e d a f o o t n o t e f u r t h e r t o " e m p h a s i z e t h e 
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f a c t t h a t t h e u s e [ o f q u a t e r n i o n s ] w a s p a r e n t h e t i c a l . " ( 5 , 1 ; 2 7 1 - 2 7 2 ) 

H e a v i s i d e c o n c l u d e d t h i s s e c t i o n w i t h t h e s t a t e m e n t : 

T h e o p e r a t o r V c o n t a i n s t h e w h o l e t h e o r y o f p o t e n t i a l s , w h e t h e r o f 

sca la rs o r v e c t o r s . B u t o w i n g t o t h e r e m a r k a b l y d i f f e r e n t n a t u r e o f t h e 

e f f e c t s o f V o n d i f f e r e n t f u n c t i o n s , i t c o n d u c e s t o c l e a r n e s s t o d i s t i n c t l y 

s e p a r a t e t h e s p a c e - v a r i a t i o n o f a s c a l a r , w h i c h i s e a s i l y g r a s p e d , f r o m t h a t 

o f a v e c t o r , a n d t o i n s t e a d s p e a k o f t h e c u r l o r t h e d i v e r g e n c e o f t h e l a t t e r , 

a s t h e case m a y b e , a n d a s w e h a v e d o n e h i t h e r t o . (5 ,1 ; 2 7 2 ) 

T h e p a p e r w a s c o n c l u d e d b y a s e c t i o n o n f l u i d m o t i o n a n a l o g i e s . 

T h i s i s s i g n i f i c a n t s i n c e t h e s t u d y o f f l u i d m o t i o n i s p r o b a b l y t h e 

i d e a l a r e a o f p h y s i c s b y w h i c h t o i l l u s t r a t e t h e m e a n i n g o f t h e c u r l 

a n d d i v e r g e n c e o f a v e c t o r f u n c t i o n . I n s u m m a r y H e a v i s i d e e x -

p l a i n e d t h e m e a n i n g o f c u r l , d i v e r g e n c e , a n d s p a c e - v a r i a t i o n ; o r , 

i n m o d e r n f o r m , V P f o r P , a s c a l a r f u n c t i o n o f p o s i t i o n , a n d V • R a n d 

V X R f o r R , a v e c t o r f u n c t i o n o f p o s i t i o n . S i n c e H e a v i s i d e h a d n o t 

y e t d e f i n e d t h e v e c t o r p r o d u c t , h e c o u l d n o t w r i t e ( a s h e d i d l a t e r ) 

V V R ( V X R i n m o d e r n n o t a t i o n ) , n o r d i d h e w r i t e S V R ( V • R i n 

m o d e r n n o t a t i o n ) , a s h e c o u l d h a v e d o n e , s i n c e h e h a d d e f i n e d t h e 

s c a l a r p r o d u c t . H e a v o i d e d t h e s e f o r m s b y w r i t i n g d i v R a n d c u r l R . 

I n H e a v i s i d e ' s l a t e r p a p e r s o f 1 8 8 3 a n d 1 8 8 4 u s e w a s m a d e o f 

v e c t o r s , b u t n o n e w p r i n c i p l e s w e r e i n t r o d u c e d . 3 5 I n t h e f i r s t s e c -

t i o n o f h i s f i r s t p a p e r o f 1 8 8 5 , e n t i t l e d " E l e c t r o m a g n e t i c I n d u c t i o n 

a n d i t s P r o p a g a t i o n " a n d p u b l i s h e d i n t h e Electrician, H e a v i s i d e 

i n t r o d u c e d t h e v e c t o r p r o d u c t . 3 6 T h e v e c t o r p r o d u c t , l i k e t h e s c a l a r 

p r o d u c t , w a s i n t r o d u c e d i n t h e c o u r s e o f a d i s c u s s i o n o f p h y s i c a l 

q u e s t i o n s , a n d t h e q u a t e r n i o n s y m b o l V w a s u s e d t o d e s i g n a t e i t . 

H e n c e h e w r o t e C = VeE f o r c e r t a i n v e c t o r s , C , € , a n d E . H i s 

d e f i n i t i o n i s e q u i v a l e n t t o t h e m o d e r n a n d t o t h e q u a t e r n i o n i c 

d e f i n i t i o n . I n t h e s a m e s e c t i o n H e a v i s i d e g a v e t h e v e c t o r e q u a t i o n 

C = k E f o r C ( c o n d u c t i o n c u r r e n t - d e n s i t y ) , E ( e l e c t r i c f o r c e ) , a n d 

k ( a c o n s t a n t ) . T h i s e q u a t i o n , h e p o i n t e d o u t , i s t r u e o n l y f o r a n 

i s o t r o p i c m e d i u m , w h e r e C a n d E a r e p a r a l l e l ; i f t h e m e d i u m i s 

n o t i s o t r o p i c , t h e n k b e c o m e s a " l i n e a r v e c t o r o p e r a t o r . " ( 5 , 1 ; 4 2 9 -

4 3 0 ) 

S o o n a f t e r p u b l i s h i n g t h i s s e c t i o n o f t h e p a p e r ( t h e w h o l e p a p e r 

w a s p u b l i s h e d o v e r a t h r e e - y e a r s p a n , a n d e v e n t h e n i t w a s n o t 

c o m p l e t e d ) , H e a v i s i d e p u b l i s h e d ( 1 8 8 5 ) a p a p e r " O n t h e E l e c t r o -

m a g n e t i c W a v e S u r f a c e " i n t h e Philosophical Magazine. ( 5 , 1 1 ; 

1 - 2 3 ) H e r e i n H e a v i s i d e g a v e t h e f i r s t u n i f i e d p r e s e n t a t i o n o f h i s 

v e c t o r s y s t e m . H e b e g a n t h e p a p e r b y s t a t i n g a p h y s i c a l p r o b l e m 

a n d l e d u p t o t h e s t a t e m e n t : 

O w i n g t o t h e e x t r a o r d i n a r y c o m p l e x i t y o f t h e i n v e s t i g a t i o n w h e n 

w r i t t e n o u t i n C a r t e s i a n f o r m ( w h i c h I b e g a n d o i n g , b u t g a v e u p a g h a s t ) , 
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s o m e a b b r e v i a t e d m e t h o d o f e x p r e s s i o n b e c o m e s d e s i r a b l e . I m a y a l s o 

a d d n e a r l y i n d i s p e n s i b l e , o w i n g t o t h e g r e a t d i f f i c u l t y i n m a k i n g o u t 

t h e m e a n i n g a n d m u t u a l c o n n e c t i o n s o f v e r y c o m p l e x f o r m u l a e . . . . I 

t h e r e f o r e a d o p t , w i t h s o m e s i m p l i f i c a t i o n , t h e m e t h o d o f v e c t o r s , w h i c h 

s e e m s t h e o n l y p r o p e r m e t h o d . (5,11; 3 ) 

H e p o i n t e d o u t t h a t h i s m e t h o d w a s s i m i l a r t o t h e q u a t e r n i o n 

m e t h o d , b u t s i m p l i f i e d . H i s c r i t i c i s m s o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m 

w e r e a t t h a t t i m e m i l d ; h e p r e s e n t e d h i s s y s t e m a s a s o r t o f h a l f - w a y 

h o u s e b e t w e e n a b b r e v i a t e d C a r t e s i a n m e t h o d s a n d q u a t e r n i o n 

m e t h o d s . 

T h e p r e s e n t a t i o n o f h i s s y s t e m w a s v e r y b r i e f . A f t e r d e f i n i n g 

v e c t o r a d d i t i o n , h e g a v e t h e e x p r e s s i o n f o r a v e c t o r i n t e r m s o f 

i , j , a n d k . A f t e r d e f i n i n g t h e s c a l a r a n d v e c t o r p r o d u c t s a n d t h e 

r u l e s f o r a p p l y i n g t h e s e p r o d u c t s t o c o m b i n a t i o n s o f i , j , a n d k , 

H e a v i s i d e d e f i n e d t h e o p e r a t o r V as e q u a l to i ^ + j ^ + k ^ a n d 

s h o w e d i t s e f f e c t s w h e n i t w a s a p p l i e d t o a s c a l a r a s w e l l a s w h e n 

a p p l i e d t o a v e c t o r b y m e a n s o f t h e s c a l a r a n d v e c t o r p r o d u c t s . H e 

t h e n g a v e S t o k e s ' a n d G a u s s ' t h e o r e m s w i t h o u t p r o o f . H i s p r e s e n t a -

t i o n w a s c o n f i n e d t o t w o p a g e s o f t e x t , a n d t h e m e t h o d s p r e s e n t e d 

c o r r e s p o n d e x a c t l y t o t h e m o d e r n m e t h o d s . ( 5 , 1 1 ; 4 - 5 ) H e a v i s i d e ' s 

t r e a t m e n t o f t h e l i n e a r v e c t o r o p e r a t o r ( p r e s e n t e d i n c o n n e c t i o n 

w i t h / x , t h e m a g n e t i c p e r m e a b i l i t y ) w a s b a s e d o n T a i t ' s w o r k , a n d a 

p r o o f f r o m T a i t w a s i n c l u d e d . T h i s p r e s e n t a t i o n a l s o e n c o m p a s s e d 

t w o p a g e s , a n d f r o m i t h e p r o c e e d e d t o h i s p h y s i c a l i n v e s t i g a t i o n . 

( 5 , 1 1 ; 6 - 7 ) 

H e a v i s i d e i n t r o d u c e d n o f u r t h e r i n n o v a t i o n s i n v e c t o r a n a l y s i s 

i n t h e p e r i o d f r o m 1 8 8 5 t o 1 8 8 8 , a t w h i c h t i m e h e r e c e i v e d a c o p y 

o f G i b b s ' w o r k . 3 7 I n h i s p a p e r s w r i t t e n d u r i n g t h i s p e r i o d h e c o n -

t i n u e d t o u s e v e c t o r f o r m u l a e , t h o u g h l e s s f r e q u e n t l y , b e c a u s e o f 

t h e n a t u r e o f t h e p h y s i c a l s u b j e c t s t r e a t e d . H e a v i s i d e w a s i m -

p r e s s e d b y , a n d i n s y m p a t h y w i t h , G i b b s ' w o r k ( e x c e p t i n r e g a r d 

t o n o t a t i o n ) ; a n d h e p a r t i c u l a r l y p r a i s e d G i b b s ' d e v e l o p m e n t o f 

t h e l i n e a r v e c t o r o p e r a t o r . 

H e a v i s i d e w e n t o n t o p u b l i s h t w o o t h e r s u m m a r i e s o f h i s v e c t o r 

m e t h o d i n j o u r n a l s , t h e f i r s t i n t h e Electrician, b e g i n n i n g i n 1 8 9 1 , 

a n d t h e s e c o n d in t h e Transactions o f the Royal Society o f London 

f o r 1 8 9 2 . T h e s e p a p e r s r e q u i r e o n l y b r i e f m e n t i o n ( w i t h t h e e x -

c e p t i o n o f s o m e p o l e m i c a l p a r t s w h i c h w i l l b e d i s c u s s e d l a t e r ) 

s i n c e t h e i m p o r t a n t p o i n t s r e l e v a n t t o t h e m w i l l b e m a d e i n t h e 

d i s c u s s i o n o f h i s Electromagnetic Theory o f 1 8 9 3 . 

I n a p a p e r o f 1 8 9 2 H e a v i s i d e g a v e t h e f o l l o w i n g d e s c r i p t i o n o f 

h i s s y s t e m : 
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I t r es t s e n t i r e l y u p o n a f e w d e f i n i t i o n s , a n d m a y b e r e g a r d e d ( f r o m o n e 

p o i n t o f v i e w ) a s a s y s t e m a t i c a l l y a b b r e v i a t e d C a r t e s i a n m e t h o d o f i n -

v e s t i g a t i o n , a n d b e u n d e r s t o o d a n d p r a c t i c a l l y u s e d b y a n y o n e ac -

c u s t o m e d t o C a r t e s i a n s , w i t h o u t a n y s t u d y o f t h e d i f f i c u l t s c i e n c e o f 

Q u a t e r n i o n s . I t i s s i m p l y t h e e l e m e n t s o f Q u a t e r n i o n s w i t h o u t t h e 

q u a t e r n i o n s , w i t h t h e n o t a t i o n s i m p l i f i e d t o t h e u t t e r m o s t , a n d w i t h t h e 

v e r y i n c o n v e n i e n t minus s i g n b e f o r e s c a l a r p r o d u c t s d o n e a w a y w i t h . 

(5,11; 5 2 9 ) 

T h i s q u o t a t i o n f r o m H e a v i s i d e m a y b e t a k e n a s a p a r t i a l s u m m a r y 

o f t h e n a t u r e o f h i s s y s t e m a n d o f h i s p o s i t i o n i n t h e h i s t o r y o f 

v e c t o r a n a l y s i s . H i s s y s t e m w a s u n q u e s t i o n a b l y q u a t e r n i o n i c i n 

o r i g i n ; i n d e e d n u m e r o u s r e m n a n t s f r o m t h e o l d e r t r a d i t i o n r e -

m a i n e d i n h i s s y s t e m . B u t t h e r e w a s a s e c o n d o r i g i n ( u s i n g t h e 

t e r m i n a d i f f e r e n t s e n s e ) o f h i s s y s t e m ; t h i s w a s h i s a b i l i t y t o d i s -

c e r n w h i c h e l e m e n t s o f q u a t e r n i o n a n a l y s i s s h o u l d b e e l i m i n a t e d , 

w h i c h a l t e r e d , a n d w h i c h r e t a i n e d . H e a v i s i d e , u n l i k e G i b b s , did 

not i n g e n e r a l c r e a t e n e w t h e o r e m s i n v e c t o r a n a l y s i s , b u t H e a v i -

s i d e , u n l i k e G i b b s , did a s s o c i a t e v e c t o r a n a l y s i s w i t h a l a r g e n u m -

b e r o f n e w a n d i m p o r t a n t i d e a s i n t h e e v e r - e x p a n d i n g f i e l d o f 

e l e c t r i c i t y , p a r t i c u l a r l y i n t h e l i n e s o f d e v e l o p m e n t b e g u n b y M a x -

w e l l . F u r t h e r m o r e H e a v i s i d e s h o u l d r e c e i v e c r e d i t f o r h a v i n g 

p u b l i s h e d t h e f i r s t d e t a i l e d t r e a t m e n t o f v e c t o r a n a l y s i s ; t h i s a p -

p e a r e d a s a l o n g ( 1 7 3 p a g e s ) c h a p t e r ( c o m p i l e d f r o m a s e r i e s o f 

a r t i c l e s i n t h e Electrician) i n v o l u m e o n e o f H e a v i s i d e ' s Electro-

magnetic Theory o f 1 8 9 3 . 

V I I I . Heaviside's E l e c t r o m a g n e t i c T h e o r y 

H e a v i s i d e ' s Electromagnetic Theory w a s p u b l i s h e d i n t h r e e 

v o l u m e s ; t h e f i r s t v o l u m e a p p e a r e d i n 1 8 9 3 , t h e s e c o n d i n 1 8 9 9 , 

a n d t h e t h i r d i n 1 9 1 2 . O f t h e s e t h e f i r s t v o l u m e i s t h e m o s t i m p o r -

t a n t i n t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s , s i n c e i t c o n t a i n e d t h e f i r s t 

e x t e n s i v e p u b l i s h e d t r e a t m e n t o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . 3 8 T h e 

d i s c u s s i o n o f H e a v i s i d e ' s c h a p t e r o n v e c t o r a n a l y s i s w i l l c e n t e r 

o n ( 1 ) i t s c o n t e n t s , ( 2 ) t h e q u e s t i o n o f H e a v i s i d e ' s r e l a t i o n t o T a i t 

a n d t o G i b b s , ( 3 ) t h e r e l a t i o n o f H e a v i s i d e ' s p r e s e n t a t i o n o f v e c t o r 

a n a l y s i s t o h i s e l e c t r i c a l w r i t i n g s , a n d ( 4 ) t h e f o r c e f u l n e s s o f 

H e a v i s i d e ' s p o l e m i c s . H e a v i s i d e ' s s t y l e c a n b e p l a c e d s o m e w h e r e 

b e t w e e n b r i l l i a n t a n d o b n o x i o u s d e p e n d i n g o n o n e ' s p o i n t o f v i e w . 

A t l e a s t h e w a s n e v e r d u l l ; i n d e e d , G . M , M i n c h i n r e f e r r e d t o 

H e a v i s i d e a s " t h e W a l t W h i t m a n o f E n g l i s h P h y s i c s . " 3 9 B e c a u s e 

o f t h e r i c h n e s s o f H e a v i s i d e ' s s t y l e a n d t h e i m p o r t a n c e o f h i s 

p o l e m i c s l i b e r a l u s e w i l l b e m a d e o f q u o t a t i o n s . 
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I n t h e p r e f a c e t o v o l u m e o n e o f h i s Electromagnetic Theory40 

H e a v i s i d e s t a t e d t h a t h e w o u l d u s e v e c t o r s i n h i s t r e a t m e n t o f 

e l e c t r i c i t y , " f o r t h e s u f f i c i e n t r e a s o n t h a t v e c t o r s a r e t h e m a i n s u b -

j e c t o f i n v e s t i g a t i o n . " ( 4 ; i i i ) H e a v i s i d e , l i k e M a x w e l l b e f o r e h i m , 

v i e w e d t h i s a s a v e r y i m p o r t a n t r e a s o n f o r u s i n g v e c t o r s . H e a v i s i d e 

h a s c o m e t o b e k n o w n a s o n e o f t h e g r e a t , p e r h a p s t h e g r e a t e s t , 

d e v e l o p e r s o f M a x w e l l ' s e l e c t r i c a l t h e o r i e s ; i t i s l e s s w e l l k n o w n 

t h a t h e a l s o d e v e l o p e d M a x w e l l ' s v i e w s o n v e c t o r a n a l y s i s . I n h i s 

p r e f a c e H e a v i s i d e d e s c r i b e d h i s c h a p t e r o n v e c t o r a n a l y s i s : 

R e g a r d e d a s a t r e a t i s e o n v e c t o r i a l a l g e b r a , t h i s c h a p t e r has m a n i f e s t 

s h o r t c o m i n g s . I t i s o n l y t h e f i r s t r u d i m e n t s o f t h e s u b j e c t . N e v e r t h e l e s s , 

a s t h e r e a d e r m a y s e e f r o m t h e a p p l i c a t i o n s m a d e , i t i s f u l l y s u f f i c i e n t f o r 

o r d i n a r y u s e i n t h e m a t h e m a t i c a l s c i e n c e s w h e r e t h e C a r t e s i a n m a t h e -

m a t i c s i s u s u a l l y e m p l o y e d , a n d w e n e e d n o t t r o u b l e a b o u t m o r e a d -

v a n c e d d e v e l o p m e n t s b e f o r e t h e e l e m e n t s a r e t a k e n u p . N o w , t h e r e a r e 

n o t r e a t i s e s o n v e c t o r a l g e b r a i n e x i s t e n c e y e t , s u i t a b l e f o r m a t h e m a t i c a l 

p h y s i c s , a n d i n h a r m o n y w i t h t h e C a r t e s i a n m a t h e m a t i c s ( a m a t t e r t o 

w h i c h I a t t a c h t h e g r e a t e s t i m p o r t a n c e ) . I b e l i e v e , t h e r e f o r e , t h a t t h i s 

c h a p t e r m a y b e u s e f u l a s a s t o p g a p . (4 ; i v ) 

C h a p t e r I o f t h e b o o k w a s e n t i t l e d " I n t r o d u c t i o n . " H e r e i n H e a v i -

s i d e s u m m a r i z e d t h e h i s t o r y o f e l e c t r i c a l t h e o r y a n d a t o n e p o i n t 

s t a t e d : " T h e c r o w n i n g a c h i e v e m e n t w a s r e s e r v e d f o r t h e h e a v e n -

s e n t M a x w e l l , a m a n w h o s e f a m e , g r e a t a s i t i s n o w , h a s , c o m -

p a r a t i v e l y s p e a k i n g , y e t t o c o m e . " ( 4 ; 1 4 ) 

I n c h a p t e r I I H e a v i s i d e b e g a n t h e f o r m a l d e v e l o p m e n t o f e l e c t r o -

m a g n e t i c t h e o r y , a n d b y t h e s e c o n d p a r a g r a p h v e c t o r s h a d a p -

p e a r e d . L a t e r i n t h e c h a p t e r m i s c e l l a n e o u s v e c t o r p r o p e r t i e s w e r e 

i n t r o d u c e d t o s e t t h e s t a g e f o r c h a p t e r I I I , e n t i t l e d " T h e E l e m e n t s 

o f V e c t o r i a l A l g e b r a a n d A n a l y s i s , " w h i c h e x t e n d e d t o 1 7 3 p a g e s . 

H e a v i s i d e ' s p o l e m i c s b e g a n w i t h h i s s t a t e m e n t t h a t t h e m a j o r i t y 

o f t h e e n t i t i e s d e a l t w i t h i n g e o m e t r y a n d i n p h y s i c a l s c i e n c e a r e 

v e c t o r s . S i n c e o r d i n a r y a l g e b r a c o n t a i n s n o m e t h o d s f o r t r e a t i n g 

t h e s e q u a n t i t i e s d i r e c t l y , a v e c t o r a l g e b r a i s n e e d e d . ( 4 ; 1 3 2 - 1 3 3 ) 

H e c o m p a r e d t h e C a r t e s i a n a p p r o a c h t o t h e v e c t o r a p p r o a c h a n d 

s t r e s s e d t h e e c o n o m y o f e x p r e s s i o n , t h e n a t u r a l n e s s , a n d t h e s u s -

c e p t i b i l i t y t o i n t u i t i v e c o m p r e h e n s i o n p e r m i t t e d b y t h e l a t t e r . ( 4 ; 

1 3 3 - 1 3 4 ) 

T o t h i s p o i n t H e a v i s i d e h a d w r i t t e n n o t h i n g t h a t w o u l d d i s p l e a s e 

e v e n t h e s t a u n c h e s t q u a t e r n i o n a d v o c a t e ; t h i s c h a n g e d a n d 

c h a n g e d r a p i d l y w h e n H e a v i s i d e w r o t e : 

B u t s u p p o s i n g , a s i s g e n e r a l l y s u p p o s e d , v e c t o r a l g e b r a i s s o m e t h i n g 

" a w f u l l y d i f f i c u l t , " i n v o l v i n g m e t a p h y s i c a l c o n s i d e r a t i o n s o f a n a b -

s t r u s e n a t u r e , o n l y t o b e t h o r o u g h l y u n d e r s t o o d b y c o n s u m m a t e l y p r o -

f o u n d m e t a p h y s i c o m a t h e m a t i c i a n s , s u c h a s P r o f . T a i t , f o r e x a m p l e . 

1 7 0 



D e v e l o p m e n t o f t h e M o d e r n S y s t e m o f V e c t o r A n a l y s i s 

W e l l , i f so , t h e r e w o u l d n o t b e t h e s l i g h t e s t c h a n c e f o r v e c t o r a l g e b r a 

a n d a n a l y s i s t o e v e r b e c o m e g e n e r a l l y u s e f u l . 

T h e r e w a s a t i m e , i n d e e d , w h e n I , a l t h o u g h r e c o g n i s i n g t h e a p p r o p r i a t e -

ness o f v e c t o r a n a l y s i s i n e l e c t r o m a g n e t i c t h e o r y ( a n d i n m a t h e m a t i c a l 

p h y s i c s g e n e r a l l y ) , d i d t h i n k i t w a s h a r d e r t o u n d e r s t a n d a n d t o w o r k 

t h a n t h e C a r t e s i a n a n a l y s i s . B u t t h a t w a s b e f o r e I h a d t h r o w n o f f t h e 

q u a t e r n i o n i c o l d - m a n - o f - t h e - s e a w h o f a s t e n e d h i m s e l f o n m y s h o u l d e r s 

w h e n r e a d i n g t h e o n l y a c c e s s i b l e t r e a t i s e o n t h e s u b j e c t — P r o f . T a i t ' s 

Q u a t e r n i o n s . B u t I c a m e l a t e r t o s e e t h a t , s o f a r a s t h e v e c t o r a n a l y s i s I 

r e q u i r e d w a s c o n c e r n e d , t h e q u a t e r n i o n w a s n o t o n l y n o t r e q u i r e d , b u t 

w a s a p o s i t i v e e v i l o f n o i n c o n s i d e r a b l e m a g n i t u d e ; . . . . 

T h e r e i s n o t a g h o s t o f a q u a t e r n i o n i n a n y o f m y p a p e r s ( e x c e p t i n o n e , 

f o r a s p e c i a l p u r p o s e ) . T h e v e c t o r a n a l y s i s I u s e m a y b e d e s c r i b e d e i t h e r 

a s a c o n v e n i e n t a n d s y s t e m a t i c a b b r e v i a t i o n o f C a r t e s i a n a n a l y s i s ; o r 

e l s e , a s Q u a t e r n i o n s w i t h o u t t h e q u a t e r n i o n s , a n d w i t h a s i m p l i f i e d 

n o t a t i o n h a r m o n i s i n g w i t h C a r t e s i a n s . ( 4 ; 1 3 4 - 1 3 5 ) 

H e a v i s i d e t h e n m e n t i o n e d t h a t M a x w e l l h a d p o i n t e d o u t " t h e 

s u i t a b i l i t y o f v e c t o r i a l m e t h o d s t o t h e t r e a t m e n t o f h i s s u b j e c t . . . " 

( 4 ; 1 3 5 ) w i t h o u t a d v o c a t i n g t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . I t i s c l e a r w h o m 

H e a v i s i d e w i s h e d t o v i e w a s h i s i n t e l l e c t u a l a n c e s t o r . 

H e a v i s i d e w e n t o n t o a r g u e t h a t i f o n e a t t e m p t e d t o d e t e r m i n e 

w h a t p r o c e s s e s o c c u r m o s t f r e q u e n t l y i n C a r t e s i a n m a t h e m a t i c s , h e 

w o u l d f i n d j u s t t h o s e p r o c e s s e s t h a t a r e s y s t e m a t i z e d i n v e c t o r 

a n a l y s i s ; n o w h e r e h o w e v e r w o u l d t h e q u a t e r n i o n a p p e a r . H u m o r , 

h i s t o r y , a n d m a t h e m a t i c a l i n s i g h t w e r e m i x e d i n h i s n e x t s t a t e m e n t : 

" Q u a t e r n i o n " w a s , I t h i n k , d e f i n e d b y a n A m e r i c a n s c h o o l g i r l t o b e " a n 

a n c i e n t r e l i g i o u s c e r e m o n y . " T h i s w a s , h o w e v e r , a c o m p l e t e m i s t a k e . 

T h e a n c i e n t s — u n l i k e P r o f . T a i t — k n e w n o t , a n d d i d n o t w o r s h i p Q u a t e r -

n i o n s . T h e q u a t e r n i o n a n d i t s l a w s w e r e d i s c o v e r e d b y t h a t e x t r a o r d i n a r y 

g e n i u s S i r W . H a m i l t o n . A q u a t e r n i o n i s n e i t h e r a s c a l a r , n o r a v e c t o r , 

b u t a s o r t o f c o m b i n a t i o n o f b o t h . I t has n o p h y s i c a l r e p r e s e n t a t i v e s , b u t 

i s a h i g h l y a b s t r a c t m a t h e m a t i c a l c o n c e p t . (4 ; 1 3 6 ) 

H e a v i s i d e t h e n t u r n e d t o ( o r b e t t e r , o n ) T a i t b y w r i t i n g : " C o n -

s i d e r i n g t h e o b l i g a t i o n s I a m p e r s o n a l l y u n d e r t o P r o f . T a i t ( i n 

s p i t e o f t h a t l a m e n t a b l e s e c o n d c h a p t e r ) , i t d o e s s e e m u n g r a t e f u l 

t h a t I s h o u l d c o m p l a i n . " ( 4 ; 1 3 7 ) N a t u r a l l y t h i s s t a t e m e n t w a s 

f o l l o w e d b y a l i s t o f c o m p l a i n t s , o n e o f w h i c h c o n c e r n e d T a i t ' s 

t r e a t m e n t o f G i b b s a n d h i s " h e r m a p h r o d i t e m o n s t e r " s y s t e m . ( 4 ; 

1 3 7 - 1 3 8 ) H e a v i s i d e p r a i s e d G i b b s ' Elements o f Vector Analysis 

a n d e x p r e s s e d h i s a g r e e m e n t w i t h G i b b s ' i d e a s , b u t n o t w i t h h i s 

n o t a t i o n . " A s r e g a r d s h i s n o t a t i o n , h o w e v e r , I d o n o t l i k e i t . M i n e i s 

T a i t ' s , b u t s i m p l i f i e d , a n d m a d e t o h a r m o n i s e w i t h C a r t e s i a n s . " 
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( 4 ; 1 3 8 ) I n H e a v i s i d e ' s n e x t r e m a r k h e c o m p a r e d h i s r e a s o n s f o r 

a d v o c a t i n g t h e " e x - q u a t e r n i o n i c " s y s t e m t o t h o s e o f G i b b s : " P r o f . 

G i b b s w o u l d , I t h i n k , g o f u r t h e r , a n d m a i n t a i n t h a t t h e a n t i - o r e x -

q u a t e r n i o n i c v e c t o r i a l a n a l y s i s w a s f a r s u p e r i o r t o t h e q u a t e r n i o n i c , 

w h i c h i s u n i q u e l y a d a p t e d t o t h r e e - d i m e n s i o n s , w h i l s t t h e o t h e r 

a d m i t s o f a p p r o p r i a t e e x t e n s i o n t o m o r e g e n e r a l i z e d c a s e s . I , h o w -

e v e r , f i n d i t s u f f i c i e n t t o t a k e m y s t a n d u p o n t h e s u p e r i o r s i m p l i c i t y 

a n d p r a c t i c a l u t i l i t y o f t h e e x - q u a t e r n i o n i c s y s t e m . " ( 4 ; 1 3 9 ) 

H e a v i s i d e t h e n d i s c u s s e d p r o b l e m s o f n o t a t i o n . A f t e r e x p l a i n i n g 

h i s o b j e c t i o n s t o t h e p r a c t i c e o f r e p r e s e n t i n g v e c t o r s b y G r e e k 

l e t t e r s ( H a m i l t o n , T a i t , a n d G i b b s ) o r b y G o t h i c l e t t e r s ( M a x w e l l ) , 

H e a v i s i d e s t a t e d : " . . . I f o u n d s a l v a t i o n i n C l a r e n d o n s , a n d 

i n t r o d u c e d t h e u s e o f t h [ i s ] k i n d o f t y p e . . . f o r v e c t o r s (Phil. Mag., 

A u g u s t , 1 8 8 6 ) , a n d h a v e f o u n d i t t h o r o u g h l y s u i t a b l e . " ( 4 ; 1 4 1 ) 

I n a r a t h e r l e i s u r e l y f a s h i o n f o r a m a t h e m a t i c s t e x t H e a v i s i d e 

t h e n i n t r o d u c e d v e c t o r a d d i t i o n , s u b t r a c t i o n , a n d m u l t i p l i c a t i o n b y 

u s i n g , a s h e h a d e a r l i e r , A B a n d V A B f o r t h e s y m b o l i c r e p r e s e n t a -

t i o n o f t h e s c a l a r a n d v e c t o r p r o d u c t . ( 4 ; 1 4 3 - 1 6 3 ) H e p r e s e n t e d 

v e c t o r d i f f e r e n t i a t i o n i n a m a n n e r d i f f e r e n t f r o m t h a t o f H a m i l t o n 

a n d T a i t , a n d t h e d i f f e r e n c e s w e r e d i s c u s s e d i n g r e a t d e t a i l . T h e 

i m p l i c a t i o n o f t h i s i s i n d i r e c t b u t i m p o r t a n t ; i t i s t h a t H e a v i s i d e w a s 

s o c o n s c i o u s o f t h e f a c t t h a t t h e f o r m o f h i s w o r k w a s t a k e n f r o m t h e 

q u a t e r n i o n t r a d i t i o n t h a t h e f e l t o b l i g e d , i n o n e s e n s e , t o j u s t i f y a n y 

f u r t h e r d e v i a t i o n s f r o m t h i s t r a d i t i o n . ( 4 ; 1 6 3 - 1 7 8 ) 

H e a v i s i d e ' s l e n g t h y t r e a t m e n t o f V i n c l u d e d a l a r g e n u m b e r o f 

e x a m p l e s a n d i l l u s t r a t i o n s o f i t s u s e , p a r t i c u l a r l y i n p o t e n t i a l t h e o r y 

a n d v a r i o u s p a r t o f e l e c t r i c i t y . ( 4 ; 1 7 8 - 2 5 6 ) I n t h i s s e c t i o n H e a v i -

s i d e i n t r o d u c e d a d o t o r p e r i o d a s a s e p a r a t o r ( l i k e t h e q u a t e r -

n i o n i s t s ) r a t h e r t h a n a s a s y m b o l f o r t h e d o t p r o d u c t ( l i k e G i b b s ) . 4 1 

H e a v i s i d e t h e n t u r n e d t o t h e l i n e a r v e c t o r o p e r a t o r w i t h a p r e s -

e n t a t i o n b a s e d m a i n l y o n G i b b s a n d T a i t . 4 2 H e r e a s e l s e w h e r e 

h e s u p p l i e d m a n y i l l u s t r a t i o n s , c h o s e n c h i e f l y f r o m e l e c t r i c i t y . 

T h e c h a p t e r w a s c o n c l u d e d w i t h a p o l e m i c a l s u m m a r y o f t h e 

v e c t o r a n a l y s i s m e t h o d a n d a l a s t a t t a c k o n q u a t e r n i o n m e t h o d s . 

H e b e g a n t h e s u m m a r y b y s t a t i n g t h a t h e h a d l i m i t e d h i m s e l f t o 

a t r e a t m e n t o f v e c t o r a n a l y s i s " i n t h e f o r m i t a s s u m e s i n o r d i n a r y 

p h y s i c a l m a t h e m a t i c s . " ( 4 ; 2 9 7 ) H e a v i s i d e t h e n s t a t e d o n b e h a l f 

o f t h e i d e a o f a v e c t o r : 

A n d i t i s a n o t e w o r t h y f a c t t h a t i g n o r a n t m e n h a v e l o n g b e e n i n a d v a n c e 

o f t h e l e a r n e d a b o u t v e c t o r s . I g n o r a n t p e o p l e , l i k e F a r a d a y , n a t u r a l l y 

t h i n k i n v e c t o r s . T h e y m a y k n o w n o t h i n g o f t h e i r f o r m a l m a n i p u l a t i o n , 

b u t i f t h e y t h i n k a b o u t v e c t o r s , t h e y t h i n k o f t h e m a s v e c t o r s , t h a t i s , 

d i r e c t e d m a g n i t u d e s . N o i g n o r a n t m a n c o u l d o r w o u l d t h i n k a b o u t t h e 
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t h r e e c o m p o n e n t s o f a v e c t o r s e p a r a t e l y , a n d d i s c o n n e c t e d f r o m o n e a n -

o t h e r . T h a t i s a d e v i c e o f l e a r n e d m a t h e m a t i c i a n s , t o e n a b l e t h e m t o 

e v a d e v e c t o r s . T h e d e v i c e i s o f t e n u s e f u l , e s p e c i a l l y f o r c a l c u l a t i n g 

p u r p o s e s , b u t f o r g e n e r a l p u r p o s e s o f r e a s o n i n g t h e m a n i p u l a t i o n o f 

t h e s c a l a r c o m p o n e n t s i n s t e a d o f t h e v e c t o r i t s e l f i s e n t i r e l y w r o n g . 

(4 ; 2 9 8 ) 

T h i s s t a t e m e n t r e p r e s e n t e d H e a v i s i d e ' s p o s i t i o n o n a n a r g u m e n t 

d i s c u s s e d i n t h e n e x t c h a p t e r o f t h i s h i s t o r y a n d f o r e s h a d o w e d i n 

e a r l i e r s e c t i o n s . 

H e a v i s i d e t h e n l a u n c h e d i n t o h i s f i n a l r e m a r k s a g a i n s t t h e q u a -

t e r n i o n s y s t e m ; t h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n i l l u s t r a t e s h o w t h e v e c t o r 

a n a l y s t s , e s s e n t i a l l y i n a d v e r t e n t l y , b l a c k e n e d H a m i l t o n ' s r e p u t a -

t i o n : 

N o w , a f e w w o r d s r e g a r d i n g Q u a t e r n i o n s . I t i s k n o w n t h a t S i r W . 

R o w a n H a m i l t o n d i s c o v e r e d o r i n v e n t e d a r e m a r k a b l e s y s t e m o f m a t h e -

m a t i c s , a n d t h a t s i n c e h i s d e a t h t h e q u a t e r n i o n i c m a n t l e h a d a d o r n e d 

t h e s h o u l d e r s o f P r o f . T a i t , w h o has r e p e a t e d l y a d v o c a t e d t h e c l a i m s 

o f Q u a t e r n i o n s . P r o f . T a i t i n p a r t i c u l a r e m p h a s i s e s i t s g r e a t p o w e r , 

s i m p l i c i t y , a n d p e r f e c t n a t u r a l n e s s , o n t h e o n e h a n d ; a n d o n t h e o t h e r 

t e l l s t h e p h y s i c i s t t h a t i t i s e x a c t l y w h a t h e w a n t s f o r h i s p h y s i c a l p u r -

p o s e s . I t i s a l s o k n o w n t h a t p h y s i c i s t s , w i t h g r e a t o b s t i n a c y , h a v e b e e n 

c a r e f u l ( g e n e r a l l y s p e a k i n g ) t o h a v e n o t h i n g t o d o w i t h Q u a t e r n i o n s ; 

a n d , w h a t i s e q u a l l y r e m a r k a b l e , w r i t e r s w h o t a k e u p t h e s u b j e c t o f 

V e c t o r s a r e ( g e n e r a l l y s p e a k i n g ) p o s s e s s e d o f t h e i d e a t h a t Q u a t e r n i o n s 

i s n o t e x a c t l y w h a t t h e y w a n t , a n d s o t h e y g o t i n k e r i n g a t i t , t r y i n g t o 

m a k e i t a l i t t l e m o r e i n t e l l i g i b l e , v e r y m u c h t o t h e d i s g u s t o f P r o f . T a i t , 

w h o w o u l d p r e s e r v e t h e q u a t e r n i o n i c s t r e a m p u r e a n d u n d e f i l e d . (4 ; 

3 0 1 ) 

T h i s m i l d l y s a r c a s t i c s t a t e m e n t w a s f o l l o w e d b y a n o t h e r n o t s o 

m i l d : " Q u a t e r n i o n s f u r n i s h e s a u n i q u e l y s i m p l e a n d n a t u r a l w a y 

o f t r e a t i n g quaternions. O b s e r v e t h e e m p h a s i s . " ( 4 ; 3 0 1 ) 

H a v i n g g r a n t e d t h a t t h e q u a t e r n i o n p r e s e r v a t i o n o f t h e a s s o c i a -

t i v e l a w f o r m u l t i p l i c a t i o n i s a n a d v a n t a g e , H e a v i s i d e a r g u e d t h a t 

q u a t e r n i o n s ( f u l l q u a t e r n i o n s ) a l m o s t n e v e r o c c u r i n p h y s i c a l 

s c i e n c e a n d t h a t i n q u a t e r n i o n s i t i s u n n a t u r a l f o r t h e s q u a r e 

( u n d e r s c a l a r m u l t i p l i c a t i o n ) o f a v e c t o r t o b e n e g a t i v e . ( 4 ; 3 0 3 ) 

" V e c t o r s " h e s t a t e d " s h o u l d b e t r e a t e d v e c t o r i a l l y . W h e n t h i s i s 

d o n e , t h e s u b j e c t i s m u c h s i m p l i f i e d , a n d w e a r e p e r m i t t e d t o a r -

r a n g e o u r n o t a t i o n t o s u i t p h y s i c a l r e q u i r e m e n t s . " ( 4 ; 3 0 3 ) H e c o n -

c l u d e d b y a b r i e f d i s c u s s i o n o f G i b b s ' a n d M a c f a r l a n e ' s n o t a t i o n s 

a n d b y t h e f i n a l s e n t e n c e : " M y s y s t e m , s o f a r f r o m b e i n g i n i m i c a l 

t o t h e c a r t e s i a n s y s t e m o f m a t h e m a t i c s , i s i t s v e r y e s s e n c e . " 4 3 

T h r o u g h o u t t h e r e m a i n d e r o f t h e b o o k a n d i n t h e t w o l a t e r v o l u m e s 

v e c t o r m e t h o d s w e r e u s e d e x t e n s i v e l y a n d f r u i t f u l l y t o h e l p H e a v i -

s i d e t o m a n y o f h i s i m p o r t a n t r e s u l t s . 
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I n c o n c l u s i o n t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t s s e e m j u s t i f i e d : 

1 . H e a v i s i d e ' s s y s t e m w a s d e r i v e d f r o m t h e q u a t e r n i o n i c s y s -

t e m ; t h i s s t a t e m e n t i s a m p l y p r o v e d b y b o t h h i s e x p l i c i t s t a t e m e n t s 

a n d b y t h e f o r m a n d c o n t e n t o f h i s p r e s e n t a t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s . 

2 . H e a v i s i d e ' s s y s t e m w a s d e r i v e d f r o m t h e q u a t e r n i o n i c s y s -

t e m b y m e a n s o f h i s o w n m a t h e m a t i c a l o r i g i n a l i t y c o m b i n e d w i t h 

u n f a i l i n g s e n s i t i v i t y f o r t h e n e e d s o f p h y s i c a l s c i e n c e . 

3 . H e a v i s i d e ' s s y s t e m w a s c r e a t e d i n d e p e n d e n t l y o f G i b b s , 

w h o s e b o o k l e t h e r e c e i v e d i n 1 8 8 8 , a n d o f G r a s s m a n n , w h o m h e 

n e v e r m e n t i o n e d a n d p r o b a b l y n e v e r r e a d . H e a v i s i d e d i d h o w e v e r 

m a k e u s e o f s o m e o f t h e m o r e a d v a n c e d s e c t i o n s o f G i b b s ' p r e s e n t a -

t i o n . 

I X . The Reception Given to Heaviside*s Writings 

A s p r e v i o u s c o n s i d e r a t i o n s a m p l y i n d i c a t e , i t i s n o t e n o u g h t o 

d i s c u s s a s c i e n t i s t s ' i d e a s ; t h e r e c e p t i o n a c c o r d e d t h o s e i d e a s a l s o 

d e m a n d s a t t e n t i o n . T h e s i n g u l a r a s p e c t o f H e a v i s i d e ' s w r i t i n g s o n 

v e c t o r a n a l y s i s i s t h a t t h e y w e r e e m b e d d e d w i t h i n p a p e r s a n d 

b o o k s o n e l e c t r i c a l t h e o r y . I m p o r t a n t c o n s e q u e n c e s o f t h i s f a c t 

w i l l b e e v i d e n t i n t h e f o l l o w i n g a n a l y s i s o f t h e r e c e p t i o n o f h i s 

w r i t i n g s . 

H e a v i s i d e ' s f i r s t s t a t e m e n t s o n v e c t o r a n a l y s i s w e r e c o n t a i n e d 

i n h i s e a r l y e l e c t r i c a l p a p e r p u b l i s h e d i n t h e Electrician. I n 1 8 8 7 

a c h a n g e i n t h e e d i t o r s h i p o f t h i s j o u r n a l b r o u g h t H e a v i s i d e a r e -

q u e s t t o d i s c o n t i n u e h i s s e r i e s o f p a p e r s . H e a v i s i d e w r o t e t h a t t h e 

n e w e d i t o r h a d i n f o r m e d h i m t h a t " a l t h o u g h h e h a d m a d e p a r t i c u l a r 

e n q u i r i e s a m o n g s t s t u d e n t s w h o w o u l d b e l i k e l y t o r e a d m y p a p e r s , 

t o f i n d i f a n y o n e d i d s o , h e h a d b e e n u n a b l e t o d i s c o v e r a s i n g l e 

o n e . " 4 4 T h i s w a s n o t a n i s o l a t e d p h e n o m e n o n , f o r a s H e a v i s i d e 

s t a t e d , f i v e j o u r n a l s h a d t u r n e d d o w n p a p e r s w r i t t e n b y h i m . (5 ,1 ; 

x ) W h e n t h e Electrician r e f u s e d t o p r i n t h i s p a p e r s , H e a v i s i d e 

t u r n e d t o t h e Philosophical Magazine w i t h b e t t e r r e s u l t s ; o n e y e a r 

l a t e r , h o w e v e r , t h e e d i t o r o f t h e Electrician h a d a c h a n g e o f m i n d 

a n d f r o m t h a t t i m e r e g u l a r l y p u b l i s h e d H e a v i s i d e ' s p a p e r s . 

F r o m t h e s e f a c t s i t m a y b e i n f e r r e d t h a t d u r i n g m o s t o f t h e 1 8 8 0 ' s 

H e a v i s i d e ' s w r i t i n g s w e r e b y n o m e a n s w e l l r e c e i v e d . T h i s w a s 

p a r t l y d u e t o t h e s l o w n e s s o f t h e a c c e p t a n c e o f M a x w e l l ' s i d e a s . 

P e r h a p s t h e t u r n i n g p o i n t f o r M a x w e l l ' s d o c t r i n e s c a m e w h e n i n 

1 8 8 7 H e r t z p e r f o r m e d h i s c l a s s i c e x p e r i m e n t s . P a r t l y b e c a u s e o f 

t h e c o n s e q u e n t i n c r e a s e i n i n t e r e s t i n M a x w e l l ' s i d e a s a n d p a r t l y 

b e c a u s e o f c o n f i r m a t i o n s o f s o m e o f H e a v i s i d e ' s o w n r e s u l t s t h e 

t i d e b e g a n t o t u r n . L o d g e a t t h i s t i m e n o m i n a t e d H e a v i s i d e f o r t h e 
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R o y a l S o c i e t y , a n d h e b e c a m e a m e m b e r i n 1 8 9 1 . A l s o i n t h a t y e a r 

t h e e d i t o r s o f t h e Electrician s u g g e s t e d t h a t H e a v i s i d e ' s p a p e r s b e 

c o l l e c t e d a n d p u b l i s h e d , a n d h e n c e i n 1 8 9 2 h i s t w o v o l u m e Elec-

trical Papers a p p e a r e d . T h e o r i g i n a l p r i n t i n g o f t h e Electrical 

Papers c o n s i s t e d o f 7 5 0 c o p i e s ; 3 5 9 w e r e s t i l l u n s o l d f i v e y e a r s 

l a t e r w h e n t h e y w e r e p u t o n s a l e a t r e d u c e d p r i c e s . 4 5 

G e o r g e F r a n c i s F i t z G e r a l d p u b l i s h e d a r e v i e w o f H e a v i s i d e ' s 

Electrical Papers i n t h e A u g u s t 1 1 , 1 8 9 3 , i s s u e o f t h e Electrician. 

F i t z G e r a l d w a s P r o f e s s o r o f N a t u r a l a n d E x p e r i m e n t a l P h i l o s o p h y 

a t t h e U n i v e r s i t y o f D u b l i n a n d a h i g h l y r e s p e c t e d s c i e n t i s t w h o 

w a s e x p e r i e n c e d i n q u a t e r n i o n m e t h o d s 4 6 a n d w h o w a s , l i k e H e a v i -

s i d e , a n e a r l y a n d i m p o r t a n t a d v o c a t e o f M a x w e l l ' s e l e c t r i c a l i d e a s . 

F i t z G e r a l d ' s f a v o r a b l e r e v i e w s u r e l y h e l p e d t h e r e c e p t i o n o f b o t h 

H e a v i s i d e ' s Electrical Papers a n d Electromagnetic Theory o f 1 8 9 3 . 

F i t z G e r a l d b e g a n b y p r a i s i n g t h e p u b l i s h e r s f o r b r i n g i n g o u t t h e s e 

p a p e r s , w h i c h h e d e s c r i b e d a s " m u c h t o o v a l u a b l e s c i e n t i f i c a l l y , 

p r a c t i c a l l y , a n d h i s t o r i c a l l y t o b e l e f t b u r i e d . . . . " ( 6 ; 2 9 2 ) H e 

s t a t e d t h a t t h e y w e r e v a l u a b l e s c i e n t i f i c a l l y a n d p r a c t i c a l l y b e -

c a u s e o f t h e n u m e r o u s a n d i m p o r t a n t d i s c o v e r i e s m a d e i n t h e m , 

m a n y o f w h i c h F i t z G e r a l d l i s t e d , a n d m o r e o v e r w e r e v a l u a b l e 

h i s t o r i c a l l y a s a " r e c o r d o f t h e d e v e l o p m e n t , o f m e t h o d s , a n d 

s c i e n t i f i c v i e w s o f n a t u r e , i n a n e x t r a o r d i n a r i l y a c u t e a n d b r i l l i a n t 

m i n d . " ( 6 ; 2 9 2 - 2 9 3 ) 

C o n c e r n i n g H e a v i s i d e ' s s t y l e F i t z G e r a l d w r o t e ; " O l i v e r H e a v i -

s i d e h a s t h e f a u l t s o f e x t r e m e c o n d e n s a t i o n o f t h o u g h t , a n d a 

p e c u l i a r f a c i l i t y f o r c o i n i n g t e c h n i c a l t e r m s a n d e x p r e s s i o n s t h a t a r e 

e x t r e m e l y p u z z l i n g t o a r e a d e r o f h i s P a p e r s . S o m u c h s o t h a t t h e r e 

s e e m s v e r y l i t t l e h o p e t h a t h e w i l l e v e r a t t a i n t h e c l a r i t y o f s o m e 

w r i t e r s , a n d w r i t e a b o o k t h a t w i l l b e e a s y t o r e a d . " ( 6 ; 2 9 3 ) F i t z -

G e r a l d ' s s t a t e m e n t i n r e g a r d t o H e a v i s i d e ' s r e l a t i o n t o M a x w e l l 

w o u l d b e a c c e p t a b l e t o p r e s e n t h i s t o r i a n s . 

M a x w e l l , l i k e e v e r y o t h e r p i o n e e r w h o d o e s n o t l i v e t o e x p l o r e t h e 

c o u n t r y h e o p e n e d o u t , h a d n o t h a d t i m e t o i n v e s t i g a t e t h e m o s t d i r e c t 

m e a n s o f access t o t h e c o u n t r y , o r t h e m o s t s y s t e m a t i c w a y o f e x p l o r i n g 

i t . T h i s has b e e n r e s e r v e d f o r O l i v e r H e a v i s i d e t o d o . M a x w e l l ' s t r e a t i s e 

i s c u m b e r e d w i t h t h e debris o f h i s b r i l l i a n t l i n e s o f a s s a u l t , o f h i s e n -

t r e n c h e d c a m p s , o f h i s b a t t l e s . O l i v e r H e a v i s i d e has c l e a r e d t h o s e a w a y , 

has o p e n e d u p a d i r e c t r o u t e , has m a d e a b r o a d r o a d , a n d h a s e x p l o r e d a 

c o n s i d e r a b l e t r a c t o f c o u n t r y . (6 ; 2 9 4 ) 

D u b l i n i t e F i t z G e r a l d w a s s o m e w h a t c r i t i c a l o f H e a v i s i d e ' s s y s -

t e m o f v e c t o r a n a l y s i s ( 6 ; 2 9 5 ) b u t p o t e n t i a l r e a d e r s w o u l d h a r d l y 

b e p u t o f f b y s u c h c r i t i c i s m , e s p e c i a l l y s i n c e i t w a s f o l l o w e d b y a 

d i s c u s s i o n o f t h e n u m e r o u s d i s c o v e r i e s p r e s e n t e d i n t h e s e p a p e r s . 
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F i t z G e r a l d ' s c o n c l u d i n g s t a t e m e n t w a s : " S i n c e O l i v e r H e a v i s i d e 

h a s w r i t t e n , t h e w h o l e s u b j e c t o f e l e c t r o m a g n e t i s m h a s b e e n r e -

m o d e l l e d b y h i s w o r k . N o f u t u r e i n t r o d u c t i o n t o t h e s u b j e c t w i l l b e 

a t a l l f i n a l t h a t d o e s n o t a t t a c k t h e p r o b l e m f r o m a t l e a s t a s o m e w h a t 

s i m i l a r s t a n d p o i n t t o t h e o n e h e p u t s f o r w a r d . " ( 6 ; 2 9 9 - 3 0 0 ) T h u s 

t h e i m p o r t a n c e o f H e a v i s i d e ' s w r i t i n g s f o r e l e c t r o m a g n e t i c t h e o r y 

a n d p r a c t i c e w a s b e i n g r e c o g n i z e d i n B r i t a i n i n t h e 1 8 9 0 ' s . 

G e r m a n s c i e n t i s t s w e r e s i m u l t a n e o u s l y d i s c o v e r i n g t h e i m -

p o r t a n c e o f M a x w e l l ' s w o r k a n d h e n c e t u r n i n g t o H e a v i s i d e . 

A u g u s t F o p p l , f o r e x a m p l e , p u b l i s h e d a n e x p o s i t i o n o f M a x w e l l ' s 

i d e a s i n 1 8 9 4 w h i c h w a s w i d e l y r e a d . 4 7 I n t h i s b o o k F o p p l i n c l u d e d 

m u c h f r o m H e a v i s i d e a n d w r o t e t h e f o l l o w i n g c o n c e r n i n g H e a v i -

s i d e i n h i s p r e f a c e : " T h e w o r k s o f t h i s a u t h o r h a v e i n g e n e r a l 

i n f l u e n c e d m y p r e s e n t a t i o n m o r e t h a n t h o s e o f a n y o t h e r p h y s i c i s t 

w i t h t h e o b v i o u s e x c e p t i o n o f M a x w e l l h i m s e l f . I c o n s i d e r H e a v i -

s i d e t o b e t h e m o s t e m i n e n t s u c c e s s o r t o M a x w e l l i n r e g a r d t o 

t h e o r e t i c a l d e v e l o p m e n t s , j u s t a s i t w a s H e r t z — w h o a l a s w a s s o 

q u i c k l y s n a t c h e d f r o m u s — w h o w a s M a x w e l l ' s m o s t e m i n e n t s u c -

c e s s o r i n r e g a r d t o e x p e r i m e n t a l d e v e l o p m e n t s . " 4 8 H e a v i s i d e 

i n f l u e n c e d n o t o n l y F o p p l ' s p r e s e n t a t i o n o f M a x w e l l b u t a l s o h i s 

c h o i c e o f m a t h e m a t i c a l m e t h o d s f o r t h e b o o k . F o p p l a d o p t e d 

H e a v i s i d e ' s v e c t o r a n a l y s i s a n d d e v o t e d t h e f i r s t c h a p t e r o f h i s b o o k 

t o a n e x p l a n a t i o n o f t h e n e w m e t h o d s . T h i s i s v e r y i m p o r t a n t s i n c e 

i t w a s t h e f i r s t p r e s e n t a t i o n o f m o d e r n v e c t o r i a l m e t h o d s i n a G e r -

m a n b o o k . F o p p l ' s v i e w o f H e a v i s i d e a s " t h e m o s t e m i n e n t s u c -

c e s s o r t o M a x w e l l i n r e g a r d t o t h e o r e t i c a l d e v e l o p m e n t s " w a s 

s h a r e d b y F e l i x K l e i n a n d E . T . W h i t t a k e r , b o t h o f w h o m p o i n t e d 

o u t t h a t t h e n o w c l a s s i c M a x w e l l e q u a t i o n s a p p e a r e d f o r t h e f i r s t 

t i m e i n m o d e r n f o r m i n H e a v i s i d e . 4 9 H e a v i s i d e ' s i n f l u e n c e o n 

F o p p l w a s b y n o m e a n s a n i s o l a t e d i n s t a n c e ; i t w i l l b e s h o w n l a t e r 

t h a t H e a v i s i d e ' s a s s o c i a t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s w i t h M a x w e l l i a n 

e l e c t r i c a l t h e o r y w a s t h e m o s t i n f l u e n t i a l f a c t o r i n l e a d i n g t o t h e 

w i d e s p r e a d a c c e p t a n c e o f v e c t o r a n a l y s i s . 

A f t e r 1 8 9 3 H e a v i s i d e c o n t i n u e d t o p u b l i s h i m p o r t a n t s c i e n t i f i c 

p a p e r s ; t h o u g h v e c t o r s w e r e c o n s t a n t l y u s e d i n t h e s e p a p e r s , n o 

f u r t h e r m a j o r c o n t r i b u t i o n s t o v e c t o r a n a l y s i s c a m e f r o m h i s p e n . 

I n c r e a s i n g p o v e r t y , d e a f n e s s , a n d i s o l a t i o n m a r k e d h i s l a t e r y e a r s , 

a n d i n 1 9 2 5 t h e c r i s p w i t a n d s c i e n t i f i c c r e a t i v i t y o f t h i s s e l f - e d u -

c a t e d g e n i u s w e r e s t i l l e d b y d e a t h . 
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X. Conclusion 

T h i s s e c t i o n w i l l b e d e v o t e d t o a c o m p a r i s o n o f t h e a c h i e v e m e n t s 

o f G i b b s a n d H e a v i s i d e . T h e o r i g i n s o f t h e i r v e c t o r i a l i n v e s t i g a t i o n s 

w i l l b e c o n s i d e r e d f i r s t . 

F r o m a n i n t e r e s t i n e l e c t r i c i t y t o t h e r e a d i n g o f M a x w e l l , f r o m 

M a x w e l l t o t h e q u a t e r n i o n i s t s , f r o m t h e Q u a t e r n i o n i s t s t o m o d e r n 

v e c t o r a n a l y s i s , t h i s s t o r y h a s b e e n t w i c e - t o l d i n t h i s c h a p t e r , a 

c i r c u m s t a n c e p r o b a b l y l e s s t h a n a n a c c i d e n t . B y t h e 1 8 8 0 ' s a l g e -

b r a i c s o p h i s t i c a t i o n w a s a t a h i g h l e v e l , a n d t h e n e e d s o f p h y s i c a l 

s c i e n c e w e r e s h a r p l y o u t l i n e d . T h e t i m e s w e r e r e a d y f o r t w o m e n o f 

m a t h e m a t i c a l i n g e n u i t y a n d a w e a l t h o f p h y s i c a l e x p e r i e n c e . A n d 

w h a t G i b b s a n d H e a v i s i d e s a w i n t h e 1 8 8 0 ' s , o t h e r s w e r e r e a d y t o 

s e e i n s u b s e q u e n t d e c a d e s . 5 0 

T h e t w o g r e a t v e c t o r i s t s o f t h e 1 8 8 0 ' s s h o u l d n o t b e a n d w o u l d 

n o t w i s h t o b e c o m p a r e d i n r e g a r d t o o r i g i n a l i t y t o t h e t w o g r e a t 

v e c t o r i s t s o f t h e 1 8 4 0 ' s . T h e t a s k o f t h e 1 8 8 0 ' s w a s o n e o f s e l e c t i o n 

a n d a l t e r a t i o n , n o t c h i e f l y o f c r e a t i o n . G i b b s ' o r i g i n a l i t y s h o u l d n o t 

g o u n n o t i c e d h o w e v e r ; a s H e a v i s i d e s t r e s s e d , G i b b s h a d c r e a t e d 

s o m e i m p o r t a n t n e w i d e a s . 

F o u r v e c t o r i s t s a n d f o u r m e n w h o l e d i s o l a t e d l i v e s ; o n l y G i b b s 

d i d e x t e n s i v e t e a c h i n g o f v e c t o r i a l m e t h o d s . H e a v i s i d e ' s i n f l u e n c e 

h o w e v e r w a s t h e g r e a t e r ; h e a s s o c i a t e d v e c t o r a n a l y s i s w i t h t h e 

e v e r - e x p a n d i n g f i e l d o f e l e c t r i c i t y . 

T h e m i d - c e n t u r y s a w t w o g r e a t v e c t o r i s t s w o r k i n g s e p a r a t e l y ; t h e 

1 8 9 0 ' s s a w t w o g r e a t v e c t o r i s t s a n o c e a n a p a r t , u n i t e d i n a c o m m o n 

c a u s e — i n w h i c h t h e y w e r e s u c c e s s f u l . 
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S h a w g a v e ( p p . 2 4 8 - 2 5 2 ) a t a b l e o f c o m p a r a t i v e n o t a t i o n s b y l i s t i n g t h e n o t a t i o n s 

u s e d b y H a m i l t o n , T a i t , G i b b s , a n d l a t e r s t u d e n t s o f l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n s . T h i s 

t a b l e i s h e l p f u l i n " t r a n s l a t i n g " r e s u l t s f r o m o n e s y s t e m t o a n o t h e r . 
1 7 H e a v i s i d e a n d o t h e r s e x p r e s s e d t h i s v i e w . F o r H e a v i s i d e ' s s t a t e m e n t s e e ( 1 ; 

1 1 7 ) . 
1 8 A b i v e c t o r i s a v e c t o r i n w h i c h s o m e o f t h e s c a l a r c o e f f i c i e n t s a s s u m e i m a g i n a r y 

v a l u e s . H a m i l t o n a n d T a i t b o t h w o r k e d w i t h b i q u a t e r n i o n s , w h i c h a r e d i r e c t l y a n a l o -

g o u s . F o r T a i t ' s t r e a t m e n t s e e ( 3 ; 6 4 - 6 6 ) . 

1 9 E d w i n B i d w e l l W i l s o n , " T h e C o n t r i b u t i o n s o f G i b b s t o V e c t o r A n a l y s i s a n d 

M u l t i p l e A l g e b r a " in A Commentary on the Scientific Writings of J. Willard Gibbsy 

v o l . I I ( N e w H a v e n , 1 9 3 6 ) , 1 6 0 . W i l s o n ' s p a p e r r a t h e r i n a d e q u a t e l y f u l f i l l e d i t s t i t l e ; 

i t m a i n l y s t a t e d w h a t G i b b s i n c l u d e d i n h i s l e c t u r e s w i t h l i t t l e a t t e n t i o n t o s p e c i f i c 

q u e s t i o n s o f o r i g i n a l i t y . D e s p i t e W i l s o n ' s i m p l i c a t i o n i n t h e q u o t a t i o n t h a t h e h a d 

m a d e n o s t a t e m e n t s t h i r t y y e a r s p r e v i o u s l y c o n c e r n i n g G i b b s ' o r i g i n a l i t y , s u c h 

s t a t e m e n t s m a y b e f o u n d i n w r i t i n g s b y W i l s o n p u b l i s h e d i n 1 9 0 5 a n d i n 1 9 1 0 . S e e 

W i l s o n , " O n P r o d u c t s i n A d d i t i v e F i e l d s " i n Verhandlungen des I I I . lnternationalen 

Mathematiker Kongresses im Heidelberg, 1904 ( L e i p z i g , 1 9 0 5 ) , 2 0 3 , a n d W i l s o n , 

" T h e U n i f i c a t i o n o f V e c t o r i a l N o t a t i o n s " i n Bulletin o f the American Mathematical 

Society, 1 6 ( 1 9 0 9 - 1 9 1 0 ) , 4 1 8 . T h e s e s t a t e m e n t s a r e s u f f i c i e n t l y i n d i r e c t t h a t W i l s o n 

m a y b e e x c u l p a t e d f r o m a c h a r g e o f f o r g e t f u l n e s s , b u t t h e y a r e s u f f i c i e n t l y d i r e c t t h a t 

t h e h i s t o r i a n c a n c o n c l u d e t h a t W i l s o n ' s v i e w o f G i b b s ' o r i g i n a l i t y w a s n o t w i d e l y 

d i f f e r e n t t h i r t y y e a r s b e f o r e h i s 1 9 3 6 s t a t e m e n t . 

2 0 A s q u o t e d i n R u k e y s e r , Gibbs, 2 6 8 . T h i s i s n o t f o o t n o t e d , b u t i n t h e b i b l i o g -

r a p h y M i s s R u k e y s e r l i s t s o n e w o r k b y P a g e : " P a g e , L e i g h . M s — Gibbs' Vector 

Analysis. Y a l e . " Y a l e U n i v e r s i t y L i b r a r y h a s k i n d l y w r i t t e n t o m e t h a t t h e y h a v e n o 

r e c o r d o f s u c h a w o r k . I s e e h o w e v e r n o r e a s o n t o q u e s t i o n i t s a u t h e n t i c i t y . 

2 1 E . B . W i l s o n , " R e m i n i s c e n c e s o f G i b b s b y a S t u d e n t a n d C o l l e a g u e " i n Scien-

tific Monthly, 3 2 ( 1 9 3 1 ) , 2 1 9 - 2 2 0 . 
2 2 W i l s o n , " C o n t r i b u t i o n s o f G i b b s , " 1 5 9 . T h i s a r t i c l e s u m m a r i z e s t h e c o n t e n t o f 

t h e c o u r s e a s i t w a s t a u g h t i n 1 9 0 2 - 1 9 0 3 . 
2 3 O n t h i s s e e W i l s o n , " P r o d u c t s i n A d d i t i v e F i e l d s , " 2 0 5 - 2 1 5 . 

2 4 J o s i a h W i l l a r d G i b b s , " O n M u l t i p l e A l g e b r a " i n Proceedings o f the American 

Association for the Advancement o f Science, 3 5 ( 1 8 8 6 ) , 3 7 - 6 6 . M y r e f e r e n c e s w i l l 

b e t o t h e p r i n t i n g o f t h e e s s a y i n ( 2 ; 9 1 - 1 1 7 ) . M y e s t e e m f o r , a n d i n d e b t e d n e s s t o , 

t h i s p a p e r a r e b o t h l a r g e . 
2 5 W i l s o n , " C o n t r i b u t i o n s o f G i b b s , " 1 2 9 . 
2 6 J o s i a h W i l l a r d G i b b s , " O n t h e D e t e r m i n a t i o n o f E l l i p t i c O r b i t s f r o m T h r e e 

C o m p l e t e O b s e r v a t i o n s " in Memoirs o f the National Academy of Sciences, v o l . I V , 

p t . I I , 7 9 - 1 0 4 . R e f e r e n c e s w i l l b e t o t h e r e p u b l i c a t i o n i n ( 2 ; 1 1 8 - 1 4 8 ) . 
2 7 H . A . B u m s t e a d , " J o s i a h W i l l a r d G i b b s " i n G i b b s , The Scientific Papers o f 

J . Willard Gibbs, v o l . I ( N e w Y o r k , 1 9 6 1 ) , x x i . T h e p a p e r b y B e e b e a n d P h i l l i p s i s 

" T h e O r b i t o f S w i f t ' s C o m e t , 1 8 8 0 V , D e t e r m i n e d b y G i b b s ' V e c t o r M e t h o d " i n 

G o u l d ' s Astronomical Journal, 9 ( 1 8 8 9 ) , 1 1 4 - 1 1 7 , 1 2 1 - 1 2 4 . I t w a s a l s o i n c l u d e d i n 

K l i n k e r f u s s ' t h i r d e d i t i o n . 

2 8 B i o g r a p h i c a l d e t a i l s o n H e a v i s i d e ' s l i f e a r e g i v e n i n m a n y s o u r c e s , i n c l u d i n g t h e 

f o l l o w i n g : ( 1 ) R o l l o A p p l e y a r d , " O l i v e r H e a v i s i d e " i n A p p l e y a r d , Pioneers o f Elec-

trical Communication ( L o n d o n , 1 9 3 0 ) , 2 1 1 - 2 6 0 ; ( 2 ) The Heaviside Centenary Vol-

ume ( L o n d o n , 1 9 5 0 ) . S e e e s p e c i a l l y G . F . C . S e a r l e , " O l i v e r H e a v i s i d e : A P e r s o n a l 

S k e t c h , " 9 3 - 9 6 , a n d S i r G e o r g e L e e , " O l i v e r H e a v i s i d e - t h e M a n , " 1 0 - 1 7 ; ( 3 ) E . T . 

W h i t t a k e r , " O l i v e r H e a v i s i d e " i n Calcutta Mathematical Society Bulletin, 20 

( 1 9 3 0 ) , 1 9 9 - 2 2 0 . 
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2 9 O l i v e r H e a v i s i d e , Electromagnetic Theory, v o l . I l l ( N e w Y o r k , 1 9 2 5 ) , 1 3 5 , 1 3 6 , 

1 3 7 . 

3 0 A m o r e e x a c t d a t e m a y b e g i v e n : J u n e , 1 8 8 8 . S e e ( 5 , 1 1 ; 5 2 9 ) . 
3 1 H e a v i s i d e ' s p a p e r s o n e l e c t r i c i t y u p t o 1 8 9 2 w e r e c o l l e c t e d a n d p u b l i s h e d a s t h e 

b o o k c i t e d i n n o t e ( 5 ) a b o v e . T h e p a p e r r e f e r r e d t o a b o v e m a y b e f o u n d i n ( 5 , 1 ; 1 9 5 -

2 3 1 ) . D e s p i t e H e a v i s i d e ' s s t a t e m e n t i n t h e p r e f a c e o f h i s Electrical Papers ( 5 , 1 ; x i ) 

t o t h e e f f e c t t h a t t h e s e r e p r i n t e d p a p e r s a r e e s s e n t i a l l y i d e n t i c a l t o t h e o r i g i n a l p u b -

l i s h e d p a p e r s , a c a r e f u l c h e c k h a s s h o w n t h a t t h i s m u s t n o t b e t a k e n a s c o m p l e t e l y 

t r u e . C o m p a r e f o r e x a m p l e h i s d e f i n i t i o n o f t h e s c a l a r p r o d u c t a s g i v e n i n t h e Elec-

trician,, 1 0 ( J a n . 2 0 , 1 8 8 3 ) , 2 2 4 , w i t h t h e d e f i n i t i o n g i v e n i n ( 5 , 1 ; 2 3 6 ) . I h a v e c h e c k e d 

a l l q u o t a t i o n s a g a i n s t t h e o r i g i n a l s a n d n o t e d a n y i m p o r t a n t d e v i a t i o n s . 
3 2 H e a v i s i d e , " C u r r e n t E n e r g y " i n Electrician, 1 0 ( J a n . 2 0 , 1 8 8 3 ) , 2 2 4 . I t s h o u l d b e 

n o t e d t h a t t h e s t a t e m e n t g i v e n a b o v e d i f f e r s s u b s t a n t i a l l y f r o m t h e s t a t e m e n t a s 

g i v e n i n ( 5 , 1 ; 2 3 6 ) . 
3 3 T h i s t i t l e d o e s n o t a p p e a r i n t h e o r i g i n a l p a p e r . 
3 4 ( 5 , 1 ; 2 7 1 - 2 7 2 ) . T h e w o r d " e x p r e s s i o n s " w a s f o l l o w e d b y a q u a l i f i c a t i o n t o t h e 

e f f e c t t h a t o n e m o r e i t e m ( w h i c h i s n o t o f i m p o r t a n c e ) w o u l d b e d i s c u s s e d . 
3 5 T h i s s h o u l d p e r h a p s b e q u a l i f i e d b y t h e s t a t e m e n t t h a t V 2 m a d e i t s f i r s t a p p e a r -

a n c e i n a n 1 8 8 4 p a p e r . S e e ( 5 , 1 ; 3 3 8 ) . N o c o m m e n t w a s g i v e n b y H e a v i s i d e a b o u t i t s 

/ # ^2 ^2 \ 
m e a n i n g . H e s e e m s t o u s e i t a s -I- ^ ^ 4 - 4 - - j - ^ J r a t h e r t h a n , a s M a x w e l l a n d T a i t 

h a d d o n e , a s t h e n e g a t i v e o f t h e a b o v e . 
3 6 T h i s p a p e r i s i n ( 5 , 1 ; 4 2 9 - 5 6 0 ) a n d ( 5 , 1 1 ; 3 9 - 1 5 5 ) . T h e p a p e r w a s p u b l i s h e d i n 

s e c t i o n s , t h e l a s t o f w h i c h a p p e a r e d i n 1 8 8 7 . T h e v e c t o r p r o d u c t i s i n t r o d u c e d i n 

( 5 , 1 ; 4 3 1 ) . 
3 7 T h e o n l y e x c e p t i o n t o t h i s i s t h a t i n 1 8 8 6 h e i n t r o d u c e d t h e p r a c t i c e o f i n d i -

c a t i n g v e c t o r s b y b o l d f a c e t y p e . S e e ( 5 , 1 1 ; 1 7 2 ) . 
3 8 S i n c e . H e a v i s i d e ' s t r e a t m e n t o f v e c t o r a n a l y s i s i n t h i s b o o k w a s h i g h l y p o l e m i c a l 

( w h e r e a s G i b b s ' e a r l i e r p r e s e n t a t i o n w a s n o t ) , t h e r e w o u l d b e g o o d r e a s o n s f o r p o s t -

p o n i n g t h e d i s c u s s i o n o f i t t o t h e n e x t c h a p t e r . T h e r e a r e b e t t e r r e a s o n s f o r i t s i n c l u -

s i o n a t t h i s p o i n t ; h o w e v e r , t h a t i t h a s r e l e v a n c i e s f o r t h e f o l l o w i n g c h a p t e r s h o u l d 

n o w b e m a d e c l e a r . 

3 9 G e o r g e M . M i n c h i n , " [ R e v i e w o f ] Electromagnetic Theory. B y O l i v e r H e a v i -

s i d e " i n Philosophical Magazine, 5 t h S e r . , 3 8 ( 1 8 9 4 ) , 1 4 6 . 
4 0 O l i v e r H e a v i s i d e , Electromagnetic Theory, v o l . I ( L o n d o n , 1 8 9 3 ) . I h a v e u s e d 

t h e 1 9 2 5 r e p r i n t c i t e d i n n o t e ( 4 ) a b o v e , a n d a l l r e f e r e n c e s a r e g i v e n i n t e r m s o f i t . 
4 1 ( 4 ; 1 7 9 ) . F o r a n e x a m p l e o f T a i t ' s u s e o f t h e d o t s e e ( 3 ; 2 7 ) . 
4 2 F o r H e a v i s i d e ' s t r e a t m e n t o f t h e l i n e a r v e c t o r o p e r a t o r s e e ( 4 ; 2 5 6 - 2 9 7 ) . F o r 

s t a t e m e n t s b y H e a v i s i d e i n d i c a t i n g h i s u s e o f G i b b s ' t r e a t m e n t s e e f o r e x a m p l e ( 4 ; 

2 6 3 , 2 9 5 , 3 0 0 ) . 

4 3 ( 4 ; 3 0 5 ) . B y " c a r t e s i a n s y s t e m " H e a v i s i d e m e a n t t h e t r a d i t i o n a l n o n v e c t o r i a l 

m e t h o d f o r t r e a t i n g p r o b l e m s i n s p a c e b y m e a n s o f C a r t e s i a n c o - o r d i n a t e s . 

4 4 E . T . W h i t t a k e r , " O l i v e r H e a v i s i d e " i n Calcutta Mathematical Society Bulletin, 

2 0 ( 1 9 3 0 ) , 2 0 9 . 

" I b i d . , 211. 
4 6 S e e f o r e x a m p l e p a p e r s 8 a n d 22 in The Scientific Writings o f the Late George 

Francis FitzGerald, e d . J o s e p h L a r m o r ( D u b l i n , 1 9 0 2 ) . 
47 A u g u s t F o p p l , Einfiihrung in die Maxwellsche Theorie der Elektricitat ( L e i p z i g , 

1 8 9 4 ) . F o p p l ' s b o o k w e n t t h r o u g h f o u r e d i t i o n s i n e i g h t e e n y e a r s . 

4 8 Ibid., V I I . 
49 F e l i x K l e i n , Vorlesungen uber die Entwicklung der Mathematik im 19 Jahr-
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hundert, p t . I I , e d . R . C o u r a n t a n d S t . C o h n - V o s s e n ( N e w Y o r k , 1 9 5 6 ) , 4 7 , a n d W h i t -

t a k e r , " H e a v i s i d e , " 2 0 2 - 2 0 3 . 
5 0 M e n t i o n s h o u l d b e m a d e o f a w o r k b y A l p h o n s e D e m o u l i n p u b l i s h e d i n 1 8 9 4 

a n d e n t i t l e d Memoire sur VApplication d'une Methode Vectorielle a VEtude de 

Divers Systemes d e Droites ( B r u x e l l e s , P a r i s ) , v i a n d 1 1 8 p p . I n t h i s w o r k t h e a u t h o r 

u s e d t h e m o d e r n s c a l a r a n d v e c t o r p r o d u c t s a n d c i t e d a s h i s s o u r c e s M . R e s a l , 

Traite d e Cinematique Pure ( P a r i s , 1 8 6 2 ) f o r t h e s c a l a r p r o d u c t a n d J . M a s s a u , Cours 

d e Mecanique d e VUniversite d e Gand ( 1 s t e d . , 1 8 7 9 ; 3 r d e d . , P a r i s a n d G a n d , 1 8 9 1 ) 

f o r t h e v e c t o r p r o d u c t . D e m o u l i n k n e w b o t h G r a s s m a n n ' s a n d H a m i l t o n ' s w o r k s . 

T h i s i n f o r m a t i o n h a s b e e n d e r i v e d f r o m D e m o u l i n ' s b o o k , p p . V - V I o f a n u n t i t l e d 

s e c t i o n , e s s e n t i a l l y a p r e f a c e . N o f u r t h e r m e n t i o n o f t h i s w o r k w i l l b e m a d e b e c a u s e 

o f i t s b r e v i t y , b e c a u s e n o f u r t h e r p u b l i c a t i o n s s e e m t o h a v e c o m e a s a r e s u l t o f i t , a n d 

b e c a u s e o f t h e c o m p l e x i t y i n v o l v e d i n m a k i n g a n y b r i e f i n t e r p r e t a t i o n s a s t o i t s a n -

c e s t r y . I h a v e s e e n o n l y t h e 1 8 9 1 e d i t i o n o f M a s s a u ' s b o o k , w h i c h m u s t h a v e h a d a 

v e r y l i m i t e d c i r c u l a t i o n . T h i s i s i n d i c a t e d b y i t s t i t l e a n d b y t h e f a c t t h a t t h e t e x t w a s 

p u b l i s h e d i n h a n d w r i t t e n f o r m . M a s s a u ' s 1 8 9 1 e d i t i o n m e n t i o n e d b o t h G r a s s m a n n 

a n d H a m i l t o n , a n d , l i k e D e m o u l i n ' s b o o k , h a d l i t t l e o r n o i n f l u e n c e . M a s s a u ' s a n d 

D e m o u l i n ' s b o o k s a r e s i g n i f i c a n t a s r e f l e c t i v e o f t h e i n t e r e s t s o f t h a t t i m e a n d a r e 

n o t a b l e i n r e s p e c t t o t h e s m a l l i n t e r e s t i n a n y f o r m o f v e c t o r i a l a n a l y s i s i n F r a n c e a t 

t h a t t i m e . 
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C H A P T E R S I X 

A Struggle for Existence 

in the 1890's 

I. Introduction 

T h e f o l l o w i n g p r e d i c t i o n w a s m a d e b y G i b b s i n a n 1 8 8 8 l e t t e r t o 

T h o m a s C r a i g : " I b e l i e v e t h a t a K a m p f u r n s D a s e i n [ s t r u g g l e f o r e x -

i s t e n c e ] i s j u s t c o m m e n c i n g b e t w e e n t h e d i f f e r e n t m e t h o d s a n d n o -

t a t i o n s o f m u l t i p l e a l g e b r a , e s p e c i a l l y b e t w e e n t h e i d e a s o f G r a s s -

m a n n & o f H a m i l t o n . " 3 7 G i b b s ' p r e d i c t i o n w a s f u l f i l l e d , f o r i n t h e 

e a r l y 1 8 9 0 ' s a w i d e s p r e a d a n d v i g o r o u s d e b a t e o n v e c t o r i a l m e t h o d s 

t o o k p l a c e . N o l e s s t h a n e i g h t j o u r n a l s , t w e l v e s c i e n t i s t s , a n d t h i r t y -

s i x p u b l i c a t i o n s w e r e i n v o l v e d . T h e s p i r i t o f t h e d e b a t e i s a p t l y 

c h a r a c t e r i z e d b y L o r d R a y l e i g h ' s p a r a p h r a s e o f T e r t u l l i a n : " B e h o l d 

h o w t h e s e v e c t o r i s t s l o v e o n e a n o t h e r . " 3 8 

T h i s d e b a t e p l a y e d a n i m p o r t a n t r o l e i n t h e h i s t o r y o f v e c t o r a n -

a l y s i s . T h a t i n t e r e s t i n t h e q u e s t i o n s d e b a t e d w a s a t a h i g h l e v e l i s 

i n d i c a t e d b y t h e f a c t t h a t e i g h t l e a d i n g s c i e n t i f i c j o u r n a l s p e r m i t t e d 

p u b l i c a t i o n o f t h e s e a r t i c l e s . T h a t i n t e r e s t i n v e c t o r i a l m e t h o d s i n 

g e n e r a l a n d t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m i n p a r t i c u l a r g r e a t l y i n -

c r e a s e d d u r i n g t h e 1 8 9 0 ' s m a y i n l a r g e m e a s u r e b e a t t r i b u t e d t o t h e 

f o r c e f u l , t i m e l y , a n d s t i m u l a t i n g p r e s e n t a t i o n s i n t h e s e a r t i c l e s . 

F r o m t h e a r g u m e n t s a d v a n c e d i n t h e d e b a t e m u c h c a n b e l e a r n e d 

a b o u t h o w t h e s e e a r l y v e c t o r i s t s v i e w e d t h e i r s y s t e m s a n d t h e s y s -

t e m s o f t h e i r o p p o n e n t s . 

A l l p u b l i c a t i o n s f r o m t h e p e r i o d 1 8 9 0 t o 1 8 9 4 w h i c h c o n t a i n a r g u -

m e n t s r e l e v a n t t o v e c t o r i a l m e t h o d s w i l l b e d i s c u s s e d i n t h i s c h a p -

t e r . 3 9 T h i s t i m e l i m i t a t i o n i s b y n o m e a n s a r b i t r a r y ; t h e n u m b e r o f 

p o l e m i c a l a r t i c l e s p u b l i s h e d i n t h e y e a r s i m m e d i a t e l y b e f o r e a n d 

a f t e r t h i s p e r i o d i s v e r y s m a l l . M o r e o v e r t h e d i s c u s s i o n i s u n i f i e d b y 

t h e f a c t t h a t n e a r l y e v e r y p u b l i c a t i o n f r o m t h i s g r o u p r e f e r s t o o n e 

o r m o r e o t h e r p u b l i c a t i o n s f r o m t h e g r o u p . T h o u g h s l i g h t l y m o r e 

t h a n h a l f o f t h e w r i t i n g s a p p e a r e d i n t h e i m p o r t a n t B r i t i s h s c i e n t i f i c 
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w e e k l y Nature, t h e d i s c u s s i o n c e r t a i n l y w e n t b e y o n d i t s p a g e s a n d 

t o u c h e d o n i m p o r t a n t q u e s t i o n s n o t d e a l t w i t h i n i t s p a g e s . 4 0 

I I . The "Struggle for Existence" 

T h e b e g i n n i n g o f t h i s " s t r u g g l e f o r e x i s t e n c e " m a y b e d a t e d a s 

1 8 9 0 , a y e a r i n w h i c h P e t e r G u t h r i e T a i t w r o t e t w o s t r o n g l y w o r d e d 

p l e a s f o r r e c o g n i t i o n o f t h e f i t n e s s o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . T h e 

o c c a s i o n w a s t h e p u b l i c a t i o n i n t h a t y e a r o f t h e " T h i r d E d i t i o n , 

M u c h E n l a r g e d " o f h i s Elementary Treatise o n Quaternions. T h e 

J a n u a r y , 1 8 9 0 , i s s u e o f t h e Philosophical Magazine c a r r i e d a n a r t i -

c l e e n t i t l e d " O n t h e I m p o r t a n c e o f Q u a t e r n i o n s i n P h y s i c s , " w h i c h 

w a s a n a b s t r a c t o f T a i t ' s a d d r e s s t o t h e P h y s i c a l S o c i e t y o f t h e U n i -

v e r s i t y o f E d i n b u r g h , g i v e n N o v e m b e r 1 4 , 1 8 8 9 . 

T a i t b e g a n i n d i r e c t l y b y p o s i n g t h e q u e s t i o n " W h e t h e r i s e x p e r i -

m e n t o r m a t h e m a t i c s t h e m o r e i m p o r t a n t t o t h e p r o g r e s s o f p h y s -

i c s ? " ( 1 ; 8 4 ) H e c o n c l u d e d t h a t t h e q u e s t i o n w a s a b s u r d b e c a u s e 

" t o t h e i r c o m b i n e d o r a l t e r n a t e a s s a u l t s e v e r y t h i n g p e n e t r a b l e 

m u s t , s o m e d a y , g i v e u p i t s s e c r e t s . " ( 1 ; 8 4 ) T h e i r " i n s e p a r a b l e 

c o n n e x i o n , " h e s t a t e d , l e a d s t o t h e i m p o r t a n t c o n c l u s i o n " t h a t e v e r y 

f o r m u l a w e e m p l o y s h o u l d a s o p e n l y a s p o s s i b l e p r o c l a i m i t s p h y s i -

c a l m e a n i n g . " ( 1 ; 8 5 ) F o r t h i s r e a s o n t h e p r i m a r y c h a r a c t e r i s t i c t o b e 

s o u g h t i n s e l e c t i n g m a t h e m a t i c a l m e t h o d s f o r p h y s i c a l p r o b l e m s i s 

n e i t h e r c o m p a c t n e s s n o r e l e g a n c e , b u t " e x p r e s s i v e n e s s . " I n t h i s 

w a y T a i t l e d t h e d i s c u s s i o n t o q u a t e r n i o n s , w h i c h h e d e s c r i b e d a s 

" t r a n s c e n d e n t l y e x p r e s s i v e , " c o m p a c t , a n d e l e g a n t . T a i t h e r e a s 

e l s e w h e r e i n v o k e d t h e n a m e a n d r e p u t a t i o n o f H a m i l t o n o n b e h a l f 

o f t h e q u a t e r n i o n c a u s e . T h i s w a s n o t w i t h o u t e f f e c t , e s p e c i a l l y 

s i n c e G r a v e s ' i m m e n s e Life o f Hamilton h a d j u s t b e e n p u b l i s h e d , 

a n d t h i s t w o - t h o u s a n d - p a g e t r i b u t e t o t h e o r i g i n a t o r o f q u a t e r n i o n s 

m u s t h a v e b r o u g h t t h e m e m o r y o f H a m i l t o n b e f o r e t h e m i n d s o f 

m a n y m e n o f t h e t i m e . 

T a i t p r o c e e d e d t o a n a t t a c k o n t h e a r t i f i c i a l i t y o f C a r t e s i a n c o -

o r d i n a t e s , " o n e o f t h e w h o l l y a v o i d a b l e e n c u m b r a n c e s w h i c h n o w 

r e t a r d t h e p r o g r e s s o f m a t h e m a t i c a l p h y s i c s . " ( 1 ; 8 6 ) T h i s e n c u m -

b r a n c e , T a i t a r g u e d , c o u l d b e a v o i d e d i f q u a t e r n i o n s w e r e w i d e l y 

a d o p t e d , a n d h e c i t e d a s o n e r e a s o n f o r t h i s t h a t q u a t e r n i o n s a r e 

" u n i q u e l y a d a p t e d t o E u c l i d i a n s p a c e . . . . " ( 1 ; 8 7 ) T a i t t h e n g a v e a 

n u m b e r o f i l l u s t r a t i o n s o f t h e s i m p l i c i t y a n d b r e v i t y o f t h e q u a t e r -

n i o n e x p r e s s i o n s a s c o m p a r e d w i t h e q u i v a l e n t C a r t e s i a n e x p r e s -

s i o n s . H e s t r e s s e d t h e s e a d v a n t a g e s a b o v e a l l i n r e l a t i o n t o t h e d i f -

f e r e n t i a l c a l c u l u s o f q u a t e r n i o n s a n d p a r t i c u l a r l y i n a p p l i c a t i o n s o f 

V . A t o n e p o i n t T a i t m a d e a s t a t e m e n t t h a t h e w o u l d o f t e n r e p e a t i n 
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s i m i l a r f o r m s . C o n c e r n i n g V h e w r o t e : " N o d o u b t , i t w a s o r i g i n a l l y 

d d d 
d e f i n e d i n t h e c u m b r o u s a n d u n n a t u r a l f o r m i - j - + j ~t~ + k - 7 - . B u t 

dx dy dz 

t h a t w a s i n t h e v e r y i n f a n c y o f t h e n e w c a l c u l u s , b e f o r e i t s i n v e n t o r 

h a d s u c c e e d e d i n c o m p l e t e l y r e m o v i n g f r o m i t s f o r m u l a e t h e f r a g -

m e n t s o f t h e C a r t e s i a n s h e l l , w h i c h w e r e s t i l l p e r s i s t e n t l y c l i n g i n g 

a b o u t t h e m . " ( 1 ; 9 1 ) E s s e n t i a l l y T a i t w a s s t a t i n g t h a t H a m i l t o n ' s 

f r e q u e n t r e c o u r s e t o C a r t e s i a n e q u i v a l e n t s w a s a b l o t o n t h e s y s t e m 

a n d t h a t t h i s h a d g r e a t l y h i n d e r e d r e c o g n i t i o n o f i t s m a n y a d v a n -

t a g e s . T h e n f o l l o w e d a n u m b e r o f i l l u s t r a t i o n s o f t h e p o w e r a n d 

s i m p l i c i t y o f V . 

T h e f i n a l p o i n t i n t h e p a p e r c e n t e r e d a r o u n d a p a r a p h r a s e o f 

H o r a c e ; T a i t w r o t e : " T h e highest art i s the absence ( n o t , a s H o r a c e 

w o u l d h a v e i t , t h e concealment) o f artifice." ( 1 ; 8 6 ) T h u s C a r t e s i a n 

m e t h o d s w e r e a r t i f i c i a l , q u a t e r n i o n s n a t u r a l . T h i s l e d T a i t t o a n i n -

t e r e s t i n g c h a r a c t e r i z a t i o n o f n i n e t e e n t h - c e n t u r y p h y s i c a l s c i e n c e : 

T h e m a g n i f i c e n t a r t i f i c e r s o f t h e e a r l i e r p a r t o f t h e c e n t u r y w e r e , i n m a n y 

c a s e s , b l i n d e d b y t h e e x q u i s i t e p r o d u c t s o f t h e i r o w n a r t . T o F o u r i e r , a n d 

m o r e e s p e c i a l l y t o P o i n s o t , w e a r e i n d e b t e d f o r t h e p r a c t i c a l t e a c h i n g 

t h a t a m a t h e m a t i c a l f o r m u l a , h o w e v e r b r i e f a n d e l e g a n t , i s m e r e l y a s t e p 

t o w a r d s k n o w l e d g e , a n d a n a l l b u t u s e l e s s o n e , u n t i l w e c a n t h o r o u g h l y 

r e a d i t s m e a n i n g . I t m a y i n f a c t b e s a i d w i t h t r u t h t h a t w e a r e a l r e a d y i n 

p o s s e s s i o n o f m a t h e m a t i c a l m e t h o d s , o f t h e a r t i f i c i a l k i n d , f u l l y s u f f i c i e n t 

f o r a l l o u r p r e s e n t , a n d a t l e a s t o u r i m m e d i a t e l y p r o s p e c t i v e , w a n t s . 

W h a t i s r e q u i r e d f o r p h y s i c s i s t h a t w e s h o u l d b e e n a b l e d a t e v e r y s t e p 

t o f e e l i n t u i t i v e l y w h a t w e a r e d o i n g . T i l l w e h a v e b a n i s h e d a r t i f i c e w e 

a r e n o t e n t i t l e d t o h o p e f o r f u l l s u c c e s s i n s u c h a n u n d e r t a k i n g . ( 1 ; 9 6 - 9 7 ) 

I n c o n c l u s i o n i t m a y b e n o t e d t h a t T a i t ' s a r g u m e n t s w e r e m a i n l y 

d i r e c t e d t o t h e s u r v i v a l s t r u g g l e b e t w e e n v e c t o r i a l a n d C a r t e s i a n 

m e t h o d s a n d t h a t h e n c e t h e m a j o r i t y o f t h e a r g u m e n t s c o u l d b e a p -

p l i e d e q u a l l y w e l l o n b e h a l f o f t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m . 

T h e s e c o n d w r i t i n g o f T a i t f r o m t h e y e a r 1 8 9 0 t h a t w a s s e m i n a l 

f o r t h e d e b a t e w a s t h e p r e f a c e 2 t o t h e t h i r d e d i t i o n o f h i s Treatise 

o n Quaternions. T a i t ' s b o o k w a s d i r e c t e d m a i n l y t o w a r d t h e p h y s i -

c a l a p p l i c a t i o n s o f q u a t e r n i o n s ; t o r e c t i f y t h i s " b i a s , " a s h e c a l l e d i t , 

h e a d d e d f o r t h i s e d i t i o n " a n e n t i r e C h a p t e r , o n t h e A n a l y t i c a l A s -

p e c t o f Q u a t e r n i o n s " t h r o u g h " t h e u n s o l i c i t e d k i n d n e s s o f P r o f . 

C a y l e y . " ( 2 ; v ) S i n c e C a y l e y f o u r y e a r s l a t e r m a d e a n a t t a c k o n q u a -

t e r n i o n s , T a i t m a y h a v e c o m e t o r e g r e t h i s d e c i s i o n t o i n c l u d e t h i s 

c h a p t e r . 

T a i t s t a t e d t h a t " l i t t l e p r o g r e s s h a s r e c e n t l y b e e n m a d e w i t h t h e 

d e v e l o p m e n t o f Q u a t e r n i o n s . " ( 2 ; v i ) I n a p a r a g r a p h r i c h w i t h l i t e r -

a r y q u o t a t i o n s h e a s c r i b e d t h i s p a r t l y t o e x c e s s i v e e f f o r t s t o m o d i f y 
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n o t a t i o n s , e s p e c i a l l y i n F r a n c e , a n d c o n c l u d e d w i t h t h e s t a t e m e n t : 

" E v e n P r o f . W i l l a r d G i b b s m u s t b e r a n k e d a s o n e o f t h e r e t a r d e r s o f 

Q u a t e r n i o n p r o g r e s s , i n v i r t u e o f h i s p a m p h l e t o n Vector Analysis; 

a s o r t o f h e r m a p h r o d i t e m o n s t e r , c o m p o u n d e d o f t h e n o t a t i o n s o f 

H a m i l t o n a n d o f G r a s s m a n n . " 4 1 T u r n i n g t o p r i o r i t y q u e s t i o n s , T a i t 

a r g u e d t h a t G r a s s m a n n c e r t a i n l y d i d n o t h a v e q u a t e r n i o n s b e f o r e 

H a m i l t o n ( c o r r e c t ) , t h a t H a m i l t o n p u b l i s h e d h i s s y s t e m f i r s t ( c o r -

r e c t , b u t m i s l e a d i n g ) , a n d t h a t i n t h e 1 8 3 0 ' s H a m i l t o n h a d p u b -

l i s h e d G r a s s m a n n ' s i n t e r n a l a n d e x t e r n a l p r o d u c t s ( i n c o r r e c t a n d 

r e f u t e d b y G i b b s 7 ) . 

T a i t p r o c e e d e d t o a r g u e f o r t h e s u p e r i o r i t y o f q u a t e r n i o n m e t h o d s 

o v e r C a r t e s i a n m e t h o d s a n d t o s u g g e s t t h a t i n q u a t e r n i o n w o r k e v e n 

t o h a v e " r e c o u r s e t o q u a s i - C a r t e s i a n p r o c e s s e s i s f a t a l t o p r o g r e s s . " 

( 2 ; v i i ) H e c o n c l u d e d b y a q u o t a t i o n f r o m a l e t t e r h e h a d r e c e i v e d 

l o n g a g o f r o m H a m i l t o n : " C o u l d a n y t h i n g b e s i m p l e r o r m o r e s a t i s -

f a c t o r y ? D o n ' t y o u feel, a s w e l l a s t h i n k , t h a t w e a r e o n a right track, 

a n d s h a l l b e thanked h e r e a f t e r ? N e v e r m i n d w h e n . " ( 2 ; v i i i ) T h i s 

w a s o f c o u r s e t o d r a w u p o n H a m i l t o n ' s g r e a t r e p u t a t i o n t o a d v a n c e 

h i s c a u s e . A s t i m e p a s s e d , h o w e v e r , s t a t e m e n t s s u c h a s t h i s l e d t o a 

d i m i n i s h i n g o f H a m i l t o n ' s s t a t u r e . 

I n t h e A p r i l 2 , 1 8 9 1 , i s s u e o f Nature t h e r e a p p e a r e d a n a r t i c l e 3 b y 

G i b b s w r i t t e n i n r e s p o n s e t o T a i t ' s r e f e r e n c e s t o G i b b s a s o n e o f t h e 

" r e t a r d e r s o f q u a t e r n i o n p r o g r e s s " a n d t o t h e G i b b s ' s y s t e m a s a 

" h e r m a p h r o d i t e m o n s t e r . " G i b b s b e g a n b y q u o t i n g T a i t ' s s t a t e m e n t 

a n d f o l l o w e d t h i s b y a p a r a g r a p h w h i c h w e l l i l l u s t r a t e s G i b b s ' t a c t -

f u l n e s s a n d h i s s t a i d b u t f o r c e f u l s t y l e . 

T h e m e r i t s o r d e m e r i t s o f a p a m p h l e t p r i n t e d f o r p r i v a t e d i s t r i b u t i o n a 

g o o d m a n y y e a r s a g o d o n o t c o n s t i t u t e a s u b j e c t o f a n y g r e a t i m p o r t a n c e , 

b u t t h e a s s u m p t i o n s i m p l i e d i n t h e s e n t e n c e q u o t e d a r e s u g g e s t i v e o f 

c e r t a i n r e f l e c t i o n s a n d i n q u i r i e s w h i c h a r e o f b r o a d e r i n t e r e s t , a n d s e e m 

n o t u n t i m e l y a t a p e r i o d w h e n t h e m e t h o d s a n d r e s u l t s o f t h e v a r i o u s 

f o r m s o f m u l t i p l e a l g e b r a a r e a t t r a c t i n g s o m u c h a t t e n t i o n . I t s e e m s t o b e 

a s s u m e d t h a t a d e p a r t u r e f r o m q u a t e r n i o n i c u s a g e i n t h e t r e a t m e n t o f 

v e c t o r s i s a n e n o r m i t y . I f t h i s a s s u m p t i o n i s t r u e , i t i s a n i m p o r t a n t t r u t h ; 

i f n o t , i t w o u l d b e u n f o r t u n a t e i f i t s h o u l d r e m a i n u n c h a l l e n g e d , e s p e -

c i a l l y w h e n s u p p o r t e d b y s o h i g h a n a u t h o r i t y . T h e c r i t i c i s m r e l a t e s p a r -

t i c u l a r l y t o n o t a t i o n s , b u t I b e l i e v e t h a t t h e r e i s a d e e p e r q u e s t i o n o f 

n o t i o n s u n d e r l y i n g t h a t o f n o t a t i o n s . I n d e e d , i f m y o f f e n c e h a d b e e n 

s o l e l y i n t h e m a t t e r o f n o t a t i o n , i t w o u l d h a v e b e e n l ess a c c u r a t e t o d e -

s c r i b e m y p r o d u c t i o n a s a m o n s t r o s i t y , t h a n t o c h a r a c t e r i z e i t s d r e s s a s 

u n c o u t h . (3 ; 5 1 1 ) 

T h e f i r s t " n o t i o n s " w i t h w h i c h G i b b s d e a l t w e r e t h e s c a l a r a n d 

v e c t o r p r o d u c t s . H e a r g u e d t h a t t h e s e p r o d u c t s a r e f u n d a m e n t a l 

s i n c e t h e y r e p r e s e n t t h e m o s t i m p o r t a n t r e l a t i o n s i n p h y s i c s a n d 
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g e o m e t r y , w h e r e a s f e w , i f a n y , c o r r e l a t e s a r e f o u n d f o r t h e q u a t e r -

n i o n p r o d u c t o r f o r t h e q u a t e r n i o n i t s e l f . H e s u g g e s t e d t h a t t h i s c o n -

c l u s i o n w a s e v i d e n t e v e n f r o m a n e x a m i n a t i o n o f t h e p r a c t i c e s o f 

t h e q u a t e r n i o n i s t s i n d e a l i n g w i t h s p a t i a l r e l a t i o n s . A n d h e a d d e d 

t h a t v e c t o r a n a l y s i s , u n l i k e q u a t e r n i o n a n a l y s i s , c o u l d b e e x t e n d e d 

t o a p p l y t o s p a c e o f f o u r o r m o r e d i m e n s i o n s . ( 3 ; 5 1 1 - 5 1 2 ) G i b b s 

i n t r o d u c e d h i s n e x t p o i n t b y a d m i t t i n g t h a t t h e " q u a t e r n i o n a f f o r d s 

a c o n v e n i e n t n o t a t i o n f o r r o t a t i o n s " ( 3 ; 5 1 2 ) , b u t h e a d d e d t h a t t h e 

r e p r e s e n t a t i o n o f r o t a t i o n s b y t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n i n t h e 

G i b b s i a n s y s t e m " s e e m s t o l e a v e n o t h i n g t o b e d e s i r e d . . . . " ( 3 ; 

5 1 2 ) A f t e r a c o m p a r i s o n o f t h e u s e o f V i n t h e t w o s y s t e m s G i b b s 

w r o t e i n s u m m a r y : " T h e s e c o n s i d e r a t i o n s a r e s u f f i c i e n t , I t h i n k , t o 

s h o w t h a t t h e p o s i t i o n o f t h e q u a t e r n i o n i s t i s n o t t h e o n l y o n e f r o m 

w h i c h t h e s u b j e c t o f v e c t o r a n a l y s i s m a y b e v i e w e d , a n d t h a t a 

m e t h o d w h i c h w o u l d b e m o n s t r o u s f r o m o n e p o i n t o f v i e w , m a y b e 

n o r m a l a n d i n e v i t a b l e f r o m a n o t h e r . " ( 3 ; 5 1 2 ) 

G i b b s t u r n e d t o t h e q u e s t i o n o f n o t a t i o n b y c o r r e c t i n g T a i t ' s 

s t a t e m e n t t h a t h i s s y s t e m m a d e u s e o f G r a s s m a n n ' s n o t a t i o n . H e 

t h e n s u g g e s t e d t h a t h i s n o t a t i o n w a s s i m p l e r , c l e a r e r , a n d m o r e e x -

p r e s s i v e t h a n t h e q u a t e r n i o n i c . I n h i s s t a t e m e n t s i n t h i s r e g a r d h e 

e x h i b i t e d a n o t e w o r t h y o p e n n e s s o f m i n d a n d i n g e n e r a l p l a c e d 

n o t a t i o n q u e s t i o n s i n a s u b o r d i n a t e p o s i t i o n . ( 3 ; 5 1 2 - 5 1 3 ) 

T a i t ' s r e p l y 4 t o G i b b s ' a r t i c l e w a s p u b l i s h e d w i t h i n t h e m o n t h . 

I t i s p e r h a p s i r o n i c t h a t o n e o f t h e a s p e c t s o f G i b b s ' s y s t e m a t t a c k e d 

s t r o n g l y i n T a i t ' s r e p l y w a s G i b b s ' d y a d , o r w h a t G i b b s c a l l e d t h e 

i n d e t e r m i n a t e p r o d u c t o f t w o v e c t o r s . T a i t s a i d t h i s w a s c o n f u s i n g 

a n d " u n d o u b t e d l y a r t i f i c i a l i n t h e h i g h e s t d e g r e e . . . . " ( 4 ; 6 0 8 ) T h e 

i r o n y i s t h a t n e a r l y h a l f a c e n t u r y p r i o r t o t h i s t i m e m a t h e m a t i c i a n s 

a t t a c k e d t h e q u a t e r n i o n ( n o n c o m m u t a t i v e ) p r o d u c t o n n e a r l y t h e 

s a m e g r o u n d s ; h e n c e i t i s i n o n e w a y s u r p r i s i n g t h a t a q u a t e r n i o n i s t 

w o u l d b a l k a t a f u r t h e r e x t e n s i o n i n t h e m e a n i n g o f " p r o d u c t . " 

T a i t w r o t e i n r e s p o n s e t o G i b b s : " I t i s s i n g u l a r t h a t o n e o f P r o f . 

G i b b s ' o b j e c t i o n s t o Q u a t e r n i o n s s h o u l d b e p r e c i s e l y w h a t I h a v e 

a l w a y s c o n s i d e r e d ( a f t e r p e r f e c t i n a r t i f i c i a l i t y ) t h e i r c h i e f m e r i t : — 

v i z . t h a t t h e y a r e 4 u n i q u e l y adapted t o Euclidian space, a n d t h e r e -

f o r e s p e c i a l l y u s e f u l i n s o m e o f t h e m o s t i m p o r t a n t b r a n c h e s o f 

p h y s i c a l s c i e n c e . ' W h a t h a v e s t u d e n t s o f p h y s i c s , a s s u c h , t o d o w i t h 

s p a c e o f m o r e t h a n t h r e e d i m e n s i o n s ? " ( 4 ; 6 0 8 ) F a t e s e e m s t o h a v e 

b e e n a g a i n s t T a i t , a t l e a s t i n r e g a r d t o t h e l a s t p o i n t . T a i t c o n c l u d e d 

b y a d i s c u s s i o n o f t h e c o m p a r a t i v e c o m p a c t n e s s o f e x p r e s s i o n s i n 

t h e t w o s y s t e m s ; i n t h i s t h e q u a t e r n i o n i s t s h a d a s l i g h t a d v a n t a g e , 

f o r q u a t e r n i o n p r o d u c t s r e t a i n a s s o c i a t i v i t y , w h e r e a s t h e G i b b s i a n 
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v e c t o r p r o d u c t d o e s n o t . ( T h u s i n t h e G i b b s i a n s y s t e m i X ( j X j ) = 

X j ) X j = i.) 

G i b b s ' s e c o n d a r t i c l e 5 w a s p u b l i s h e d i n Nature f o u r w e e k s a f t e r 

T a i t ' s a r t i c l e . E n t i t l e d " Q u a t e r n i o n s a n d t h e ' A u s d e h n u n g s l e h r e , ' " 

i t w a s w r i t t e n i n r e s p o n s e t o h i s t o r i c a l s t a t e m e n t s m a d e b y T a i t i n 

h i s Encyclopaedia Britannica a r t i c l e " Q u a t e r n i o n s " ( o f 1 8 8 6 ) a n d 

i n t h e p r e f a c e t o h i s q u a t e r n i o n Treatise o f 1 8 9 0 . G i b b s ' m o t i v a t i o n 

i n w r i t i n g t h i s a r t i c l e m a y b e i n f e r r e d f r o m a l e t t e r h e w r o t e i n 1 8 8 8 

t o T h o m a s C r a i g t o r e q u e s t t h e l a t t e r t o p u b l i s h G r a s s m a n n ' s 1 8 4 0 

Theorie der Ebbe und Flut. I t w a s i n t h i s l e t t e r t h a t G i b b s p r e d i c t e d 

t h a t a " s t r u g g l e f o r e x i s t e n c e " a m o n g t h e v e c t o r i a l s y s t e m s w a s 

a b o u t t o b e g i n , a n d t o t h i s s t a t e m e n t h e a d d e d : " T h e m o s t i m p o r -

t a n t q u e s t i o n i s o f c o u r s e t h a t o f m e r i t , b u t w i t h t h i s q u e s t i o n s o f 

p r i o r i t y a r e i n e x t r i c a b l y e n t a n g l e d , & w i l l b e c e r t a i n t o b e t h e m o r e 

d i s c u s s e d , s i n c e t h e r e a r e s o m a n y p e r s o n s w h o c a n j u d g e o f p r i -

o r i t y t o o n e w h o c a n j u d g e o f m e r i t . " 3 7 T h u s t h o u g h G i b b s d e a l t p r i -

m a r i l y w i t h p r i o r i t y q u e s t i o n s , h e w a s w e l l a w a r e t h a t m u c h m o r e 

w a s a t s t a k e : b y c o r r e c t i n g T a i t ' s e x c e s s i v e p r i o r i t y s t a t e m e n t s h e 

a d d e d p r e s t i g e t o G r a s s m a n n , a n d i n c o m p a r i n g G r a s s m a n n ' s i d e a s 

t o H a m i l t o n ' s ( o v e r t l y i n r e g a r d t o h i s t o r i c a l q u e s t i o n s ) h e p u t f o r t h 

a r g u m e n t s f o r t h e s u p e r i o r i t y o f G r a s s m a n n ' s m e t h o d s . A n d t o 

p r a i s e a n d t o r e c o m m e n d G r a s s m a n n ' s s y s t e m w a s o f c o u r s e t o 

p r a i s e a n d t o r e c o m m e n d h i s o w n s y s t e m , f o r h e d i s c u s s e d p r i -

m a r i l y t h o s e a s p e c t s o f G r a s s m a n n ' s s y s t e m t h a t w e r e a l s o t o b e 

f o u n d i n t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m . 

G i b b s b e g a n b y a d m i t t i n g t h a t H a m i l t o n w a s t h e f i r s t t o a n n o u n c e 

h i s d i s c o v e r y , w h e r e a s G r a s s m a n n " s e e m s t o h a v e b e e n i n n o h a s t e 

t o p l a c e h i m s e l f o n r e c o r d , a n d p u b l i s h e d n o t h i n g u n t i l h e w a s a b l e 

t o g i v e t h e w o r l d t h e m o s t c h a r a c t e r i s t i c a n d f u n d a m e n t a l p a r t o f h i s 

s y s t e m w i t h c o n s i d e r a b l e d e v e l o p m e n t i n a t r e a t i s e o f m o r e t h a n 

3 0 0 p a g e s , w h i c h a p p e a r e d i n A u g u s t 1 8 4 4 . " ( 5 ; 7 9 ) B o t h w e r e , 

w r o t e G i b b s , m e m o r a b l e d i s c o v e r i e s , a n d h e n c e " H i s t o r i c a l j u s t i c e , 

a n d t h e i n t e r e s t s o f m a t h e m a t i c a l s c i e n c e , " r e q u i r e t h a t T a i t ' s h i s -

t o r i c a l s t a t e m e n t s c o n c e r n i n g t h e t w o s y s t e m s " s h o u l d n o t b e a l -

l o w e d t o p a s s w i t h o u t p r o t e s t . " ( 5 ; 7 9 ) G i b b s ' a p p r o a c h t o t h e p r i -

o r i t y q u e s t i o n w a s t o s t a t e t h a t t h e s y s t e m s s h o u l d f i r s t b e c o m p a r e d 

i n t e r m s o f w h a t t h e y h a v e i n c o m m o n a n d t h e n i n t e r m s o f w h a t i s 

p e c u l i a r t o e a c h . 

B o t h s y s t e m s h a v e v e c t o r a d d i t i o n a n d t h e s c a l a r a n d v e c t o r p r o d -

u c t s , G i b b s s t a t e d , b u t t h e q u a t e r n i o n p r o d u c t i s f o u n d o n l y i n t h e 

q u a t e r n i o n s y s t e m , w h i l e G r a s s m a n n h a d t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n 

f i r s t . G i b b s t h e n a d d e d : 
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T o w h a t e x t e n t a r e t h e g e o m e t r i c a l m e t h o d s w h i c h a r e u s u a l l y c a l l e d 

q u a t e r n i o n i c p e c u l i a r t o H a m i l t o n , a n d t o w h a t e x t e n t a r e t h e y c o m m o n 

t o G r a s s m a n n ? T h i s i s a q u e s t i o n w h i c h a n y o n e c a n e a s i l y d e c i d e f o r 

h i m s e l f . I t i s o n l y n e c e s s a r y t o r u n o n e ' s e y e o v e r t h e e q u a t i o n s u s e d b y 

q u a t e r n i o n i c w r i t e r s i n t h e d i s c u s s i o n o f g e o m e t r i c a l o r p h y s i c a l s u b -

j e c t s , a n d s e e h o w f a r t h e y n e c e s s a r i l y i n v o l v e t h e i d e a o f t h e q u a t e r -

n i o n , a n d h o w f a r t h e y w o u l d b e i n t e l l i g i b l e t o o n e u n d e r s t a n d i n g t h e 

f u n c t i o n s Sap a n d Va/3, b u t h a v i n g n o c o n c e p t i o n o f t h e q u a t e r n i o n 

afi, o r a t l e a s t c o u l d b e m a d e s o b y t r i f l i n g c h a n g e s o f n o t a t i o n , a s b y 

w r i t i n g S o r V i n p l a c e s w h e r e t h e y w o u l d n o t a f f e c t t h e v a l u e o f t h e ex -

p r e s s i o n s . F o r s u c h a t e s t t h e e x a m p l e s a n d i l l u s t r a t i o n s i n t r e a t i s e s o n 

q u a t e r n i o n s w o u l d b e m a n i f e s t l y i n a p p r o p r i a t e , s o f a r a s t h e y a r e c h o s e n 

t o i l l u s t r a t e q u a t e r n i o n i c p r i n c i p l e s , s i n c e t h e o b j e c t t m a y i n f l u e n c e t h e 

f o r m o f p r e s e n t a t i o n . B u t w e m a y u s e a n y d i s c u s s i o n o f g e o m e t r i c a l o r 

p h y s i c a l s u b j e c t s , w h e r e t h e w r i t e r i s f r e e t o c h o o s e t h e f o r m m o s t s u i t -

a b l e t o t h e s u b j e c t . ( 5 ; 8 0 ) 

G i b b s w r o t e t h a t i f f o r e x a m p l e p a g e s 1 6 0 - 3 7 1 o f T a i t ' s Treatise 

w e r e t o b e e x a m i n e d , i t w o u l d b e e v i d e n t t h a t " f o r t h e m o s t p a r t t h e 

m e t h o d s o f r e p r e s e n t i n g s p a t i a l r e l a t i o n s u s e d b y q u a t e r n i o n i c w r i t -

e r s a r e c o m m o n t o t h e s y s t e m s o f H a m i l t o n a n d G r a s s m a n n . " ( 5 ; 8 0 ) 

A f t e r p o s i n g t h e q u e s t i o n o f t h e i m p o r t a n c e o f t h e r e m a i n i n g c a s e s 

w h e r e t h e q u a t e r n i o n p l a y e d a f u n d a m e n t a l p a r t , G i b b s s u g g e s t e d 

t h a t t h e s e w e r e " v e r y e x c e p t i o n a l . " T h u s G i b b s r e s t a t e d i n a v e r y 

e f f e c t i v e w a y w h a t h e h a d a r g u e d e a r l i e r : s c a l a r a n d v e c t o r p r o d u c t s 

a r e m o r e u s e f u l a n d m o r e f u n d a m e n t a l t h a n t h e q u a t e r n i o n p r o d -

u c t . A n d t h e e v i d e n c e h e c i t e d w a s t h e p r a c t i c e o f t h e q u a t e r n i o n i s t 

T a i t ! 

G i b b s w e n t o n t o d i s c u s s G r a s s m a n n ' s p o i n t a n a l y s i s , h i s " w e a l t h 

o f m u l t i p l i c a t i v e r e l a t i o n s , " a n d i n g e n e r a l t h e v a s t s c o p e o f h i s s y s -

t e m a s c o m p a r e d t o H a m i l t o n ' s . H e a t t e m p t e d t o s h o w t h a t t h e d i s -

c o v e r y o f m a t r i c e s c a m e i n G r a s s m a n n ' s 1 8 4 4 w o r k , a f u l l f o u r t e e n 

y e a r s b e f o r e C a y l e y ' s f a m o u s p u b l i c a t i o n o f 1 8 5 8 . G i b b s p r o c e e d e d 

t o g i v e t w o q u o t a t i o n s f r o m T a i t w h i c h s t a t e d i n p a r t t h a t H a m i l t o n 

h a d d i s c o v e r e d t h e s c a l a r a n d v e c t o r p r o d u c t s i n t h e 1 8 3 0 ' s i n h i s 

" T h e o r y o f C o n j u g a t e F u n c t i o n s o r A l g e b r a i c C o u p l e s . " T h i s s t a t e -

m e n t G i b b s s i m p l y r e j e c t e d , a n d w i t h g o o d r e a s o n . T a i t h a d g o n e 

t o o f a r o n t o o s h a k y a f o u n d a t i o n , f o r h i s k n o w l e d g e o f G r a s s m a n n ' s 

s y s t e m w a s v e r y l i m i t e d . I n t h i s r e g a r d G i b b s h a d t h e d i s t i n c t a d -

v a n t a g e t h a t h e w a s w e l l a c q u a i n t e d w i t h G r a s s m a n n ' s and H a m i l -

t o n ' s s y s t e m s . 

G i b b s ' c a r e f u l l y r e a s o n e d a n d w e l l - d o c u m e n t e d p a p e r e x h i b i t e d 

a n o p e n n e s s a n d f l e x i b i l i t y w h i c h m u s t h a v e m a d e i t a p p e a l i n g t o 

s y m p a t h e t i c r e a d e r s w i t h o u t b e i n g a n t a g o n i s t i c t o r e a d e r s o f a n -

o t h e r p e r s u a s i o n . H e a r g u e d f o r c e f u l l y t h a t w h a t w a s i m p o r t a n t i n 

H a m i l t o n ' s s y s t e m w a s a l s o i n G r a s s m a n n ' s a n d t h a t m o r e o v e r 
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G r a s s m a n n ' s s y s t e m c o n t a i n e d a w e a l t h o f a p p l i c a t i o n s u n i q u e t o i t . 

T a i t ' s v e r y b r i e f r e p l y 6 t o G i b b s ' a r t i c l e w a s p u b l i s h e d j u s t o n e 

w e e k l a t e r i n Nature. I n i t T a i t r e a s s e r t e d s o m e o f t h e v i e w s G i b b s 

h a d a t t a c k e d b u t e s s e n t i a l l y g a v e n o n e w r e a s o n s f o r , o r c l a r i f i c a -

t i o n s o f , t h o s e v i e w s . T a i t a d m i t t e d h i s l a c k o f f a m i l i a r i t y w i t h 

G r a s s m a n n ' s w r i t i n g s a n d i n g e n e r a l w r o t e a s o n e m i g h t w r i t e w h o 

w a s s u r p r i s e d t h a t a n y o n e w o u l d a t t a c k q u a t e r n i o n s o n s u c h 

g r o u n d s . T h e q u a t e r n i o n s y s t e m w a s a t t h a t t i m e f a r b e t t e r k n o w n , 

a n d T a i t m u s t h a v e f e l t l i t t l e m o t i v a t i o n f o r g i v i n g a d e t a i l e d , t a c t -

f u l , a n d c o m p r e h e n s i v e r e j o i n d e r . T a i t h a d l o n g e x p e r i e n c e i n d e -

f e n d i n g q u a t e r n i o n s , b u t n e v e r o n s u c h g r o u n d s a s t h e s e . 

T h i s i s t h e l a s t a r t i c l e o f 1 8 9 1 t h a t w i l l b e d i s c u s s e d ; i t s h o u l d b e 

p o i n t e d o u t h o w e v e r t h a t i n t h e N o v e m b e r 1 3 , 1 8 9 1 , i s s u e o f t h e 

Electrician H e a v i s i d e b e g a n a s e r i e s o f p a p e r s o n v e c t o r a n a l y s i s 

w h i c h l a t e r f o r m e d t h e p o l e m i c a l t h i r d c h a p t e r o f v o l u m e o n e o f h i s 

Electromagnetic Theory ( 1 8 9 3 ) . T h e a r g u m e n t s g i v e n b y H e a v i s i d e 

i n t h i s c h a p t e r ( a n d h e n c e i n t h o s e p a p e r s ) w e r e d i s c u s s e d i n t h e 

p r e v i o u s c h a p t e r . 

I n J u n e , 1 8 9 2 , t h e d e b a t e r e s u m e d . T h e a r t i c l e 7 t h a t a p p e a r e d i n 

t h a t m o n t h ' s i s s u e o f t h e Philosophical Magazine w a s b y A l e x a n d e r 

M c A u l a y a n d w a s e n t i t l e d " Q u a t e r n i o n s a s a p r a c t i c a l I n s t r u m e n t o f 

P h y s i c a l R e s e a r c h . " A l e x a n d e r M c A u l a y ( 1 8 6 3 - 1 9 3 1 ) w a s a n 1 8 8 6 

g r a d u a t e o f C a m b r i d g e ( f o r t y - n i n t h W r a n g l e r ) , w h o i n 1 8 9 2 w a s 

t u t o r a n d l e c t u r e r i n m a t h e m a t i c s a n d p h y s i c s a t O r m o n d C o l l e g e i n 

M e l b o u r n e , A u s t r a l i a . T h e p a p e r h a d b e e n g i v e n a t t h e m e e t i n g o f 

t h e A u s t r a l i a n A s s o c i a t i o n f o r t h e A d v a n c e m e n t o f S c i e n c e i n J a n u -

a r y , 1 8 9 2 . T h e a r t i c l e i s i n t e r e s t i n g a b o v e a l l b e c a u s e o f t h e h i s t o r i -

c a l j u d g m e n t s m a d e b y M c A u l a y . 

M c A u l a y b e g a n b y s t a t i n g t h a t a l t h o u g h H a m i l t o n w a s a g r e a t 

m a t h e m a t i c i a n a n d a l t h o u g h q u a t e r n i o n s w e r e f a i r l y w e l l k n o w n , 

H a m i l t o n " h a s l e f t s c a r c e l y a s u c c e s s o r . " ( 7 ; 4 7 7 ) M c A u l a y t h e n 

a s k e d : " C a n a n y c a u s e b e a s s i g n e d f o r t h i s e x t r a o r d i n a r y c a s e o f 

a r r e s t e d d e v e l o p m e n t ? " ( 7 ; 4 7 7 ) M c A u l a y s u g g e s t e d t h a t i f p h y s i -

c i s t s w e r e a s k e d t h i s q u e s t i o n , t h e y w o u l d r e p l y t h a t q u a t e r n i o n s 

a r e n o t u s e d b e c a u s e t h e y h a v e n o t b e e n f r u i t f u l i n l e a d i n g t o s c i e n -

t i f i c d i s c o v e r i e s . H e t h e n s t a t e d : " T h e c h i e f o b j e c t o f t h e p r e s e n t 

p a p e r i s t o shake t h e b e l i e f o f m a t h e m a t i c a l p h y s i c i s t s . I t i s t o o 

m u c h t o h o p e t o overturn t h a t b e l i e f . " ( 7 ; 4 7 8 ) M c A u l a y c o m m e n t e d 

f u r t h e r o n t h e a p a t h y i n r e g a r d t o q u a t e r n i o n s : " I c o n f e s s t h a t t h e 

m o r e I t h i n k o f t h i s a p a t h y t h e m o r e e x t r a o r d i n a r y d o e s i t a p p e a r , 

a n d , a s a l r e a d y h i n t e d , i t w i l l p r o b a b l y p r o v e a n i n s o l u b l e p r o b l e m 
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t o t h e f u t u r e h i s t o r i a n o f M a t h e m a t i c s . " ( 7 ; 4 7 8 ) I t w a s a r g u e d t h a t 

m o s t p h y s i c i s t s w h o h a d r e j e c t e d q u a t e r n i o n s h a d s t u d i e d t h e m a t a 

t i m e a f t e r " t h e i r m a t h e m a t i c a l i d e a s a n d m e t h o d s " h a d " n e a r l y o r 

c o m p l e t e l y c r y s t a l l i z e d . " ( 7 ; 4 7 9 ) A f t e r a l i m i t e d p e r i o d o f s t u d y 

a n d b e f o r e t h e y h a v e s e e n t h e p o w e r f u l n e s s o f t h e m e t h o d s , t h e y 

c e a s e t h e i r s t u d y . A m a j o r f a c t o r i n t h i s t o o e a r l y c e s s a t i o n o f t h e i r 

l a b o r s h a s b e e n M a x w e l l , w h o " i s r e s p o n s i b l e t o a l a r g e e x t e n t f o r 

t h e d i s c r e d i t i n t o w h i c h q u a t e r n i o n s h a v e f a l l e n a m o n g p h y s i c i s t s . " 

( 7 ; 4 7 8 - 4 7 9 ) Y o u n g p h y s i c i s t s a b a n d o n t h e i r s t u d y o f q u a t e r n i o n s 

t o o e a r l y , " c o n s o l i n g t h e m s e l v e s t h a t M a x w e l l . . . h a d h a d m o r e 

e x p e r i e n c e t h a n t h e m s e l v e s " a n d y e t h a d f o u n d q u a t e r n i o n s v e r y 

l i m i t e d i n t h e i r u s e f u l n e s s . ( 7 ; 4 7 9 ) 

M c A u l a y s t a t e d t h a t p h y s i c s w o u l d a d v a n c e w i t h g r e a t r a p i d i t y i f 

q u a t e r n i o n s w e r e " i n t r o d u c e d t o s e r i o u s s t u d y t o t h e a l m o s t c o m -

p l e t e e x c l u s i o n o f C a r t e s i a n G e o m e t r y , e x c e p t i n a n i n s i g n i f i c a n t 

w a y , a s a p a r t i c u l a r c a s e o f t h e f o r m e r . " ( 7 ; 4 8 0 ) M c A u l a y t h e n g a v e 

a n e l a b o r a t e s e r i e s o f q u a t e r n i o n a p p l i c a t i o n s i n a n a t t e m p t t o i l l u s -

t r a t e h i s p o i n t . 

T h e n e x t p a p e r 8 f o r d i s c u s s i o n i s A l e x a n d e r M a c f a r l a n e ' s " P r i n -

c i p l e s o f A l g e b r a o f P h y s i c s , " w h i c h w a s d e l i v e r e d a t t h e A u g u s t , 

1 8 9 1 , m e e t i n g o f t h e A m e r i c a n A s s o c i a t i o n f o r t h e A d v a n c e m e n t o f 

S c i e n c e a n d p u b l i s h e d i n t h e Proceedings o f t h a t s o c i e t y i n J u l y , 

1 8 9 2 . M a c f a r l a n e ( 1 8 5 1 - 1 9 1 3 ) h a d s t u d i e d u n d e r T a i t a t E d i n b u r g h 

a n d i n 1 8 9 1 w a s t e a c h i n g a t t h e U n i v e r s i t y o f T e x a s . H e w a s i n t h a t 

y e a r s e c r e t a r y o f t h e p h y s i c s s e c t i o n o f t h e A m e r i c a n A s s o c i a t i o n 

a n d w a s u n t i l h i s d e a t h o n e o f t h e m o s t a c t i v e p a r t i c i p a n t s i n t h e 

d e b a t e o n s y s t e m s o f v e c t o r a n a l y s i s . 

M a c f a r l a n e b e g a n h i s p a p e r b y t w o q u o t a t i o n s f r o m t h e p r e f a c e 

o f T a i t ' s Treatise o n Quaternions a n d t h e n s t a t e d i n e f f e c t t h a t 

p r o g r e s s i n q u a t e r n i o n d e v e l o p m e n t h a s b e e n s l o w , b u t t h e r e i s 

r e a s o n f o r h o p e . M a c f a r l a n e r e m a r k e d t h a t i n h i s o p i n i o n t h e q u a -

t e r n i o n s y s t e m w a s o n t h e r i g h t t r a c k , w h i l e h e p r o c e e d e d i m m e d i -

a t e l y t o q u a l i f y h i s s t a t e m e n t r a t h e r d r a s t i c a l l y . H e w r o t e : 

B u t a t t h e s a m e t i m e I a m c o n v i n c e d t h a t t h e n o t a t i o n c a n b e i m p r o v e d ; 

t h a t t h e p r i n c i p l e s r e q u i r e t o b e c o r r e c t e d a n d e x t e n d e d ; t h a t t h e r e i s a 

m o r e c o m p l e t e a l g e b r a w h i c h u n i f i e s Q u a t e r n i o n s , G r a s s m a n n ' s m e t h o d 

a n d D e t e r m i n a n t s , a n d a p p l i e s t o p h y s i c a l q u a n t i t i e s i n s p a c e . T h e g u i d -

i n g i d e a o f t h i s p a p e r i s g e n e r a l i z a t i o n . W h a t i s s o u g h t f o r i s a n a l g e b r a 

w h i c h w i l l a p p l y d i r e c t l y t o p h y s i c a l q u a n t i t i e s , w i l l i n c l u d e a n d u n i f y 

t h e s e v e r a l b r a n c h e s o f a n a l y s i s , a n d w h e n s p e c i a l i z e d w i l l b e c o m e o r d i -

n a r y a l g e b r a . ( 8 ; 6 5 ) 

A f t e r m e n t i o n i n g t h e T a i t - G i b b s d e b a t e i n Nature, M a c f a r l a n e 

g a v e a s e r i e s o f c r i t i c i s m s o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . A k e y p o i n t i n 
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M a c f a r l a n e ' s d i s c u s s i o n i s t h e f o l l o w i n g . H e i n s i s t e d t h a t t h e q u a -

t e r n i o n s y m b o l s i , j , a n d k h a v e n o t o n e , b u t t w o m e a n i n g s . F o r e x -

a m p l e , h e a r g u e d t h a t i m a y b e v i e w e d e i t h e r a s a c e r t a i n u n i t 

v e c t o r o r a s a " v e r s o r , " o r t u r n e r . H e n c e i f i a n d j a r e v i e w e d a s 

" v e r s o r s , " t h e n i j = k m e a n s a r i g h t - h a n d e d r o t a t i o n t h r o u g h o n e 

q u a d r a n t i n t h e p l a n e p e r p e n d i c u l a r t o j c o m p o u n d e d w i t h a r i g h t -

h a n d e d r o t a t i o n t h r o u g h o n e q u a d r a n t i n t h e p l a n e p e r p e n d i c u l a r 

t o i , w h i c h i s e q u i v a l e n t i n r e s u l t t o a r i g h t - h a n d e d q u a d r a n t r o t a -

t i o n a b o u t k . B u t , s a i d M a c f a r l a n e , T a i t w a s t o o h a s t y i n a l l o w i n g 

s u c h a n i n t e r p r e t a t i o n s i n c e i , j , a n d k s y m b o l i z e v e c t o r s , n o t v e r -

s o r s . T h e c r u c i a l p o i n t i s t h e m e a n i n g o f ii. I f t h e i ' s i n t h i s p r o d u c t 

a r e v i e w e d a s v e r s o r s , t h e n i i m e a n s a r o t a t i o n o f 1 8 0 ° a r o u n d t h e i 

a x i s , w h i c h w h e n a p p l i e d t o j w o u l d p r o d u c e —j. B u t i f t h e i ' s b e 

v i e w e d a s v e c t o r s , t h e n M a c f a r l a n e s t a t e d t h a t i t w a s b e t t e r t o d e -

f i n e t h e p r o d u c t a s p o s i t i v e , f o r e x a m p l e , {ai){bi) = +ab, s o t h a t t h e 

t h e p r o d u c t w o u l d b e i n h a r m o n y w i t h s u c h t h i n g s a s i m v 2 ( k i n e t i c 

e n e r g y ) . 

A s a r e s u l t o f s u c h c o n s i d e r a t i o n s M a c f a r l a n e c o n s t r u c t e d a n e w 

s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s m o r e i n h a r m o n y w i t h t h e G i b b s - H e a v i -

s i d e s y s t e m t h a n w i t h t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . A s p a r t o f t h i s p r o j e c t 

h e i n t r o d u c e d n e w n o t a t i o n s a n d d e f i n e d a f u l l p r o d u c t o f t w o v e c -

t o r s w h i c h w a s c o m p a r a b l e t o t h e f u l l q u a t e r n i o n p r o d u c t e x c e p t 

t h a t t h e s c a l a r p a r t w a s p o s i t i v e , n o t n e g a t i v e a s i n t h e o l d e r s y s t e m . 

T h i s s y s t e m a p p a r e n t l y n e v e r b e c a m e p o p u l a r o r w i d e l y e m p l o y e d , 

t h o u g h e x p o s i t i o n s o f i t w e r e p u b l i s h e d r a t h e r f r e q u e n t l y . M a c -

f a r l a n e e x p l a i n e d h i s s y s t e m i n a c h a p t e r i n M a n s f i e l d M e r r i a m a n d 

R o b e r t S . W o o d w a r d ( e d i t o r s ) , Higher Mathematics, o f w h i c h e d i -

t i o n s a p p e a r e d i n 1 8 9 6 , 1 8 9 8 , a n d 1 9 0 0 , a n d i n a d d i t i o n t h i s c h a p t e r 

w a s p u b l i s h e d a s a b o o k i n 1 9 0 6 . 4 2 

M a c f a r l a n e ' s a r t i c l e w a s i n t e l l i g e n t l y w r i t t e n a n d i n m a n y w a y s 

w a s i m p r e s s i v e ; n o n e t h e l e s s i t f u r t h e r c o m p l i c a t e d a n a l r e a d y c o m -

p l e x s i t u a t i o n . T h e i n t r o d u c t i o n i n 1 8 9 2 o f a n o t h e r s y s t e m o f v e c t o r 

a n a l y s i s , e v e n a s o r t o f c o m p r o m i s e s y s t e m s u c h a s M a c f a r l a n e ' s , 

c o u l d s c a r c e l y b e w e l l r e c e i v e d b y t h e a d v o c a t e s o f t h e a l r e a d y 

e x i s t i n g s y s t e m s a n d m o r e o v e r p r o b a b l y a c t e d t o b r o a d e n t h e q u e s -

t i o n b e y o n d t h e c o m p r e h e n s i o n o f t h e a s - y e t u n i n i t i a t e d r e a d e r . 4 3 

I n N o v e m b e r , 1 8 9 2 , t h e d e b a t e r e t u r n e d t o t h e p a g e s o f Nature 

w i t h a r e v i e w 9 p r o b a b l y w r i t t e n b y A l f r e d L o d g e 4 4 o f M a c f a r l a n e ' s 

" P r i n c i p l e s o f t h e A l g e b r a o f P h y s i c s . " 

L o d g e b e g a n b y w r i t i n g : " T h i s i s a v e r y s u g g e s t i v e c o n t r i b u t i o n 

t o t h e f o u n d a t i o n s o f t h e A l g e b r a o f V e c t o r s a s r e c e n t l y s o s t r o n g l y 

a d v o c a t e d i n A m e r i c a b y P r o f . W i l l a r d G i b b s , a n d i n t h i s c o u n t r y b y 
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M r . O l i v e r H e a v i s i d e . " ( 9 ; 3 ) L o d g e t h e n s u m m a r i z e d M a c f a r l a n e ' s 

w o r k a n d m a d e n u m e r o u s c o m p a r i s o n s w i t h t h e G i b b s - H e a v i s i d e 

a n d t h e q u a t e r n i o n s y s t e m s . T h e r e v i e w w a s m o r e d e s c r i p t i v e t h a n 

c r i t i c a l ; i t w a s i n g e n e r a l f a v o r a b l e t o M a c f a r l a n e ' s s y s t e m a s 

w o r t h y o f c o n s i d e r a t i o n . I t c o n c l u d e d : " A t e x t b o o k o f v e c t o r a l g e -

b r a . . . i s m u c h n e e d e d , a s m a n y p h y s i c i s t s a r e b e c o m i n g i n t e r e s t e d 

i n t h e n e w a l g e b r a , o w i n g i n g r e a t m e a s u r e t o M r . O . H e a v i s i d e ' s 

a b l e e x p o s i t i o n o f i t s p r i n c i p l e s a n d a p p l i c a t i o n s i n t h e Electrician 

a n d e l s e w h e r e . " ( 9 ; 5 ) 

O l i v e r H e a v i s i d e ' s p a p e r 1 0 " O n t h e F o r c e s , S t r e s s e s , a n d F l u x e s 

o f E n e r g y i n t h e E l e c t r o m a g n e t i c F i e l d " m a y b e c o n s i d e r e d n e x t . 

I t w a s r e a d t o t h e L o n d o n R o y a l S o c i e t y i n 1 8 9 1 a n d p u b l i s h e d i n 

t h e T r a n s a c t i o n s o f t h a t s o c i e t y i n 1 8 9 3 , a l t h o u g h i t h a d b e e n p u b -

l i s h e d i n 1 8 9 2 i n H e a v i s i d e ' s Electrical Papers. 

E a r l y i n t h e p a p e r H e a v i s i d e p r e s e n t e d a n e x p o s i t i o n o f h i s s y s -

t e m o f v e c t o r a n a l y s i s w h i c h w a s p r e f a c e d b y a n a t t a c k o n q u a t e r -

n i o n s . A f t e r p o i n t i n g o u t t h a t v e c t o r s w o u l d b e u s e d i n h i s p a p e r b e -

c a u s e t h e p h y s i c a l q u a n t i t i e s w e r e v e c t o r s , H e a v i s i d e ( i n m o c k e r y 

o f T a i t ' s p r e f a c e ) d i s c u s s e d t h e " r e t a r d a t i o n " o f v e c t o r a n a l y s i s b e -

c a u s e o f t h e l a c k o f a n a d e q u a t e t r e a t i s e o n t h e s u b j e c t , " P r o f e s s o r 

T A I T ' S w e l l - k n o w n p r o f o u n d t r e a t i s e b e i n g , a s i t s n a m e i n d i c a t e s , 

a t r e a t i s e o n Q u a t e r n i o n s . " ( 1 0 ; 4 2 7 ) H e r e f e r r e d t o t h e a n t i q u a t e r -

n i o n i c a r g u m e n t s r e c e n t l y g i v e n b y G i b b s i n Nature a n d d e s c r i b e d 

t h i s d i s p u t e a s " r a t h e r o n e - s i d e d . " G i b b s w a s c a l l e d " a n y t h i n g b u t 

a r e t a r d e r o f p r o g r e s s i n v e c t o r a n a l y s i s a n d i t s a p p l i c a t i o n t o 

p h y s i c s . " ( 1 0 ; 4 2 8 ) I n t h i s i n s t a n c e , a s i n o t h e r s , H e a v i s i d e s p o k e 

v e r y f a v o r a b l y o f G i b b s ' b o o k l e t . T h e f a c t t h a t H e a v i s i d e a n d G i b b s 

w e r e i n a g r e e m e n t o n a l l a s p e c t s o f v e c t o r a n a l y s i s e x c e p t n o t a t i o n 

m u s t h a v e s t r e n g t h e n e d t h e i r p o s i t i o n . 

H e a v i s i d e t h e n b r i e f l y p r e s e n t e d h i s m a i n a r g u m e n t s f o r h i s s y s -

t e m a s a g a i n s t t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . S t a t e m e n t s s u c h a s t h e o n e 

b e l o w ( w h i c h i s i n o n e s e n s e v e r y t r u e a n d i n a n o t h e r v e r y f a l s e ) i l -

l u s t r a t e t h e d i r e c t n e s s , h u m o r , a n d h u m i l i t y o f H e a v i s i d e ' s s t y l e . 

H e w r o t e : " . . . I o u g h t t o a l s o a d d t h a t t h e i n v e n t i o n o f q u a t e r n i o n s 

m u s t b e r e g a r d e d a s a m o s t r e m a r k a b l e f e a t o f h u m a n i n g e n u i t y . 

V e c t o r a n a l y s i s , w i t h o u t q u a t e r n i o n s , c o u l d h a v e b e e n f o u n d b y a n y 

m a t h e m a t i c i a n b y c a r e f u l l y e x a m i n i n g t h e m e c h a n i c s o f t h e C a r -

t e s i a n m a t h e m a t i c s ; b u t t o f i n d o u t q u a t e r n i o n s r e q u i r e d a g e n i u s . " 

( 1 0 ; 4 6 1 ) 

I n s u m m a r y , t h i s p a p e r i s m o s t a p p r o p r i a t e l y v i e w e d a s a n o t h e r 

p u b l i c a t i o n b y H e a v i s i d e i n w h i c h p o l e m i c s f o r v e c t o r a n a l y s i s 

w e r e f o u n d a s s o c i a t e d w i t h i m p o r t a n t n e w p h y s i c a l r e s u l t s . O n e 
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m i g h t w o n d e r w h a t b e t t e r r h e t o r i c c o u l d b e u s e d t h a n a d v o c a c y o f 

a m e t h o d f o l l o w e d b y t h e t e s t i m o n y o f a c t u a l s u c c e s s w i t h t h a t 

m e t h o d . 

T h e n e x t p a p e r , 1 1 p u b l i s h e d i n Nature, w a s o c c a s i o n e d b y H e a v i -

s i d e ' s r e m a r k s i n h i s Philosophical Transactions p a p e r . A l e x a n d e r 

M c A u l a y , t h e a u t h o r , b e g a n b y g i v i n g h i s o p i n i o n o f t h e p r e s e n t 

s t a t u s o f t h e v e c t o r q u e s t i o n : " T h e r e a r e t w o w i d e l y - k n o w n s y s t e m s 

o f v e c t o r a n a l y s i s b e f o r e t h e p u b l i c — Q u a t e r n i o n s a n d t h e A u s d e h n -

u n g s l e h r e — a n d q u i t e a m u l t i t u d e o f l e s s k n o w n o n e s , o f w h i c h 

P r o f . G i b b s ' s s e e m s t o b e o n e o f t h e l e a s t o p e n t o o b j e c t i o n , a n d o f 

w h i c h , i n m y o p i n i o n , M r . H e a v i s i d e ' s i s b y n o m e a n s s o . " ( 1 1 ; 1 5 1 ) 

M c A u l a y p r o c e e d e d t o m a k e w h a t m u s t b e v i e w e d a s a h o p e l e s s l y 

i d e a l i s t i c a p p e a l t o G i b b s a n d H e a v i s i d e " o n g r o u n d s i n d e p e n d e n t 

o f t h e m e r i t s o r d e m e r i t s o f t h e i r p a r t i c u l a r s y s t e m s . " ( 1 1 ; 1 5 1 ) H e 

s u g g e s t e d t h a t t h e " w o e f u l l y s m a l l " b a n d o f v e c t o r a n a l y s i s t s 

s h o u l d c o n c e n t r a t e o n m a k i n g v e c t o r i a l m e t h o d s b e t t e r k n o w n , a n d 

t o d o t h i s t h e y s h o u l d l i m i t t h e d e b a t e t o q u a t e r n i o n s v e r s u s G r a s s -

m a n n ' s s y s t e m . " T h e d a y f o r P r o f . G i b b s ' s i m p r o v e m e n t s i s n o t y e t . 

P r o f . G i b b s a n d M r . H e a v i s i d e h a v e n o t y e t c o n v i n c e d t h e r e s t o f 

t h e s m a l l b a n d . . . . L e t m e i m p l o r e t h e m t o s i n k t h e i n d i v i d u a l i n 

t h e c o m m o n c a u s e , a n d c o n t e n t t h e m s e l v e s w i t h t h e f a i t h t h a t p o s -

t e r i t y w i l l d o t h e m j u s t i c e . " ( 1 1 ; 1 5 1 ) 

M c A u l a y c o n c l u d e d h i s p a p e r w i t h t h e f o l l o w i n g s o m e w h a t a m -

b i g u o u s , c e r t a i n l y i n f l a m m a t o r y , s t a t e m e n t : 

T o v a r y t h e m e t a p h o r , M a x w e l l , C l i f f o r d , G i b b s , F i t z g e r a l d , H e a v i s i d e 

p r e s c r i b e a c o u r s e o f s p o o n - f e e d i n g t h e p h y s i c a l p u b l i c . H a m i l t o n a n d 

T a i t r e c o m m e n d a n d p r o v i d e s t r o n g m e a t . I d o n o t t h i n k t h a t h a r m , b u t 

r a t h e r g o o d , w i l l c o m e f r o m t h i s d o u b l e t r e a t m e n t , a s o n e c o u r s e w i l l 

s u i t s o m e p a t i e n t s a n d t h e o t h e r o t h e r s . But l e t t h e s p o o n - f e e d e r s p r o -

v i d e s p o o n - m e a t o f t h e s a m e kind a s t h e o t h e r p h y s i c i a n s . I s n o t M a x -

w e l l , C l i f f o r d , a n d F i t z g e r a l d ' s f o o d a s d i g e s t i b l e a s P r o f . G i b b s ' s a n d 

M r . H e a v i s i d e ' s ? ( 1 1 ; 1 5 1 ) 

N e e d l e s s t o s a y , M c A u l a y ' s a t t e m p t t o p o u r o i l o n t h e w a t e r s 

f a i l e d . B o t h h i s s t a t e m e n t s a n d h i s b r a s h a t t i t u d e e n c o u r a g e d t h e 

c o n t i n u a n c e o f t h e d e b a t e . 

I t w a s r e m a r k e d p r e v i o u s l y t h a t o n e m a j o r s i g n i f i c a n c e o f H e a v i -

s i d e ' s 1 8 9 2 Philosophical Transactions p a p e r w a s t h a t t h e p o l e m -

i c a l s e c t i o n s w e r e e m b e d d e d i n a p a p e r c o n t a i n i n g i m p o r t a n t 

p h y s i c a l r e s u l t s . I n t h e s a m e v o l u m e o f t h i s j o u r n a l a p a p e r 1 2 b y 

A l e x a n d e r M c A u l a y w a s p u b l i s h e d u n d e r t h e t i t l e " O n t h e M a t h e -

m a t i c a l T h e o r y o f E l e c t r o m a g n e t i s m . " T h i s p a p e r , n e a r l y t w i c e a s 

l o n g a s H e a v i s i d e ' s , w a s i n w a y s s i m i l a r t o i t . I t w a s d i r e c t e d a t e x -
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t e n d i n g e l e c t r i c a l t h e o r y w i t h i n t h e M a x w e l l t r a d i t i o n , a n d i t c o n -

t a i n e d p o l e m i c s f o r a s y s t e m o f v e c t o r i a l a n a l y s i s — f o r q u a t e r n i o n s . 

M c A u l a y i n h i s p a p e r m a d e e x t e n s i v e u s e o f q u a t e r n i o n s , a n d a l -

t h o u g h h i s p a p e r s e e m s t o h a v e b e e n s c i e n t i f i c a l l y l e s s i m p o r t a n t 

t h a n H e a v i s i d e ' s , i t w a s a n i m p r e s s i v e d i s p l a y . E a r l y i n t h e p a p e r 

M c A u l a y s t a t e d : 

A s m i g h t b e e x p e c t e d , t h e m a t h e m a t i c a l m a c h i n e r y t h a t a p p e a r s t o b e 

m o s t c o n v e n i e n t f o r i n v e s t i g a t i n g a s f u l l y a s p o s s i b l e t h e c o n s e q u e n c e s 

o f t h e s e a s s u m p t i o n s , a n d o t h e r s i n t i m a t e l y c o n n e c t e d w i t h t h e m , i s 

n o v e l . A n d I m a y r e m a r k i n p a s s i n g t h a t w h a t P r o f e s s o r T A I T p e r s i s t -

e n t l y a n d w i t h c o m p l e t e j u s t i c e e m p h a s i z e s a s o n e o f t h e g r e a t e s t b o o n s 

t h a t Q u a t e r n i o n s g r a n t t o u n g r a t e f u l p h y s i c i s t s , v i z . , t h e i r perfect nat-

uralness, s e e m s t o m e t o r e c e i v e i l l u s t r a t i o n i n t h e m e t h o d s a b o u t t o b e 

d e s c r i b e d . ( 1 2 ; 6 8 6 - 6 8 7 ) 

M c A u l a y ' s p r e s e n t a t i o n m u s t h a v e h e l p e d t h e q u a t e r n i o n c a u s e , 

t h o u g h h e d e v i a t e d s o m e w h a t f r o m t h e p u r e q u a t e r n i o n t r a d i t i o n 

b y i n t r o d u c i n g m u c h n e w n o t a t i o n . C o n c e r n i n g t h i s p a p e r i t m a y 

b e n o t e d t h a t t h o u g h i t p e r h a p s b a l a n c e d o u t t h e e f f e c t o f H e a v i -

s i d e ' s p a p e r , i t w i t h H e a v i s i d e ' s p a p e r m u s t h a v e s h a r p e n e d t h e 

q u e s t i o n ( v e c t o r s v s . q u a t e r n i o n s ) f o r m a n y r e a d e r s o f t h e Philo-

sophical Transactions. M o r e o v e r i t i s n o t e w o r t h y t h a t m o r e t h a n 

1 5 0 p a g e s o f t h e 1 8 9 2 i s s u e o f t h e l e a d i n g B r i t i s h s c i e n t i f i c j o u r n a l 

o f t h a t t i m e w a s t a k e n u p b y t h e s e t w o p a p e r s w r i t t e n i n v e c t o r i a l 

l a n g u a g e . 

I n 1 8 9 3 M c A u l a y p u b l i s h e d a s h o r t b o o k 1 3 w i t h a h i g h l y p o l e m -

i c a l p r e f a c e t h a t p l a y e d a p a r t i n t h i s d e b a t e . M c A u l a y ' s s t y l e i n 

h i s p r e f a c e i s i n d i c a t e d b y a c o m m e n t m a d e b y T a i t i n a r e v i e w 1 5 

o f t h e b o o k . T a i t r e f e r r e d t o t h e p r e f a c e a s " e x t r e m e l y i n t e r e s t i n g 

a s t h e p e r f e r v i d o u t b u r s t o f a n e n t h u s i a s t . " ( 1 5 ; 1 9 3 ) 

M c A u l a y ( w h o b y 1 8 9 3 w a s L e c t u r e r i n M a t h e m a t i c s a n d P h y s i c s 

a t t h e U n i v e r s i t y o f T a s m a n i a ) s t a t e d a t t h e b e g i n n i n g o f h i s p r e f a c e 

t h a t t h e b o o k w a s o r i g i n a l l y a n e s s a y s u b m i t t e d ( i n 1 8 8 7 ) f o r t h e 

S m i t h ' s P r i z e C o m p e t i t i o n a t C a m b r i d g e . 4 5 M c A u l a y b e m o a n e d t h e 

" m o u r n f u l t h i n g " t h a t C a m b r i d g e m a t h e m a t i c s d i d n o t i n g e n e r a l 

i n c l u d e q u a t e r n i o n s . A s t o w h y C a m b r i d g e h a d t u r n e d a d e a f e a r , 

M c A u l a y s t a t e d t h a t h e c o u l d n o t " b e l i e v e t h a t s h e i s i n h e r d o t a g e 

a n d h a s l o s t h e r h e a r i n g . " ( 1 3 ; v ) T h e n f o l l o w e d s o m e p a s s a g e s e n -

l i g h t e n i n g f o r t h e p i c t u r e t h e y g i v e o f i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s a t 

C a m b r i d g e , t h e c e n t e r o f B r i t i s h m a t h e m a t i c s . 

W h e n I s e n t i n t h e e s s a y I h a d a f a i n t m i s g i v i n g t h a t p e r c h a n c e t h e r e w a s 

n o t a s i n g l e m a n i n C a m b r i d g e w h o c o u l d u n d e r s t a n d i t w i t h o u t m u c h 

l a b o r . . . . 
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T h e r e i s n o l a c k i n C a m b r i d g e o f t h e c u l t i v a t i o n o f Q u a t e r n i o n s a s a n 

algebra, b u t t h i s c u l t i v a t i o n i s n o t H a m i l t o n i a n . . . H a m i l t o n l o o k e d 

u p o n Q u a t e r n i o n s a s a geometrical m e t h o d , a n d i t i s i n t h i s r e s p e c t t h a t 

h e has a s y e t f a i l e d t o f i n d w o r t h y f o l l o w e r s r e s i d e n t i n C a m b r i d g e . 

( 1 3 ; v i ) 

T h e o n l y w a y t o c o n v i n c e t h e n u r s e s [ t h e C a m b r i d g e t u t o r s ] t h a t Q u a t e r -

n i o n s f o r m a h e a l t h y d i e t f o r t h e young m a t h e m a t i c i a n i s t o p r o v e t o 

t h e m t h a t t h e y w i l l " p a y " i n t h e f i r s t p a r t o f t h e T r i p o s . O f c o u r s e t h i s i s 

a n i m p o s s i b l e t a s k w h i l e t h e o n l y q u e s t i o n s . . . a r e i n t h e s e c o n d p a r t 

a n d a v e r a g e o n e i n t w o y e a r s . ( 1 3 ; v i i ) 

M c A u l a y t h e n a d d r e s s e d h i m s e l f t o t h e C a m b r i d g e s t u d e n t b y 

p l e a d i n g t h a t h e " s t e e p " h i m s e l f i n t h e " d e l i r i o u s p l e a s u r e s " o f 

q u a t e r n i o n s a n d p r o m i s i n g : " W h e n y o u w a k e y o u w i l l h a v e f o r g o t -

t e n t h e T r i p o s a n d i n t h e f u l n e s s o f t i m e w i l l d e v e l o p i n t o a f i n a n -

c i a l w r e c k , b u t i n p o s s e s s i o n o f t h e m e m o r y o f t h a t h e a v e n - s e n t 

d r e a m y o u w i l l b e a f a r h a p p i e r a n d r i c h e r m a n t h a n t h e m i l l i o n e s t 

m i l l i o n a i r e . " ( 1 3 ; v i i - v i i i ) O t h e r p a s s a g e s n o l e s s s t r o n g l y w o r d e d 

c o u l d b e c i t e d f r o m t h i s p r e f a c e , a s w e l l a s m i x e d r e f e r e n c e s t o T a i t . 

T h e c o n t e n t o f t h e c o n c l u d i n g p a s s a g e i s p r o b a b l y o b v i o u s t o t h e 

r e a d e r ; n e v e r t h e l e s s i t m a y b e q u o t e d : " L e t m e i n c o n c l u s i o n s a y 

t h a t e v e n n o w I s c a r c e l y d a r e s t a t e w h a t I b e l i e v e t o b e t h e p r o p e r 

p l a c e o f Q u a t e r n i o n s i n a P h y s i c a l e d u c a t i o n , f o r f e a r m y s t a t e -

m e n t s b e r e g a r d e d a s t h e u n i n s p i r e d b a b b l i n g s o f a m i s d i r e c t e d e n -

t h u s i a s t , b u t I c a n n o t r e f r a i n f r o m s a y i n g . . . . " ( 1 3 ; x i ) T h e n f o l -

l o w e d t h e e s s a y i t s e l f , w h i c h w a s a l s o r i c h i n p o l e m i c a l s t a t e m e n t s , 

s u r r o u n d e d b y n u m e r o u s h i g h l y t e c h n i c a l a p p l i c a t i o n s o f q u a t e r -

n i o n s t o e l a s t i c s o l i d t h e o r y , e l e c t r i c a l t h e o r y , h y d r o d y n a m i c s , a n d 

t h e v o r t e x - a t o m t h e o r y . T h e m a j o r i t y o f t h e p o l e m i c a l s t a t e m e n t s 

f r o m t h e e s s a y i t s e l f h a v e a l r e a d y b e e n c o n s i d e r e d i n t h e d i s c u s s i o n 

o f M c A u l a y ' s p a p e r s i n t h e Philosophical Magazine a n d t h e Royal 

Society Transactions. 

I n c o n c l u s i o n i t m a y b e s t a t e d t h a t M c A u l a y ' s p r e f a c e q u a l i f i e s 

h i m f o r c o n s i d e r a t i o n a s o n e o f t h e m o s t v o c i f e r o u s m a t h e m a t i c i a n s 

o f t h e c e n t u r y . H o w e v e r , s i n c e s u c c e s s i n d e b a t e i s n o t a l w a y s a 

f u n c t i o n o f t h e e x p r e s s e d e n t h u s i a s m o f t h e p a r t i c i p a n t s , i t m a y b e 

w o n d e r e d w h e t h e r M c A u l a y ' s w r i t i n g p r o d u c e d m u c h m o r e t h a n 

c o n t r o v e r s y . 

T w o r e v i e w s o f M c A u l a y ' s b o o k m e r i t d i s c u s s i o n , 4 6 o n e b y M a c -

f a r l a n e , t h e o t h e r b y T a i t . 

A l e x a n d e r M a c f a r l a n e ' s r e v i e w 1 4 a p p e a r e d i n t h e f i r s t v o l u m e o f 

t h e Physical Review ( 1 8 9 3 ) , a n d i s a b o v e a l l i n t e r e s t i n g a s a c o m -

p a r a t i v e s t u d y . M a c f a r l a n e , l i k e G i b b s a n d H e a v i s i d e , w a s a n a d v o -
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c a t e o f a p a r t i c u l a r v e c t o r s y s t e m w h i c h h a d b e e n d e r i v e d f r o m t h e 

q u a t e r n i o n s y s t e m . H e , u n l i k e G i b b s a n d H e a v i s i d e , h a d long b e e n 

a q u a t e r n i o n a d v o c a t e b e f o r e h i s d e p a r t u r e f r o m t h a t s y s t e m a n d 

h a d b e e n a s t u d e n t o f T a i t . M a c f a r l a n e ' s r e m a r k s i n t h i s r e v i e w a r e 

e s p e c i a l l y i n t e r e s t i n g w h e n t h e y a r e c o m p a r e d w i t h t h e s t a t e m e n t s 

o f G i b b s a n d H e a v i s i d e o n H a m i l t o n a n d o n q u a t e r n i o n s . 

I n t h e e a r l i e r p a r t s o f h i s r e v i e w M a c f a r l a n e s h o w e d s y m p a t h y 

w i t h M c A u l a y ' s e n t h u s i a s t i c c h a m p i o n i n g o f t h e q u a t e r n i o n c a u s e , 

t h o u g h h e m a i n t a i n e d t h a t a l a r g e p a r t o f t h e e s s a y w a s " a t r a n s l a -

t i o n i n t o q u a t e r n i o n n o t a t i o n o f k n o w n r e s u l t s . . . . " ( 1 4 ; 3 8 8 ) T h e 

t r a n s i t i o n a l p a s s a g e i s t h e f o l l o w i n g : 

I a g r e e w i t h t h e a u t h o r i n h i s e s t i m a t e o f t h e v a l u e o f H a m i l t o n ' s q u a -

t e r n i o n r e s e a r c h e s : t h e y c o n s t i t u t e , i n m y o p i n i o n , t h e g r e a t e s t m a t h e -

m a t i c a l w o r k o f t h e c e n t u r y . T h e y c o n t a i n w h a t w a s l o n g s o u g h t a f t e r — a 

v e r i t a b l e e x t e n s i o n o f a l g e b r a t o s p a c e : I d o n o t s a y the, f o r I b e l i e v e t h a t 

t h e r e i s m o r e t h a n o n e . T h e C a r t e s i a n a n a l y s i s i s a l s o a n e x t e n s i o n o f a l -

g e b r a t o s p a c e , b u t i t i s f r a g m e n t a r y a n d i n c o m p l e t e ; w h e r e a s t h e q u a -

t e r n i o n a n a l y s i s i s t h e t r u e s p h e r i c a l t r i g o n o m e t r y i n w h i c h t h e ax i s o f 

a n a n g l e a s w e l l a s i t s m a g n i t u d e i s c o n s i d e r e d . ( 1 4 ; 3 8 9 ) 

M a c f a r l a n e t h e n d i s a g r e e d w i t h M c A u l a y ' s e x p l a n a t i o n o f t h e 

n e g l e c t o f q u a t e r n i o n s a n d a r g u e d t h a t t h e n e g l e c t w a s m a i n l y d u e 

t o a s m a l l g r o u p o f d e f e c t s i n t h e q u a t e r n i o n s y s t e m ( w h i c h w e r e 

r e m e d i e d i n M a c f a r l a n e ' s o w n s y s t e m ) . N e i t h e r G i b b s n o r H e a v i -

s i d e e v e r m a d e s u c h l a u d a t o r y s t a t e m e n t s a b o u t H a m i l t o n ' s w o r k a s 

t h o s e g i v e n i n t h e q u o t a t i o n f r o m M a c f a r l a n e . G i b b s d i d n o t d o t h i s , 

p a r t l y b e c a u s e h e w a s c o n v i n c e d o f t h e s u p e r i o r i t y o f G r a s s m a n n ' s 

s y s t e m ; H e a v i s i d e d i d n o t , p a r t l y f o r r e a s o n s o f t e m p e r a m e n t a n d 

p a r t l y b e c a u s e h i s s t r a t e g y , l i k e t h a t o f G i b b s , w a s a i m e d a t d i s s o -

c i a t i n g t h e i r s y s t e m f r o m t h a t o f H a m i l t o n . M a c f a r l a n e c o u l d m a k e 

a n d d i d m a k e s u c h a s t a t e m e n t , i t w o u l d s e e m , b e c a u s e h i s s t r a t e g y 

w a s d i f f e r e n t ; h e w i s h e d t o p r e s e n t h i s s y s t e m a s w i t h i n t h e q u a t e r -

n i o n t r a d i t i o n b u t w i t h t h e f e w q u a t e r n i o n d e f e c t s r e m o v e d . T h u s 

h e f e l t n o c o m p u l s i o n t o w a r d m a k i n g a v i g o r o u s a t t a c k o n e i t h e r t h e 

q u a t e r n i o n s y s t e m o r o n H a m i l t o n a n d T a i t . T h u s t h e r e v i e w m a y 

b e d e s c r i b e d a s f a v o r a b l e t o M c A u l a y ' s b o o k b u t m o r e f a v o r a b l e t o 

h i s o w n s y s t e m . 

T a i t ' s r e v i e w 1 5 o f M c A u l a y ' s b o o k w a s t h e l e a d a r t i c l e i n t h e D e -

c e m b e r 2 8 , 1 8 9 3 , i s s u e o f Nature. T a i t b e g a n h i s r e v i e w b y p r a i s i n g 

M c A u l a y ' s b o o k , p a r t i c u l a r l y a s c o m p a r e d t o a n o t h e r w o r k b y a n 

u n n a m e d a u t h o r ( M a c f a r l a n e ) a n d a s c o m p a r e d t o t h e w o r k s m e n -

t i o n e d i n t h e f o l l o w i n g p a s s a g e : " I t i s p o s i t i v e l y e x h i l a r a t i n g t o d i p 

i n t o t h e p a g e s o f a b o o k l i k e t h i s a f t e r t o i l i n g t h r o u g h t h e a r i d 

w a s t e s p r e s e n t e d a s w h o l e s o m e p a s t u r e i n t h e w r i t i n g s o f P r o f . 
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W i l l a r d G i b b s , D r . O l i v e r H e a v i s i d e , a n d o t h e r s o f a s i m i l a r c o m -

p l e x i o n . " 4 7 T a i t ' s r e m a r k s o n M c A u l a y ' s p r e f a c e w e r e n o t s o f a v o r -

a b l e ; i n f a c t , h e p a s s i o n a t e l y a t t a c k e d M c A u l a y ' s t e n d e n c y t o w r i t e 

p a s s i o n a t e l y . 

I t i s m u c h t o b e r e g r e t t e d t h a t M r . M c A u l a y h a s n o t d e t e r m i n e d s i m p l y 

t o l e t h i s E s s a y s p e a k f o r i t s e l f . H i s P r e f a c e , t h o u g h e x t r e m e l y i n t e r e s t -

i n g a s t h e p e r f e r v i d o u t b u r s t o f a n e n t h u s i a s t , a s s u m e s h e r e a n d t h e r e a 

c h a r a c t e r o f u n d i g n i f i e d q u e r u l o u s n e s s o r o f d a r k i n s i n u a t i o n , w h i c h i s 

n o t c a l c u l a t e d t o w i n s y m p a t h y . I t has t o o m u c h o f t h e " R e n d s - t o i , 

c o q u i n " t o m a k e w i l l i n g c o n v e r t s ; a n d i n s o m e p a s s a g e s i t r u n s a - m u c k 

a t I n s t i t u t i o n s , C u s t o m s a n d D i g n i t i e s . N o t h i n g s e e m s sa fe . I t i s a s t u d y 

i n m o n o c h r o m e : — t h e l i g h t s d a z z i n g l y v i v i d , a n d t h e s h a d e s d a r k a s 

E r e b u s ! ( 1 5 ; 1 9 3 ) 

T a i t d e s c r i b e d M c A u l a y a s a m a n o f " g e n u i n e p o w e r a n d o r i g i -

n a l i t y , " w h o s e r e a c t i o n t o t h e C a m b r i d g e r e s t r i c t i o n s " m u s t h a v e 

b e e n g a l l a n d b i t t e r n e s s . " ( 1 5 ; 1 9 3 ) 

I n t u i t i v e l y r e c o g n i s i n g i t s p o w e r , h e s n a t c h e s u p t h e m a g n i f i c e n t 

w e a p o n w h i c h H a m i l t o n t e n d e r s t o a l l , a n d a t o n c e d a s h e s o f f t o t h e 

j u n g l e o n t h e q u e s t o f b i g g a m e . O t h e r s , m o r e c a u t i o u s o r p e r h a p s m o r e 

c a p t i o u s , m e a n w h i l e s i t p o n d e r i n g g r a v e l y o n t h e f a n c i e d i m p e r f e c t i o n s 

o f t h e a r m ; a n d e n d e a v o u r t o c o n v i n c e a b e w i l d e r e d p u b l i c ( i f t h e y 

c a n n o t c o n v i n c e t h e m s e l v e s ) t h a t , l i k e t h e H i g h l a n d e r ' s m u s k e t , i t r e -

q u i r e s t o b e t r e a t e d t o a b r a n d - n e w s t o c k , l o c k a n d b a r r e l , o f their own 

devising, b e f o r e i t c a n b e s a f e l y r e g a r d e d a s f i t f o r s e r v i c e . ( 1 5 ; 1 9 3 ) 

T a i t t h e n c o m m e n t e d , m o r e b e n e v o l e n t l y t h a n f a v o r a b l y , o n s o m e 

o f M c A u l a y ' s i n n o v a t i o n s . 

S u c h w a s T a i t ' s m a n n e r o f w e l c o m i n g a n e w z e a l o t i n t o t h e q u a -

t e r n i o n f o l d . M c A u l a y , l i k e T a i t b e f o r e h i m , h a d d i s c o v e r e d t h e 

q u a t e r n i o n s y s t e m a t C a m b r i d g e d e s p i t e C a m b r i d g e . A l l i n a l l T a i t 

m u s t h a v e b e e n q u i t e e l a t e d a b o u t t h i s n e w c o n v e r t . F i n a l l y a r e -

m a r k o f H e a v i s i d e o n M c A u l a y , w r i t t e n i n 1 8 9 4 i n a l e t t e r t o G i b b s , 

m a y b e g i v e n : " H e s e e m s t o b e a v e r y c l e v e r f e l l o w , a n d h e k n o w s 

i t a n d s h o w s t h a t h e k n o w s i t a l i t t l e t o o m u c h s o m e t i m e s . " 4 8 

R e a d e r s o f t h e J a n u a r y 5 , 1 8 9 3 , i s s u e o f Nature f o u n d t h e r e i n a 

b r i e f a r t i c l e 1 6 b y T a i t . T a i t b e g a n b y s t a t i n g t h a t h e h a d a s s u m e d 

t h a t h i s 1 8 9 1 r e p l i e s t o G i b b s h a d b e e n s u f f i c i e n t t o s h o w t h e " n e c -

e s s a r y i m p o t e n c e " a n d " i n e v i t a b l e u n w i e l d i n e s s " o f e v e r y v e c -

t o r i a l s y s t e m t h a t l a c k s t h e q u a t e r n i o n i c p r o d u c t . B u t , w r o t e T a i t , 

t h i s i l l u s i o n w a s d i s p e l l e d b y H e a v i s i d e ' s R o y a l S o c i e t y p a p e r . 1 0 

O f t h i s f i f t y - s e v e n - p a g e p a p e r T a i t r e a d f o u r p a g e s — t h e n : " . . . I 

m e t t h e c h e c k - t a k e r a s i t w e r e : — a n d f o u n d t h a t I m u s t p a y b e f o r e I 

c o u l d g o f u r t h e r . I f o u n d t h a t I s h o u l d n o t o n l y h a v e t o u n l e a r n 

Q u a t e r n i o n s ( i n w h o s e d i s f a v o u r m u c h i s s a i d ) b u t a l s o t o l e a r n a 
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n e w a n d m o s t u n c o u t h p a r o d y o f n o t a t i o n s l o n g f a m i l i a r t o m e ; s o I 

h a d t o r e l i n g u i s h t h e a t t e m p t . " ( 1 6 , 2 2 5 ) 

T a i t t h e n m e n t i o n e d t h e c r i t i c i s m s o f q u a t e r n i o n s p u b l i s h e d b y 

H e a v i s i d e i n t h e Electrician. T o t h e s e T a i t r e s p o n d e d o n l y b y q u o t -

i n g t w o s h o r t p a s s a g e s f r o m h i s 1 8 9 0 Philosophical Magazine a r t i -

c l e . H e r e a s e l s e w h e r e T a i t e i t h e r u n d e r e s t i m a t e d h i s o p p o n e n t s 

o r f o l l o w e d t h e q u e s t i o n a b l e s t r a t e g y o f t r e a t i n g h i s o p p o n e n t s ' 

s t a t e m e n t s a s t h o u g h t h e y d i d n o t m e r i t a d e t a i l e d r e p l y . T a i t t h e n 

d e c l a r e d t h a t t h e m a i n o b j e c t o f h i s p r e s e n t n o t e w a s t o c a l l a t t e n -

t i o n t o a p a p e r b y K n o t t r e c e n t l y g i v e n b e f o r e t h e E d i n b u r g h R o y a l 

S o c i e t y ( t h e d i s c u s s i o n o f t h i s p a p e r i s b e s t d e l a y e d u n t i l l a t e r ) . 

T a i t s t a t e d t h a t t h e p a p e r " i s a c o m p l e t e e x p o s u r e o f t h e p r e t e n -

s i o n s a n d d e f e c t s o f t h e ( s o - c a l l e d ) V e c t o r S y s t e m s . " ( 1 6 ; 2 2 6 ) F r o m 

r e a d i n g t h i s p a p e r T a i t c l a i m e d t h a t h e h a d c o m e t o u n d e r s t a n d t h e 

v e c t o r i a l i d e a s o f h i s o p p o n e n t s ; h i s r e a c t i o n w a s e x p r e s s e d i n h i s 

f i n a l s e n t e n c e : " I f i n d i t d i f f i c u l t t o d e c i d e w h e t h e r t h e i m p r e s s i o n 

i t s r e v e l a t i o n s h a v e l e f t o n m e i s t h a t o f m e r e a m u s e d d i s a p p o i n t -

m e n t , o r o f m i n g l e d a s t o n i s h m e n t a n d p i t y . " ( 1 6 ; 2 2 6 ) 

I n t h e M a r c h 1 6 , 1 8 9 3 , i s s u e o f Nature G i b b s r e - e n t e r e d t h e d e -

b a t e w i t h a n a r t i c l e 1 7 e n t i t l e d " Q u a t e r n i o n s a n d t h e A l g e b r a o f 

V e c t o r s . " I t w a s w r i t t e n d i r e c t l y i n r e s p o n s e t o M c A u l a y ' s p a p e r 1 1 

i n t h e D e c e m b e r 1 5 , 1 8 9 2 , i s s u e o f Nature ( a n d i n d i r e c t l y i n r e -

s p o n s e t o o t h e r o f M c A u l a y ' s w r i t i n g s ) . G i b b s b e g a n b y d i s c u s s i n g 

t h e s l o w n e s s o f t h e a c c e p t a n c e o f q u a t e r n i o n s . M c A u l a y ( a n d T a i t 

e a r l i e r ) h a d p l a c e d m u c h b l a m e o n t h e l a c k o f u n i f o r m i t y i n n o t a -

t i o n ; G i b b s w i s e l y c o m m e n t e d t h a t t h i s c a u s e c o u l d n o t b e a c -

c e p t e d , s i n c e a l m o s t n o c o m p a r a b l e m a t h e m a t i c a l s y s t e m h a d p r e -

s e r v e d u n i f o r m i t y o f n o t a t i o n f o r a l o n g e r t i m e t h a n t h e q u a t e r n i o n 

s y s t e m . H a v i n g r e j e c t e d t h i s e x p l a n a t i o n , G i b b s s u g g e s t e d a n o t h e r : 

i t w a s t h a t H a m i l t o n ' s m e t h o d o f p r e s e n t a t i o n h a d o b s c u r e d t h e 

" s i m p l i c i t y , p e r s p i c u i t y , a n d b r e v i t y " o f t h e vectorial a p p r o a c h a n d 

h a d m o r e o v e r p u t t h e " g e o m e t r i c a l r e l a t i o n s o f v e c t o r s " i n a s e c -

o n d a r y p o s i t i o n . ( 1 7 ; 4 6 3 ) A f t e r m a k i n g t h e m o s t o f o n e o f M c -

A u l a y ' s p o o r l y c h o s e n m e t a p h o r s , G i b b s s u g g e s t e d a l a w o f e v o l u -

t i o n f o r m a t h e m a t i c a l s y s t e m s . 

W h a t e v e r i s s p e c i a l , a c c i d e n t a l , a n d i n d i v i d u a l , w i l l d i e , a s i t s h o u l d ; b u t 

t h a t w h i c h i s u n i v e r s a l a n d e s s e n t i a l s h o u l d r e m a i n a s a n o r g a n i c p a r t o f 

t h e w h o l e i n t e l l e c t u a l a c q u i s i t i o n . I f t h a t w h i c h i s e s s e n t i a l d i e s w i t h t h e 

a c c i d e n t a l , i t m u s t b e b e c a u s e t h e a c c i d e n t a l has b e e n g i v e n t h e p r o m i -

n e n c e w h i c h b e l o n g s t o t h e e s s e n t i a l . 

I n m e c h a n i c s , k i n e m a t i c s , a s t r o n o m y , p h y s i c s , a l l s t u d y l e a d s t o t h e c o n -

s i d e r a t i o n o f c e r t a i n r e l a t i o n s a n d o p e r a t i o n s . T h e s e a r e t h e c a p i t a l n o -

1 9 8 



A S t r u g g l e f o r E x i s t e n c e i n t h e 1 8 9 0 ' s 

t i o n s ; t h e s e s h o u l d h a v e t h e l e a d i n g p a r t s i n a n y a n a l y s i s s u i t e d t o t h e 

s u b j e c t . ( 1 7 ; 4 6 4 ) 

G i b b s ' " c a p i t a l n o t i o n s " ( i n t h e s e c o n d q u o t a t i o n ) a r e c l e a r l y 

t h o s e w h i c h a r e " e s s e n t i a l a n d u n i v e r s a l " ( f i r s t q u o t a t i o n ) . I n t h i s 

w a y h e l e d u p t o a n a r g u m e n t c e n t r a l t o t h i s a n d t o t h e p r e c e d i n g 

p a p e r s . 

I f I w i s h e d t o a t t r a c t t h e s t u d e n t o f a n y o f t h e s e s c i e n c e s t o a n a l g e b r a 

f o r v e c t o r s , I s h o u l d t e l l h i m t h a t t h e f u n d a m e n t a l n o t i o n s o f t h i s a l g e b r a 

w e r e e x a c t l y t h o s e w i t h w h i c h h e w a s d a i l y c o n v e r s a n t . I s h o u l d t e l l h i m 

t h a t a v e c t o r a l g e b r a i s s o f a r f r o m b e i n g a n y o n e m a n ' s p r o d u c t i o n t h a t 

h a l f a c e n t u r y a g o s e v e r a l w e r e a l r e a d y w o r k i n g t o w a r d a n a l g e b r a w h i c h 

s h o u l d b e p r i m a r i l y g e o m e t r i c a l a n d n o t a r i t h m e t i c a l , a n d t h a t t h e r e i s a 

r e m a r k a b l e s i m i l a r i t y i n t h e r e s u l t s t o w h i c h t h e s e e f f o r t s l e d . . . . I 

s h o u l d c a l l h i s a t t e n t i o n t o t h e f a c t t h a t L a g r a n g e a n d G a u s s u s e d t h e 

n o t a t i o n (afiy) t o d e n o t e p r e c i s e l y t h e s a m e a s H a m i l t o n b y h i s S (a /3y ) , 

e x c e p t t h a t L a g r a n g e l i m i t e d t h e e x p r e s s i o n t o u n i t v e c t o r s , a n d G a u s s t o 

v e c t o r s o f w h i c h t h e l e n g t h i s t h e s e c a n t o f t h e l a t i t u d e , a n d I s h o u l d 

s h o w h i m t h a t w e h a v e o n l y t o g i v e u p t h e s e l i m i t a t i o n s , a n d t h e e x p r e s -

s i o n ( i n c o n n e c t i o n w i t h t h e n o t i o n o f g e o m e t r i c a l a d d i t i o n ) i s e n d o w e d 

w i t h a n i m m e n s e w e a l t h o f t r a n s f o r m a t i o n s . I s h o u l d c a l l h i s a t t e n t i o n t o 

t h e f a c t t h a t t h e n o t a t i o n [ r , r 2 ] , u n i v e r s a l i n t h e t h e o r y o f o r b i t s , i s i d e n -

t i c a l w i t h H a m i l t o n ' s V ( p , p 2 ) , e x c e p t t h a t H a m i l t o n t a k e s t h e a r e a a s a 

v e c t o r , i . e . i n c l u d e s t h e n o t i o n o f t h e d i r e c t i o n o f t h e n o r m a l t o t h e p l a n e 

o f t h e t r i a n g l e , a n d t h a t w i t h t h i s s i m p l e m o d i f i c a t i o n ( a n d w i t h t h e n o -

t i o n o f g e o m e t r i c a l a d d i t i o n o f s u r f a c e s a s w e l l a s o f l i n e s ) t h i s e x p r e s s i o n 

b e c o m e s c l o s e l y c o n n e c t e d w i t h t h e f i r s t - m e n t i o n e d , a n d i s n o t o n l y e n -

d o w e d w i t h a s i m i l a r c a p a b i l i t y f o r t r a n s f o r m a t i o n , b u t e n r i c h e s t h e f i r s t 

w i t h n e w c a p a b i l i t i e s . I n f a c t , I s h o u l d t e l l h i m t h a t t h e n o t i o n s w h i c h 

w e u s e i n v e c t o r a n a l y s i s a r e t h o s e w h i c h h e w h o r e a d s b e t w e e n t h e 

l i n e s w i l l m e e t o n e v e r y p a g e o f t h e g r e a t m a s t e r s o f a n a l y s i s , o r o f t h o s e 

w h o h a v e p r o b e d d e e p e s t t h e s e c r e t s o f n a t u r e . . . . ( 1 7 ; 4 6 4 ) 

T h e a b o v e q u o t e d p a s s a g e i s t y p i c a l o f G i b b s ' a b i l i t y t o p r e s e n t 

p o w e r f u l a n d s e n s i b l e a r g u m e n t s . T h e r e m a r k f o l l o w i n g t h i s p a s -

s a g e r e f e r r e d t o M c A u l a y ' s l a m e n t a t i o n s a t t h e p o o r a c c e p t a n c e o f 

t h e q u a t e r n i o n s y s t e m ; t h e r e m a r k i s b o t h a p p e a l i n g a n d h i s t o r i -

c a l l y t r u e . " T h e r e a r e t w o w a y s i n w h i c h w e m a y m e a s u r e t h e p r o g -

r e s s o f a n y r e f o r m . T h e o n e c o n s i s t s i n c o u n t i n g t h o s e w h o h a v e 

a d o p t e d t h e shibboleth o f t h e r e f o r m e r s ; t h e o t h e r m e a s u r e i s t h e 

d e g r e e i n w h i c h t h e c o m m u n i t y i s i m b u e d w i t h t h e e s s e n t i a l p r i n -

c i p l e s o f t h e r e f o r m . I s h o u l d a p p l y t h e b r o a d e r m e a s u r e t o t h e 

p r e s e n t c a s e , a n d d o n o t f i n d i t q u i t e s o b a d a s M r . M c A u l a y d o e s . " 

( 1 7 ; 4 6 4 ) 

I n s u m m a r y , G i b b s m a i n t a i n e d t h a t t h e r e w e r e t w o d i s c e r n i b l e 

t r a d i t i o n s l e a d i n g u p t o t h e p r e s e n t s i t u a t i o n . T h e f i r s t t r a d i t i o n 

m a n i f e s t e d i t s e l f i n t h e g r e a t p h y s i c a l t r e a t i s e s o f t h e p a s t w h e r e i n 

s t r e s s g r a d u a l l y c a m e t o b e p l a c e d o n c e r t a i n f u n d a m e n t a l n o t i o n s 
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a n d o p e r a t i o n s . T h e s e c o n d t r a d i t i o n , r u n n i n g p a r a l l e l t o t h e f i r s t 

a n d i n p a r t s t e m m i n g f r o m i t , c o n s i s t e d i n t h e c r e a t i o n o f f o r m a l v e c -

t o r i a l s y s t e m s . G i b b s a r g u e d t h a t t h e s e t w o t r a d i t i o n s w e r e a t t h a t 

t i m e ( t h e 1 8 9 0 ' s ) c o n v e r g i n g a n d t h a t t h e v e c t o r i a l a p p r o a c h w a s b e -

c o m i n g c o m m o n , e v e n t h o u g h d i s p u t e w a s r a m p a n t a s t o w h i c h v e c -

t o r i a l s y s t e m w a s p r e f e r a b l e . T o d e c i d e b e t w e e n t h e v a r i o u s s y s -

t e m s e m e r g i n g f r o m t h e s e c o n d t r a d i t i o n , o n e n e e d o n l y a n a l y z e t h e 

c o n t e n t o f t h e f i r s t t r a d i t i o n . 

G i b b s c o n c l u d e d w i t h a t a c t f u l a n d t r u e r e m a r k w h i c h , t h o u g h i t 

c r i t i c i z e d H a m i l t o n , p r a i s e d T a i t a n d o t h e r s e c o n d - g e n e r a t i o n q u a -

t e r n i o n i s t s f o r p r e s e n t i n g t h e q u a t e r n i o n s y s t e m i n a m o r e a c c e p t -

a b l e f o r m . 

N o w I a p p r e c i a t e a n d a d m i r e t h e g e n e r o u s l o y a l t y t o w a r d o n e w h o m 

h e r e g a r d s a s h i s m a s t e r , w h i c h has a l w a y s l e d P r o f . T a i t t o m i n i m i s e t h e 

o r i g i n a l i t y o f h i s o w n w o r k i n r e g a r d t o q u a t e r n i o n s , a n d w r i t e a s i f e v -

e r y t h i n g w a s c o n t a i n e d i n t h e i d e a s w h i c h f l a s h e d i n t o t h e m i n d o f H a m -

i l t o n a t t h e c l a s s i c B r o u g h a m B r i d g e . B u t n o t t o s p e a k o f o t h e r c l a i m s o f 

h i s t o r i c a l j u s t i c e , w e o w e d u t i e s t o o u r s c h o l a r s a s w e l l a s t o o u r t e a c h e r s , 

a n d t h e w o r l d i s t o o l a r g e , a n d t h e c u r r e n t o f m o d e r n t h o u g h t i s t o o 

b r o a d , t o b e c o n f i n e d b y t h e ipse dixit e v e n o f a H a m i l t o n . ( 1 7 ; 4 6 4 ) 

G i b b s ' p a p e r w a s s o o n f o l l o w e d b y a n o t h e r w h i c h , t h o u g h f u l l y 

i n a g r e e m e n t w i t h G i b b s ' a r g u m e n t s , d i f f e r e d m a r k e d l y i n s t y l e . I t 

w a s w r i t t e n b y O l i v e r H e a v i s i d e , w h o s e h u m o r a n d b r a s h n e s s c o m -

p l e m e n t e d G i b b s ' s e r i o u s n e s s a n d t a c t . H e a v i s i d e w r o t e i n r e -

s p o n s e t o M c A u l a y 1 1 ' 1 2 a n d T a i t 1 6 a n d i n s u p p o r t o f G i b b s . C o n -

c e r n i n g M c A u l a y ' s R o y a l S o c i e t y p a p e r H e a v i s i d e w r o t e : " A s t h e 

h e a r t k n o w e t h i t s o w n w i c k e d n e s s , h e w i l l n o t b e s u r p r i s e d w h e n I 

s a y t h a t I s e e m t o s e e i n h i s m a t h e m a t i c a l p o w e r s t h e ' p r o m i s e a n d 

p o t e n c y ' o f m u c h f u t u r e v a l u a b l e w o r k o f a h a r d - h e a d e d k i n d . " ( 1 8 ; 

5 3 4 ) H e a v i s i d e t h e n s u g g e s t e d t h a t M c A u l a y s i m p l y g i v e u p q u a -

t e r n i o n s ! " A d i f f i c u l t y i n t h e w a y , " w r o t e H e a v i s i d e " i s t h a t h e h a s 

g o t u s e d t o q u a t e r n i o n s . I k n o w w h a t i t i s , a s I w a s i n t h e q u a t e r -

n i o n i c s l o u g h m y s e l f o n c e . " ( 1 8 ; 5 3 4 ) 

A f t e r m a k i n g c r i t i c i s m s o f s o m e o f M c A u l a y ' s a r g u m e n t s , H e a v i -

s i d e t u r n e d t o T a i t a n d i n d i r e c t l y t o K n o t t . H e c h i d e d t h e m a b o u t 

t h e i r r e l e v a n c e o f t h e i r a r g u m e n t s o n t h e s u p e r i o r i t y o f q u a t e r -

n i o n i c n o t a t i o n s , a n d t h e n h e a t t e m p t e d t o s h o w t h a t t h e y w e r e 

w r o n g a n y w a y a n d t h a t h i s s y s t e m w a s s u p e r i o r i n b r e v i t y a n d 

c l e a r n e s s o f e x p r e s s i o n . H e a v i s i d e w e n t o n t o s t a t e w h a t h e b e -

l i e v e d w a s t h e s i g n i f i c a n c e o f T a i t ' s p a p e r . " T h e q u a t e r n i o n i c c a l m 

a n d p e a c e h a v e b e e n d i s t u r b e d . T h e r e i s c o n f u s i o n i n t h e q u a t e r -

n i o n i c c i t a d e l ; a l a r m s a n d e x c u r s i o n s , a n d h u r l i n g o f s t o n e s a n d 

p o u r i n g o f b o i l i n g w a t e r u p o n t h e i n v a d i n g h o s t . W h a t e l s e i s t h e 
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m e a n i n g o f h i s l e t t e r , a n d m o r e e s p e c i a l l y o f t h e c o n c l u d i n g p a r a -

g r a p h ? B u t t h e w o r m m a y t u r n ; a n d t u r n t h e t a b l e s . " ( 1 8 ; 5 3 4 ) H e a v -

i s i d e c o n c l u d e d t h e a r t i c l e w i t h a d i s c u s s i o n o f s o m e s p e c i f i c c o n -

s i d e r a t i o n s o n t h e q u a t e r n i o n n o t a t i o n a n d m e t h o d s o f t r e a t i n g r o t a -

t i o n s . T h e m a j o r s i g n i f i c a n c e o f t h e a r t i c l e i s t h a t t h r o u g h i t s h u m o r , 

f r a n k n e s s , a n d p a r t i a l r e f u t a t i o n o f a r g u m e n t s o f t h e q u a t e r n i o n i s t s 

i t g a v e s u p p o r t t o G i b b s ' m o r e c l o s e l y r e a s o n e d a r t i c l e . H e a v i s i d e ' s 

b r a s h n e s s m u s t h a v e a n t a g o n i z e d n o t a f e w p e o p l e ; n e v e r t h e l e s s 

h i s b r a s h n e s s w a s n o t t h a t o f t h e y o u n g a n d l i t t l e k n o w n A l e x a n d e r 

M c A u l a y . 

O n e o f t h e m o s t i m p o r t a n t p a p e r s p u b l i s h e d d u r i n g t h i s d e b a t e 

w a s C a r g i l l G i l s t o n K n o t t ' s l e n g t h y p a p e r 1 9 " R e c e n t I n n o v a t i o n s 

i n V e c t o r T h e o r y " p u b l i s h e d i n t h e Proceedings o f the Royal 

Society o f Edinburgh f o r 1 8 9 2 . I t h a d b e e n r e a d D e c e m b e r 1 9 , 

1 8 9 2 , w a s p u b l i s h e d i n 1 8 9 3 , a n d w a s t w i c e a b s t r a c t e d i n Nature 

i n 1 8 9 3 . T h e f i r s t a b s t r a c t w a s v e r y b r i e f ; 4 9 t h e s e c o n d 2 0 w a s l o n g e r 

t h a n a n y o t h e r p a p e r i n t h i s d e b a t e i n Nature w i t h t h e e x c e p t i o n o f 

G i b b s ' r e s p o n s e t o i t , w h i c h w a s o n l y s l i g h t l y l o n g e r . 

K n o t t h a d b e e n T a i t ' s a s s i s t a n t a t E d i n b u r g h f r o m 1 8 7 9 t o 1 8 8 3 , 

t h e n P r o f e s s o r o f P h y s i c s a t t h e I m p e r i a l U n i v e r s i t y o f J a p a n , a n d 

f r o m 1 8 9 2 , L e c t u r e r o n A p p l i e d M a t h e m a t i c s i n E d i n b u r g h U n i -

v e r s i t y . H e w a s t o b e c o m e T a i t ' s b i o g r a p h e r a n d r e m a i n e d t h r o u g h -

o u t h i s l i f e a s t a u n c h a d v o c a t e o f q u a t e r n i o n s . 5 0 T h e f o l l o w i n g d i s -

c u s s i o n w i l l c o n c e n t r a t e o n t h e f u l l - l e n g t h p a p e r a s p u b l i s h e d i n 

t h e Edinburgh Royal Society Proceedings. 

T h i s p a p e r , a s n e a r l y a l l o t h e r s i n t h e d e b a t e , w a s w r i t t e n , a s 

K n o t t s t a t e d , " w h o l l y f r o m t h e p o i n t o f v i e w o f m a t h e m a t i c a l 

p h y s i c s . . . . " ( 1 9 ; 2 1 2 ) T h e p a p e r w a s a i m e d a t c r i t i c i z i n g t h e w o r k 

o f M a c f a r l a n e , H e a v i s i d e , a n d , a b o v e a l l , G i b b s , w h o m K n o t t c a l l e d 

t h e " h i g h - p r i e s t " o f t h e " c l i q u e o f v e c t o r a n a l y s i s . " ( 1 9 ; 2 1 2 ) A f t e r 

m e n t i o n i n g s o m e o f t h e e a r l i e r p a p e r s i n t h e d e b a t e , K n o t t b r i e f l y 

d i s c u s s e d t h e w o r k o f R e v . M a t t h e w O ' B r i e n a n d c o n c l u d e d t h a t 

" t h e a n t i - q u a t e r n i o n i c v e c t o r a n a l y s t s o f t o d a y h a v e b a r e l y a d -

v a n c e d b e y o n d t h e s t a g e r e a c h e d b y O ' B r i e n . . . " ( 1 9 ; 2 1 2 ) i n 

1 8 5 2 . K n o t t ' s a i m i n m a k i n g t h i s s t a t e m e n t ( o r b e t t e r , o v e r s t a t e -

m e n t ) w a s t o p o r t r a y t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m a s n o t h i n g n e w , 

r a t h e r a s a n o l d s y s t e m t h a t h a d n o t s u r v i v e d . 

K n o t t t h e n a t t a c k e d G i b b s ' s t a t e m e n t t h a t t h e s c a l a r a n d v e c t o r 

p r o d u c t s w e r e f u n d a m e n t a l , w h i l e t h e q u a t e r n i o n p r o d u c t w a s n o t 

K n o t t a r g u e d t h a t w i t h o u t t h e q u a t e r n i o n t h e d i v i s i o n o f o n e v e c 

b y a n o t h e r i s n o t p o s s i b l e , t h a t t h i s o p e r a t i o n i s f u n d a m e n t a l 

a n d t h a t h e n c e t h e q u a t e r n i o n i s f u n d a m e n t a l . T o G i b b s ' a r g u m e n t 
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t h a t h i s v e c t o r i a l s y s t e m c o u l d b e e x t e n d e d t o h i g h e r d i m e n s i o n s , 

w h i l e q u a t e r n i o n s c o u l d n o t , K n o t t r e s p o n d e d t h a t t h i s w a s l i k e 

t r y i n g " t o s o l v e t h e I r i s h q u e s t i o n b y a d i s c u s s i o n o f t h e s o c i a l 

l i f e i n M a r s . . . ( 1 9 ; 2 1 7 ) A f t e r a d i s c u s s i o n o f n o t a t i o n K n o t t 

t u r n e d t o t h e q u e s t i o n o f w h y t h e s q u a r e o f a u n i t v e c t o r s h o u l d b e 

e q u a l t o — 1 . H e s h o w e d t h a t i f w e a s s u m e t h e a s s o c i a t i v e l a w a n d 

t h a t i j = k = —ji, j k = i = —kj, a n d k i = j = —ik, t h e n we c a n w r i t e : 

"*(* + j ) j = (*2 + i j ) j = i 2 j + k j = + i 2 j - i " a n d " » ( i + j ) j = i ( i j + j2) = 

i k + i j 2 = —j + i j 2 " B u t s i n c e -\~i2j — i m u s t e q u a l — j + i j 2 , i 2 a n d j 2 

m u s t e q u a l — 1 . ( 1 9 ; 2 2 1 - 2 2 2 ) T h u s a n e c e s s a r y c o n d i t i o n f o r t h e 

a s s o c i a t i v e l a w i s t h a t t h e s q u a r e o f a u n i t v e c t o r b e e q u a l t o m i n u s 

o n e . K n o t t m a d e a n i s s u e o f t h i s , a n d i t i s n o t a s m a l l p o i n t . 

R e p e a t e d l y i n t h e p a p e r K n o t t t o o k a n a l g e b r a i c a l l y n a r r o w p o i n t 

o f v i e w . H e w a s u n a b l e t o s e e t h e l e g i t i m a c y o f d e f i n i n g t w o d i s -

t i n c t p r o d u c t s o f t w o v e c t o r s ; t h e r e w a s o n l y o n e p r o d u c t , a n d t h a t 

w a s t h e h e a v e n - s e n t a n d H a m i l t o n - d i s c o v e r e d q u a t e r n i o n p r o d u c t . 

T h u s K n o t t c r i t i c i z e d t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m b e c a u s e i t 

l a c k e d a n y t h i n g c o r r e s p o n d i n g t o t h e q u a t e r n i o n V c o ( f o r co, a v e c -

t o r ) ( 1 9 ; 2 2 3 - 2 2 4 ) a n d b e c a u s e V • < o a n d V X p n ( e x p r e s s e d i n 

G i b b s ' n o t a t i o n ) h a d t o b e d e f i n e d s e p a r a t e l y . ( 1 9 ; 2 2 3 - 2 2 4 ) 

G i b b s h a d i n t r o d u c e d t h e e x p r e s s i o n s " P o t , " " N e w , " " L a p , " 

a n d " M a x " a s a b b r e v i a t i o n s i n c e r t a i n t h e o r e m s i n p o t e n t i a l 

t h e o r y . 5 1 T h e s e h a d b e e n i n t r o d u c e d p r i m a r i l y t o a v o i d w r i t i n g a 

s e r i e s o f V ' s . K n o t t d e a l t w i t h t h i s j o k i n g l y b y s u g g e s t i n g t h e i n -

t r o d u c t i o n o f a " T a i " a n d a " H a m . " ( 1 9 ; 2 2 5 ) T h i s e v o k e d o n e o f 

G i b b s ' f e w h u m o r o u s r e s p o n s e s . 

K n o t t t h e n t u r n e d t o G i b b s ' t r e a t m e n t o f t h e l i n e a r v e c t o r f u n c -

t i o n . K n o t t ' s p o s i t i o n i n t h i s r e g a r d i s w e l l s u m m a r i z e d i n t h e f o l -

l o w i n g q u o t a t i o n : 

I n t h e c o u r s e o f t h e d e v e l o p m e n t o f t h e t h e o r y o f t h e d y a d i c , G i b b s , 

w i t h h i s u s u a l p r o n e n e s s t o l e x i c o n p r o d u c t s , i n v e n t s a f e w n a m e s (o r 

n e w m e a n i n g s t o o l d o n e s ) , s u c h a s I d e m f a c t o r , R i g h t T e n s o r , T o n i c , 

C y c l o t o n i c , S h e a r e r , a n d s o o n . T h e s e a r e a l l s p e c i a l f o r m s o f t h e l i n e a r 

a n d v e c t o r f u n c t i o n ; a n d , e x c e p t i n g p o s s i b l y t h e n a m e s , P r o f e s s o r G i b b s 

d o e s n o t s e e m t o h a v e c o n t r i b u t e d a n y t h i n g o f v a l u e t o H a m i l t o n ' s 

b e a u t i f u l t h e o r y . I n n o c a s e , s o f a r a s I h a v e b e e n a b l e t o s e e , d o h i s 

m e t h o d s c o m p a r e , f o r c o n c i s e n e s s a n d c l e a r n e s s , a t a l l f a v o u r a b l y w i t h 

H a m i l t o n ' s a n d T a i t ' s . ( 1 9 ; 2 2 9 ) 

O n e l i n e o f a t t a c k u s e d b y K n o t t w a s t o a t t e m p t t o s h o w t h a t G i b b s 

w a s f o r c e d t o b r i n g i n t h e q u a t e r n i o n . ( 1 9 ; 2 3 5 ) K n o t t c o n c l u d e d 

w i t h a s u m m a r y a n d b y a n i n v o c a t i o n o f t h e n a m e H a m i l t o n . 

K n o t t ' s p a p e r i s i m p o r t a n t i n t h a t i t w a s t h e f i r s t d e t a i l e d c r i t i c i s m 

o f t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m w r i t t e n b y a q u a t e r n i o n i s t . I t s e e m s 

h i g h l y p r o b a b l e t h a t i t m a d e i m p r e s s i v e r e a d i n g f o r t h e i n t e r e s t e d 
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r e a d e r . T h o u g h K n o t t h a d r e a d G i b b s ' b o o k l e t w i t h c a r e a n d w r i t t e n 

w i t h a c e r t a i n S t o i c c o n t r o l , n o n e t h e l e s s t h e b i t t e r n e s s t h a t h a d 

c h a r a c t e r i z e d t h e e a r l i e r p a p e r s b y T a i t a n d M c A u l a y w a s n o t 

a b s e n t . 

A l e x a n d e r M a c f a r l a n e w a s t h e f i r s t t o r e p l y t o K n o t t ' s a t t a c k o n 

" R e c e n t I n n o v a t i o n s . " H i s p a p e r 2 1 a p p e a r e d i n l a t e M a y o f 1 8 9 3 

i n Nature, s l i g h t l y m o r e t h a n a m o n t h a f t e r t h e l o n g e r a b s t r a c t o f 

K n o t t ' s p a p e r h a d a p p e a r e d . I t w a s a l s o w r i t t e n p a r t l y i n r e p l y t o 

L o d g e ' s r e v i e w . 9 

M u c h o f M a c f a r l a n e ' s p a p e r w a s s i m p l y a r e s t a t e m e n t o f h i s 

v i e w s a n d h e n c e n e e d n o t b e d i s c u s s e d . T h e m a j o r p o i n t o f i n t e r e s t 

i s M a c f a r l a n e ' s d i s c u s s i o n o f K n o t t ' s v i e w s c o n c e r n i n g w h e t h e r 

t h e s q u a r e o f a v e c t o r s h o u l d b e p o s i t i v e o r n e g a t i v e . K n o t t h a d a t 

t h e e n d o f h i s p a p e r m a d e t h e s t a t e m e n t : " T h e assumption t h a t t h e 

s q u a r e o f a u n i t v e c t o r i s p o s i t i v e u n i t y l e a d s t o a n a l g e b r a w h o s e 

c h a r a c t e r i s t i c q u a n t i t i e s a r e n o n - a s s o c i a t i v e , b u t i n n o s e n s e m o r e 

g e n e r a l t h a n t h e c o r r e s p o n d i n g b u t a s s o c i a t i v e q u a t e r n i o n q u a n t i -

t i e s , a n d w h o s e V i s n o t t h e r e a l e f f i c i e n t Nabla o f q u a t e r n i o n s . " 

( 1 9 ; 2 3 6 - 2 3 7 ) K n o t t ' s d i s a g r e e m e n t w i t h t h e H e a v i s i d e - G i b b s -

M a c f a r l a n e c o n t e n t i o n t h a t t h e s q u a r e o f a v e c t o r s h o u l d b e p o s i -

t i v e w a s e v i d e n t n o t o n l y i n h i s w r i t i n g o f " a s s u m p t i o n " i n i t a l i c s 

b u t a l s o r a n t h r o u g h h i s w h o l e p a p e r . M a c f a r l a n e r e s p o n d e d b y 

a r g u i n g ( c o r r e c t l y ) t h a t b o t h v i e w s w e r e a s s u m p t i o n s ( o r b e t t e r 

d e f i n i t i o n s ) a n d w e r e h e n c e c o m p l e t e l y a r b i t r a r y a l g e b r a i c a l l y . H e 

c i t e d a s e v i d e n c e a p a s s a g e f r o m K e l l a n d a n d T a i t ' s Introduction 

t o Quaternions. A g a i n h i s t o r y h a d c o m e f u l l c y c l e , f o r H a m i l t o n 

i n t h e 1 8 4 0 ' s h a d a r g u e d t h a t t h e r e w a s n o t h i n g a l g e b r a i c a l l y 

w r o n g i n d e f i n i n g a p r o d u c t t h a t v i o l a t e s t h e c o m m u t a t i v e l a w , a n d 

i n t h e 1 8 9 0 ' s K n o t t h a d a r g u e d i n d e f e n s e o f t h e q u a t e r n i o n c a u s e 

t h a t t h e r e w a s s o m e t h i n g u n n a t u r a l i n a s y s t e m t h a t v i o l a t e d t h e 

a s s o c i a t i v e l a w . 

K n o t t ( i n c l o s e r e l a t i o n w i t h t h e p r e v i o u s q u e s t i o n ) h a d a r g u e d 

t h a t V 2 u s h o u l d e q u a l + + ^ J f ) ' s * n c e t h e q u a t e r n i o n 

( t h e " r e a l " ) N a b l a g a v e t h i s r e s u l t . T o t h i s M a c f a r l a n e r e p l i e d b y 

p o i n t i n g o u t t h a t T a i t u s e d " t h e u n r e a l V 2 w i n h i s ' T r e a t i s e o n 

N a t u r a l P h i l o s o p h y , ' " ( 2 1 ; 7 6 ) a n d b y s u g g e s t i n g t h a t " T h e onus 

probandi l i e s o n t h e m i n u s m e n . " ( 2 1 ; 7 6 ) 

I n c o n c l u s i o n i t m a y b e n o t e d t h a t t h e c o n t r o v e r s y o n t h e i m p o r -

t a n t p l u s o r m i n u s q u e s t i o n w a s h e r e a s e l s e w h e r e b e i n g a r g u e d 

b y t h e q u a t e r n i o n i s t s o n g r o u n d s o f algebraic e l e g a n c e , s i m -

p l i c i t y , a n d n a t u r a l n e s s , w h e r e a s t h e v e c t o r a n a l y s t s a r g u e d o n 
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p r a g m a t i c g r o u n d s — t h e t e s t f o r t h e m w a s w h a t m o s t conveniently 

c o r r e s p o n d e d t o t h e m o s t f r e q u e n t r e l a t i o n s f o u n d i n p h y s i c s a n d 

g e o m e t r y . I t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t M a c f a r l a n e ' s a r g u m e n t s ( u n -

i n t e n t i o n a l l y o f c o u r s e ) w e r e h e l p f u l t o t h e G i b b s - H e a v i s i d e c a u s e , 

f o r w h a t M a c f a r l a n e h a d w r i t t e n o n b e h a l f o f h i s s y s t e m a p p l i e d 

e q u a l l y t o t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m . 

K n o t t ' s r e p l y 2 2 t o M a c f a r l a n e ' s p a p e r w a s p u b l i s h e d t h r e e w e e k s 

l a t e r i n Nature. I t s a i d l i t t l e t h a t w a s n e w . S i n c e t h e m i n u s o r p l u s 

q u e s t i o n i s m a t h e m a t i c a l l y u n a n s w e r a b l e , e i t h e r b e i n g l e g i t i m a t e , 

K n o t t c o u l d d o l i t t l e m o r e t h a n r e s t a t e o l d v i e w s c o u c h e d i n n e w 

r h e t o r i c . T y p i c a l o f t h i s , a n d i n t e r e s t i n g b e c a u s e i t c o n t a i n e d 

K n o t t ' s a d m i s s i o n t h a t t h e a n s w e r w a s a r b i t r a r y , w a s K n o t t ' s c o n -

c l u d i n g p a r a g r a p h : 

I n c o n c l u s i o n , l e t m e s a y t h a t n o r e a s o n a b l e m a n c a n p o s s i b l y o b j e c t 

t o i n v e s t i g a t o r s u s i n g a n y i n n o v a t i o n s i n a n a l y s i s t h e y m a y f i n d u s e f u l . 

B u t i n t h e p r e s e n t c a s e t h e r e i s a v e r y s e r i o u s o b j e c t i o n t o t h e i n n o v a t o r s 

c o n d e m n i n g t h e s y s t e m , f o r w h i c h t h e y h a v e o n e a n d a l l d r a w n i n s p i r a -

t i o n , a s " u n n a t u r a l " a n d " w e a k , " w i t h o u t i n a n y w a y s h o w i n g i t s o t o 

b e . T h a t t h e y c a n r e - c a s t m a n y q u a t e r n i o n i n v e s t i g a t i o n s i n t o t h e i r o w n 

m o u l d d o e s n o t p r o v e t h e i r m o u l d t o b e s u p e r i o r o r e v e n c o m p a r a b l e t o 

t h e o r i g i n a l . Y e t , i n s o f a r a s t h e y p o s s e s s m u c h i n c o m m o n w i t h q u a t e r -

n i o n s , t h e m o d i f i e d s y s t e m s u s e d b y G i b b s , H e a v i s i d e , a n d M a c f a r l a n e 

c a n n o t f a i l t o h a v e m a n y v i r t u e s . 

" H i s f o r m h a d n o t y e t l o s t 

A l l h e r o r i g i n a l b r i g h t n e s s , n o r a p p e a r e d 

L e s s t h a n A r c h a n g e l r u i n e d . " 5 2 

T w o w e e k s a f t e r K n o t t ' s r e s p o n s e t o M a c f a r l a n e , A l f r e d L o d g e 

p u b l i s h e d a n u n p o l e m i c a l p a p e r 2 3 s u g g e s t i n g a s o l u t i o n t o t h e p l u s 

o r m i n u s q u e s t i o n . L o d g e ' s s u g g e s t i o n w a s n o t a c c e p t e d ; a t m o s t 

i t p r o v o k e d K n o t t t o g i v e a b e v y o f r e a s o n s w h y i t s h o u l d n o t b e 

a c c e p t e d . I t s s o l e i m p o r t a n c e i s t h a t i t w a s a n o t h e r a r t i c l e w i t h i n 

t h e d e b a t e . 

G i b b s ' r e p l y 2 4 t o K n o t t w a s p u b l i s h e d i n Nature o n A u g u s t 1 7 , 

1 8 9 3 , n e a r l y f o u r m o n t h s a f t e r t h e l o n g e r a b s t r a c t o f K n o t t ' s p a p e r 

h a d b e e n p u b l i s h e d . I n i t G i b b s r e p l i e d i n d e t a i l t o t h e d e t a i l e d 

c r i t i c i s m s o f K n o t t ; s i n c e s u c h c r i t i c i s m s a n d r e p l i e s a r e o f i n t e r e s t 

o n l y w h e n t h e y d e a l w i t h m a j o r a s p e c t s o f t h e s y s t e m , t h e e m p h a s i s 

i n t h e f o l l o w i n g d i s c u s s i o n w i l l b e o n i l l u s t r a t i o n r a t h e r t h a n s u m -

m a r i z a t i o n . 

G i b b s b e g a n b y s t a t i n g t h a t h e f e l t b o u n d t o r e p l y t o K n o t t ' s 

p a p e r b e c a u s e K n o t t h a d a t t a c k e d t h e w h o l e s y s t e m o f v e c t o r a n a l y -

s i s p r i m a r i l y o n t h e b a s i s o f f a u l t s f o u n d i n G i b b s ' Elements o f 

Vector Analysis. G i b b s r e p l i e d f i r s t t o K n o t t ' s a s s e r t i o n t h a t h e h a d 
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b e e n f o r c e d t o i n t r o d u c e t h e q u a t e r n i o n i n t o h i s b o o k l e t . T h i s 

c h a r g e w a s i n o n e c a s e d u e t o a n i n a d v e r t e n c e ( a t a c t f u l w a y o f 

d e s c r i b i n g K n o t t ' s m a t h e m a t i c a l e r r o r ) a n d i n t w o o t h e r c a s e s t o 

o v e r s t a t e m e n t — " M y c r i t i c i s s o a n x i o u s t o p r o v e t h a t I u s e q u a t e r -

n i o n s t h a t h e u s e s a r g u m e n t s w h i c h w o u l d p r o v e t h a t q u a t e r n i o n s 

w e r e i n c o m m o n u s e b e f o r e H a m i l t o n w a s b o r n . ' , ( 2 4 ; 3 6 5 ) 

T o K n o t t ' s c r i t i c i s m o f G i b b s ' u s e o f V , G i b b s r e p l i e d b y a s k i n g 

t h e r e a d e r t o c o n s i d e r t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t m a d e b y K e l v i n : 

H e l m h o l t z f i r s t s o l v e d t h e p r o b l e m — G i v e n t h e s p i n i n a n y c a s e o f 

l i q u i d m o t i o n , t o f i n d t h e m o t i o n . H i s s o l u t i o n c o n s i s t s i n f i n d i n g t h e 

p o t e n t i a l s o f t h r e e i d e a l d i s t r i b u t i o n s o f g r a v i t a t i o n a l m a t t e r h a v i n g 

d e n s i t i e s r e s p e c t i v e l y e q u a l t o 1/tt o f t h e r e c t a n g u l a r c o m p o n e n t s o f 

t h e g i v e n s p i n ; a n d , r e g a r d i n g f o r a m o m e n t t h e s e p o t e n t i a l s a s r e c -

t a n g u l a r c o m p o n e n t s o f v e l o c i t y i n a c a s e o f l i q u i d m o t i o n , t a k i n g t h e 

s p i n i n t h i s m o t i o n a s t h e v e l o c i t y i n t h e r e q u i r e d m o t i o n . ( 2 7 ; 3 6 5 ) 

G i b b s t h e n t r a n s l a t e d K e l v i n ' s s t a t e m e n t a s h e t h o u g h t K n o t t m i g h t 

p r e f e r i t : " H e l m h o l t z f i r s t s o l v e d t h e p r o b l e m — G i v e n t h e N a b l a o f 

t h e v e l o c i t y i n a n y c a s e o f l i q u i d m o t i o n , t o f i n d t h e v e l o c i t y . H i s 

s o l u t i o n w a s t h a t t h e v e l o c i t y w a s t h e N a b l a o f t h e i n v e r s e s q u a r e 

o f N a b l a o f t h e N a b l a o f t h e v e l o c i t y . O r , t h a t t h e v e l o c i t y w a s t h e 

i n v e r s e N a b l e o f t h e N a b l a o f t h e v e l o c i t y . " ( 2 4 ; 3 6 5 ) G i b b s t h e n 

a r g u e d t h a t h i s i n t r o d u c t i o n o f t h e s y m b o l i c a b b r e v i a t i o n s " P o t , " 

" N e w = V P o t , " " L a p = V X P o t , " a n d " M a x = V . P o t " w e r e a s e a s y 

t o r e m e m b e r , a s e x p r e s s i v e , a n d m o r e c o n d u c i v e t o r i g o r t h a n t h e 

q u a t e r n i o n e q u i v a l e n t s . G i b b s p r o c e e d e d t o a n s w e r a c h a r g e b y 

K n o t t t h a t t h e r e w a s a " t a n g l e " a n d " j a n g l e " i n s e c t i o n s 9 1 t o 1 0 4 

o f h i s Elements o f Vector Analysis b y t h o r o u g h l y a g r e e i n g a n d e x -

p l a i n i n g t h a t t h i s w a s d u e t o a t i m e l a p s e o f a " c o u p l e o f y e a r s " 

b e t w e e n w r i t i n g p a r t s o f t h e s e c t i o n s . S e c t i o n 1 0 1 w a s t h e l a s t s e c -

t i o n o f t h e 1 8 8 1 p a r t o f G i b b s ' b o o k l e t . G i b b s t h e n c a p i t a l i z e d o n 

K n o t t ' s r e f e r e n c e t o t h i s " t a n g l e " a n d " j a n g l e " i n t h e t e r m s : " N o 

f i n e r a r g u m e n t [ a g a i n s t G i b b s ' s y s t e m ] . . . c a n b e f o u n d . " ( 2 4 ; 

3 6 6 ) G i b b s g a v e a d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f K n o t t ' s a t t a c k o n h i s t r e a t -

m e n t o f t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n . F r o m t h i s d i s c u s s i o n t h e r e a d e r 

c o u l d g a i n s o m e k n o w l e d g e o f t h e s u p e r i o r i t y o f G i b b s ' t r e a t m e n t . 

T h i s p a p e r a l o n e , b e c a u s e o f i t s m a n y d e t a i l s a n d b e c a u s e i t w a s 

w r i t t e n a s a d e f e n s e , c o u l d n o t h a v e p e r s u a d e d t h e u n i n i t i a t e d . I t 

i s b e s t v i e w e d a s a c a p a b l e a n d t h o r o u g h r e s p o n s e a n d h e n c e a s 

s e r v i n g t o r e m o v e t h e d o u b t s o f s o m e o n e a c q u a i n t e d w i t h , b u t u n -

d e c i d e d b e t w e e n , t h e r i v a l s y s t e m s . 

T h e i s s u e o f Nature t h a t a p p e a r e d t h e w e e k f o l l o w i n g G i b b s ' 

p a p e r c o n t a i n e d a s h o r t a r t i c l e 2 5 b y R o b e r t S . B a l l , w h o h a d w r i t t e n 
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a w o r k e n t i t l e d The Theory o f Screws ( D u b l i n , 1 8 7 6 ) t h a t b o r e a 

r e l a t i o n t o v e c t o r a n a l y s i s . B a l l ( 1 8 4 0 - 1 9 1 3 ) h a d b e e n t h e a s t r o n o -

m e r r o y a l o f I r e l a n d a n d w a s i n 1 8 9 3 L o w n d e a n P r o f e s s o r o f A s -

t r o n o m y a n d G e o m e t r y a t C a m b r i d g e . 

B a l l ' s m a j o r p o i n t i s s u m m a r i z e d i n t h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n : 

I t has a l w a y s a p p e a r e d t o m e t h a t t h e s t u d e n t o f p h y s i c a l s c i e n c e 

w o u l d b e t t e r e m p l o y h i s t i m e b y s t u d y i n g t h e " A u s d e h n u n g s l e h r e " t o 

w h i c h s o m e o f y o u r c o r r e s p o n d e n t s h a v e r e f e r r e d t h a n b y s t u d y i n g 

q u a t e r n i o n s . 

T h e w o n d e r f u l w o r k o f G r a s s m a n n i s c o n t a i n e d i n a m o d e r a t e - s i z e d 

b o o k i n r e m a r k a b l e c o n t r a s t t o t h e t w o t e r r i f i c v o l u m e s o f H a m i l t o n , 

w h i c h e v e n P r o f . T a i t a d m i t s t h a t h e has n o t r e a d e n t i r e l y . T h e f a c t t h a t 

t h e a u s d e h n u n g s l e h r e c o u l d b e m a s t e r e d i n a m e r e f r a c t i o n o f t h e t i m e 

t h a t w o u l d h a v e t o b e d e v o t e d t o t h e m a s t e r y o f q u a t e r n i o n s , i s n o t h o w -

e v e r t h e i m p o r t a n t p o i n t . ( 2 5 ; 3 9 1 ) 

B a l l c o n c l u d e d b y g i v i n g a n i l l u s t r a t i o n o f G r a s s m a n n ' s m e t h o d s 

a n d b y a p l e a f o r t h e t r a n s l a t i o n o f G r a s s m a n n ' s 1 8 6 2 Ausdehn-

ungslehre. 

T h e S e p t e m b e r 2 8 , 1 8 9 3 , i s s u e o f Nature c o n t a i n e d t w o a r t i c l e s , 

a s h o r t o n e b y K n o t t a n d a s h o r t e r o n e b y R . W . G e n e s e . G e n e s e ' s 

p a p e r 2 6 w i l l b e c o n s i d e r e d f i r s t . 

R o b e r t W i l l i a m G e n e s e ( 1 8 6 7 - 1 9 2 8 ) h a d r e c e i v e d h i s B . A . ( 1 8 7 1 , 

e i g h t h W r a n g l e r ) a n d M . A . ( 1 8 7 4 ) f r o m C a m b r i d g e a n d w a s i n 1 8 9 3 

P r o f e s s o r o f M a t h e m a t i c s a t U n i v e r s i t y C o l l e g e , A b e r y s t w y t h . 

G e n e s e ' s p a p e r c o n s t i t u t e d a s e c o n d i n g o f B a l l ' s m o t i o n t h a t G r a s s -

m a n n ' s b o o k b e t r a n s l a t e d ; h e e v e n p l e d g e d t o s u b s c r i b e t e n 

p o u n d s t o w a r d t h e a c c o m p l i s h m e n t o f t h a t t a s k . L a m e n t e d w a s t h e 

f a c t t h a t G r a s s m a n n ' s i d e a s w e r e n o t a s y e t t a u g h t i n E n g l a n d , 

a n d C l i f f o r d w a s c i t e d o n b e h a l f o f t h e v a l u e o f G r a s s m a n n ' s w o r k . 

K n o t t ' s p a p e r 2 7 i n t h e S e p t e m b e r 2 8 i s s u e o f Nature w a s w r i t t e n 

i n r e p l y t o G i b b s a n d t o L o d g e . H e r e i n K n o t t b r i e f l y c o m m e n t e d 

o n a n u m b e r o f G i b b s ' r e p l i e s b u t g a v e n o n e w a r g u m e n t s . T h i s 

p a r t o f t h e p a p e r i s b e s t v i e w e d a s n o m o r e t h a n a n a t t e m p t t o p r e -

v e n t t h e b e l i e f t h a t h e h a d a c q u i e s c e d t o G i b b s ' a r g u m e n t s . K n o t t ' s 

l a s t p a r a g r a p h w a s h i s a n s w e r t o L o d g e ' s s u g g e s t i o n f o r a n i n n o v a -

t i o n , a g a i n s t w h i c h K n o t t g a v e f i v e a r g u m e n t s . 

K n o t t ' s r e p l y 2 2 t o M a c f a r l a n e ' s r e p l y 2 1 t o K n o t t ' s o r i g i n a l p a p e r 

w a s d i s c u s s e d b y M a c f a r l a n e i n a n a r t i c l e 2 8 i n t h e O c t o b e r 5 , 1 8 9 3 , 

i s s u e o f Nature. 

M a c f a r l a n e b e g a n b y s t a t i n g t h a t h e w i s h e d t o a i d t h e d i s c u s s i o n 

b y r e s t a t i n g h i s f u n d a m e n t a l p o s i t i o n . T h i s w a s i n b r i e f t h a t q u a t e r -
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n i o n n o t a t i o n s a s w e l l a s s o m e o f t h e f u n d a m e n t a l q u a t e r n i o n 

p r i n c i p l e s n e e d e d r e v i s i o n , i n c l u d i n g t h e p r i n c i p l e s t h a t t h e s q u a r e 

(d2 d2 d2 \ 
o f a v e c t o r i s n e g a t i v e a n d t h a t V 2 = + + H e c o n * 

e l u d e d f i r s t b y c a l l i n g a t t e n t i o n t o t w o p a p e r s h e h a d r e c e n t l y d e -

l i v e r e d a t t h e I n t e r n a t i o n a l M a t h e m a t i c a l C o n g r e s s a t C h i c a g o i n 

w h i c h h e h a d e x t e n d e d h i s s y s t e m a n d t h e n b y p r e s e n t i n g t h e f o l -

l o w i n g s t a t e m e n t : " A s r e g a r d s P r o f . K n o t t ' s c l o s i n g q u o t a t i o n f r o m 

' P a r a d i s e L o s t , ' I f e e l l i k e t h e S e n i o r W r a n g l e r w h o , h a v i n g r e a d 

t h r o u g h t h e p o e m , r e m a r k e d t h a t i t w a s a l l v e r y p r e t t y , b u t h e d i d n ' t 

q u i t e s e e w h a t i t p r o v e d . I c l o s e w i t h a q u o t a t i o n w h i c h i s f r o m a s 

g o o d a b o o k , a n d p o s s e s s e s m o r e l o g i c a l f o r c e : ' Y e s h a l l k n o w t h e m 

b y t h e i r f r u i t s . D o m e n g a t h e r g r a p e s o f t h o r n s , o r f i g s o f t h i s t l e s ? ' " 

( 2 8 ; 5 4 1 ) 

I n c o n c l u s i o n i t m a y b e n o t e d t h a t t h e i m p o r t a n t q u e s t i o n t o b e 

a s k e d c o n c e r n i n g t h i s p a p e r i s n o t a s t o h o w m u c h i t a d v a n c e d 

M a c f a r l a n e ' s s y s t e m , b u t w h e t h e r i t h e l p e d t h e q u a t e r n i o n o r t h e 

G i b b s - H e a v i s i d e v e c t o r a n a l y s i s c a u s e . T h e a n s w e r i s c l e a r ; i t 

i n d i r e c t l y b u t i n d i s p u t a b l y h e l p e d t h e l a t t e r , f o r t h e m a j o r i t y o f 

M a c f a r l a n e ' s c o n c l u s i o n s w e r e i n h a r m o n y w i t h t h e G i b b s - H e a v i -

s i d e v e c t o r s y s t e m . 

T h e l a s t w o r d , l i t e r a l l y b u t n o t s y m b o l i c a l l y , i n t h e d e b a t e i n 

Nature w e n t t o H e a v i s i d e . T h i s p a p e r 2 9 w a s p u b l i s h e d i n t h e 

J a n u a r y 1 1 , 1 8 9 4 , i s s u e a n d w a s w r i t t e n m a i n l y i n r e s p o n s e t o T a i t ' s 

r e v i e w 1 5 o f M c A u l a y ' s b o o k . 1 3 

H e a v i s i d e b e g a n b y a r g u i n g t h a t T a i t f a i l e d t o r e c o g n i z e t h e 

v a l u e s o f t h e s y s t e m s p u t f o r w a r d b y t h e o p p o n e n t s o f t h e q u a t e r -

n i o n s y s t e m . " H e d o e s n o t k n o w t h e i r w a y s , e i t h e r o f t h i n k i n g o r 

o f w o r k i n g , a s i s a b u n d a n t l y e v i d e n t i n a l l t h a t h e h a s w r i t t e n a d -

v e r s e l y t o P r o f . W i l l a r d G i b b s a n d o t h e r s . " ( 2 9 ; 2 4 6 ) H e a v i s i d e 

w e n t o n t o s t a t e t h a t h e w a s s u r p r i s e d a t T a i t ' s w a r m w e l c o m e t o 

M c A u l a y ' s i n n o v a t i o n s . T h e n H e a v i s i d e a r g u e d t h a t t h e i l l u s t r a -

t i o n o f t h e v a l u e o f M c A u l a y ' s w o r k s e l e c t e d b y T a i t f o r d i s c u s s i o n 

c o u l d b e a n d e s s e n t i a l l y h a d b e e n d e a l t w i t h i n a b e t t e r m a n n e r i n 

t h e v e c t o r a n a l y s i s s y s t e m . H e a v i s i d e c o n c l u d e d b y a s e c o n d i n v i -

t a t i o n t o M c A u l a y t o c o n v e r t t o v e c t o r a n a l y s i s . 

T h e f i n a l t h r e e p a p e r s f r o m 1 8 9 3 t o b e d i s c u s s e d w e r e r e a d b e -

f o r e t h e E d i n b u r g h M a t h e m a t i c a l S o c i e t y a n d p u b l i s h e d i n t h e 

Proceedings o f t h e S o c i e t y s o m e t i m e a f t e r J u n e 9 , 1 8 9 3 ( t h e d a t e 

o f t h e l a s t p a p e r i n v o l u m e e l e v e n ) . T h e s e p a p e r s w e r e n e v e r r e -

f e r r e d t o i n t h e c o u r s e o f t h e Nature d e b a t e , a n d h e n c e t h e i r d i s -
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c u s s i o n h a s b e e n p o s t p o n e d u n t i l t h e c o m p l e t i o n o f t h e d i s c u s s i o n 

o f t h e Nature a r t i c l e s . 

T h e f i r s t p a p e r 3 0 w a s b y K n o t t ( w h o w a s t o a s s u m e t h e p r e s i d e n c y 

o f t h e S o c i e t y i n N o v e m b e r , 1 8 9 3 ) a n d w a s e n t i t l e d " T h e Q u a t e r -

n i o n a n d i t s D e p r e c i a t o r s . " M o s t o f K n o t t ' s p a p e r w a s e i t h e r r e p -

e t i t i o n ( a t t i m e s v e r b a t i m ) o r e l a b o r a t i o n o f h i s s t a t e m e n t s i n h i s 

s l i g h t l y e a r l i e r " R e c e n t I n n o v a t i o n s i n V e c t o r T h e o r y . " H e n c e 

t h i s l o n g p a p e r m a y b e t r e a t e d r a t h e r b r i e f l y . 

K n o t t b e g a n b y c l a s s i f y i n g t h e s t a t e m e n t s o f t h e q u a t e r n i o n d e -

p r e d a t o r s ( G i b b s , H e a v i s i d e , a n d M a c f a r l a n e ) u n d e r t h r e e h e a d s : 

f i r s t , t h e q u e s t i o n o f " t h e v a l u e o f t h e q u a t e r n i o n a s a f u n d a m e n t a l 

g e o m e t r i c a l c o n c e p t i o n " ; s e c o n d , " t h e q u e s t i o n o f n o t a t i o n " ; a n d 

t h i r d , " t h e q u e s t i o n o f t h e s i g n o f t h e s q u a r e o f a v e c t o r . . . . " ( 3 0 ; 

6 2 ) A f t e r r e p e a t i n g a n u m b e r o f h i s e a r l i e r a r g u m e n t s o n t h e f i r s t 

q u e s t i o n , K n o t t c o n c l u d e d b y s u g g e s t i n g a n a n a l o g y . H e s t a t e d 

t h a t a l t h o u g h s i n 6 a n d c o s 6 o c c u r m o r e f r e q u e n t l y t h a n 6 i t s e l f , 

w e s h o u l d n o t c o n c l u d e t h a t 6 p l a y s n o f u n d a m e n t a l r o l e . S i m i l a r l y 

w e s h o u l d n o t i n f e r t h a t a f t i s n o t f u n d a m e n t a l s i m p l y b e c a u s e 

Va/3 a n d S a / 3 o c c u r m o r e f r e q u e n t l y . 

K n o t t t h e n t u r n e d t o t h e q u e s t i o n o f n o t a t i o n a n d c i t e d s u c h a r g u -

m e n t s a s w e r e a v a i l a b l e o n b e h a l f o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . F r o m 

t h i s h e p r o c e e d e d t o t h e q u e s t i o n c o n c e r n i n g t h e s i g n a p p r o -

p r i a t e t o t h e s q u a r e o f a v e c t o r . H i s m a i n p o s i t i v e a r g u m e n t w a s , 

a s b e f o r e , t h a t t h e q u a t e r n i o n m i n u s p r e s e r v e d t h e a s s o c i a t i v e l a w 

f o r m u l t i p l i c a t i o n , a n d h i s m a i n n e g a t i v e a r g u m e n t s w e r e i n 

r e s p o n s e t o M a c f a r l a n e ' s c h a r g e t h a t e s s e n t i a l l y u n i t v e c t o r s a n d 

v e r s o r s s h o u l d n o t b e i d e n t i f i e d , s i n c e t h e s q u a r e o f t h e f i r s t s h o u l d 

b e + 1 a n d o f t h e l a t e r —1 . 

K n o t t c o n c l u d e d b y r e f e r r i n g t h e r e a d e r t o h i s p a p e r i n t h e Pro-

ceedings of the Royal Society of Edinburgh w h i c h d i s c u s s e d t h e s e 

q u e s t i o n s a n d o t h e r s . 

T h i s p a p e r , l i k e K n o t t ' s o t h e r l o n g p a p e r , w a s c a r e f u l l y w r i t t e n 

a n d c o n t a i n e d n o s p e c i a l e x c e s s o f s c o r n . N e i t h e r G i b b s n o r H e a v i -

s i d e r e p l i e d t o i t , p e r h a p s b e c a u s e t h e y f e l t i t w a s u n n e c e s s a r y o r 

p o s s i b l y b e c a u s e t h e y f e l t i t w a s u s e l e s s ( c o n s i d e r i n g t h e a u d i e n c e ) . 

K n o t t ' s p a p e r h a d b e e n d e l i v e r e d a t t h e J a n u a r y 1 3 , 1 8 9 3 , m e e t -

i n g o f t h e E d i n b u r g h M a t h e m a t i c a l S o c i e t y . A t t h e n e x t m e e t i n g 

( F e b r u a r y 1 0 , 1 8 9 3 ) D r . W i l l i a m P e d d i e , " A s s i s t a n t t o t h e P r o f e s s o r 

o f N a t u r a l P h i l o s o p h y " a t E d i n b u r g h U n i v e r s i t y ( h e n c e T a i t ' s 

a s s i s t a n t ) , d e l i v e r e d a p a p e r 3 1 o n b e h a l f o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . 

A f t e r c o m m e n t i n g t h a t h e b e l i e v e d t h a t n e w a n d v e r y g e n e r a l 

m a t h e m a t i c a l m e t h o d s ( l i k e q u a t e r n i o n s ) w e r e d i f f i c u l t f o r s t u d e n t s 
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t o a s s i m i l a t e , P e d d i e s t a t e d : " A n d i t s e e m s a s i f i t w e r e f o r t h i s 

r e a s o n t h a t , i n r e c e n t y e a r s , a t t e m p t s h a v e b e e n m a d e , b y m e n o f 

k n o w n m a t h e m a t i c a l a b i l i t y , t o s m o o t h t h e p a t h s . " ( 3 1 ; 8 5 ) H e w a s 

o f c o u r s e r e f e r r i n g t o G i b b s , H e a v i s i d e , a n d M a c f a r l a n e . P e d d i e ' s 

v i e w a s t o t h e i r s u c c e s s w a s e v i d e n t f r o m h i s n e x t s t a t e m e n t : 

" P r a c t i c a l l y , a l l t h e s e a t t e m p t s c o n s i s t i n u s i n g , i n s t e a d o f H a m i l -

t o n ' s , a n o t h e r s y s t e m o f q u a t e r n i o n s , c u t u p i n t o p a r t s ; t h e p a r t s 

o f t h a t s y s t e m b e i n g u s e d b e c a u s e t h e y a r e i m a g i n e d t o b e s u p e r i o r 

t o t h e c o r r e s p o n d i n g p a r t s o f H a m i l t o n ' s s y s t e m i n r e s p e c t o f 

n a t u r a l n e s s . " ( 3 1 ; 8 5 ) P e d d i e t h e n d i s c u s s e d t h r e e p o i n t s i n T a i t ' s 

Treatise w h i c h H e a v i s i d e h a d c a l l e d " s t i c k i n g p o i n t s . " T h e d i s -

c u s s i o n o f t h e t h i r d p o i n t t u r n e d o n t h e f a c t t h a t t h e q u a t e r n i o n i s t s 

b e g a n w i t h f e w e r d e f i n i t i o n s , b u t t h e y c o n s e q u e n t l y w e r e f o r c e d 

t o g o t h r o u g h m o r e e l a b o r a t e d e v e l o p m e n t s t o g e t s o m e o f t h e f u n -

d a m e n t a l r e s u l t s . I n r e s p o n s e t o t h e c h a r g e t h a t t h e q u a t e r n i o n i s 

n o t a f u n d a m e n t a l e n t i t y , P e d d i e , p r e s u m a b l y o n t h e m i s t a k e n as -

s u m p t i o n t h a t t h e v e c t o r s y s t e m h a d n o m e t h o d o f t r e a t i n g r o t a t i o n s , 

a r g u e d t h a t t h e q u a t e r n i o n w a s e s s e n t i a l a s a m e t h o d o f d e a l i n g 

w i t h r o t a t i o n s . P e d d i e c o n c l u d e d t h e a r t i c l e b y a n a t t e m p t t o s h o w 

t h a t t h e " n o t i o n s o f q u a t e r n i o n s are a p p l i c a b l e t o s p a c e o f f o u r o r 

a n y n u m b e r o f d i m e n s i o n s . " ( 3 1 ; 9 0 ) 

I n c o n c l u s i o n , P e d d i e ' s p a p e r w a s c o m p e t e n t b u t n o m o r e t h a n 

t h a t . H e h a d n o t h o w e v e r r e a d G i b b s ' w o r k , a n d t h u s a n u m b e r o f 

h i s a r g u m e n t s w e r e v a g u e o r m i s s e d t h e p o i n t . 

T h e p a p e r s b y K n o t t a n d P e d d i e w e r e g i v e n a t t h e f i r s t t w o 1 8 9 3 

m e e t i n g s ( J a n u a r y a n d F e b r u a r y ) o f t h e E d i n b u r g h M a t h e m a t i c a l 

S o c i e t y . T h i s s e q u e n c e w a s c o n t i n u e d i n t h e M a r c h a n d A p r i l 

m e e t i n g s b y P e d d i e , w h o p r e s e n t e d a t t h e s e m e e t i n g s t w o p a r t s 

o f a p a p e r e n t i t l e d " E l e m e n t s o f Q u a t e r n i o n s . " F r o m t h e p u b l i s h e d 

o n e - s e n t e n c e s u m m a r y o f t h e f i r s t p a p e r 5 3 i t m a y b e i n f e r r e d t h a t 

P e d d i e d i s c u s s e d t h e r e i n v e c t o r a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n a n d t h e 

u s e f u l n e s s o f t h e s e o p e r a t i o n s . A s i x - p a g e a b s t r a c t 3 2 o f t h e s e c o n d 

p a r t o f h i s p a p e r ( A p r i l m e e t i n g ) w a s p u b l i s h e d . F r o m t h i s a b s t r a c t 

i t i s c l e a r t h a t P e d d i e ' s i n t e n t i o n i n t h e p a p e r w a s t o i n t e r s p e r s e a 

r e v i e w o f t h e f u n d a m e n t a l p r i n c i p l e s o f q u a t e r n i o n a n a l y s i s w i t h 

p e r i o d i c f o r a y s a g a i n s t t h e v e c t o r a n a l y s t s . S i n c e t h e s e a s i d e s w e r e 

i n p a r t r e p e t i t i v e o f e a r l i e r a r g u m e n t s u s e d b y P e d d i e a n d s i n c e 

r e a s o n s f o r h i s s t a t e m e n t s w e r e n o t i n g e n e r a l p u b l i s h e d b e c a u s e 

o f t h e f a c t t h a t o n l y a n a b s t r a c t w a s p r i n t e d , n o t h i n g n e e d b e s a i d 

o f t h i s p a p e r b e y o n d m e n t i o n o f i t s e x i s t e n c e a n d s p i r i t . 

T w o 1 8 9 4 r e v i e w s o f t h e f i r s t v o l u m e o f H e a v i s i d e ' s Electro-

magnetic Theory m e r i t d i s c u s s i o n , s i n c e b o t h c o m m e n t e d o n 
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H e a v i s i d e ' s v e c t o r i a l i d e a s . T h e s h o r t e r o f t h e s e r e v i e w s w a s 

w r i t t e n b y A l e x a n d e r M a c f a r l a n e a n d p u b l i s h e d i n t h e Physical 

Review.33 M a c f a r l a n e d e s c r i b e d t h e b o o k a n d p r a i s e d a l l p a r t s e x -

c e p t t h e t h i r d c h a p t e r , w h i c h w a s o n v e c t o r a n a l y s i s ; h e w r o t e : 

T h e t h i r d c h a p t e r e x p o u n d s t h e e l e m e n t s o f v e c t o r a n a l y s i s . T h e e x -

p o s i t i o n , w h i l e c l e a r , a n d s u i t a b l e f o r t h e c l ass o f r e a d e r s a d d r e s s e d , 

c o n t a i n s p r i n c i p l e s w h i c h a p p e a r o f d o u b t f u l v a l i d i t y t o t h o s e w h o h a v e 

m a d e a s p e c i a l s t u d y o f t h e m a t t e r . F o r i n s t a n c e , t h e s c a l a r p r o d u c t o f 

t w o v e c t o r s i s n o t d i s t i n g u i s h e d b y a n y p r e f i x , t h o u g h t h e v e c t o r p r o d u c t 

i s , a p p a r e n t l y o n t h e s a m e p r i n c i p l e t h a t t h e e l d e s t d a u g h t e r i s s u f f i -

c i e n t l y d i s t i n g u i s h e d b y M i s s , p r o v i d e d a l l t h e y o u n g e r s i s t e r s h a v e t h e i r 

C h r i s t i a n n a m e s a p p e n d e d . B u t t h e s c a l a r p r o d u c t a n d t h e v e c t o r 

p r o d u c t a r e o n l y p a r t i a l p r o d u c t s ; t h e s i m p l e r n a m e b e l o n g s p r o p e r l y 

t o t h e c o m p l e t e p r o d u c t , w h i c h i s t h e i r s u m . H e r e w e h a v e a n i n d i c a t i o n 

o f o n e o f t h e p r i n c i p a l d e f e c t s o f t h e a n a l y s i s ; i t i s f r a g m e n t a r y , n o t a 

m e t h o d totus teres atque rotundus. ( 3 3 ; 1 5 3 - 1 5 4 ) 

T h i s s t a t e m e n t i s i l l u s t r a t i v e o f t w o p r a c t i c e s c o m m o n t h r o u g h o u t 

t h e w h o l e d e b a t e . T h e f i r s t i s t h e p e n c h a n t o f v e c t o r i s t s f o r m e t a -

p h o r i c a l e x p r e s s i o n s ; t h e s e c o n d a n d t h e m o r e i m p o r t a n t i s t h e 

t e n d e n c y o f m a n y o f t h e w r i t e r s , p a r t i c u l a r l y t h e q u a t e r n i o n i s t s , 

t o t r e a t t h e q u e s t i o n o f p r o d u c t s a s s o m e t h i n g m o r e t h a n a q u e s t i o n 

o f a r b i t r a r y d e f i n i t i o n . I n M a c f a r l a n e ' s c a s e h i s s t a t e m e n t t h a t t h e 

s c a l a r a n d v e c t o r p r o d u c t s a r e o n l y p a r t i a l p r o d u c t s w a s p r e s u m a b l y 

n o t m a d e t h r o u g h h i s o w n i g n o r a n c e ; r a t h e r i t i s b e s t v i e w e d a s 

a n a r g u m e n t a g a i n s t H e a v i s i d e ' s i d e a s b a s e d o n t h e a s s u m e d 

a l g e b r a i c a l " n a i v e t e " o f M a c f a r l a n e ' s r e a d e r s . 

T h e s e c o n d r e v i e w 3 4 o f H e a v i s i d e ' s Electromagnetic Theory w a s 

w r i t t e n b y G e o r g e M . M i n c h i n a n d p u b l i s h e d i n t h e Philosophical 

Magazine. M i n c h i n ' s r a t h e r l e n g t h y r e v i e w w a s i n g e n e r a l v e r y 

f a v o r a b l e a n d c o n c e n t r a t e d o n H e a v i s i d e ' s i n n o v a t i o n s . M i n c h i n 

c o m m e n t e d u p o n H e a v i s i d e ' s s t y l e i n t h e f o l l o w i n g w a y : 

A r e a d e r o f M r . H e a v i s i d e ' s w r i t i n g s i s a t o n c e s t r u c k b y t h e e x t r a o r -

d i n a r y s t y l e w h i c h d i s t i n g u i s h e s h i m f r o m e v e r y o t h e r E n g l i s h w r i t e r 

o n M a t h e m a t i c s o r P h y s i c s ; a n d t h e i m p r e s s i o n w h i c h i s p r o d u c e d b y 

t h i s s t y l e i s o f t e n t h e r e v e r s e o f p l e a s i n g . T h e r e i s a c o m p l e t e a b s e n c e 

o f t h e c o n v e n t i o n a l i t i e s w h i c h a r e g e n e r a l l y r e c o g n i z e d a s p r o p e r t o 

t h e w r i t i n g o f a s c i e n t i f i c t r e a t i s e . M r . H e a v i s i d e i s t h e W a l t W h i t m a n 

o f E n g l i s h P h y s i c s ; a n d , l i k e t h e s o - c a l l e d " p o e t , " h e i s c e r t a i n t o r a i s e 

a v e r s i o n t o h i s p e c u l i a r i t i e s . ( 3 4 ; 1 4 6 ) 

M i n c h i n h o w e v e r w a s n o t i n a l l w a y s a v e r s e t o H e a v i s i d e ' s s t y l e ; 

h e w e n t o n t o p r a i s e h i m f o r h i s c l e a r n e s s i n e x p o s i t i o n . 

A f t e r a n e x t e n d e d d i s c u s s i o n o f s o m e o f t h e e l e c t r i c a l t e r m s i n -

t r o d u c e d b y H e a v i s i d e , M i n c h i n d i s c u s s e d H e a v i s i d e ' s c h a p t e r o n 

v e c t o r a n a l y s i s . H e c r i t i c i z e d f i r s t o f a l l H e a v i s i d e ' s n o t a t i o n , f o r 
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e x a m p l e , h i s u s e o f C l a r e n d o n t y p e f o r t h e r e p r e s e n t a t i o n o f v e c -

t o r s . M i n c h i n a r g u e d , a s o t h e r s h a d a r g u e d , t h a t t h i s c o n v e n t i o n 

w a s v e r y i n c o n v e n i e n t w h e n o n e w i s h e d t o w r i t e v e c t o r s i n a 

m a n u s c r i p t , b u t i t w a s a t l e a s t b e t t e r t h a n M a x w e l l ' s u s e o f G o t h i c 

c a p i t a l s . T u r n i n g t o t h e i d e a s i n w h a t h e c a l l e d H e a v i s i d e ' s "Hereti-

cal Vector Analysis," M i n c h i n p o i n t e d o u t t h a t h e u s e d t h i s t e r m 

" w i t h o u t n e c e s s a r i l y i m p l y i n g a n y c e n s u r e . . . . " ( 3 4 ; 1 5 4 ) M i n c h i n 

p r e s e n t e d n o r e a l a r g u m e n t s a g a i n s t H e a v i s i d e ' s v e c t o r s y s t e m ; h i s 

t o n e h o w e v e r r e v e a l e d t h a t h e w a s n o t f a v o r a b l y i n c l i n e d t o w a r d 

t h i s i n n o v a t i o n , t h i s " H e r e t i c a l " s y s t e m . I n s u m m a r y , M i n c h i n 

p r a i s e d m o s t o f H e a v i s i d e ' s e l e c t r i c a l i d e a s , b u t h e w a s n o t s o 

f a v o r a b l y i n c l i n e d t o h i s v e c t o r s y s t e m . H i s r e v i e w m a y b e c o m -

p a r e d w i t h F i t z G e r a l d ' s r e v i e w o f H e a v i s i d e ' s Electrical Papers 

w h i c h w a s d i s c u s s e d i n t h e l a s t c h a p t e r . B o t h r e v i e w s m u s t h a v e 

h e l p e d H e a v i s i d e t o b e c o m e b e t t e r k n o w n , a n d t h e i r d i s c u s s i o n s 

o f H e a v i s i d e ' s v e c t o r i a l i d e a s ( w h i c h h a d h e l p e d H e a v i s i d e t o 

m a n y i m p o r t a n t r e s u l t s ) m u s t h a v e a t l e a s t s e r v e d t o m a k e t h a t 

s y s t e m ( w h i c h w a s l i t t l e k n o w n i n 1 8 9 0 ) m u c h b e t t e r k n o w n . 

T h e f i n a l t w o p a p e r s o f t h e d e b a t e a r e a m o n g t h e m o s t i n t e r e s t -

i n g . T h e d i s p u t a n t s w e r e C a y l e y a n d T a i t , a n d t h e q u e s t i o n w a s o n e 

t h a t h a d n o w h e r e e l s e b e e n d i s c u s s e d . 

A r t h u r C a y l e y ( 1 8 2 1 - 1 8 9 5 ) , w h o s e p a p e r a p p e a r e d f i r s t , w a s a n 

e x t r e m e l y p r o l i f i c a n d v e r y w e l l - k n o w n m a t h e m a t i c i a n . H e h e l d 

t h e S a d l e r i a n C h a i r f o r M a t h e m a t i c s a t C a m b r i d g e U n i v e r s i t y ; t h e 

r e m a r k s i n h i s p a p e r a r e t h u s e s p e c i a l l y i n t e r e s t i n g , s i n c e t h e y 

p r o b a b l y r e p r e s e n t t h e p o i n t o f v i e w t h a t h e p a s s e d o n t o m a n y 

C a m b r i d g e s t u d e n t s . I t i s p r o b a b l e t h a t M c A u l a y ' s s t a t e m e n t s a b o u t 

q u a t e r n i o n s a t C a m b r i d g e w e r e d i r e c t e d a g a i n s t C a y l e y a n d h i s 

v i e w o f q u a t e r n i o n s . C a y l e y h a d l o n g b e e n i n t e r e s t e d i n c e r t a i n 

a s p e c t s o f q u a t e r n i o n s a n d w a s i n f a c t t h e f i r s t p e r s o n ( a f t e r H a m i l -

t o n ) t o p u b l i s h a p a p e r o n q u a t e r n i o n s . M o r e o v e r C a y l e y h a d , a s 

m e n t i o n e d p r e v i o u s l y , w r i t t e n a c h a p t e r e n t i t l e d " A S k e t c h o f 

t h e A n a l y t i c a l T h e o r y o f Q u a t e r n i o n s " f o r t h e 1 8 9 0 e d i t i o n o f T a i t ' s 

Treatise o n Quaternions. T a i t d e s c r i b e d t h i s a s b e i n g i n c l u d e d 

t h r o u g h C a y l e y ' s " u n s o l i c i t e d k i n d n e s s . " C a y l e y a n d T a i t h a d f r e -

q u e n t l y c o r r e s p o n d e d , a n d t h i s c o r r e s p o n d e n c e m o r e o r l e s s d i -

r e c t l y l e d t o t h e t w o p a p e r s t o b e d i s c u s s e d . 5 4 M o s t o f t h e a r g u m e n t s 

t h a t w e r e e v e n t u a l l y p r e s e n t e d i n t h e s e p a p e r s m a y b e f o u n d i n 

t h e s e l e t t e r s . A s e a r l y a s 1 8 8 8 C a y l e y h a d c o m m e n t e d c o n c e r n i n g 

t h e i r d i f f e r e n t v i e w s o f q u a t e r n i o n s : " w e a r e i r r e c o n c i l e a b l e a n d 

s h a l l r e m a i n so . . . . " 5 5 N e v e r t h e l e s s t h e y c o n t i n u e d t h e d i s c u s s i o n 

i n l a t e r l e t t e r s , a n d i n J u n e , 1 8 9 4 , C a y l e y s e n t T a i t a c o p y o f a p a p e r 
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e n t i t l e d " C o o r d i n a t e s v e r s u s Q u a t e r n i o n s " w h i c h C a y l e y p l a n n e d 

t o p u b l i s h i n t h e Messenger o f Mathematics. T a i t s u g g e s t e d t h a t 

C a y l e y a l l o w h i s p a p e r t o b e r e a d b e f o r e a n d p u b l i s h e d b y t h e 

R o y a l S o c i e t y o f E d i n b u r g h . 5 6 A f t e r C a y l e y a g r e e d , h i s p a p e r 3 5 

a n d T a i t ' s r e p l y w e r e r e a d a t t h e J u l y 2 , 1 8 9 4 , m e e t i n g a n d s u b -

s e q u e n t l y p u b l i s h e d in t h e Proceedings o f the Royal Society o f 

Edinburgh. 

C a y l e y ' s p a p e r b e g a n w i t h a q u o t a t i o n f r o m t h e p r e f a c e t o t h e 

f i r s t e d i t i o n o f T a i t ' s Treatise, a p r e f a c e w h i c h w a s r e p r i n t e d i n t h e 

l a t e r e d i t i o n s . T a i t h a d w r i t t e n : 

I t m u s t a l w a y s b e r e m e m b e r e d t h a t C a r t e s i a n m e t h o d s a r e m e r e p a r -

t i c u l a r cases o f q u a t e r n i o n s w h e r e m o s t o f t h e d i s t i n c t i v e f e a t u r e s h a v e 

d i s a p p e a r e d ; a n d t h a t w h e n , i n t h e t r e a t m e n t o f a n y p a r t i c u l a r q u e s t i o n , 

s c a l a r s h a v e t o b e a d o p t e d , t h e q u a t e r n i o n s o l u t i o n b e c o m e s i d e n t i c a l 

w i t h t h e C a r t e s i a n o n e . N o t h i n g , t h e r e f o r e , i s e v e r l o s t , t h o u g h m u c h 

i s g e n e r a l l y g a i n e d , b y e m p l o y i n g q u a t e r n i o n s i n p l a c e o f o r d i n a r y 

m e t h o d s . I n f a c t , e v e n w h e n q u a t e r n i o n s d e g r a d e t o s c a l a r s , t h e y g i v e 

t h e s o l u t i o n o f t h e m o s t g e n e r a l s t a t e m e n t o f t h e p r o b l e m t h e y a r e a p -

p l i e d t o , q u i t e i n d e p e n d e n t o f a n y l i m i t a t i o n s a s t o c h o i c e o f p a r t i c u l a r 

c o o r d i n a t e axes . ( 3 5 ; 2 7 1 ) 

C a y l e y s u m m a r i z e d h i s o w n v i e w s i n t h e f o l l o w i n g p a r a g r a p h : 

M y o w n v i e w i s t h a t q u a t e r n i o n s a r e m e r e l y a p a r t i c u l a r m e t h o d , o r say 

a t h e o r y , i n c o o r d i n a t e s . I h a v e t h e h i g h e s t a d m i r a t i o n f o r t h e n o t i o n o f 

a q u a t e r n i o n ; b u t . . . a s I c o n s i d e r t h e f u l l m o o n f a r m o r e b e a u t i f u l 

t h a n a n y m o o n l i t v i e w , s o I r e g a r d t h e n o t i o n o f a q u a t e r n i o n a s f a r m o r e 

b e a u t i f u l t h a n a n y o f i t s a p p l i c a t i o n s . A s a n o t h e r i l l u s t r a t i o n . . . I c o m -

p a r e a q u a t e r n i o n f o r m u l a t o a p o c k e t - m a p — a c a p i t a l t h i n g t o p u t i n 

o n e ' s p o c k e t , b u t w h i c h f o r u s e m u s t b e u n f o l d e d : t h e f o r m u l a , t o b e 

u n d e r s t o o d , m u s t b e t r a n s l a t e d i n t o c o o r d i n a t e s . ( 3 5 ; 2 7 1 - 2 7 2 ) 

I n s h o r t , C a y l e y a r g u e d t h a t 3 5 t h e q u a t e r n i o n a s a n e n t i t y f o r t h e 

p u r e m a t h e m a t i c i a n i s i n t e r e s t i n g a n d i m p o r t a n t , b u t t h e q u a t e r -

n i o n m e t h o d a s a m e t h o d f o r t h e a p p l i e d m a t h e m a t i c i a n ( c o n s i d e r -

i n g t h e g e o m e t e r i n t h i s c a s e a s a n a p p l i e d m a t h e m a t i c i a n ) i s n o t h -

i n g m o r e t h a n a s h o r t h a n d o r a m e t h o d o f a b b r e v i a t i o n , a n d e v e n 

u n d e r t h i s a s p e c t i t i s n o t a u s e f u l m e t h o d . 

C a y l e y g a v e t h r e e e l e m e n t a r y i l l u s t r a t i o n s o f h i s p o i n t o f v i e w . 

T h e s e c o n d i l l u s t r a t i o n c o n s i s t e d i n a c o m p a r i s o n o f t h e s o l u t i o n s , 

w o r k e d o u t b y q u a t e r n i o n s a n d b y C a r t e s i a n m e t h o d s , o f t h e p r o b -

l e m : G i v e n t w o l i n e s O A a n d O B , f i n d t h e l i n e O C p e r p e n d i c u l a r 

t o t h e p l a n e c o n t a i n i n g O A a n d O B . H e s t a t e d t h a t t h e q u a t e r n i o n 

s o l u t i o n w o u l d b e m y = V a / 3 w h e r e y = O C , a = O A , = O B , a n d 

m i s a s c a l a r . H e c o m m e n t e d t h a t t h i s w a s m u c h b r i e f e r t h a n t h e 

C a r t e s i a n s o l u t i o n , b u t w a s u n i n t e l l i g i b l e a n d u s e l e s s u n t i l t r a n s -

l a t e d i n t o t h e C a r t e s i a n e q u i v a l e n t . 
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C a y l e y ' s f i n a l s t a t e m e n t w a s t h e f o l l o w i n g : " I n c o n c l u s i o n , I 

w o u l d s a y t h a t w h i l e c o o r d i n a t e s a r e a p p l i c a b l e t o t h e w h o l e 

s c i e n c e o f g e o m e t r y , a n d a r e t h e n a t u r a l a n d a p p r o p r i a t e b a s i s a n d 

m e t h o d i n t h e s c i e n c e , q u a t e r n i o n s s e e m t o m e a p a r t i c u l a r a n d 

v e r y a r t i f i c i a l m e t h o d f o r t r e a t i n g s u c h p a r t s o f t h e s c i e n c e o f t h r e e -

d i m e n s i o n a l g e o m e t r y a s a r e m o s t n a t u r a l l y d i s c u s s e d b y m e a n s o f 

t h e r e c t a n g u l a r c o o r d i n a t e s x , t / , z." ( 3 5 ; 2 7 5 ) C a y l e y ' s a r g u m e n t s 

c o u l d o f c o u r s e b e t r a n s l a t e d d i r e c t l y i n t o a r g u m e n t s a g a i n s t a l m o s t 

a n y v e c t o r i a l s y s t e m . 

T a i t ' s r e p l y 3 6 t o C a y l e y w a s e n t i t l e d " O n t h e I n t r i n s i c N a t u r e 

o f t h e Q u a t e r n i o n M e t h o d . " I t i s e s p e c i a l l y i n t e r e s t i n g f o r t h e 

h i s t o r i c a l v i e w s p r e s e n t e d t h e r e i n b y T a i t . 

T a i t b e g a n t h e p a p e r b y a d m i t t i n g t h a t q u a t e r n i o n s w e r e n o t 

a p p l i c a b l e t o s p a c e s o f h i g h e r d i m e n s i o n t h a n t h r e e ; t h e n h e a r g u e d 

t h a t H a m i l t o n w a s o f a l l p e o p l e m o s t a b l e t o d i s p e n s e w i t h a b b r e -

v i a t i o n s , a n d y e t h e h a d d e v o t e d t h e l a s t t w e n t y y e a r s o f h i s l i f e 

t o q u a t e r n i o n s . I n t h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n T a i t s t a t e d h i s p r i m a r y 

a r g u m e n t : 

I t w i l l b e g a t h e r e d f r o m w h a t p r e c e d e s t h a t , i n m y o p i n i o n , t h e t e r m 

Q u a t e r n i o n s m e a n s o n e t h i n g t o P r o f . C a y l e y a n d q u i t e a n o t h e r t h i n g t o 

m y s e l f : t h u s 

T o P r o f . C a y l e y Q u a t e r n i o n s a r e m a i n l y a C a l c u l u s , a s p e c i e s o f 

A n a l y t i c a l G e o m e t r y ; a n d , a s s u c h , essentially m a d e u p o f t h o s e c o -

o r d i n a t e s w h i c h h e r e g a r d s a s " t h e n a t u r a l a n d a p p r o p r i a t e b a s i s o f t h e 

s c i e n c e . " T h e y a r t f u l l y c o n c e a l t h e i r h u m b l e o r i g i n , b y a n a d m i r a b l e 

s p e c i e s o f p a c k i n g o r f o l d i n g : — b u t , t o b e o f a n y u s e , t h e y . . . 

d o u b l y d y i n g , m u s t g o d o w n 

T o t h e v i l e d u s t f r o m w h i c h t h e y s p r u n g ! 

T o m e Q u a t e r n i o n s a r e p r i m a r i l y a M o d e o f R e p r e s e n t a t i o n : — i m -

m e n s e l y s u p e r i o r t o , b u t e s s e n t i a l l y o f t h e s a m e k i n d o f u s e f u l n e s s as, a 

d i a g r a m o r a m o d e l . T h e y are, v i r t u a l l y , t h e t h i n g r e p r e s e n t e d : a n d a r e 

t h u s a n t e c e d e n t t o , a n d i n d e p e n d e n t o f , c o - o r d i n a t e s : g i v i n g , i n g e n e r a l , 

a l l t h e m a i n r e l a t i o n s , i n t h e p r o b l e m t o w h i c h t h e y a r e a p p l i e d , w i t h o u t 

t h e n e c e s s i t y o f a p p e a l i n g t o c o - o r d i n a t e s a t all. C o - o r d i n a t e s m a y , h o w -

e v e r , e a s i l y b e read into t h e m : — w h e n a n y t h i n g ( s u c h a s m e t r i c a l o r 

n u m e r i c a l d e t a i l ) i s t o b e g a i n e d t h e r e b y . Q u a t e r n i o n s , i n a w o r d , exist 

i n s p a c e , a n d w e h a v e o n l y t o r e c o g n i z e t h e m : — b u t w e h a v e t o invent 

o r imagine c o - o r d i n a t e s o f a l l k i n d s . ( 3 6 ; 2 7 7 - 2 7 8 ) 

T a i t t h e n p r o c e e d e d t o d i s c u s s t h e h i s t o r y o f q u a t e r n i o n s . H e 

f i r s t s t a t e d t h a t t h e q u a t e r n i o n o f t h e l a t t e r h a l f o f t h e c e n t u r y m u s t 

b e v i e w e d " a s h a v i n g , f r o m a t l e a s t o n e p o i n t o f v i e w , b u t l i t t l e 

r e l a t i o n t o t h a t o f t h e s e v e n l a s t y e a r s o f t h e e a r l i e r h a l f . " ( 3 6 ; 2 7 8 ) 

T a i t a r g u e d t h a t C a y l e y ' s v i e w o f t h e q u a t e r n i o n w a s t h e e a r l i e r 

v i e w , a n d h e s u g g e s t e d t h a t H a m i l t o n ' s g r e a t e s t c o n t r i b u t i o n w a s 
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t h a t t h r o u g h h i m " F r o m the most intensely artificial o f systems 

arose, as if by magic, an absolutely natural one!" ( 3 6 ; 2 7 9 ) T a i t ' s 

m e a n i n g i s c l a r i f i e d b y t h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n : 

M o s t u n f o r t u n a t e l y . . . H a m i l t o n ' s n e r v e f a i l e d h i m i n t h e c o m p o s i -

t i o n o f h i s f i r s t g r e a t V o l u m e . H a d h e t h e n r e n o u n c e d , f o r e v e r , a l l d e a l -

i n g s w i t h i , j , /c, h i s t r i u m p h w o u l d h a v e b e e n c o m p l e t e . H e s p a r e d A g a g , 

a n d t h e b e s t o f t h e s h e e p , a n d d i d n o t u t t e r l y d e s t r o y t h e m ! H e h a d a 

p a t e r n a l f o n d n e s s f o r i , j , k . . . . H e h a d a f u l l y r e c o g n i z e d , a n d p r o v e d 

t o o t h e r s , t h a t h i s i , j , k w e r e m e r e e x c r e s c e n c e s a n d b l o t s o n h i s i m -

p r o v e d m e t h o d : — b u t h e u n f o r t u n a t e l y c o n s i d e r e d t h a t t h e i r c o n t i n u e d 

( i f o n l y p a r t i a l ) r e c o g n i t i o n w a s i n d i s p e n s a b l e t o t h e r e c e p t i o n o f h i s 

m e t h o d b y a w o r l d s t e e p e d i n C a r t e s i a n i s m ! T h r o u g h t h e w h o l e c o m -

p a s s o f e a c h o f h i s t r e m e n d o u s v o l u m e s o n e c a n f i n d t r a c e s o f h i s d e s i r e 

t o a v o i d e v e n a n a l l u s i o n t o i , j , k ; a n d , a l o n g w i t h t h e m , h i s s o r r o w f u l 

c o n v i c t i o n t h a t , s h o u l d h e d o so , h e s h o u l d b e l e f t w i t h o u t a s i n g l e 

r e a d e r . . . . A n d I f u r t h e r b e l i e v e t h a t , to this cause alone, Q u a t e r n i o n s 

o w e t h e s c a n t f a v o u r w i t h w h i c h t h e y h a v e h i t h e r t o b e e n r e g a r d e d . ( 3 6 ; 

2 7 9 - 2 8 0 ) 

T a i t t h e n a d m i t t e d t h a t t h e s a m e d e f e c t c o u l d b e f o u n d i n h i s 

o w n b o o k , a d e f e c t h e p l a n n e d t o r e m e d y i f a f o u r t h e d i t i o n w a s 

c a l l e d f o r . T a i t s t a t e d t h a t f r o m h i s a b u n d a n t c o r r e s p o n d e n c e w i t h 

H a m i l t o n h e h a d l e a r n e d o f H a m i l t o n ' s c h a n g e d v i e w o f q u a t e r n i o n 

a n a l y s i s . T h u s , i n s u m m a r y , T a i t ' s a r g u m e n t w a s t h a t C a y l e y ' s 

c r i t i c i s m s s i m p l y d i d n o t a p p l y t o t h e m o d e r n q u a t e r n i o n m e t h o d s , 

w h i c h a v o i d u s e o f i , j , k , a n d h e n c e o f c o o r d i n a t e s , o f w h i c h t h e 

q u a t e r n i o n i s " a l t o g e t h e r i n d e p e n d e n t " a n d t o w h i c h i t i s " a n t e -

c e d e n t . " 

A m o n g T a i t ' s c o n c l u d i n g s t a t e m e n t s i s t h e s u g g e s t i o n o f a n 

a n a l o g y t o r e p l a c e C a y l e y ' s " p o c k e t - m a p " a n a l o g y . 

A m u c h m o r e n a t u r a l a n d a d e q u a t e c o m p a r i s o n w o u l d , i t s e e m s t o m e , 

l i k e n C o - o r d i n a t e G e o m e t r y . . . t o a s t e a m - h a m m e r , w h i c h a n e x p e r t 

m a y e m p l o y o n a n y d e s t r u c t i v e o r c o n s t r u c t i v e w o r k o f one general kind, 

s a y t h e c r a c k i n g o f a n e g g - s h e l l , o r t h e w e l d i n g o f a n a n c h o r . B u t y o u 

m u s t h a v e y o u r e x p e r t t o m a n a g e i t , f o r w i t h o u t h i m i t i s u s e l e s s . H e has 

t o t o i l a m i d t h e h e a t , s m o k e , g r i m e , g r e a s e , a n d p e r p e t u a l d i n o f t h e 

s u f f o c a t i n g e n g i n e - r o o m . T h e w o r k has t o b e b r o u g h t t o t h e h a m m e r , f o r 

i t c a n n o t u s u a l l y b e t a k e n t o i t s w o r k . . . Q u a t e r n i o n s , o n t h e o t h e r 

h a n d , a r e l i k e t h e e l e p h a n t ' s t r u n k , r e a d y a t any m o m e n t f o r anything, 

b e i t t o p i c k u p a c r u m b o r a f i e l d - g u n , t o s t r a n g l e a t i g e r , o r t o u p r o o t 

a t r e e . P o r t a b l e i n t h e e x t r e m e , a p p l i c a b l e a n y w h e r e . . . d i r e c t e d b y a 

l i t t l e n a t i v e w h o r e q u i r e s n o s p e c i a l s k i l l o r t r a i n i n g , a n d w h o c a n b e 

t r a n s f e r r e d f r o m o n e e l e p h a n t t o a n o t h e r w i t h o u t m u c h h e s i t a t i o n . 

S u r e l y t h i s , w h i c h a d a p t s i t s e l f t o i t s w o r k , i s t h e g r a n d e r i n s t r u m e n t ! 

B u t t h e n , i t i s t h e n a t u r a l , t h e o t h e r t h e a r t i f i c i a l , o n e . ( 3 6 ; 2 8 3 ) 

I f H e a v i s i d e w a s t h e " W a l t W h i t m a n o f E n g l i s h P h y s i c s , " t h e a b o v e 

q u o t a t i o n c e r t a i n l y m e r i t e d T a i t t h e t i t l e o f t h e " R u d y a r d K i p l i n g 

o f E n g l i s h P h y s i c s . " 
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T h e s e t w o p a p e r s , w h i c h c o n c l u d e t h e d e b a t e , m a y s e r v e t o 

r e m i n d u s t h a t t h o u g h m o s t o f t h e p a p e r s i n t h e d e b a t e d i s c u s s e d 

t h e q u e s t i o n o f which v e c t o r i a l m e t h o d s h o u l d b e u s e d , t h e q u e s -

t i o n w h e t h e r any v e c t o r i a l m e t h o d s h o u l d b e u s e d w a s h a r d l y f o r -

g o t t e n . 

I I I . Conclusions 

I f t h e m a t e r i a l s d i s c u s s e d p r e v i o u s l y i n t h i s c h a p t e r a r e v i e w e d 

b r o a d l y , a n u m b e r o f i m p o r t a n t g e n e r a l i z a t i o n s e m e r g e . A l t o g e t h e r 

t h i r t y - s i x p u b l i c a t i o n s ( t h i r t y - e i g h t i n c l u d i n g t h e t w o H e a v i s i d e 

p u b l i c a t i o n s d i s c u s s e d i n t h e l a s t c h a p t e r ) a p p e a r e d i n t h e y e a r s 

f r o m 1 8 9 0 - 1 8 9 4 . E i g h t l e a d i n g s c i e n t i f i c j o u r n a l s w e r e i n v o l v e d , 

w i t h Nature c a r r y i n g t w e n t y a r t i c l e s . T w e l v e s c i e n t i s t s , w r i t i n g 

f r o m E n g l a n d , S c o t l a n d , A u s t r a l i a , a n d t h e U n i t e d S t a t e s , p a r t i c i -

p a t e d . N e a r l y a l l t h e a r t i c l e s r e f e r r e d t o o t h e r a r t i c l e s i n t h e d e b a t e , 

s o t h a t t h e d e b a t e s h o u l d b e v i e w e d a s a d e f i n i t e h i s t o r i c a l u n i t . 

A h i g h l e v e l o f i n t e n s i t y a n d a c e r t a i n f i e r c e n e s s c h a r a c t e r i z e d 

m u c h o f t h e d e b a t e a n d m u s t h a v e l e d m a n y r e a d e r s t o f o l l o w i t 

w i t h i n t e r e s t . A n d t h e p e n c h a n t o f t h e p a r t i c i p a n t s f o r s t r i k i n g 

m e t a p h o r s ( a t t i m e s b y t h e i r a b s u r d i t y ) l e d t h e m t o c o m p a r e q u a -

t e r n i o n s w i t h , a m o n g o t h e r t h i n g s , a H i g h l a n d e r ' s m u s k e t , s t r o n g 

m e a t , a r c h a n g e l s , a m a p , a n d a n e l e p h a n t s t r u n k ! S u c h a n a l o g i e s 

d i d a t l e a s t l e a d t o r e a d a b i l i t y , t h o u g h o n l y i n d i r e c t l y t o m e a n i n g f u l 

d i s c u s s i o n . 

T h e r a t i o o f h e a t t o l i g h t w a s e s p e c i a l l y h i g h i n t h e w r i t i n g s o f 

t h e q u a t e r n i o n i s t s , a n d i t c o u l d h a r d l y h a v e b e e n o t h e r w i s e . G i b b s 

a n d H e a v i s i d e m u s t h a v e a p p e a r e d t o t h e q u a t e r n i o n i s t s a s u n -

w e l c o m e i n t r u d e r s w h o h a d b u r s t i n u p o n t h e d e v e l o p i n g d i a l o g u e 

b e t w e e n t h e q u a t e r n i o n i s t s a n d t h e s c i e n t i s t s o f t h e d a y t o a r r i v e 

a t a m o m e n t w h e n s u c c e s s s e e m e d n o t f a r d i s t a n t . C h a r g i n g f o r t h , 

t h e s e t w o v e c t o r i s t s , t h e o n e b r a s h a n d s a r c a s t i c , t h e o t h e r s p o u t i n g 

h i s t o r i c a l i r r e l e v a n c i e s , h a d p r o m i s e d a b r i g h t n e w d a y f o r a n y w h o 

w o u l d a c c e p t t h e i r o v e r t l y p r a g m a t i c a r g u m e n t s f o r a n a l g e b r a i c a l l y 

c r u d e a n d h i g h l y a r b i t r a r y s y s t e m . A n d w o r s t o f a l l , t h e s y s t e m t h e y 

r e c o m m e n d e d w a s , n o t s o m e n e w s y s t e m ( e v e n i f G i b b s c a l l e d i t 

" G r a s s m a n n i a n " ) , b u t o n l y a p e r v e r t e d v e r s i o n o f t h e q u a t e r n i o n 

s y s t e m . H e r e t i c s a r e a l w a y s m o r e h a t e d t h a n i n f i d e l s , a n d t h e s e t w o 

h e r e t i c s h a d , w i t h l i t t l e u n d e r s t a n d i n g a n d l e s s a c k n o w l e d g m e n t , 

w r e n c h e d m a j o r p o r t i o n s f r o m t h e H a m i l t o n i a n s y s t e m a n d t h e n 

c l a i m e d t h a t t h e s e p a r t s s u r p a s s e d t h e w h o l e . S o a t l e a s t i t m u s t 

h a v e a p p e a r e d t o t h e q u a t e r n i o n i s t s , a n d i f t h i s d e s c r i p t i o n o f t h e i r 

r e a c t i o n i s o n l y h a l f c o r r e c t , s t i l l i t s h o u l d b e s u f f i c i e n t t o e x p l a i n 

w h y t h e r e w a s s o l i t t l e c o m m u n i c a t i o n b e t w e e n t h e c o n t e n d i n g 
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p a r t i e s . D a r w i n ' s r e m a r k i n t h e f i n a l c h a p t e r o f h i s Origin o f Species 

m a y s e r v e t o r e m i n d u s t h a t t h e q u a t e r n i o n i s t s w e r e n o t u n i q u e i n 

t h e i r r e a c t i o n . D a r w i n w r o t e : 

A l t h o u g h I a m f u l l y c o n v i n c e d o f t h e t r u t h o f t h e v i e w s g i v e n i n t h i s 

v o l u m e u n d e r t h e f o r m o f a n a b s t r a c t , I b y n o m e a n s e x p e c t t o c o n v i n c e 

e x p e r i e n c e d n a t u r a l i s t s w h o s e m i n d s a r e s t o c k e d w i t h a m u l t i t u d e o f 

f a c t s a l l v i e w e d , d u r i n g a l o n g c o u r s e o f y e a r s , f r o m a p o i n t o f v i e w 

d i r e c t l y o p p o s i t e t o m i n e . . . . A f e w n a t u r a l i s t s , e n d o w e d w i t h m u c h 

f l e x i b i l i t y o f m i n d , a n d w h o h a v e a l r e a d y b e g u n t o d o u b t t h e i m m u t a -

b i l i t y o f s p e c i e s , m a y b e i n f l u e n c e d b y t h i s v o l u m e ; b u t I l o o k w i t h c o n -

f i d e n c e t o t h e f u t u r e , — t o y o u n g a n d r i s i n g n a t u r a l i s t s , w h o w i l l b e a b l e 

t o v i e w b o t h s i d e s o f t h e q u e s t i o n w i t h i m p a r t i a l i t y . 5 7 

T h o u g h a l l t h e q u a t e r n i o n i s t s w r o t e w i t h s o m e b i t t e r n e s s , i t 

s h o u l d n o t b e f o r g o t t e n t h a t K n o t t w r o t e w i t h c a r e a n d t h o r o u g h -

n e s s , T a i t w i t h t h e p r e s t i g e t h a t c a m e f r o m h i s d i s t i n g u i s h e d c a r e e r 

i n s c i e n c e , 5 8 a n d M c A u l a y w i t h s o m e s u c c e s s i n d e m o n s t r a t i n g t h e 

u s e f u l n e s s o f q u a t e r n i o n s i n p h y s i c a l a p p l i c a t i o n . H o w e v e r , p e r -

h a p s t o o f r e q u e n t l y K n o t t , T a i t , a n d P e d d i e w r o t e f o r t h e a l r e a d y 

f a v o r a b l e E d i n b u r g h a u d i e n c e . P r o p h e t s m a y n e v e r b e h e a r d i n 

t h e i r h o m e l a n d , b u t p a t r i o t s a r e s e l d o m h e a r d a n y w h e r e e l s e . 

A m o n g t h e o p p o n e n t s o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m G i b b s s t a n d s 

o u t a s h a v i n g c o n t r i b u t e d t i m e l y , c a r e f u l l y r e a s o n e d , a n d p e r s u a -

s i v e a r t i c l e s . I t i s p e r h a p s n o t t o o m u c h t o d e s c r i b e h i s p a p e r s a s 

m a s t e r p i e c e s o f m a t h e m a t i c a l r h e t o r i c a n d a s c a p a b l e o f l e a d i n g 

t h o u g h t f u l r e a d e r s t o a c c e p t t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m . T h e i r 

e f f e c t o n t h e l e s s c a r e f u l r e a d e r c e r t a i n l y w a s l e s s g r e a t . H e a v i s i d e ' s 

s h o r t p o l e m i c a l p a p e r s p r o b a b l y h a d a c e r t a i n a p p e a l t o b o t h t y p e s 

o f r e a d e r s . H i s g r e a t e s t c o n t r i b u t i o n w a s h o w e v e r h i s d e m o n s t r a -

t i o n o f t h e e f f e c t i v e n e s s o f t h e v e c t o r i a l a p p r o a c h b y h i s u s e o f 

v e c t o r i a l m e t h o d s i n h i s i m p o r t a n t e l e c t r i c a l p u b l i c a t i o n s . I t i s 

n o t e w o r t h y t o o t h a t i t w a s i n t h e 1 8 9 0 ' s t h a t G i b b s a n d H e a v i s i d e 

w e r e b e c o m i n g r e c o g n i z e d a s e x t r e m e l y i m p o r t a n t p h y s i c a l s c i e n -

t i s t s . T h e r e w a s n o o n e i n t h e q u a t e r n i o n c a m p w h o w a s t o r e c e i v e 

s u c h a c c l a i m e x c e p t p e r h a p s T a i t . G i b b s a n d H e a v i s i d e w r o t e o n l y 

e i g h t o f t h e p a p e r s , b u t t h e s e p a p e r s w e r e e s p e c i a l l y e f f e c t i v e s i n c e 

t h e a u t h o r s h a d t h e a d v a n t a g e t h a t t h e y w e r e f u l l y e x p e r i e n c e d i n 

t h e s y s t e m a d v o c a t e d b y t h e i r o p p o n e n t s , w h e r e a s o n l y K n o t t w a s 

w e l l a c q u a i n t e d w i t h h i s o p p o n e n t ' s s y s t e m . 

I n 1 8 9 0 t h e q u a t e r n i o n s y s t e m , t h o u g h n o t w i d e l y u s e d , w a s a t 

l e a s t w i d e l y k n o w n ; s u c h w a s n o t t h e c a s e w i t h t h e G i b b s - H e a v i -

s i d e s y s t e m . T h e r e a r e t w o s t a g e s p r e l i m i n a r y t o t h e a c c e p t a n c e 

o f a n y s y s t e m : i t m u s t f i r s t b e c o m e k n o w n a n d t h e n b e t r i e d a n d 

d i s c u s s e d . T h e q u a t e r n i o n s y s t e m h a d f r o m 1 8 4 4 t o 1 8 9 4 p a s s e d 

t h r o u g h t h e f i r s t s t a g e a n d w a s w e l l i n t o t h e s e c o n d . T h e G i b b s -
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H e a v i s i d e s y s t e m h a d m a d e r o u g h l y t h e s a m e p r o g r e s s i n t h e 

p e r i o d f r o m 1 8 8 1 t o 1 8 9 4 . T h e p u b l i c i t y a s s o c i a t e d w i t h t h e d e b a t e 

w a s v e r y h e l p f u l t o t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m b u t w a s u n n e c e s -

s a r y a n d p e r h a p s e v e n d a n g e r o u s f o r t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . F r o m 

t h i s p o i n t o f v i e w t h e c o n t r i b u t i o n o f M a c f a r l a n e m a y b e e v a l u a t e d . 

S i n c e h e p r e s e n t e d h i s s y s t e m a s r e s u l t i n g f r o m d e f e c t s i n t h e 

q u a t e r n i o n s y s t e m a n d s i n c e s o m e o f t h e s e d e f e c t s w e r e a l s o n o t e d 

b y G i b b s a n d H e a v i s i d e , h i s f i v e p a p e r s m u s t h a v e a c t e d t o s u p p o r t 

t h e v e c t o r a n a l y s i s ( G i b b s - H e a v i s i d e ) c a u s e . N o t a g r e a t d e a l w a s 

w r i t t e n o n b e h a l f o f t h e f u l l G r a s s m a n n i a n s y s t e m . W h a t w a s 

w r i t t e n c a m e f r o m G i b b s , w h o u s e d h i s d i s c u s s i o n o f i t m a i n l y i n 

s u p p o r t o f h i s o w n s y s t e m , a n d f r o m B a l l a n d G e n e s e , w h o s e a r -

t i c l e s w e r e e x t r e m e l y b r i e f . 

I t i s i n t e r e s t i n g t h a t G i b b s , H e a v i s i d e , a n d t o s o m e e x t e n t M a c -

f a r l a n e t o o k w h a t m a y b e d e s c r i b e d a s a p r a g m a t i c a p p r o a c h t o t h e 

q u e s t i o n o f w h i c h s y s t e m w a s t o b e p r e f e r r e d . M a n y o f t h e i r a r g u -

m e n t s w e r e o n g r o u n d s o f e x p r e s s i v e n e s s , c o n g r u i t y w i t h p h y s i c a l 

r e l a t i o n s h i p s , a n d e a s e o f u n d e r s t a n d i n g . T h e q u a t e r n i o n i s t s , o n 

t h e o t h e r h a n d , p u t s o m e w h a t g r e a t e r s t r e s s o n m a t h e m a t i c a l e l e -

g a n c e a n d a l g e b r a i c s i m p l i c i t y . S o m e q u a t e r n i o n a d v o c a t e s l o o k e d 

a s k a n c e a t t h e i r o p p o n e n t s ' u s e o f a n u m b e r o f p r o d u c t s r a t h e r t h a n 

t h e s i n g l e q u a t e r n i o n p r o d u c t . T h a t h i s t o r y h a d i n t h i s r e g a r d c o m e 

f u l l c i r c l e h a s p r e v i o u s l y b e e n m e n t i o n e d . 

T h e r e w a s p r o b a b l y t o o m u c h s t r e s s o n t h e n o t a t i o n q u e s t i o n 

( w h i c h w a s o f l i t t l e d i r e c t r e l e v a n c e ) i n t h e d e b a t e . T h i s w a s 

n a t u r a l h o w e v e r f o r t w o r e a s o n s . I t w a s t h e c o m m o n o p i n i o n o f 

B r i t i s h m a t h e m a t i c i a n s o f t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y t h a t c o n t i n e n t a l 

m a t h e m a t i c s h a d f a r s u r p a s s e d E n g l i s h m a t h e m a t i c s b y 1 8 0 0 i n 

l a r g e p a r t b e c a u s e o f t h e s u p e r i o r i t y o f t h e L e i b n i z i a n n o t a t i o n f o r 

c a l c u l u s a s c o m p a r e d t o t h e N e w t o n i a n n o t a t i o n . H e n c e i t w o u l d 

b e n a t u r a l f o r t h e m t o p l a c e a n u n d u e s t r e s s o n n o t a t i o n . A s e c o n d 

a n d m o r e i m p o r t a n t r e a s o n i s h i s t o r i c a l l y r o o t e d i n t h e f a c t t h a t 

w h e n G i b b s a n d H e a v i s i d e c r e a t e d t h e i r s y s t e m s , t h e y w i s h e d t o 

d i s s o c i a t e t h e i r s y s t e m s f r o m t h e q u a t e r n i o n p a r e n t . O n e n a t u r a l 

w a y t o d o t h i s w a s t h r o u g h c h a n g e s i n s y m b o l i s m . T h e n o t a t i o n 

q u e s t i o n w a s f u r t h e r c o m p l i c a t e d b y t h e f a c t t h a t G r a s s m a n n ' s 

s y m b o l i s m b o r e n o r e l a t i o n t o t h a t o f H a m i l t o n , G i b b s , o r H e a v i -

s i d e . M a c f a r l a n e t o o h a d s u g g e s t e d m a n y c h a n g e s i n s y m b o l i z a -

t i o n . T h u s t h e r e w e r e n u m e r o u s , d i s t i n c t s e t s o n n o t a t i o n t o b e 

c o n s i d e r e d , a n d s i n c e t h e s y m b o l s t h e m s e l v e s b e c a m e s y m b o l i c o f 

t h e d i f f e r e n c e s b e t w e e n t h e s y s t e m s , t h e w h o l e q u e s t i o n w a s h o t l y 

d e b a t e d . 

T h e n o t a t i o n p r o b l e m r e a c h e d m a j o r p r o p o r t i o n s i n t h e f i r s t 
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d e c a d e o f t h e t w e n t i e t h c e n t u r y ; c o m m i t t e e s w e r e o r g a n i z e d , 

w h i c h r e s u l t e d i n p a r t i n s u g g e s t i o n s f o r n e w s y m b o l s b u t m a i n l y 

i n f a i l u r e . 5 9 I t i s s u r p r i s i n g t h a t o n l y t w o p a p e r s i n t h e d e b a t e d i -

r e c t l y d i s c u s s e d t h e f u n d a m e n t a l q u e s t i o n o f w h e t h e r any v e c t o r i a l 

s y s t e m s h o u l d b e a d o p t e d , e s p e c i a l l y s i n c e v e c t o r i a l s y s t e m s w e r e 

a t t h a t t i m e s t i l l s o m e t h i n g o f a n i n n o v a t i o n . C a y l e y w a s t h e o n l y 

p a r t i c i p a n t t o a r g u e t h a t n o v e c t o r s y s t e m s h o u l d b e a d o p t e d , 

w h e r e a s a l a r g e n u m b e r o f t h e r e a d e r s o f t h e d e b a t e m u s t , a t l e a s t 

i n i t i a l l y , h a v e b e e n o f t h a t p e r s u a s i o n . C a y l e y i s a l s o u n i q u e i n 

t h a t h e w a s t h e o n l y m a t h e m a t i c i a n w h o c o n t r i b u t e d a m a j o r a r t i c l e 

t o t h e d e b a t e . T h e v a s t m a j o r i t y o f t h e p a r t i c i p a n t s w e r e p h y s i c i s t s 

w h o w e r e i n t e r e s t e d p r i m a r i l y i n t h e a p p l i c a t i o n s o f v e c t o r i a l 

m e t h o d s t o p h y s i c s . 

S o m e r e s u l t s o f t h i s , d e b a t e m a y n o w b e c o n s i d e r e d . I n 1 8 9 5 

S h u n k i c h i K i m u r a a n d P i e t e r M o l e n b r o e k p u b l i s h e d a n o t i c e i n 

Nature a d d r e s s e d t o " F r i e n d s a n d F e l l o w W o r k e r s i n Q u a t e r -

n i o n s . " 6 0 S i m u l t a n e o u s l y t h e y p u b l i s h e d a s i m i l a r n o t i c e i n Science 

e n t i t l e d " T o T h o s e I n t e r e s t e d i n Q u a t e r n i o n s a n d A l l i e d S y s t e m s 

o f M a t h e m a t i c s . " 6 1 K i m u r a , a J a p a n e s e s c i e n t i s t t h e n r e s i d i n g a t 

Y a l e , a n d t h e D u t c h m a n M o l e n b r o e k s u g g e s t e d i n t h e s e n o t i c e s 

t h a t a n a s s o c i a t i o n o f t h o s e i n t e r e s t e d i n v a r i o u s s y s t e m s o f v e c t o r 

a n a l y s i s s h o u l d b e f o r m e d . T h u s c a m e a b o u t t h e I n t e r n a t i o n a l A s -

s o c i a t i o n f o r P r o m o t i n g t h e S t u d y o f Q u a t e r n i o n s a n d A l l i e d S y s -

t e m s o f M a t h e m a t i c s . I n M a r c h , 1 9 0 0 , t h e f i r s t i s s u e o f t h e Bulletin 

o f t h e I n t e r n a t i o n a l A s s o c i a t i o n w a s p u b l i s h e d , t h e l a s t i s s u e a p -

p e a r i n g i n 1 9 1 3 . T a i t w a s e l e c t e d t h e f i r s t p r e s i d e n t , b u t d e c l i n e d , 

a n d B a l l w a s e l e c t e d w i t h M a c f a r l a n e a s g e n e r a l s e c r e t a r y . T h e 

m e m b e r s h i p a s l i s t e d i n t h e f i r s t i s s u e i n c l u d e d o v e r s i x t y s c i e n t i s t s 

f r o m f i f t e e n c o u n t r i e s . O n e m a j o r r e s u l t o f t h e A s s o c i a t i o n , p r i -

m a r i l y a t t r i b u t a b l e t o M a c f a r l a n e , w h o b e c a m e i t s r e a l l e a d e r , w a s 

t h e p u b l i c a t i o n i n 1 9 0 4 ( w i t h s u p p l e m e n t s i n t h e B u l l e t i n s u n t i l 

1 9 1 3 ) of a Bibliography of Quaternions and Allied Systems of 

Mathematics w h i c h c o n t a i n e d ( w i t h t h e s u p p l e m e n t s ) r e f e r e n c e s 

t o r o u g h l y t w e n t y - f i v e h u n d r e d a r t i c l e s i n t h e v e c t o r i a l t r a d i t i o n . 

T h i s a s s o c i a t i o n , w h i c h m u s t h a v e a d v a n c e d t h e v e c t o r c a u s e c o n -

s i d e r a b l y , c a m e a b o u t i n l a r g e p a r t a s a r e s u l t o f t h e " s t r u g g l e f o r 

e x i s t e n c e " o f t h e e a r l y 1 8 9 0 , s . 6 2 

A n o t h e r m a j o r r e s u l t o f t h i s s e r i e s o f a r t i c l e s o f t h e e a r l y 1 8 9 0 ' s 

s e e m s t o h a v e b e e n a l e s s e n i n g o f H a m i l t o n ' s r e p u t a t i o n . T a i t a n d 

t h e o t h e r q u a t e r n i o n i s t s h a d , a s n o t e d p r e v i o u s l y , f r e q u e n t l y i n -

v o k e d H a m i l t o n ' s n a m e a n d r e p u t a t i o n o n b e h a l f o f t h e q u a t e r n i o n 

c a u s e . T h u s G i b b s a n d H e a v i s i d e , w h o w e r e o f c o u r s e p r o p o n e n t s 

o f t h e s y s t e m t h a t e v e n t u a l l y t r i u m p h e d , t e n d e d t o t a k e t h e i r s t a n c e 
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a g a i n s t H a m i l t o n . T h e r e s u l t w a s t h a t t h e f a i l u r e o f t h e q u a t e r n i o n 

c a u s e , w h i c h h a d b e c o m e s o c l o s e l y l i n k e d t o H a m i l t o n ' s n a m e , 

a c t e d t o d i m i n i s h H a m i l t o n ' s h i s t o r i c a l s t a t u r e . T h i s s h o u l d n o t 

a n d p r o b a b l y n e e d n o t h a v e b e e n t h e c a s e . I t i s p o s s i b l e t h a t i f 

G i b b s a n d H e a v i s i d e h a d p r e s e n t e d t h e i r s y s t e m a s a d i r e c t a n -

c e s t o r o f H a m i l t o n ' s c r e a t i o n , i f t h e y h a d t r i e d t o c a p i t a l i z e o n t h e 

s u c c e s s e s o f t h i s t r a d i t i o n a n d h a d v i e w e d t h e m s e l v e s a s m o v i n g 

w i t h i n i t r a t h e r t h a n a s b r e a k i n g f r o m i t , t h e n e t r e s u l t o f t h e e v e n -

t u a l t r i u m p h o f t h e i r c a u s e w o u l d h a v e b e e n a n i n c r e a s e i n H a m i l -

t o n ' s r e p u t a t i o n . 

M a c f a r l a n e , i t s h o u l d b e r e c a l l e d , h a d t a k e n t h i s p o s i t i o n i n 

p r e s e n t i n g h i s s y s t e m . B u t i n t e l l e c t u a l d e b a t e s t e n d t o p u s h t h e 

c o n t e n d i n g p a r t i e s t o e x t r e m e s , a n d h e n c e G i b b s a n d H e a v i s i d e 

h a v e b e e n v i e w e d a s t h e g r e a t r e v o l u t i o n a r i e s ; i t s h o u l d b e c l e a r 

h o w e v e r f r o m w h a t h a s b e e n w r i t t e n t h a t s u c h a v i e w d o e s s e r i o u s 

i n j u s t i c e t o H a m i l t o n a n d e v e n t o T a i t . G i b b s a n d H e a v i s i d e w e r e 

i n d e e d h e r e t i c s , b u t t h e i r c a u s e w a s 9 0 p e r c e n t i n h a r m o n y w i t h 

t h e H a m i l t o n - T a i t o r t h o d o x y . H a m i l t o n a n d T a i t w e r e t h e i r i n t e l -

l e c t u a l a n c e s t o r s , b u t t h i s g e n e a l o g y w a s o b s c u r e d i n t h e h e a t o f 

t h i s d e b a t e . 

F i n a l l y , i t s h o u l d b e n o t e d t h a t i n t h e c o u r s e o f t h e d e b a t e t h e r e 

w a s m u c h s p e c u l a t i o n a s t o w h y t h e q u a t e r n i o n s y s t e m h a d b e e n a s 

y e t p o o r l y r e c e i v e d . I n t h e l i g h t o f t h i s d i s c u s s i o n a n d b e c a u s e o f 

t h e r e l e v a n c e o f t h i s q u e s t i o n t o t h e g e n e r a l t h e m e o f t h i s s t u d y 

s o m e a t t e m p t s t o e x p l a i n t h i s p h e n o m e n o n w i l l n o w b e m a d e . 

I t i s f i r s t o f a l l i m p o r t a n t t o n o t e t h a t t h e q u a t e r n i o n i s t s p a i n t e d 

t h e p i c t u r e f a r t o o b l e a k l y . B y 1 8 9 0 c o n s i d e r a b l e r e c o g n i t i o n h a d 

b e e n g i v e n t o t h e q u a t e r n i o n s y s t e m ; a s i t w a s p o i n t e d o u t e a r l i e r , 

t w e n t y - s e v e n q u a t e r n i o n b o o k s a n d o v e r f o u r h u n d r e d a r t i c l e s h a d 

b e e n p u b l i s h e d b y 1 8 9 0 , a n d o v e r h a l f o f t h e s e b o o k s a n d r o u g h l y 

a t h i r d o f t h e a r t i c l e s w e r e p u b l i s h e d i n t h e 1 8 8 0 ' s . M o r e o v e r , t o 

c o n s i d e r t h e q u e s t i o n f r o m a c o m p a r a t i v e p o i n t o f v i e w , t h e r e w e r e 

f e w n e w m a t h e m a t i c a l o r p h y s i c a l systems p r e s e n t e d i n t h e n i n e -

t e e n t h c e n t u r y t h a t w e r e r a p i d l y a c c e p t e d . A p p r o p r i a t e c o m p a r i -

s o n s m i g h t b e n o n - E u c l i d e a n g e o m e t r y , g r o u p t h e o r y , o r M a x w e l l ' s 

t h e o r y . T h e q u a t e r n i o n s y s t e m r e p r e s e n t e d a r e a l i n n o v a t i o n ; i t s 

f u n d a m e n t a l l a w s b r o k e w i t h l o n g - e s t a b l i s h e d t r a d i t i o n s ; i t s d i s c o v -

e r y w a s a k e y d e v e l o p m e n t i n t h e b i r t h o f m o d e r n a l g e b r a ; a s a n 

a p p l i e d s y s t e m i t s o n l y t r a d i t i o n a l r e f e r e n c e p o i n t s w e r e s u c h 

t h i n g s a s t h e p a r a l l e l o g r a m o f f o r c e s o r v e l o c i t i e s . 

O t h e r r e a s o n s f o r t h e s l o w a c c e p t a n c e a r e t h a t H a m i l t o n ' s s t y l e 

w a s u n s u i t e d t o a n i n t r o d u c t o r y e x p o s i t i o n a n d t h a t m a t h e m a t i c a l l y 

a n y t h i n g t h a t c o u l d b e d o n e b y t h e a p p l i c a t i o n o f q u a t e r n i o n s i n 
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g e o m e t r y a n d p h y s i c s c o u l d a l s o b e d o n e w i t h t h e C a r t e s i a n m e t h -

o d s , t h o u g h u s u a l l y b y l o n g e r p r o c e s s e s . T h e v e c t o r i a l m e t h o d s 

t h u s w e r e n o t a b s o l u t e l y c o n s i d e r e d a sine qua non f o r p r o g r e s s . 

A l s o r e l e v a n t i s t h e f a c t t h a t f e w i m p o r t a n t p h y s i c a l d i s c o v e r i e s h a d 

b e e n m a d e b y q u a t e r n i o n m e t h o d s ; i n d e e d t h e p h y s i c i s t o f t h e f i r s t 

t w o - t h i r d s o f t h e c e n t u r y h a d f a r l e s s n e e d f o r v e c t o r i a l m e t h o d s 

t h a n h i s c o u n t e r p a r t o f t h e l a s t t h i r d . I t a l s o t o o k t i m e t o p u t t h e 

q u a t e r n i o n s y s t e m i n t o t h e m o s t f r u i t f u l f o r m f o r a p p l i c a t i o n t o t h e 

n e e d s o f t h e p h y s i c i s t . T h i s w a s t h e g r e a t a c h i e v e m e n t o f T a i t . 

S y s t e m s o f v e c t o r i a l a n a l y s i s p r o g r e s s e d n o t o n l y i n r e l a t i o n t o 

p h y s i c a l d e v e l o p m e n t s b u t a l s o i n r e l a t i o n t o m a t h e m a t i c a l d e -

v e l o p m e n t s ; a l g e b r a c h a n g e d g r e a t l y a n d m a t u r e d r a p i d l y f r o m 

1 8 4 0 t o 1 8 9 0 t o a l l o w a p e r s p e c t i v e w i t h i n w h i c h t h e q u a t e r n i o n 

s y s t e m m i g h t b e j u d g e d . T h e r e w e r e o f c o u r s e i n n a t e m a t h e m a t i c a l 

d i f f i c u l t i e s w i t h i n t h e q u a t e r n i o n s y s t e m t h a t h i n d e r e d i t s a c c e p t -

a n c e , f o r e x a m p l e , t h e s c a l a r p r o d u c t w a s n e g a t i v e . F i n a l l y , u p t o 

1 8 9 0 t h e r e h a d b e e n n o w i d e s p r e a d p u b l i s h e d d i s c u s s i o n o f t h e 

m e r i t s o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . T h e r e a r e c e r t a i n l y o t h e r r e a s o n s , 

b u t t h e s e a r e a m o n g t h e m o s t i m p o r t a n t . 

T h e q u e s t i o n o f t h e s u c c e s s o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m s h o u l d b e 

v i e w e d a s s u b s e r v i e n t t o a n o t h e r q u e s t i o n . T h i s i s t h e s u c c e s s o f 

t h e v e c t o r i a l a p p r o a c h i n g e n e r a l . I f t h i s q u e s t i o n i s e m p h a s i z e d 

(as G i b b s s t r e s s e d t h a t i t s h o u l d b e ) , t h e n t h e s i t u a t i o n a p p e a r s f a r 

f r o m b l e a k . T h e v e c t o r i a l a p p r o a c h i n i t s m a n y f o r m s w a s b e c o m i n g 

e v e r m o r e c o m m o n . T h e c h a l l e n g e f a c i n g G i b b s a n d H e a v i s i d e w a s 

b y n o m e a n s t h e c h a l l e n g e t h a t h a d f a c e d H a m i l t o n a h a l f c e n t u r y 

e a r l i e r . T h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m c a m e i n t o e x i s t e n c e i n a n e n -

t i r e l y d i f f e r e n t c l i m a t e f r o m t h a t o f t h e 1 8 4 0 , s . M a n y o f t h e f o r c e s 

w h i c h h a d e a r l i e r a c t e d a g a i n s t t h e q u a t e r n i o n s y s t e m w e r e n o 

l o n g e r p r e s e n t . F o r e x a m p l e , t h e m a t u r a t i o n o f a l g e b r a s u p p l i e d a 

p e r s p e c t i v e t h a t m a d e t h e n e w s y s t e m s e e m f a r l e s s r e v o l u t i o n a r y . 

M o r e o v e r , t h e r e w a s a l o n g t r a d i t i o n b y t h e n o f w o r k i n v e c t o r a n -

a l y s i s . P h y s i c s h a d c h a n g e d ; t h e p h y s i c i s t w a s d a i l y f o r c e d t o d e a l 

w i t h v e c t o r i a l e n t i t i e s . T h e G i b b s - H e a v i s i d e v e c t o r a n a l y s i s s y s t e m 

was c l o s e l y a s s o c i a t e d w i t h i m p o r t a n t n e w p h y s i c a l i d e a s i n H e a v i -

s i d e ' s w r i t i n g s . I f o n e w i s h e d t o r e a d H e a v i s i d e , o n e h a d t o l e a r n 

t h e l a n g u a g e o f v e c t o r a n a l y s i s . F i n a l l y , t h e m a t h e m a t i c a l d e f e c t s 

o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m a s a n a p p l i e d s y s t e m w e r e i n p a r t e l i m i -

n a t e d i n t h e n e w s y s t e m , a n d t h e m e r i t s o f s y s t e m s o f v e c t o r a n a l y -

s i s h a d b e e n w i d e l y d i s c u s s e d . 

T h e t i m e s w e r e t h u s i n m a n y w a y s d i s p o s e d t o t h e a c c e p t a n c e o f 

s o m e v e c t o r s y s t e m ; t h a t s y s t e m w a s t o b e t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s -

t e m ; t h a t a c c e p t a n c e w i l l b e d i s c u s s e d i n t h e n e x t c h a p t e r . 
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C H A P T E R S E V E N 

The Emergence of the Modern 

System of Vector Analysis: 

1894-1910 

I. Introduction 

I n t h e l a s t c h a p t e r t h e d e b a t e o n v e c t o r i a l m e t h o d s t h a t o c c u r r e d 

i n t h e p e r i o d 1 8 9 0 t o 1 8 9 4 w a s d i s c u s s e d , a n d i t w a s s u g g e s t e d t h a t 

a s a r e s u l t o f t h i s d e b a t e t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m b e c a m e 

w i d e l y k n o w n . B u t b y 1 8 9 4 t h i s s y s t e m s t i l l h a d n o t b e e n w i d e l y 

a c c e p t e d b y t h e s c i e n t i f i c c o m m u n i t y . T h e p r e s e n t c h a p t e r w i l l d e a l 

w i t h t h e d e v e l o p m e n t s f r o m 1 8 9 4 t o 1 9 1 0 . I t w i l l b e a r g u e d t h a t 

v e c t o r i a l a n a l y s i s c a m e t o b e a c c e p t e d w i d e l y d u r i n g t h i s p e r i o d ; 

t h a t t h e f o r m o f v e c t o r i a l a n a l y s i s t h a t c a m e t o b e a c c e p t e d w a s t h a t 

i n t h e t r a d i t i o n e s t a b l i s h e d b y H a m i l t o n , T a i t , G i b b s , a n d H e a v i -

s i d e ; a n d t h a t t h e m o s t i n f l u e n t i a l f o r c e i n p r o d u c i n g a c c e p t a n c e 

s t e m m e d f r o m t h e a s s o c i a t i o n o f v e c t o r i a l a n a l y s i s w i t h e l e c t r i c a l 

t h e o r y , a n a s s o c i a t i o n t o b e c r e d i t e d t o M a x w e l l a n d H e a v i s i d e . 

T h e e v i d e n c e e m p l o y e d t o s u p p o r t t h e s t a t e m e n t t h a t v e c t o r a n -

a l y s i s c a m e t o b e a c c e p t e d w i d e l y d u r i n g t h i s p e r i o d c o n s i s t s i n t h e 

e s t a b l i s h m e n t o f t h e f a c t t h a t a s u b s t a n t i a l n u m b e r o f m a j o r p u b l i -

c a t i o n s 1 4 p r e s e n t i n g t h e n o w c o m m o n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s 

w e r e p u b l i s h e d a t t h i s t i m e . I t h a s b e e n a s s u m e d t h a t t h e p u b l i c a -

t i o n o f s u c h a w o r k i n d i c a t e s a b e l i e f o n t h e p a r t o f b o t h a u t h o r a n d 

p u b l i s h e r t h a t s u c h w o r k s w o u l d b e w i d e l y r e a d . W h e n l a t e r e d i -

t i o n s o f a b o o k w e r e c a l l e d f o r , t h i s i s t a k e n a s e v i d e n c e t h a t t h e 

b o o k w a s i n f a c t w i d e l y r e a d . T o s u p p o r t t h e c o n c l u s i o n t h a t t h e a n -

c e s t r y o f t h e m a j o r i t y o f t h e s e p u b l i c a t i o n s e x t e n d s b a c k t o t h e 

H a m i l t o n , T a i t , M a x w e l l , G i b b s , a n d H e a v i s i d e t r a d i t i o n , e a c h o f 

t h e w o r k s h a s b e e n a n a l y z e d i n t e r m s o f i t s o r i g i n a n d c o n t e n t . 
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M u c h i n f o r m a t i o n c o n c e r n i n g t h e o r i g i n s o f t h e w o r k s h a s b e e n d e -

r i v e d f r o m b i o g r a p h i c a l i n f o r m a t i o n c o n c e r n i n g t h e a u t h o r s a n d 

a l s o f r o m r e v i e w s o f t h e b o o k s . 

T h e r e w e r e p e r h a p s 1 0 0 0 j o u r n a l a r t i c l e s p u b l i s h e d d u r i n g t h e 

p e r i o d 1 8 9 4 t o 1 9 1 0 i n w h i c h s o m e f o r m o f v e c t o r i a l a n a l y s i s w a s 

d i s c u s s e d o r e m p l o y e d . T h e s e h a v e n o t b e e n a n a l y z e d s i n c e t h e 

e v i d e n c e d e r i v e d f r o m t h e m a j o r p u b l i c a t i o n s h a s s e e m e d s u f f i c i e n t 

u n t o t h e c o n c l u s i o n s p r o p o u n d e d . 1 5 

I n a n u m b e r o f c a s e s t h e a n a l y s i s o f t w e l v e m a j o r p u b l i c a t i o n s h a s 

s e r v e d t o r e v e a l i m p o r t a n t l i n e s o f d e v e l o p m e n t , a n d t h e r e h a s 

b e e n n o h e s i t a t i o n t o d i s c u s s t h e s e b r o a d e r a s p e c t s . I n t h e c o n c l u -

s i o n t o t h i s c h a p t e r t h e f a t e o f t h e q u a t e r n i o n i c a n d t h e G r a s s m a n -

n i a n t r a d i t i o n s i s b r i e f l y t r e a t e d . 

I I . Twelve Major Publications in Vector Analysis from 

1894 to 1910 

A u g u s t F o p p l ' s Einfuhrung in die Maxwellsche Theorie der 

Elektricitat1 o f 1 8 9 4 i s a n i m p o r t a n t b o o k n o t o n l y i n t h e h i s t o r y o f 

v e c t o r a n a l y s i s b u t a l s o i n t h e h i s t o r y o f e l e c t r i c i t y . F o p p l ' s b o o k 

w a s o n e o f t h e f i r s t e x p o s i t i o n s i n G e r m a n o f e l e c t r i c i t y a s p r e -

s e n t e d i n a c c o r d a n c e w i t h M a x w e l l ' s i d e a s . I n h i s f o r e w o r d F o p p l 

s t a t e d : " T h e c i r c l e o f a r d e n t f o l l o w e r s o f M a x w e l l ' s e l e c t r i c a l t h e o -

r i e s c o n s i s t e d u n t i l r e c e n t l y a l m o s t e x c l u s i v e l y o f E n g l i s h p h y s i -

c i s t s . E a r l i e r c o n s i d e r a b l e a t t e n t i o n h a d b e e n a c c o r d e d t h i s t h e o r y 

i n G e r m a n y , b u t s c i e n t i s t s w e r e s t i l l t o o b i a s e d b y t h e b a n o n a c t i o n 

a t a d i s t a n c e t o b e a b l e t o b e c o m e f u l l y a c c u s t o m e d t o i t . " ( 1 ; I I I ) 

F o p p l p r o c e e d e d t o c i t e t h e f a m o u s e x p e r i m e n t p e r f o r m e d b y 

H e i n r i c h H e r t z i n 1 8 8 7 t o v e r i f y M a x w e l l ' s s t a t e m e n t t h a t l i g h t i s 

a n e l e c t r o m a g n e t i c w a v e , a s t h e t u r n i n g p o i n t i n G e r m a n h o s t i l i t y 

t o M a x w e l l . A f t e r H e r t z ' s e x p e r i m e n t t h e i n t e r e s t i n M a x w e l l ' s e n -

t i r e s y s t e m b e c a m e w i d e s p r e a d , a n d F o p p l s t a t e d t h a t t h i s i n t e r e s t 

l e d h i m t o w r i t e h i s b o o k . ( 1 ; I I I — I V ) 

F o p p l w e n t o n : " I n t h e m a t h e m a t i c a l f o r m u l a t i o n o f t h e t h e o r i e s 

d i s c u s s e d I h a v e t h r o u g h o u t m a d e u s e o f t h e s y m b o l s a n d m e t h o d s 

o f v e c t o r c a l c u l u s ; t h e s e a r e d i s c u s s e d i n t h e f i r s t c h a p t e r t o t h e e x -

t e n t t h a t t h e y w i l l b e u s e d . T h e m a n n e r o f p r e s e n t a t i o n i s v e r y s i m -

p l e a n d , a s I d a r e t o a s s u m e u n c o n d i t i o n a l l y , a l s o v e r y e a s y t o u n -

d e r s t a n d . " ( 1 ; V - V I ) A f t e r d i s c u s s i n g t h e a d v a n t a g e s o f v e c t o r 

a n a l y s i s , F o p p l r e v e a l e d h o w h e c a m e t o i n t r o d u c e v e c t o r i a l m e t h -

o d s i n h i s b o o k . 

I n t h e p r e s e n t a t i o n o f v e c t o r t e c h n i q u e s a n d o n m a n y o t h e r p o i n t s , I 

f o l l o w e d t h e p a t t e r n s e t b y O . H e a v i s i d e i n h i s p a p e r s , w h i c h h a v e r e -
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c e n t l y b e e n c o l l e c t e d i n t o b o o k f o r m . T h e w o r k s o f t h i s a u t h o r h a v e i n 

g e n e r a l i n f l u e n c e d m y p r e s e n t a t i o n m o r e t h a n t h o s e o f a n y o t h e r p h y s i -

c i s t w i t h t h e o b v i o u s e x c e p t i o n o f M a x w e l l h i m s e l f . I c o n s i d e r H e a v i s i d e 

t o b e t h e m o s t e m i n e n t s u c c e s s o r t o M a x w e l l i n r e g a r d t o t h e o r e t i c a l d e -

v e l o p m e n t s . . . . ( 1 ; V I I ) 

A m o n g F o p p l ' s a r g u m e n t s f o r t h e a d o p t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s i n 

G e r m a n y w a s t h e f o l l o w i n g : " T h e c o u n t r y w h i c h p r o d u c e d a G r a s s -

m a n n s h o u l d n o l o n g e r s t a n d b e h i n d t h e c o u n t r y o f H a m i l t o n i n r e -

g a r d t o t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e s e i m p o r t a n t i m p r o v e m e n t s i n t h e 

m a t h e m a t i c a l a i d s t o t h e o r e t i c a l p h y s i c s . " ( 1 ; V I I ) 

T h u s F o p p l d e v o t e d h i s f i r s t t h r e e c h a p t e r s ( 8 4 p a g e s ) t o a n e x -

p l a n a t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s a n d e m p l o y e d t h e s y m b o l i s m s o f M a x -

w e l l a n d e s p e c i a l l y H e a v i s i d e i n d o i n g s o . T h e G r a s s m a n n i a n a n d 

t h e G i b b s i a n s y s t e m s o f s y m b o l i s m w e r e n o t u s e d . 1 6 T h u s F o p p l ' s 

b o o k w a s t h e f i r s t w r i t t e n i n G e r m a n t o p r e s e n t a d e t a i l e d e x p o s i -

t i o n o f t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s , a n d i t w a s a v e r y p o p u -

l a r b o o k : a s e c o n d e d i t i o n a p p e a r e d i n 1 9 0 4 , e d i t e d b y M a x A b r a -

h a m , 1 7 a n d a t h i r d e d i t i o n i n 1 9 0 7 . I n t h e 1 9 0 4 A b r a h a m e d i t i o n o f 

F o p p l ' s b o o k a d d i t i o n a l s u b j e c t s i n v e c t o r a n a l y s i s w e r e t r e a t e d . 

T h e s e a d d i t i o n s w e r e b a s e d o n F o p p l ' s s h o r t p u b l i c a t i o n o f 1 8 9 7 , 

Die Geometrie der Wirbelfelder, i n w h i c h F o p p l h a d p r e s e n t e d 

s o m e o f t h e m o r e a d v a n c e d p a r t s o f v e c t o r a n a l y s i s , i n c l u d i n g t h e 

l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n a n d t h e v e c t o r i a l t r e a t m e n t o f p o t e n t i a l 

t h e o r y . H e r e a s b e f o r e F o p p l c l o s e l y f o l l o w e d H e a v i s i d e . 

T h e i m p o r t a n c e o f F o p p l ' s w o r k w a s w e l l s u m m e d u p i n a s t a t e -

m e n t m a d e i n t h e 1 9 1 0 ' s b y F e l i x K l e i n , w h o w a s a c o n t e m p o r a r y t o 

F o p p l a n d t o t h e d e v e l o p m e n t s a t t h a t t i m e . K l e i n w r o t e : 

H e a v i s i d e i s a l s o l i n k e d w i t h t h e f i r s t i n d e p e n d e n t p r e s e n t a t i o n w h i c h 

v e c t o r a n a l y s i s has f o u n d i n G e r m a n y . T h i s i s A . F o p p l ' s " G e o m e t r i e d e r 

W i r b e l f e l d e r " ( 1 8 9 7 ) , w h i c h w a s a c o m p l e t i o n o f t h e p r e s e n t a t i o n i n 

F o p p l ' s " E i n l e i t u n g i n d i e M a x w e l l s c h e T h e o r i e " ( 1 8 9 4 ) . F r o m t h e s e 

t w o p u b l i c a t i o n s t h e r e l a t e r a r o s e t h e t w o - v o l u m e " T h e o r i e d e r E l e k -

t r i z i t a t " w h i c h w a s w o r k e d o n b y A b r a h a m a n d w h i c h i s n o w o n e o f t h e 

m o s t f r e q u e n t l y u s e d t e x t b o o k s i n e l e c t r i c i t y . 1 8 

F o p p l a l s o p u b l i s h e d a f o u r - v o l u m e w o r k e n t i t l e d Vorlesungen 

uber technische Mechanik ( 1 8 9 7 - 1 9 0 0 ) i n w h i c h h e u s e d v e c t o r 

a n a l y s i s e x t e n s i v e l y . T h i s p u b l i c a t i o n m u s t h a v e b e e n v e r y s u c c e s s -

f u l , s i n c e a s e c o n d e d i t i o n w a s i m m e d i a t e l y c a l l e d f o r a n d a p p e a r e d 

f r o m 1 9 0 0 - 1 9 0 3 . 1 9 

A b o o k s i m i l a r t o F o p p l ' s 1 8 9 4 p u b l i c a t i o n w a s p u b l i s h e d i n 1 8 9 9 

b y t h e I t a l i a n G a l i l e o F e r r a r i s u n d e r t h e t i t l e Lezioni d i Elettro-

tecnica,20 a n d F e r r a r i s , l i k e F o p p l , f o l l o w e d H e a v i s i d e i n b o t h h i s 

p r e s e n t a t i o n o f e l e c t r i c i t y a n d o f v e c t o r a n a l y s i s . 
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T h u s t h e f i r s t e x t e n s i v e p u b l i s h e d p r e s e n t a t i o n s o f m o d e r n v e c t o r 

a n a l y s i s t o a p p e a r i n E n g l a n d , G e r m a n y , a n d I t a l y w e r e i n c l u d e d i n 

b o o k s o n e l e c t r i c i t y p r e s e n t e d f r o m a M a x w e l l i a n p o i n t o f v i e w . 

O n e w a s w r i t t e n b y H e a v i s i d e ; t h e o t h e r t w o s t e m m e d d i r e c t l y 

f r o m h i m . 

E d w i n B i d w e l l W i l s o n ' s b o o k o f 1 9 0 1 , Vector Analysis: A Text 

Book for the Use of Students of Mathematics and Physics Founded 

upon the Lectures of J. Willard Gibbs,2 w a s t h e f irst f o r m a l l y p u b -

l i s h e d b o o k t h a t w a s e n t i r e l y d e v o t e d t o p r e s e n t i n g t h e m o d e r n 

s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s . 2 1 

W i l s o n ' s t e x t b o o k o n v e c t o r a n a l y s i s w a s o n e o f t h e l o n g e s t a n d 

b e s t b o o k s t o b e p u b l i s h e d o n t h a t s u b j e c t . T h e s t o r y o f h o w i t 

c a m e t o b e w r i t t e n i s d i r e c t l y r e l e v a n t t o t h e p r e s e n t s t u d y , s i n c e i t 

r e i n f o r c e s o n e o f t h e m o r e s u r p r i s i n g a n d i m p o r t a n t c o n c l u s i o n s 

r e a c h e d c o n c e r n i n g t h e m a n n e r i n w h i c h m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s 

c a m e t o b e d e v e l o p e d a n d w i d e l y a p p l i e d . 

W i l s o n t o l d t h e s t o r y i n f u l l e s t d e t a i l i n a p u b l i c a t i o n o f 1 9 3 1 . 1 3 

A s W i l s o n w a s c o m p l e t i n g h i s u n d e r g r a d u a t e w o r k i n m a t h e m a t i c s 

a t H a r v a r d i n 1 8 9 9 , t h e m a t h e m a t i c i a n W . F . O s g o o d s u g g e s t e d t o 

h i m t h a t h e d o g r a d u a t e w o r k a t Y a l e a n d s t u d y w i t h P i e r p o n t a n d 

P e r c y S m i t h . O f h i s t e a c h e r s o n l y B . O . P e i r c e m e n t i o n e d G i b b s b y 

r e f e r r i n g t o h i m a s s o m e o n e " w h o m s o m e o f u s h e r e t h i n k a r a t h e r 

a b l e f e l l o w . " ( 1 3 ; 2 1 1 ) T h u s W i l s o n w e n t t o Y a l e t o s t u d y w i t h 

P i e r p o n t a n d S m i t h . A t h i s f i r s t r e g i s t r a t i o n f o r c o u r s e s W i l s o n 

p l a n n e d t o r e g i s t e r f o r o n l y t h r e e c o u r s e s u n t i l D e a n A . W . P h i l l i p s 

r e q u i r e d t h a t h e t a k e a f o u r t h a n d s u g g e s t e d t h e c o u r s e i n v e c t o r 

a n a l y s i s t a u g h t b y G i b b s . T o t h i s W i l s o n o b j e c t e d t h a t h e h a d h a d 

a f u l l y e a r c o u r s e i n q u a t e r n i o n s a t H a r v a r d f r o m J . M . P e i r c e a n d 

t h a t c o n s e q u e n t l y t h e c o u r s e w o u l d i n l a r g e p a r t s e r v e o n l y a s a r e -

v i e w . S o m e w h a t u n h a p p i l y W i l s o n f o l l o w e d t h e D e a n ' s a d v i c e a n d 

j o i n e d t h e h a n d f u l o f o t h e r s w h o h a d r e g i s t e r e d f o r t h e c o u r s e . W i l -

s o n f o u n d t h e c o u r s e e a s y , a n d s o o n a f t e r h e h a d c o m p l e t e d i t , h e 

w a s a s k e d b y P r o f e s s o r M o r r i s , e d i t o r o f t h e Y a l e B i c e n t e n n i a l 

S e r i e s , t o p r e p a r e a b o o k o n v e c t o r a n a l y s i s f o r t h a t s e r i e s . W i l s o n 

m e t w i t h G i b b s , w h o w a s e n g a g e d i n p r e p a r i n g a w o r k o n s t a t i s t i c a l 

m e c h a n i c s a n d t h u s " w o u l d n o t h a v e t i m e t o a d v i s e o n t h e c o m p o -

s i t i o n o f ' V e c t o r A n a l y s i s , ' t o r e a d t h e m a n u s c r i p t o r t h e p r o o f . . . . " 

( 1 3 ; 2 1 4 ) W i l s o n s t a t e d t h a t h i s c o n t a c t w i t h G i b b s c o n c e r n i n g t h e 

b o o k w a s e s s e n t i a l l y l i m i t e d t o t h a t m e e t i n g . N e v e r t h e l e s s G i b b s 

l a t e r m e n t i o n e d t o W i l s o n t h a t h e f o u n d t h e b o o k s a t i s f a c t o r y . ( 1 3 ; 

2 1 4 ) I t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t G i b b s a n d W i l s o n c o r r e s p o n d e d i n 

1 9 0 3 o n t h e q u e s t i o n o f w h e t h e r W i l s o n s h o u l d w r i t e a s h o r t e r 
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t r e a t i s e o r a n a b r i d g m e n t o f t h e v e c t o r a n a l y s i s b o o k . ( 1 3 ; 2 1 7 - 2 1 8 ) 

H o w e v e r n o s u c h b o o k c a m e i n t o p r i n t . 

T h a t t h e p r i m a r y s o u r c e o f W i l s o n ' s b o o k w a s G i b b s ' l e c t u r e s i s 

e s t a b l i s h e d b y t h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n f r o m W i l s o n ' s g e n e r a l p r e f -

a c e . 

B y f a r t h e g r e a t e r p a r t o f t h e m a t e r i a l u s e d i n t h e f o l l o w i n g p a g e s has 

b e e n t a k e n f r o m t h e c o u r s e o f l e c t u r e s o n V e c t o r A n a l y s i s d e l i v e r e d a n -

n u a l l y a t t h e U n i v e r s i t y b y P r o f e s s o r G i b b s . S o m e u s e , h o w e v e r , h a s 

b e e n m a d e o f t h e c h a p t e r s o n V e c t o r A n a l y s i s i n M r . H e a v i s i d e ' s Elec-

tromagnetic Theory ( E l e c t r i c i a n S e r i e s , 1 8 9 3 ) a n d i n P r o f e s s o r F o p p l ' s 

l e c t u r e s on Die MaxwelVsche Theorie der Electricitat ( T e u b n e r , 1 8 9 4 ) . 

M y p r e v i o u s s t u d y o f Q u a t e r n i o n s has a l s o b e e n o f g r e a t a s s i s t a n c e . ( 2 ; 

i x ) 

T h e b o o k w a s v e r y c l e a r a n d t h o r o u g h i n i t s p r e s e n t a t i o n ; i t i n -

c l u d e d , w i t h a b u n d a n t e x p l a n a t i o n , n e a r l y a l l t h e m a t e r i a l i n G i b b s ' 

e a r l i e r w o r k . A s m a l l q u a n t i t y o f n e w m a t e r i a l w a s a d d e d , f o r e x a m -

p l e , a n i n t r o d u c t i o n t o b a r y c e n t r i c c a l c u l u s a n d s o m e f u r t h e r d e -

v e l o p m e n t s c o n c e r n i n g t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n . T h e b o o k r e -

c e i v e d a n u m b e r o f v e r y f a v o r a b l e r e v i e w s , o n e o f n i n e p a g e s b y 

A l e x a n d e r Z i w e t i n t h e Bulletin o f the American Mathematical 

Society,22 o n e b y a n a n o n y m o u s r e v i e w e r i n t h e Bulletin des sci-

ences mathematiques w h i c h r a n t o t e n p a g e s , 2 3 a n d a s h o r t e r o n e b y 

V i c t o r S c h l e g e l i n Fortschritte der Mathematik i n w h i c h S c h l e g e l 

r e f e r r e d t o t h e b o o k a s " e s s e n t i a l l y a w o r k i n g o u t o f q u a t e r n i o n 

t h e o r y i n t h e s e n s e o f t h e A u s d e h n u n g s l e h r e . . . , " 2 4 A v e r y u n -

f a v o r a b l e r e v i e w a p p e a r e d i n t h e Philosophical Magazine. T h e a u -

t h o r w a s C . G . K n o t t ; h i s c r i t i c i s m w a s t h a t t h e b o o k w a s n o t q u a -

t e r n i o n i c . 2 5 T h e s u c c e s s o f t h e b o o k i s p e r h a p s b e s t i n d i c a t e d b y t h e 

f a c t t h a t a s e c o n d e d i t i o n w a s p u b l i s h e d i n 1 9 0 9 . 2 6 

I n s u m m a r y , t h e p u b l i c a t i o n o f W i l s o n ' s Vector Analysis c o n s t i -

t u t e d t h e a p p e a r a n c e o f t h e f i r s t f u l l - l e n g t h b o o k p r e s e n t i n g t h e 

m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s . I n o n e w a y G i b b s h a d l e s s t o d o 

w i t h t h i s b o o k t h a n o n e w o u l d e x p e c t , a n d s o m e o f H e a v i s i d e ' s 

i d e a s w e r e i n c l u d e d . T h e b o o k w a s w e l l r e c e i v e d a n d p o p u l a r . I t i s 

s t r i k i n g , b u t i n o n e s e n s e t y p i c a l o f d e v e l o p m e n t s t h a t h a v e b e e n 

p r e v i o u s l y d i s c u s s e d , t h a t t h e a u t h o r o f t h e b o o k w a s a c o n v e r t f r o m 

t h e q u a t e r n i o n c a m p . 

A l f r e d H e i n r i c h B u c h e r e r ' s b o o k o f 1 9 0 3 , Elemente der Vektor-

Analysis mit Beispielen aus der theoretischen Physik,3 w a s t h e first 

b o o k o n t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s p u b l i s h e d i n G e r -

m a n y . B u c h e r e r , w h o w a s b o r n i n 1 8 6 3 , w a s i n 1 9 0 3 a P r i v a t d o z e n t 

a t B o n n . H e h a d i n 1 8 9 7 p u b l i s h e d a b o o k r e l a t i n g t o e l e c t r i c i t y 2 7 

a n d w a s t o p u b l i s h a n o t h e r i n 1 9 0 4 . 2 8 I t i s t h u s p r o b a b l e t h a t h i s i n -
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t e r e s t i n v e c t o r a n a l y s i s s t e m m e d f r o m h i s i n t e r e s t i n M a x w e l l i a n 

e l e c t r i c a l t h e o r y . F u r t h e r s u p p o r t f o r t h i s s p e c u l a t i o n i s d e r i v e d 

f r o m t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t f r o m t h e f o r e w o r d o f h i s b o o k : " I n r e -

g a r d t o t h e f o r m o f p r e s e n t a t i o n I h a v e o n t h e w h o l e f o l l o w e d H e a v -

i s i d e a n d u s e d t h e s a m e s y m b o l s a s d i d A . F o p p l i n h i s e x c e l l e n t 

w o r k ' E i n f i i h r u n g i n d i e M a x w e l l s c h e T h e o r i e . ' . . ( 3 ; I V ) T h a t 

B u c h e r e r d i d n o t f o l l o w F o p p l i n a l l t h i n g s i s s h o w n b y t h e f o l l o w -

i n g s t a t e m e n t : " I h a v e n e v e r t h e l e s s b e l i e v e d i t t o b e e x p e d i e n t t o 

m a k e f u l l u s e o f G r a s s m a n n ' s a s s o c i a t i o n o f v e c t o r s w i t h s u r f a c e s . 

T h i s s e r v e s t o s i m p l i f y t h e d e r i v a t i o n s o f m a n y t h e o r e m s . " ( 3 ; I V ) 

A t o n e p o i n t h e a l s o m e n t i o n e d W i l s o n ' s r e c e n t b o o k . ( 3 ; 1 2 ) B u c h -

e r e r ' s b o o k c o v e r e d t h e m a j o r t o p i c s i n v e c t o r a n a l y s i s ( a d d i t i o n , 

m u l t i p l i c a t i o n , a n d d i f f e r e n t i a t i o n o f v e c t o r s , p o t e n t i a l t h e o r y , a n d 

t h e t r a n s f o r m a t i o n t h e o r e m s ) w i t h t h e e x c l u s i o n o f t h e l i n e a r v e c t o r 

f u n c t i o n . I t o f f e r e d a n u m b e r o f a p p l i c a t i o n s c h o s e n e s p e c i a l l y f r o m 

m e c h a n i c s , h y d r o d y n a m i c s , a n d e l e c t r i c i t y . 

T h e r e c e p t i o n g i v e n h i s b o o k i s i n d i c a t e d b y t h e f a c t t h a t a s e c -

o n d e d i t i o n a p p e a r e d t w o y e a r s l a t e r . 2 9 I n t h e f o r e w o r d t o t h i s e d i -

t i o n B u c h e r e r s t a t e d : " W h e n I w r o t e t h e f i r s t e d i t i o n o f t h i s s m a l l 

w o r k , t h e d i s c u s s i o n s a n d d e l i b e r a t i o n s c o n c e r n i n g a u n i f o r m s y m -

b o l i s m f o r v e c t o r a n a l y s i s w e r e s t i l l i n f l u x . S i n c e t h a t t i m e t h r o u g h 

t h e a d o p t i o n o f a s u i t a b l e m e t h o d o f d e s i g n a t i o n b y t h o s e w o r k i n g 

o n t h e Encyklopadie a n i m p o r t a n t s y s t e m o f s y m b o l i s m h a s b e e n 

p u t f o r w a r d . " 3 0 T h e e n c y c l o p e d i a r e f e r r e d t o w a s t h e f a m o u s En-

cyklopadie der mathematischen Wissenschaften w h i c h w a s a p p e a r -

i n g i n t h o s e y e a r s a n d w h i c h w i l l b e d i s c u s s e d l a t e r . O t h e r t h a n t h e 

c h a n g e i n n o t a t i o n , n o m a j o r a l t e r a t i o n s w e r e m a d e f o r t h e s e c o n d 

e d i t i o n . 

T h u s B u c h e r e r p r o d u c e d t h e f i r s t s e p a r a t e l y p u b l i s h e d t r e a t m e n t 

o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s w r i t t e n i n G e r m a n ; h o w e v e r i n t h e y e a r 

( 1 9 0 5 ) o f t h e p u b l i c a t i o n o f h i s s e c o n d e d i t i o n t w o o t h e r s u c h b o o k s 

w e r e p u b l i s h e d , a l l t h r e e c o m i n g f r o m t h e s a m e p u b l i s h i n g h o u s e , 

t h a t o f B . G . T e u b n e r . 

D r . R i c h a r d G a n s ' Einfuhrung in die Vekt or analysis mitAnwend-

ungen auf die mathematische Physik4 w a s p u b l i s h e d in 1 9 0 5 . 

G a n s w a s b o r n i n 1 8 8 0 a n d b y 1 9 0 5 h a d b e c o m e P r i v a t d o z e n t a t t h e 

U n i v e r s i t y o f T u b i n g e n . S i n c e h i s i n a u g u r a l d i s s e r t a t i o n d e a l t w i t h 

e l e c t r i c i t y 3 1 a n d s i n c e h e p u b l i s h e d m a j o r w r i t i n g s o n e l e c t r i c a l 

t h e o r y i n 1 9 0 6 3 2 a n d i n 1 9 0 8 , 3 3 i t i s p r o b a b l e t h a t G a n s a l s o c a m e t o 

v e c t o r a n a l y s i s t h r o u g h e l e c t r i c i t y . F u r t h e r s u p p o r t f o r t h i s c o n j e c -

t u r e a s w e l l a s o t h e r i n t e r e s t i n g i n f o r m a t i o n i s g i v e n i n t h e f o l l o w -

i n g q u o t a t i o n f r o m h i s f o r e w o r d : 
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S i n c e h o w e v e r t h r o u g h t h e d e v e l o p m e n t o f t h e e l e c t r o d y n a m i c s o f 

m o v e d b o d i e s a n d o f t h e t h e o r y o f e l e c t r o n m o r e d e m a n d s a r e c o n s t a n t l y 

b e i n g p l a c e d o n r e a d e r s i n r e l a t i o n t o t h e i r c o m m a n d o f t h e m e t h o d s o f 

v e c t o r a n a l y s i s , i t s e e m e d t o m e n o t o u t o f p l a c e t o w r i t e a b o o k w h i c h 

w o u l d b e a i m e d a t f u l l f i l l i n g t h e n e e d s o f t h e s e b r a n c h e s o f s c i e n c e , f o r 

i t c a n n o t b e q u e s t i o n e d t h a t t h e i m p o r t a n t r e s u l t s a t t a i n e d i n t h e a b o v e -

m e n t i o n e d f i e l d s w i l l n o t s a f e l y b e s u r v e y e d b y m a n y p e r s o n s , s i n c e 

t h e y a r e n o t s u f f i c i e n t l y f a m i l i a r w i t h t h e m a t h e m a t i c a l t e c h n i q u e s i n -

v o l v e d . I t i s a l s o c e r t a i n t h a t t h o s e w h o h a v e t h e i n t e n t i o n o f a s s i m i l a t i n g 

t h o r o u g h l y a n d w i t h t h e g r e a t e s t p o s s i b l e e a s e t h e n e w e r l i t e r a t u r e a n d 

t h a t w h i c h i s y e t t o a p p e a r , o r o f w o r k i n g i n d e p e n d e n t l y i n t h e f i e l d o f 

t h e o r e t i c a l e l e c t r i c i t y , m u s t a b o v e a l l p r o v i d e f o r t h e p r o p e r t o o l s , i . e . , 

f o r a k n o w l e d g e o f v e c t o r a n a l y s i s . ( 4 ; v ) 

T h e n o t a t i o n u s e d b y G a n s w a s b a s e d m a i n l y o n t h e s y s t e m u s e d 

b y L o r e n t z a n d A b r a h a m i n t h e Encyklopadie der mathematischen 

Wissenschaften.34 G a n s t r e a t e d s u c h t o p i c s a s v e c t o r a d d i t i o n a n d 

m u l t i p l i c a t i o n , t h e d i f f e r e n t i a l a n d i n t e g r a l c a l c u l u s o f v e c t o r s , t h e 

t r a n s f o r m a t i o n t h e o r e m s , a n d c u r v i l i n e a r c o - o r d i n a t e s ; a n d h e g a v e 

n u m e r o u s a p p l i c a t i o n s t o m e c h a n i c s , h y d r o d y n a m i c s , a n d a b o v e a l l 

e l e c t r o d y n a m i c s . G a n s ' b o o k , l i k e B u c h e r e r ' s , w a s a s h o r t w o r k 

c o m p o s e d p r i m a r i l y f o r p h y s i c i s t s a n d e n g i n e e r s , w i t h n o d i s c u s -

s i o n o f s u c h t o p i c s a s M o b i u s ' , G r a s s m a n n ' s , o r H a m i l t o n ' s s y s t e m . 

L i k e B u c h e r e r ' s b o o k , G a n s ' b o o k m e t w i t h s u c c e s s , f o r a s e c o n d 

e d i t i o n a p p e a r e d i n 1 9 0 9 . 3 5 T h e o n l y m a j o r c h a n g e i n t r o d u c e d i n 

t h e s e c o n d e d i t i o n w a s t h e i n c l u s i o n o f a s e v e n t e e n - p a g e c h a p t e r 

o n t e n s o r s a n d t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n . 

T h e s e c o n d v e c t o r i a l b o o k p u b l i s h e d i n G e r m a n y i n 1 9 0 5 w a s 

E u g e n J a h n k e ' s Vorlesungen uber die Vektorenrechnung mit 

Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und mathematische 

Physik.5 J a h n k e ( 1 8 6 3 - 1 9 2 1 ) i n 1 9 0 5 h e l d t h e a c a d e m i c p o s i t i o n ( a s 

i n d i c a t e d o n h i s t i t l e p a g e ) o f " E t a t s m a s s i g e r P r o f e s s o r a n d e r 

K o n i g l . B e r g a k a d e m i e z u B e r l i n . " U n l i k e F o p p l , B u c h e r e r , a n d 

G a n s , b u t l i k e W i l s o n , J a h n k e w a s p r i m a r i l y a m a t h e m a t i c i a n ; t h i s 

i s i n d i c a t e d b y t h e n a t u r e o f h i s o t h e r p u b l i c a t i o n s a n d f r o m t h e a p -

p r o a c h t a k e n i n h i s v e c t o r a n a l y s i s b o o k . 

I n o n e s e n s e J a h n k e ' s b o o k s h o u l d n o t , d e s p i t e i t s t i t l e , b e i n -

c l u d e d i n t h i s s t u d y o f t h e f i r s t b o o k s p r e s e n t i n g m o d e r n v e c t o r a n -

a l y s i s , f o r i t s a p p r o a c h w a s p r i m a r i l y G r a s s m a n n i a n . T h e o t h e r 

b o o k s p u b l i s h e d i n t h i s p e r i o d a n d w r i t t e n d i r e c t l y w i t h i n t h e 

G r a s s m a n n t r a d i t i o n h a v e b e e n e x c l u d e d o n t h e g r o u n d s t h a t 

t h e y d i f f e r f r o m m o d e r n b o o k s o n v e c t o r a n a l y s i s i n r e g a r d t o a n u m -

b e r o f f u n d a m e n t a l i d e a s ( f o r e x a m p l e , a s l i g h t l y d i f f e r e n t d e f i n i t i o n 

o f t h e v e c t o r p r o d u c t ) , a n d t h a t t h e i r c o n t e n t s i n c l u d e m a n y m a t h e -
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m a t i c a l i d e a s ( f o r e x a m p l e , p o i n t a n a l y s i s ) w h i c h a r e n o t f o u n d i n 

m o s t m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s b o o k s . J a h n k e ' s b o o k m e r i t s d i s c u s -

s i o n s i n c e i t s o r i g i n s l i e i n b o t h t h e G i b b s - H e a v i s i d e t r a d i t i o n a n d 

t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n . J a h n k e , t h o u g h p r i m a r i l y i n f l u e n c e d 

b y G r a s s m a n n ' s i d e a s , w a s a l s o i n f l u e n c e d b y , a n d t o o k a d v a n t a g e 

o f , t h e i d e a s o f t h e H a m i l t o n - T a i t - M a x w e l l - H e a v i s i d e t r a d i t i o n . 

J a h n k e b e g a n h i s f o r e w o r d b y q u o t i n g f r o m a l e t t e r w r i t t e n b y 

G a u s s i n 1 8 4 3 i n w h i c h G a u s s , r e f e r r i n g t o M o b i u s ' b a r y c e n t r i c c a l -

c u l u s , s u g g e s t e d t h a t a l l n e w c a l c u l i a r e a c c e p t e d o n l y s l o w l y , a n d 

a c c e p t e d o n l y w h e n i t i s s e e n t h a t t h e y p r o v i d e d m e t h o d s f o r d e a l -

i n g w i t h p r o b l e m s t o o c o m p l i c a t e d f o r t r a d i t i o n a l m e t h o d s . A f t e r 

r e f e r r i n g t o t h e s l o w n e s s o f t h e a c c e p t a n c e o f v e c t o r a n a l y s i s , 

J a h n k e s t a t e d : " H o w e v e r t h e r e s u l t s w h i c h v e c t o r m e t h o d s h a v e 

r e c e n t l y a c h i e v e d i n t h e t h e o r y o f e l e c t r o n s a n d i n r e g a r d t o t h e 

q u e s t i o n o f a n e l e c t r o m a g n e t i c f o u n d a t i o n f o r m e c h a n i c s h a v e 

b r o u g h t a b o u t a c h a n g e . " ( 5 ; I I I - I V ) J a h n k e t h e n s u g g e s t e d t h a t a 

m a j o r c a u s e o f t h e h e s i t a t i o n o f t h e m a t h e m a t i c a l w o r l d w a s t o b e 

a s c r i b e d t o t h e d i v i s i o n i n t h e h i s t o r i c a l d e v e l o p m e n t b e t w e e n t h e 

t r a d i t i o n s s t e m m i n g f r o m H a m i l t o n a n d f r o m G r a s s m a n n . J a h n k e 

p r o c e e d e d t o c o m p a r e t h e s e t r a d i t i o n s . A f t e r s t a t i n g t h a t s o m e h a v e 

a r g u e d t h a t t h e H a m i l t o n - H e a v i s i d e l i n e o f d e v e l o p m e n t i s s u i t e d 

f o r p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s b u t o f l i m i t e d v a l u e f o r g e o m e t r i c a l a p p l i -

c a t i o n s , J a h n k e r e v e a l e d h i s o w n f e e l i n g s b y t h e s t a t e m e n t : " O n t h e 

o t h e r h a n d t h e d i r e c t i o n e s t a b l i s h e d b y G r a s s m a n n a l l o w s a p p l i c a -

t i o n s t o g e o m e t r y i n t h e b r o a d e s t s e n s e o f t h e w o r d a s w e l l a s t o 

m a t h e m a t i c a l p h y s i c s . " ( 5 ; I V ) 

A f t e r d e s c r i b i n g t h e c o n t e n t s o f h i s b o o k , J a h n k e b r i e f l y m e n -

t i o n e d h i s s y s t e m o f s y m b o l i s m . H i s s y m b o l i s m w a s o f c o u r s e s y m -

b o l i c o f h i s a p p r o a c h a n d w a s d e r i v e d p r i m a r i l y f r o m G r a s s m a n n 

b u t a l s o p a r t l y f r o m t h e t r a d i t i o n t h a t l e d t o F o p p l ' s b o o k . J a h n k e 

m e n t i o n e d s i x t e e n m e n w h o s e w o r k s h a d i n f l u e n c e d h i s i d e a s ; 

h e a d i n g t h i s l i s t w a s G r a s s m a n n ; m e n t i o n e d i n t h e l i s t w e r e s u c h 

m e n a s S c h l e g e l , K e l l a n d , a n d T a i t , H y d e , P e a n o , B u c h e r e r , A b r a -

h a m , F o p p l , a n d G a n s ; n o t e w o r t h y b y t h e i r a b s e n c e f r o m t h e l i s t 

w e r e t h e n a m e s o f H a m i l t o n , G i b b s , H e a v i s i d e , a n d W i l s o n . 3 6 

J a h n k e ' s b o o k w a s d i v i d e d i n t o t w o s e c t i o n s , t h e f i r s t w a s e n t i t l e d 

" V e c t o r s i n t h e P l a n e , " a n d t h e s e c o n d " V e c t o r s i n S p a c e . " T h e 

l a t t e r s e c t i o n t o o k u p s l i g h t l y l e s s t h a n t w o - t h i r d s o f t h e t e x t . T h e 

f i r s t s e c t i o n b e g a n w i t h a c h a p t e r o n t h e a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n o f 

p o i n t , i . e . , t h e M o b i u s - G r a s s m a n n p o i n t a n a l y s i s f r o m t h e G r a s s -

m a n n i a n p o i n t o f v i e w . I n t h e n e x t t w o c h a p t e r s J a h n k e i n t r o d u c e d 

f r e e v e c t o r s a n d l i n e - b o u n d v e c t o r s ( d e f i n e d , a s G r a s s m a n n h a d 

d o n e , t h r o u g h t h e s u b t r a c t i o n a n d m u l t i p l i c a t i o n o f p o i n t s r e s p e c -
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t i v e l y ) . I n t h e s e f i r s t t h r e e c h a p t e r s , a s w e l l a s l a t e r , J a h n k e p r e -

s e n t e d n u m e r o u s a p p l i c a t i o n s t o p h y s i c s a n d g e o m e t r y ; h i s i n t e n t 

w a s c l e a r l y t o i n t e r e s t s c i e n t i s t s a n d e n g i n e e r s a s w e l l a s m a t h e -

m a t i c i a n s i n t h e c o n t e n t s o f h i s b o o k . T h e n e x t t h r e e c h a p t e r s d e a l t 

w i t h v e c t o r m u l t i p l i c a t i o n a n d a p p l i c a t i o n s t h e r e o f t o p h y s i c s ; t h e 

p r o d u c t s d e f i n e d w e r e (1 ) t h e i n n e r o r s c a l a r ( d o t ) p r o d u c t c o m m o n 

t o m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s a n d t o G r a s s m a n n i a n a n a l y s i s , ( 2 ) t h e 

G r a s s m a n n i a n o u t e r p r o d u c t w h i c h i s (as d i s c u s s e d e a r l i e r ) s i m i l a r 

t o t h e m o d e r n v e c t o r p r o d u c t , a n d ( 3 ) t h e G r a s s m a n n i a n r e g r e s s i v e 

p r o d u c t w h i c h h a s n o c o r r e l a t e i n m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . 

T h u s e n d e d t h e f i r s t s e c t i o n ; t h e s e c o n d s e c t i o n d e a l t w i t h t h e 

s a m e t o p i c s a s t h e f i r s t s e c t i o n b u t d e v e l o p e d f o r t h r e e - d i m e n -

s i o n a l s p a c e a n d w i t h s p e c i a l a t t e n t i o n t o p o i n t r e l a t i o n s . I n a d d i -

t i o n t w o c h a p t e r s o n v e c t o r d i f f e r e n t i a t i o n , t h e d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r 

V , a n d a s h o r t s e c t i o n o n t e n s o r s w e r e i n c l u d e d . I t w a s e s p e c i a l l y 

i n t h e s e t w o c h a p t e r s t h a t t h e i n f l u e n c e o f t h e H a m i l t o n - M a x w e l l -

T a i t - H e a v i s i d e t r a d i t i o n w a s e v i d e n t , f o r t e r m s ( a n d i d e a s ) s u c h a s 

" G r a d i e n t , " " C u r l , " " D i v e r g e n z , " a n d " l i n e a r e V e k t o r f u n k t i o n " 

a p p e a r e d , a s w e l l a s a p p l i c a t i o n s t o t o p i c s i n p h y s i c s s u c h a s M a x -

w e l l ' s e q u a t i o n s a n d e l e c t r o n t h e o r y . T o s u m u p , J a h n k e ' s b o o k w a s 

p r i m a r i l y , b u t n o t e n t i r e l y , w i t h i n t h e M o b i u s - G r a s s m a n n t r a d i t i o n . 

N u m e r o u s p h y s i c a l a p p l i c a t i o n s w e r e i n c l u d e d i n t h e h o p e o f i n t e r -

e s t i n g t h o s e w h o w e r e i n t h e p r o c e s s o f a d o p t i n g a s y s t e m o f v e c t o r 

a n a l y s i s f o r p h y s i c a l a p p l i c a t i o n . 

I k n o w o f f o u r m a j o r r e v i e w s o f J a h n k e ' s b o o k t h a t s h e d l i g h t o n 

t h e n a t u r e o f t h e r e c e p t i o n a c c o r d e d i t . T h e v i e w o f t h e b o o k t a k e n 

b y E . B . W i l s o n w r i t i n g i n t h e Bulletin o f the American Mathe-

matical Society i s s u m m e d u p i n t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t : " T h e s e 

l e c t u r e s a r e r e a l l y l e c t u r e s o n m u l t i p l e a l g e b r a a n d f o r m a n e x -

c e l l e n t i n t r o d u c t i o n t o t h e s u b j e c t — [ b u t ] n o m o r e t h a n a n i n t r o d u c -

t i o n . . . . " 3 7 I n s h o r t , W i l s o n v i e w e d i t a s a w o r t h w h i l e b o o k f o r t h e 

m a t h e m a t i c i a n , b u t m i s l e a d i n g i n i t s t i t l e . J u l e s T a n n e r y 3 8 w r i t i n g 

f r o m F r a n c e , a n d O . S t a u d e 3 9 w r i t i n g i n G e r m a n , p r a i s e d t h e b o o k 

a n d d e s c r i b e d i t s c o n t e n t s i n s o m e d e t a i l . E m i l M i i l l e r , w h o w a s a 

G r a s s m a n n e n t h u s i a s t , c r i t i c i z e d t h e w o r k a s g i v i n g a p o o r p i c t u r e 

o f G r a s s m a n n ' s i d e a s . 4 0 M u c h l i g h t i s a l s o s h e d o n i t s r e c e p t i o n b y 

t h e f a c t t h a t w h e r e a s B u c h e r e r ' s b o o k a t t a i n e d t o a s e c o n d e d i t i o n , 

G a n s ' b o o k t o a s e v e n t h ( 1 9 5 0 ) a n d t o t r a n s l a t i o n s i n t o E n g l i s h a n d 

S p a n i s h , a n d W i l s o n ' s b o o k h a d b o t h a s e c o n d e d i t i o n a n d a m a j o r 

p a p e r b a c k r e p r i n t i n g , J a h n k e ' s b o o k w a s n e v e r r e p r i n t e d , r e p u b -

l i s h e d , o r t r a n s l a t e d . 4 1 T h u s J a h n k e ' s b o o k m a y b e v i e w e d a s a c a r e -

f u l l y c o n c e i v e d b u t u n s u c c e s s f u l a t t e m p t t o b r i n g a b o u t t h e a d o p -

t i o n o f a s o m e w h a t r e v i s e d G r a s s m a n n i a n s y s t e m . 
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I n 1 9 0 6 G i b b s ' o r i g i n a l t r e a t i s e o n v e c t o r a n a l y s i s w a s p u b l i s h e d 

a s p a r t o f h i s c o l l e c t e d w o r k s . 6 P u b l i s h e d i n t h e s a m e v o l u m e w e r e 

h i s s i x p a p e r s r e l a t i n g t o v e c t o r a n a l y s i s . I f n a r r o w l y c o n s i d e r e d , 

t h i s b a r e l y c o n s t i t u t e s t h e p u b l i c a t i o n o f a v e c t o r a n a l y s i s b o o k ; 

h o w e v e r i f b r o a d l y c o n s i d e r e d , i t c o n s t i t u t e s a n i m p o r t a n t p u b l i c a -

t i o n f o r a n u m b e r o f r e a s o n s . F i r s t , s i n c e G i b b s ' f o u r p o l e m i c a l a r t i -

c l e s , h i s " M u l t i p l e A l g e b r a " p a p e r , a n d h i s p r e s e n t a t i o n o f a v e c -

t o r i a l m e t h o d f o r c o m p u t i n g o r b i t s w e r e i n c l u d e d i n t h e v o l u m e , i t 

o f f e r e d t h e r e a d e r a n a r r a y o f i m p o r t a n t a n d v a l u a b l e m a t e r i a l s . 

S e c o n d , b y 1 9 0 6 G i b b s h a d b e c o m e q u i t e f a m o u s , c e r t a i n l y m o r e 

f a m o u s t h a n a n y o t h e r w r i t e r o f a v e c t o r a n a l y s i s b o o k p u b l i s h e d 

b e f o r e 1 9 1 0 . T h u s i t i s p r o b a b l e t h a t a s u b s t a n t i a l n u m b e r o f r e a d -

e r s t u r n e d t o h i s b o o k a n d w e r e i n f l u e n c e d t h e r e b y . I n o n e s e n s e 

G i b b s ' s h o r t t r e a t i s e s u p p l e m e n t e d W i l s o n ' s l o n g e r t r e a t i s e a n d 

p r o v i d e d t h e p u b l i c w i t h a c o m p a c t t r e a t m e n t o f v e c t o r a n a l y s i s . 

P a v e l O s i p o v i c h S o m o f f ( o r S o m o v ) p u b l i s h e d i n 1 9 0 7 o n e o f t h e 

b e s t o f t h e e a r l y b o o k s o n v e c t o r a n a l y s i s ; 7 w i t h h i s b o o k t h e m o d -

e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s m a d e i t s f i r s t a p p e a r a n c e i n R u s s i a . 

S o m o f f ' s i n t e r e s t i n v e c t o r i a l a n a l y s i s p r o b a b l y s t e m m e d f r o m h i s 

f a t h e r , J o s e p h S o m o f f ( O s s i p I v a n o v i c h S o m o f f , o r S o m o v ) 4 2 a n d 

f r o m h i s o w n i n t e r e s t s i n m e c h a n i c s a n d m a t h e m a t i c s , w h i c h i s 

w i t n e s s e d b y h i s p u b l i c a t i o n o f r o u g h l y t w e n t y p a p e r s o n t h e s e t w o 

s u b j e c t s i n R u s s i a n a n d G e r m a n j o u r n a l s f r o m t h e 1 8 8 0 ' s t o 1 9 0 7 . 

T h e m o r e d i r e c t s o u r c e s o f S o m o f f ' s w o r k o n v e c t o r a n a l y s i s a r e 

c l e a r f r o m t h e f o l l o w i n g q u o t a t i o n t a k e n f r o m t h e f o r e w o r d o f h i s 

b o o k : 

I n t h e s t u d y o f t h i s s u b j e c t , i t i s p o s s i b l e t o d i s c e r n t w o d i r e c t i o n s , a n 

o l d e r o n e c o n n e c t e d w i t h t h e n a m e s G r a s s m a n n ( " D i e l i n e a l e A u s d e h n -

u n g s l e h r e , " 1 8 4 4 ) a n d H a m i l t o n ( " L e c t u r e s o n Q u a t e r n i o n s , " 1853 ) . 

T h e o t h e r d i r e c t i o n , w h i c h i s m o r e r e c e n t , a p p e a r e d a t t h e s a m e t i m e a s 

t h e s t u d y o f v e c t o r f i e l d s a n d d e v e l o p e d t h r o u g h t h e w o r k o f M a x w e l l , 

H e a v e s i d e [ s i c ] , G i b b s , F o p p l , a n d o t h e r s . . . . W e w i l l h o l d t o t h i s sec -

o n d a p p r o a c h i n o u r p r e s e n t a t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s . (7 ; i i i - i v ) 

S o m o f f ' s b o o k d e a l t w i t h b o t h t h e e l e m e n t a r y a n d t h e a d v a n c e d 

p a r t s o f v e c t o r a n a l y s i s , i n c l u d i n g t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n . I t i n -

c o r p o r a t e d m a n y e x a m p l e s s e l e c t e d p r i m a r i l y f r o m m e c h a n i c s , a s 

w e l l a s b r i e f e x p l i c a t i o n s o f o t h e r s y s t e m s o f s p a c e a n a l y s i s , s u c h 

a s t h o s e o f M o b i u s a n d H a m i l t o n . S o m o f f s e e m s t o h a v e b e e n a c -

q u a i n t e d w i t h t h e m a j o r i t y o f t h e e x i s t i n g w o r k s o n v e c t o r a n a l y s i s , 

a n d i n t h e c o u r s e o f h i s b o o k h e m e n t i o n e d s u c h n a m e s a s R e s a l , 

T a i t , H e a v i s i d e , H e n r i c i a n d T u r n e r , G i b b s , W i l s o n , F i s c h e r , 

F o p p l , B u c h e r e r , G a n s , a n d J a h n k e ; c o r r e s p o n d i n g l y h i s p r e s e n t a -
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t i o n w a s e c l e c t i c , w i t h t h e G i b b s - W i l s o n s y m b o l i s m a n d t e c h n i q u e s 

b e i n g t h e m o s t f r e q u e n t l y u s e d . T h u s w i t h S o m o f f v e c t o r a n a l y s i s 

e n t e r e d R u s s i a — a n d e n t e r e d i n a v e r y r e s p e c t a b l e m a n n e r . 

S i e g f r i e d V a l e n t i n e r ' s Vekt o r analysis8 w a s p u b l i s h e d i n 1 9 0 7 . 

V a l e n t i n e r w a s b o r n i n 1 8 7 6 a n d h a d b y 1 9 0 7 b e c o m e P r i v a t d o z e n t 

f o r p h y s i c s a t t h e U n i v e r s i t y o f B e r l i n . B e i n g a p h y s i c i s t , h e w r o t e 

h i s b o o k p r i m a r i l y f o r p h y s i c i s t s , a s B u c h e r e r a n d G a n s h a d d o n e 

e a r l i e r . T h u s n e a r l y h a l f o f t h e b o o k w a s d e v o t e d t o t h e d i s c u s s i o n 

o f a p p l i c a t i o n s o f v e c t o r a n a l y s i s t o e l e c t r i c i t y a n d m e c h a n i c s . H o w -

e v e r V a l e n t i n e r , u n l i k e B u c h e r e r a n d G a n s , i n c l u d e d i n h i s b o o k a 

t r e a t m e n t o f t h e l i n e a r v e c t o r f u n c t i o n p r e s e n t e d f r o m t h e G i b b s i a n 

p o i n t o f v i e w . V a l e n t i n e r w a s i n g e n e r a l m o r e e c l e c t i c i n h i s p r e s -

e n t a t i o n t h a n B u c h e r e r o r G a n s , a n d h i s p r e s e n t a t i o n , w h i l e d e -

c i d e d l y i n f l u e n c e d b y t h e H e a v i s i d e - F o p p l t r a d i t i o n , o w e d m u c h 

t o t h e G i b b s - W i l s o n t r a d i t i o n . V a l e n t i n e r ' s b o o k m u s t h a v e b e e n 

w e l l r e c e i v e d , f o r a s e c o n d e d i t i o n a p p e a r e d i n 1 9 1 2 . 4 3 

C e s a r e B u r a l i - F o r t i ( 1 8 6 1 - 1 9 3 1 ) a n d R o b e r t o M a r c o l o n g o ( 1 8 6 2 -

1 9 4 3 ) p u b l i s h e d in 1 9 0 9 t h e i r Elementi d i calcolo vettoriale con 

numerose applicazioni alia geometria, alia meccanica e alia 

Fisica-Matematica. I n t h e f o l l o w i n g y e a r a F r e n c h t r a n s l a t i o n o f 

t h i s b o o k w a s p u b l i s h e d . 9 A t t h i s t i m e B u r a l i - F o r t i , w h o w a s p r i -

m a r i l y a m a t h e m a t i c i a n , w a s a p r o f e s s o r a t t h e M i l i t a r y A c a d e m y o f 

T u r i n . M a r c o l o n g o w a s a p h y s i c i s t a n d p r o f e s s o r o f r a t i o n a l m e -

c h a n i c s a t t h e U n i v e r s i t y o f N a p l e s . 

B u r a l i - F o r t i ' s f i r s t b o o k r e l a t i n g t o v e c t o r i a l a n a l y s i s w a s h i s 1 8 9 7 

Introduction a la geometrie differentielle suivant la methode de 

H . Grassmann. I t i s h i g h l y p r o b a b l e t h a t B u r a l i - F o r t i ' s i n t e r e s t i n 

G r a s s m a n n s t e m m e d f r o m a n o t h e r c i t i z e n o f T u r i n w h o w a s a n 

e a r l y a d v o c a t e o f G r a s s m a n n ' s s y s t e m . T h i s w a s t h e p r o f e s s o r o f 

i n f i n i t e s i m a l c a l c u l u s a t t h e R o y a l U n i v e r s i t y o f T u r i n , G i u s e p p e 

P e a n o ( 1 8 5 8 - 1 9 3 2 ) . P e a n o h a d r e c e i v e d h i s d o c t o r a t e i n m a t h e -

m a t i c s i n 1 8 8 0 , a n d i n 1 8 8 7 h e p u b l i s h e d a b o o k t h a t i n c l u d e d m u c h 

d i s c u s s i o n o f G r a s s m a n n ' s i d e a s ; t h i s w a s h i s Applicazioni geo-

metriche del calcolo infinitesimale. T h i s w a s f o l l o w e d by h i s Cal-

colo geometrica secundo VAusdehnungslehre di H. Grassmann 

( 1 8 8 8 ) a n d b y a n u m b e r o f o t h e r w o r k s , i n c l u d i n g h i s f a m o u s w o r k 

o n t h e f o u n d a t i o n s o f m a t h e m a t i c s , Formulaire d e Mathematiques, 

o n e p a r t o f w h i c h w a s d e v o t e d t o v e c t o r s . P e a n o t h u s w a s a n i m p o r -

t a n t p r o p o n e n t o f t h e G r a s s m a n n i a n s y s t e m , a n d i n a d d i t i o n w a s a 

m a n w h o h a d t h e p e r s p e c t i v e p r o v i d e d b y a k n o w l e d g e o f o t h e r 

s y s t e m s , s u c h a s t h a t o f H a m i l t o n . 4 4 
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A f t e r h i s f i r s t G r a s s m a n n i a n p u b l i c a t i o n o f 1 8 9 7 B u r a l i - F o r t i c o n -

t i n u e d t o p u b l i s h o n v e c t o r a n a l y s i s f r o m t h e G r a s s m a n n i a n p o i n t 

o f v i e w . O n e o f h i s a r t i c l e s ( p u b l i s h e d w i t h M a r c o l o n g o ) d e s e r v e s 

s p e c i a l m e n t i o n i n t h a t t h e c o n t r o v e r s y p r o v o k e d b y i t w a s b o t h 

t y p i c a l o f t h e t i m e s a n d i n f l u e n t i a l o n t h e p r e s e n t a t i o n a n d r e c e p -

t i o n o f t h e i r b o o k s o f 1 9 0 9 - 1 9 1 0 . T h e r e w a s d u r i n g t h e f i r s t d e c a d e 

o f t h i s c e n t u r y a h e a t e d d e b a t e o f c o n s i d e r a b l e m a g n i t u d e c o n c e r n -

i n g t h e b e s t s y m b o l i s m f o r v e c t o r a n a l y s i s . 4 5 A m a j o r c a u s e o f t h i s 

d e b a t e a n d i t s i n t e n s i t y w a s t h e f a c t t h a t t h e s y m b o l s u s e d s y m b o l -

i z e d t h e e s s e n t i a l m a t h e m a t i c a l d i f f e r e n c e s b e t w e e n t h e s t i l l - c o n -

t e n d i n g s y s t e m s — t h e G i b b s - H e a v i s i d e , t h e G r a s s m a n n i a n , t h e 

H a m i l t o n i a n , a n d o t h e r s . 4 6 

A t t h e N a t u r f o r s c h e r v e r s a m m l u n g a t K a s s e l i n 1 9 0 3 a c o m m i s s i o n 

w a s s e t u p t o d e a l w i t h t h e n o t a t i o n q u e s t i o n . A c c o r d i n g t o F e l i x 

K l e i n t h e o n l y r e s u l t o f t h e a c t i v i t y o f t h e c o m m i s s i o n w a s t h a t 

" a b o u t t h r e e n e w n o t a t i o n s c a m e i n t o e x i s t e n c e ! " 4 7 T h e F o u r t h 

I n t e r n a t i o n a l C o n g r e s s o f M a t h e m a t i c i a n s w a s s c h e d u l e d f o r R o m e 

i n 1 9 0 8 , a n d i n p r e p a r a t i o n f o r t h i s m e e t i n g B u r a l i - F o r t i a n d M a r c o -

l o n g o p u b l i s h e d a n e x t e n s i v e s t u d y o f t h e o r i g i n s o f t h e v a r i o u s n o -

t a t i o n s . T h e y a l s o r e c o m m e n d e d t h e e s t a b l i s h m e n t o f a n e w s y s t e m 

o f s y m b o l i s m , 4 8 b u t t h e o n l y m a j o r r e s u l t o f t h e i r r e c o m m e n d a t i o n 

s e e m s t o h a v e b e e n t h a t m a t h e m a t i c i a n s r e v i e w e d t h e i r b o o k s 

( w h i c h u s e d t h e p r o p o s e d s y m b o l i s m ) m o r e i n t e r m s o f t h e i r s y m -

b o l i s m t h a n t h e i r c o n t e n t . 

I n t h e p r e f a c e t o t h e i r b o o k B u r a l i - F o r t i a n d M a r c o l o n g o m a d e 

t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t w h i c h s u p p o r t s t h e c o n c l u s i o n s g i v e n 

a b o v e c o n c e r n i n g t h e i r i n t e r e s t i n G r a s s m a n n ' s a p p r o a c h : 

K n o w l e d g e o f v e c t o r i a l m e t h o d s i s a l r e a d y b e i n g f o r c e d n o t o n l y u p o n 

p h y s i c i s t s a n d e l e c t r i c i a n s b u t a l s o o n t h o s e w h o w o r k i n p u r e m a t h e -

m a t i c s . M a y t h i s b o o k , p r e p a r e d i n t h e y e a r w h e n G e r m a n y c e l e b r a t e s 

t h e f i r s t c e n t e n a r y o f t h e b i r t h o f G r a s s m a n n , c o n t r i b u t e t o s p r e a d a n d 

m a k e k n o w n t h e m e t h o d s o f t h i s g r e a t m a t h e m a t i c i a n , a n e n d o n b e h a l f 

o f w h i c h w e h a v e l a b o r e d w i t h f a i t h a n d p a t i e n c e f o r m a n y y e a r s ; m a y i t 

c r o w n t h e w o r k b e g u n a m o n g u s w i t h s o m u c h t a l e n t b y M r . P E A N O ! 

( 9 ; v ) 

T h e a u t h o r s d i v i d e d t h e i r b o o k i n t o t w o p a r t s : t h e f i r s t p r e s e n t i n g 

v e c t o r m e t h o d s a n d t h e s e c o n d d e a l i n g w i t h a p p l i c a t i o n s . T h e f i r s t 

t w o c h a p t e r s w e r e d e v o t e d t o v e c t o r a d d i t i o n a n d t h e b a r y c e n t r i c 

c a l c u l u s . T h e t i t l e o f t h e i r f i r s t c h a p t e r i s s y m b o l i c o f m u c h e l s e ; i t 

i s " P r o d o t t o v e t t o r i a l e e i n t o r n o . " T h u s t h e i r s c a l a r ( d o t ) p r o d u c t 

w a s n a m e d i n a c c o r d a n c e w i t h t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n , w h e r e -

a s t h e i r v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t w a s n a m e d a n d d e f i n e d i n a c c o r d a n c e 

w i t h t h e H a m i l t o n - H e a v i s i d e - G i b b s t r a d i t i o n , t h e p r o d u c t b e i n g 
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a n o t h e r v e c t o r r a t h e r t h a n a d i r e c t e d a r e a . T h e f i n a l t h r e e c h a p t e r s 

i n t h e f i r s t p a r t d e a l t w i t h r o t a t i o n s i n a p l a n e ( f o r w h i c h t h e y i n t r o -

d u c e d a n e w a n d c o n t r o v e r s i a l o p e r a t o r ) a n d t h e d i f f e r e n t i a l c a l c u -

l u s o f v e c t o r s , i n c l u d i n g t h e o p e r a t o r V ( t h e s y m b o l a n d u s u a l p r e s -

e n t a t i o n o f w h i c h t h e y r e j e c t e d ) . I n t h e s e c o n d p a r t , a p p l i c a t i o n s t o 

g e o m e t r y , m e c h a n i c s , h y d r o d y n a m i c s , e l a s t i c i t y t h e o r y , a n d e l e c -

t r o d y n a m i c s w e r e g i v e n a l o n g w i t h t h e d e v e l o p m e n t o f t h e t r a n s -

f o r m a t i o n t h e o r e m s . 4 9 I n t h e I t a l i a n e d i t i o n a s e c t i o n o f h i s t o r i c a l 

n o t e s w a s a p p e n d e d a t t h e e n d , a n d i n t h e F r e n c h e d i t i o n t h e h i s -

t o r i c a l s e c t i o n w a s e x p a n d e d , w h i l e s o m e p h i l o s o p h i c a l i d e a s a s 

w e l l a s p r e s e n t a t i o n s o f b o t h q u a t e r n i o n s a n d t h e o r i g i n a l G r a s s -

m a n n i a n s y s t e m w e r e a d d e d . 

S i n c e m a n y o f t h e b o o k r e v i e w s w e r e u n f a v o r a b l e 5 0 a n d n o s e c -

o n d e d i t i o n s a p p e a r e d , 4 1 i t m a y b e c o n c l u d e d t h a t t h e i r b o o k s w e r e 

n o t w e l l r e c e i v e d . T h e b o o k s o f B u r a l i - F o r t i a n d M a r c o l o n g o a r e , 

l i k e J a h n k e ' s b o o k , e s p e c i a l l y i n t e r e s t i n g a s r e p r e s e n t i n g p a r t i a l 

d e p a r t u r e s f r o m t h e G r a s s m a n n i a n s y s t e m t o w a r d t h e s y s t e m f i n a l l y 

a c c e p t e d . A s c o m p a r e d t o J a h n k e ' s b o o k , t h e i r b o o k s w e r e s o m e -

w h a t m o r e r e m o v e d f r o m t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n t h a n h i s ; b u t 

b e c a u s e o f t h e i r t e n d e n c y t o w a r d t h e i n c l u s i o n o f o r i g i n a l s y m b o l -

i s m s a n d i d e a s , t h e a u t h o r s c a n n o t b e v i e w e d a s n e a r e r t o t h e s y s -

t e m t h a t w a s e v e n t u a l l y a c c e p t e d t h a n J a h n k e . 

J o s e p h G e o r g e C o f f i n ' s b o o k Vector Analysis: An Introduction to 

Vector Methods and Their Various Applications to Physics and 

Mathematics 1 0 w a s p u b l i s h e d i n 1 9 0 9 . C o f f i n w a s b o r n i n 1 8 7 7 , 

a n d , a f t e r s p e n d i n g f o u r y e a r s i n E u r o p e ( S w i t z e r l a n d a n d F r a n c e ) , 

h e e n t e r e d M a s s a c h u s e t t s I n s t i t u t e o f T e c h n o l o g y i n 1 8 9 4 a n d g r a d -

u a t e d w i t h a B . S . i n 1 8 9 8 . C o f f i n c o m p l e t e d h i s P h . D . i n p h y s i c s a t 

C l a r k U n i v e r s i t y i n 1 9 0 3 , a n d b y 1 9 0 9 h e h a d t a u g h t p h y s i c s a t b o t h 

C l a r k a n d t h e C i t y C o l l e g e o f N e w Y o r k . 

H i s b o o k r e q u i r e s l i t t l e d i s c u s s i o n ; i t m a y b e d e s c r i b e d b y r e c a l l -

i n g t h a t W i l s o n c o r r e s p o n d e d w i t h G i b b s a b o u t t h e a d v i s a b i l i t y o f 

p u b l i s h i n g a s h o r t e r a n d m o r e e l e m e n t a r y w o r k f o l l o w i n g t h e s a m e 

f o r m a t a s W i l s o n ' s b o o k . W i l s o n n e v e r p u b l i s h e d s u c h a b o o k ; 

C o f f i n d i d . C o f f i n f o l l o w e d t h e G i b b s - W i l s o n t r a d i t i o n i n b o t h s y m -

b o l i s m a n d i n m e t h o d s , t h o u g h h i s e x p l a n a t i o n s a n d p r o o f s w e r e 

l e s s f u l l a n d r i g o r o u s a n d h i s c o n t e n t s s o m e w h a t l e s s i n c l u s i v e . H e 

d i d i n c l u d e a l l t h e m a j o r t o p i c s i n v e c t o r a n a l y s i s u p t o t h e l i n e a r 

v e c t o r f u n c t i o n , w h i c h h e t r e a t e d r a t h e r b r i e f l y . T h e l a s t t w o c h a p -

t e r s , w h i c h c o m p o s e w e l l o v e r a t h i r d o f t h e b o o k , w e r e d e v o t e d t o 

a p p l i c a t i o n s t o e l e c t r i c a l t h e o r y a n d t o m e c h a n i c s ; a n d n u m e r o u s 

a p p l i c a t i o n s w e r e a l s o g i v e n i n t h e e a r l i e r c h a p t e r s . C o f f i n , l i k e 
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n e a r l y a l l t h e w r i t e r s o f w o r k s o n v e c t o r a n a l y s i s f r o m t h e l a t t e r h a l f 

o f t h e f i r s t d e c a d e o f t h i s c e n t u r y , w a s a c q u a i n t e d w i t h t h e m a j o r i t y 

o f t h e e a r l i e r b o o k s . T h e r e c e p t i o n a c c o r d e d h i s b o o k i s i n d i c a t e d 

b y t h e f a c t t h a t a s e c o n d e d i t i o n w a s p u b l i s h e d i n 1 9 1 1 ( w h i c h h a s 

b e e n r e p r i n t e d a l a r g e n u m b e r o f t i m e s a n d i s s t i l l i n p r i n t ) a n d a 

F r e n c h t r a n s l a t i o n a p p e a r e d i n 1 9 1 4 . 1 0 

W . V . I g n a t o w s k y p u b l i s h e d h i s b o o k o n v e c t o r a n a l y s i s , Die 

Vektoranalysis und ihre Anwendung in der theoretischen Physik,n 

i n t w o p a r t s i n 1 9 0 9 a n d 1 9 1 0 . D r . I g n a t o w s k y h a d w r i t t e n a n e a r l i e r 

b o o k , e n t i t l e d Solution of Some Problems of Electrostatics and 

Electrodynamics with the Help of Vector Analysis, p u b l i s h e d in 

1 9 0 2 a n d w r i t t e n i n R u s s i a n . F r o m t h e t i t l e o f t h i s b o o k i t s e e m s 

v e r y p r o b a b l e t h a t h i s i n t e r e s t i n v e c t o r a n a l y s i s c a m e f r o m h i s 

i n t e r e s t i n e l e c t r i c i t y , o n w h i c h s u b j e c t h e h a d a l s o p u b l i s h e d a 

n u m b e r o f p a p e r s i n G e r m a n j o u r n a l s . 

I g n a t o w s k y ' s v e c t o r a n a l y s i s b o o k w a s i n t h e t r a d i t i o n e s t a b -

l i s h e d b y B u c h e r e r , G a n s , a n d V a l e n t i n e r , a l t h o u g h h i s b o o k w a s 

s o m e w h a t l o n g e r t h a n t h e i r s . H i s n o t a t i o n s t e m m e d f r o m F o p p l , 

L o r e n t z , a n d A b r a h a m ; a n d h i s b i b l i o g r a p h y l i s t e d w o r k s b y A b r a -

h a m , B u c h e r e r , F o p p l , G a n s , " G i b b s - W i l s o n , " J a h n k e , J a u m a n n , 5 1 

a n d V a l e n t i n e r . A s h e s t a t e d i n h i s f o r e w o r d , t h e b o o k w a s i n t e n d e d 

f o r p h y s i c i s t s ( 1 1 , 1 ; i i i ) , a n d h e n c e t h e e n t i r e s e c o n d p a r t d e a l t w i t h 

a p p l i c a t i o n s . I n h i s f i r s t p a r t h e p r e s e n t e d t h e a l g e b r a a n d c a l c u l u s 

o f v e c t o r s , i n c l u d i n g s p e c i a l d i s c u s s i o n s o f t y p e s o f f i e l d s a n d c u r v i -

l i n e a r c o - o r d i n a t e s , a n d h e c o n c l u d e d w i t h a s e c t i o n o n t e n s o r s . A 

n u m b e r o f h i s m e t h o d s o f p r e s e n t a t i o n d i f f e r e d f r o m t h e o r d i n a r y 

m e t h o d s , f o r e x a m p l e , h e m a d e e v e r y e f f o r t t o a v o i d d e c o m p o s i n g 

v e c t o r s i n t o t h e i r i , j , k c o m p o n e n t s i n p r o v i n g t h e o r e m s , a n d h e 

d e f i n e d t h e v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t t h r o u g h a n i n t e g r a t i o n . T h e a p p l i -

c a t i o n s i n t h e s e c o n d p a r t w e r e t o n e a r l y a l l t h e b r a n c h e s o f p h y s -

i c s w h e r e v e c t o r a n a l y s i s w a s a p p l i c a b l e . T h e b o o k m u s t h a v e b e e n 

w e l l r e c e i v e d , s i n c e b y 1 9 2 6 a t h i r d e d i t i o n h a d a p p e a r e d . 

T h e f i n a l w o r k t o b e d i s c u s s e d i s , n o t a b o o k o n v e c t o r a n a l y s i s , 

b u t t h e f a m o u s a n d i n f l u e n t i a l Encyklopadie der mathematischen 

Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen. T h e f a c t , f o r m , 

a n d e x t e n t o f t h e v e c t o r i a l m e t h o d s i n c l u d e d i n t h e Encyklopadie 

i n f l u e n c e d t h e d e v e l o p m e n t s i n t h e f i r s t d e c a d e o f t h e t w e n t i e t h 

c e n t u r y . T h e p u b l i c a t i o n o f t h e Encyklopadie b e g a n a r o u n d 1 8 9 8 

a n d e x t e n d e d t o 1 9 3 5 ; a F r e n c h t r a n s l a t i o n a n d r e v i s i o n w a s b e g u n 

a b o u t 1 9 0 4 . 

I n c l u d e d i n t h e p a r t o f t h e Encyklopadie d e v o t e d t o g e o m e t r y 
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w e r e e x t e n s i v e t r e a t m e n t s o f b o t h t h e G r a s s m a n n i a n a n d t h e H a m -

i l t o n i a n s y s t e m s , a s w e l l a s s h o r t e r t r e a t m e n t s o f s u c h s y s t e m s a s 

t h a t o f M o b i u s , b u t t h e s e s e c t i o n s w e r e p u b l i s h e d o n l y a f t e r 1 9 1 5 . 1 2 

F o r t h e p a r t o f t h e Encyklopadie d e a l i n g w i t h m e c h a n i c s H . E . 

T i m e r d i n g w r o t e a s e c t i o n e n t i t l e d " G e o m e t r i c a l B a s i s o f t h e 

M e c h a n i c s o f a R i g i d B o d y , " w h i c h h e f i n i s h e d i n F e b r u a r y , 1 9 0 2 , 

a n d i n w h i c h h e g a v e a n e l e m e n t a r y p r e s e n t a t i o n o f t h e G r a s s m a n -

n i a n s y s t e m . 1 2 M a x A b r a h a m a l s o w r o t e f o r t h e p a r t o f t h e m e -

c h a n i c s s e c t i o n d e a l i n g w i t h d e f o r m a b l e b o d i e s a s e c t i o n e n t i t l e d 

" F u n d a m e n t a l G e o m e t r i c a l C o n c e p t s , " w h i c h h e f i n i s h e d i n A p r i l , 

1 9 0 1 . 1 2 A b r a h a m i n c l u d e d i n t h i s a p r e s e n t a t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s 

a s a p p l i e d t o v a r i o u s t y p e s o f f i e l d s . H i s p r e s e n t a t i o n p a r t l y f o l -

l o w e d G r a s s m a n n a n d p a r t l y G i b b s a n d H e a v i s i d e . I t i s i n t e r e s t i n g 

t o n o t e t h a t i n 1 8 9 9 A b r a h a m w r o t e t o G i b b s a s k i n g h i m t o w r i t e a 

p r e s e n t a t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s f o r t h e m e c h a n i c s s e c t i o n o f t h e 

Encyklopadie,52 G i b b s d i d n o t f u l f i l l h i s r e q u e s t . O t h e r s m a d e 

l i m i t e d u s e o f v e c t o r m e t h o d s i n t h e m e c h a n i c s s e c t i o n s ; m o r e e x -

t e n s i v e u s e h o w e v e r i s f o u n d i n t h e s e c t i o n o f t h e Encyklopadie 

e n t i t l e d " P h y s i k . " 

O n e o f t h e m a j o r p a r t s o f t h i s s e c t i o n o n p h y s i c s w a s e n t i t l e d 

" E l e c t r i c i t y a n d O p t i c s . " T h e f i r s t t w o p a r t s o f t h i s s e c t i o n w e r e 

m a i n l y e x p l a n a t i o n s o f M a x w e l l ' s e l e c t r i c a l i d e a s . T h e s e w e r e w r i t -

t e n b y t h e g r e a t D u t c h p h y s i c i s t H e n d r i k A n t o o n L o r e n t z ( 1 8 5 3 -

1 9 2 8 ) , a n d t h e H e a v i s i d e - G i b b s f o r m o f v e c t o r a n a l y s i s w a s u s e d 

t h r o u g h o u t . L o r e n t z h a d f i n i s h e d t h e s e s e c t i o n s b y l a t e 1 9 0 3 . 1 2 H e 

h a d u s e d v e c t o r a n a l y s i s a t l e a s t a s e a r l y a s 1 8 9 5 , w h e n h i s b o o k 

Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erschein-

ungen i n bewegten Korpern h a d a p p e a r e d . I t i s a l s o k n o w n t h a t h e 

r e c e i v e d a c o p y o f G i b b s ' o r i g i n a l w r i t i n g o n v e c t o r a n a l y s i s i n 

1 8 8 4 . 5 3 T h e s e c t i o n f o l l o w i n g o n L o r e n t z ' s e c t i o n s w a s e n t i t l e d 

" E l e c t r o s t a t i c s a n d M a g n e t o s t a t i c s " ; i t s a u t h o r w a s R i c h a r d G a n s , 

w h o f i n i s h e d i t i n 1 9 0 6 . 1 2 H e r e a n d i n t h e l a t e r s e c t i o n s o n e l e c t r i -

c i t y b y L o r e n t z , A b r a h a m , a n d o t h e r s , v e c t o r m e t h o d s w e r e e x t e n -

s i v e l y u s e d . T h i s f a c t m u s t h a v e l e d m a n y s c i e n t i s t s t o a n i n t e r e s t i n 

v e c t o r a n a l y s i s , f o r i t s e e m s p r o b a b l e t h a t t h e r e w e r e f e w p a r t s o f 

t h e Encyklopadie m o r e c a r e f u l l y a n d m o r e w i d e l y r e a d t h a n t h i s 

s e c t i o n o n e l e c t r i c i t y . 

I I I . Summary and Conclusion 

S i n c e t h e d e t a i l e d s t u d y o f t h e r e c e p t i o n o f t h e m o d e r n s y s t e m o f 

v e c t o r a n a l y s i s f r o m 1 8 9 4 t o 1 9 1 0 i s n o w c o n c l u d e d , i t w i l l b e p r o f i t -

a b l e t o s e t s o m e o f t h e f a c t s w i t h i n s h a r p e r p e r s p e c t i v e a n d t o s u b -
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s u m e t h e m w h e r e p o s s i b l e i n t o g e n e r a l i z a t i o n s r e f l e c t i v e o f t h e 

t i m e s . 

F i r s t o f a l l , i t s h o u l d n o t b e a s s u m e d t h a t t h e s e w e r e t h e o n l y 

b o o k s p r e s e n t i n g v e c t o r i a l s y s t e m s t h a t w e r e p u b l i s h e d a t t h i s t i m e . 

B o o k s o n t h e q u a t e r n i o n s y s t e m c o n t i n u e d t o a p p e a r ; t h u s , f o r e x -

a m p l e , H a m i l t o n ' s Elements o f Quaternion w a s r e p u b l i s h e d w i t h 

a n n o t a t i o n s b y C h a r l e s J a s p e r J o l y i n t w o v o l u m e s a p p e a r i n g i n 

1 8 9 9 a n d 1 9 0 1 . J o l y a l s o p u b l i s h e d a b o o k i n 1 9 0 5 e n t i t l e d Manual 

o f Quaternions, a n d i n 1 9 0 4 K n o t t e d i t e d a n d p u b l i s h e d t h e t h i r d 

e d i t i o n o f Introduction t o Quaternions b y K e l l a n d a n d T a i t . S i m i -

l a r l y t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n w a s r e p r e s e n t e d t o s o m e d e g r e e 

i n t h e b o o k o f B u r a l i - F o r t i a n d M a r c o l o n g o a n d i n t h a t o f J a h n k e , 

a s w e l l a s s u c h b o o k s a s J o s e p h V . C o l l i n s ' A n Elementary Expo-

sition of Grassmann s Ausdehnungslehre ( 1 9 0 1 ) a n d E d w a r d 

W y l l y s H y d e ' s Grassmann s Space Analysis ( 1 9 0 6 ) . M a c f a r l a n e ' s 

s y s t e m w a s p r e s e n t e d i n h i s 1 9 0 6 p u b l i c a t i o n o f Vector Analysis 

and Quaternions. N o n e o f t h e a b o v e h o w e v e r s e e m s t o h a v e r e -

q u i r e d a s e c o n d e d i t i o n . 5 4 

T h u s i n t h e f i r s t d e c a d e o f t h i s c e n t u r y o t h e r s y s t e m s o f v e c t o r i a l 

a n a l y s i s b e s i d e s t h e m o d e r n s y s t e m w e r e i n u s e , a n d b o o k s w e r e 

p u b l i s h e d o n t h e m . Y e t t h e r a t e o f p u b l i c a t i o n o f b o o k s o n t h e 

G r a s s m a n n i a n a n d t h e H a m i l t o n i a n s y s t e m s w a s l e s s d u r i n g t h e 

i n t e r v a l 1 9 0 1 - 1 9 1 0 t h a n d u r i n g t h e i n t e r v a l 1 8 9 1 - 1 9 0 0 , a n d t h e r a t e 

w a s t o d e c r e a s e f u r t h e r a f t e r 1 9 1 0 . T h a t n e i t h e r t r a d i t i o n h a s p a s s e d 

a w a y e v e n n o w i s i n d i c a t e d b y t h e p u b l i c a t i o n o f b o o k s w i t h i n e a c h 

t r a d i t i o n i n t h e 1 9 4 0 ' s a n d 1 9 5 0 ' s . 

W h e r e a s i n t e r e s t i n b o o k s p r e s e n t i n g t h e G r a s s m a n n i a n f o r m s o f 

v e c t o r i a l a n a l y s i s d e c r e a s e d , i n t e r e s t i n t h e b o o k s i n t h e G i b b s -

H e a v i s i d e t r a d i t i o n i n c r e a s e d . T h i s i s e v i d e n c e d b y t h e f o l l o w i n g 

t a b l e i n w h i c h s o m e o f t h e p u b l i c a t i o n h i s t o r y o f b o o k s i n t h e 

G i b b s - H e a v i s i d e t r a d i t i o n i s p r e s e n t e d . 

A u t h o r o f B o o k a n d Y e a r S o m e T r a n s l a t i o n s a n d 

o f F i r s t P u b l i c a t i o n R e p u b l i c a t i o n s 

F o p p l , 1 8 9 4 2 n d e d . , 1 9 0 4 

3 r d e d . , 1 9 0 7 

4 t h e d . , 1 9 1 2 

1 s t E n g l i s h e d . , 1 9 3 2 

1 6 t h G e r m a n e d . , 1 9 5 7 

W i l s o n , 1 9 0 1 2 n d e d . , 1 9 0 0 

8 t h r e p r i n t i n g , 1 9 4 3 

P a p e r b a c k r e p r i n t i n g , 1 9 6 0 
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A u t h o r o f B o o k a n d Y e a r 

o f F i r s t P u b l i c a t i o n 

B u c h e r e r , 1 9 0 3 

G a n s , 1 9 0 5 

G i b b s , 1 9 0 6 

V a l e n t i n e r , 1 9 0 7 

C o f f i n , 1 9 0 9 

I g n a t o w s k y , 1 9 0 9 - 1 9 1 0 

S o m e T r a n s l a t i o n s a n d 

R e p u b l i c a t i o n s 

2 n d e d . , 1 9 0 5 

2 n d e d . , 1 9 0 9 

3 r d e d . , 1 9 1 3 

1 s t E n g l i s h e d . , 1 9 3 1 

2 n d S p a n i s h e d . , 1 9 4 0 

7 t h G e r m a n e d . , 1 9 5 0 

P a p e r b a c k r e p r i n t i n g , 1 9 6 1 

2 n d e d . , 1 9 1 2 

7 t h e d . , 1 9 5 0 

R e p r i n t o f 7 t h e d . , 1 9 5 4 

2 n d e d . , 1 9 1 1 

1 s t F r e n c h e d . , 1 9 1 4 

2 n d e d . , 6 t h i m p r e s s i o n , 1 9 2 3 

9 t h r e p r i n t i n g , 1 9 5 9 

3 r d e d . , 1 9 2 6 

F r o m t h i s t a b l e t h r e e g e n e r a l i z a t i o n s m a y b e m a d e : f i r s t , t h e b o o k s 

l i s t e d w e r e i n d e e d i n t h e t r a d i t i o n t h a t s u r v i v e s a n d f l o u r i s h e s a t 

p r e s e n t ; s e c o n d , m a n y o f t h e s e b o o k s w e r e t o p l a y a p a r t i n t h e h i s -

t o r y o f v e c t o r a n a l y s i s a f t e r 1 9 1 0 , a n d i n d e e d m o s t a r e s t i l l i n p r i n t ; 

t h i r d , t h e b o o k s w e r e w i d e l y r e a d f r o m 1 8 9 5 t o 1 9 1 5 , w h i c h i s i n d i -

c a t e d b y t h e f a c t t h a t n e w e d i t i o n s w e r e s o f r e q u e n t l y n e c e s s a r y . 

T h e b o o k s i n t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n d i f f e r e d f r o m t h e s e 

b o o k s i n t w o w a y s : f i r s t , t h e G r a s s m a n n i a n b o o k s c o n t a i n e d s o m e 

i d e a s t h a t v a r i e d f r o m c o r r e s p o n d i n g i d e a s i n v e c t o r a n a l y s i s b o o k s 

— f o r e x a m p l e , t h e G r a s s m a n n i a n o u t e r p r o d u c t — a n d , s e c o n d , t h e 

G r a s s m a n n i a n b o o k s c o n t a i n e d m a n y i d e a s a n d m e t h o d s f o r w h i c h 

t h e r e w a s n o c o r r e l a t e i n t h e v e c t o r a n a l y s i s b o o k s , f o r e x a m p l e , t h e 

r e g r e s s i v e p r o d u c t a n d t h e s y s t e m o f p o i n t a n a l y s i s . T h e s e d i f f e r -

e n c e s s e e m t o h a v e b e e n s u f f i c i e n t t o d e t e r m a n y r e a d e r s , f o r n o n e 

o f t h e b o o k s u s i n g t h e G r a s s m a n n i a n a p p r o a c h o r t h e m o d i f i e d 

G r a s s m a n n i a n a p p r o a c h ( J a h n k e , B u r a l i - F o r t i a n d M a r c o l o n g o ) r e -

q u i r e d s e c o n d e d i t i o n s . 

T h u s i t m a y b e c o n c l u d e d t h a t t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n p l a y e d 

n o m a j o r r o l e i n t h e acceptance o f t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n -

a l y s i s . I t w a s s h o w n p r e v i o u s l y t h a t t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n 

p l a y e d n o m a j o r r o l e i n t h e development o f t h e G i b b s - H e a v i s i d e 
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s y s t e m , t h a t i s , t h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s . T h e s e t w o 

c o n c l u s i o n s a r e p a r t i c u l a r l y s t r i k i n g w h e n t h e y a r e s e t b e s i d e t w o 

o t h e r c o n c l u s i o n s : t h e G r a s s m a n n i a n s y s t e m could have p l a y e d a 

m a j o r r o l e i n b o t h t h e development a n d t h e acceptance o f v e c t o r 

a n a l y s i s . 

T h e t r a d i t i o n s t h a t did p l a y a m a j o r r o l e i n t h e a c c e p t a n c e o f t h e 

m o d e r n f o r m o f v e c t o r a n a l y s i s a r e t h e f o l l o w i n g . T h e t r a d i t i o n t h a t 

b e g a n w i t h G i b b s a n d l e d t o t h e b o o k s o f W i l s o n a n d C o f f i n p l a y e d 

a l a r g e p a r t . I t s h o u l d b e n o t e d h o w e v e r t h a t W i l s o n ' s i n t e r e s t h a d 

r o o t s d i r e c t l y i n t h e q u a t e r n i o n s y s t e m a n d t h a t C o f f i n a s a p h y s i c i s t 

p r o b a b l y a t t a i n e d s o m e o f h i s i n t e r e s t a n d i n f o r m a t i o n f r o m t h e 

H e a v i s i d e t r a d i t i o n . T h e s a m e r e m a r k a p p l i e s i n s t r o n g e r f o r m t o 

P . O . S o m o f f . T h e m o s t i n f l u e n t i a l t r a d i t i o n w a s t h a t w h i c h h a d i t s 

b e g i n n i n g i n H e a v i s i d e a n d i n H e a v i s i d e ' s d e v e l o p m e n t o f M a x -

w e l l ' s i d e a s . T h e s o u r c e o f t h e i n t e r e s t a n d i n f o r m a t i o n a t t a i n e d b y 

L o r e n t z , F o p p l , A b r a h a m , B u c h e r e r , G a n s , V a l e n t i n e r , a n d I g -

n a t o w s k y h a s b e e n t r a c e d t o H e a v i s i d e a n d l o c a t e d s p e c i f i c a l l y i n 
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4 4 I n t h e p r e f a c e t o h i s Calcolo infinitesmale ( T u r i n , 1 8 8 7 ) , v - v i , P e a n o m e n t i o n e d , 

b e s i d e s H a m i l t o n a n d G r a s s m a n n , M o b i u s , B e l l a v i t i s , R e s a l , a n d J . S o m o f f . 
4 5 1 w o u l d e s t i m a t e t h a t o v e r t w e n t y p a p e r s w e r e d e v o t e d e n t i r e l y t o t h e n o t a t i o n 

q u e s t i o n . I f h o w e v e r p a p e r s t h a t w e r e o n l y p a r t l y o r i n d i r e c t l y c o n c e r n e d w i t h t h e 

q u e s t i o n w e r e t o b e i n c l u d e d , t h e n u m b e r w o u l d p r o b a b l y t r i p l e . M a n y o f t h e b o o k 

r e v i e w s o f t h e v e c t o r a n a l y s i s b o o k s p u b l i s h e d a t t h a t t i m e w e r e l i t t l e m o r e t h a n a t -

t a c k s o n n o t a t i o n . 
4 6 F o r e x a m p l e , A l e x a n d e r M a c f a r l a n e c o n t i n u e d t o d e f e n d h i s s y s t e m a n d s y m -

b o l s . A l s o w i t h i n e a c h t r a d i t i o n l i s t e d a b o v e t h e r e w e r e d i f f e r e n t s y m b o l i s m s ; t h u s 

H e a v i s i d e ' s s y m b o l i s m d i f f e r e d f r o m G i b b s ' , a n d G r a s s m a n n ' s e a r l i e r s y m b o l s 

d i f f e r e d i n s o m e c a s e s f r o m h i s l a t e r o n e s . 
47 F e l i x K l e i n , Elementary Mathematics from an Advanced Standpoint: Arith-

metic. Algebra. Analysis, t r a n s . E . R . H e d r i c k a n d C . A . N o b l e ( N e w Y o r k , n . d . ) , 6 5 . 

4 8 C e s a r e B u r a l i - F o r t i a n d R o b e r t o M a r c o l o n g o , " P e r l ' u n i f i c a z i o n e d e l l e n o t a -

z i o n i v e t t o r i a l e " in Rendiconti del Circolo Matematico d i Palermo, 23 ( 1 9 0 7 ) , 3 2 4 -

3 2 8 ; 2 4 ( 1 9 0 7 ) , 6 5 - 8 0 a n d 3 1 8 - 3 3 2 ; 2 5 ( 1 9 0 8 ) , 3 5 2 - 3 7 5 ; 2 6 ( 1 9 0 8 ) , 3 6 9 - 3 7 7 . S e e a l s o 

R o b e r t o M a r c o l o n g o , " P e r l ' u n i f i c a z i o n e d e l l e n o t a z i o n i v e t t o r i a l i " i n Atti del I V 
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Congresso Internazionale dei matematici. Roma (1908), v o l . I l l ( R o m e , 1 9 0 9 ) , 1 9 1 -

1 9 7 . T h e c o n t r o v e r s y i s d i s c u s s e d i n g r e a t e r d e t a i l i n F l o r i a n C a j o r i , A History o f 

Mathematical Notations, v o l . I I ( C h i c a g o , 1 9 5 2 ) , 1 3 6 - 1 3 9 . 

4 9 I n 1 9 0 9 B u r a l i - F o r t i a n d M a r c o l o n g o p u b l i s h e d a s h o r t b o o k i n w h i c h t h e y d e a l t 

w i t h s o m e o f t h e m o r e a d v a n c e d t o p i c s r e l e v a n t t o v e c t o r a n a l y s i s ; t h i s w a s t h e i r 

Omografie vettoriali con applicazioni alle derivate rispetto ad un punto e alia mate-

matica ( T u r i n , 1 9 0 9 ) . 

5 0 S e e f o r e x a m p l e E d w i n B i d w e l l W i l s o n , " T h e U n i f i c a t i o n o f V e c t o r i a l N o t a -

t i o n s , " [ R e v i e w o f C . B u r a l i - F o r t i a n d R . M a r c o l o n g o ] , Elementi d i calcolo vettoriale 

con numerose applicazioni a n d Omografie vettoriale con applicazioni in Bulletin of 

the American Mathematical Society, 1 6 ( 1 9 0 9 - 1 9 1 0 ) , 4 1 5 - 4 3 6 , a n d G . B . M . , " [ R e -

v i e w o f ] Elements d e Calcul vectoriel. . . . B y P r o f . C . B u r a l i - F o r t i a n d P r o f . R . 

M a r c o l o n g o " i n Nature, 8 6 ( 1 9 1 1 ) , 7 5 . 
51 G. J a u m a n n , Die Grundlagen der Bewegungslehre von einen modernen Stand-

punkt aus dargestellt ( L e i p z i g , 1 9 0 5 ) . I n t h i s b o o k J a u m a n n m a d e e x t e n s i v e u s e o f 

v e c t o r m e t h o d s a n d f o l l o w e d e s p e c i a l l y t h e G i b b s - W i l s o n t r a d i t i o n a t l e a s t i n n o t a -

t i o n . 
5 2 L y n d e P h e l p s W h e e l e r , Josiah Willard Gibbs ( N e w H a v e n , 1 9 6 2 ) , 2 3 1 . 
53 Ibid., 2 2 2 . 
5 4 T h i s s t a t e m e n t r e q u i r e s a p a r t i a l q u a l i f i c a t i o n . T h e b o o k s o f H y d e a n d M a c -

f a r l a n e h a d o r i g i n a l l y a p p e a r e d a s c h a p t e r s i n M a n s f i e l d M e r r i a m a n d R o b e r t S i m p -

s o n W o o d w a r d ' s Higher Mathematics, f i r s t p u b l i s h e d i n 1 8 9 6 . T h i s b o o k c o n s i s t e d 

o f e l e v e n c h a p t e r s s u r v e y i n g p a r t s o f h i g h e r m a t h e m a t i c s a n d m u s t h a v e b e e n q u i t e 

p o p u l a r , s i n c e i t w a s i n a t h i r d e d i t i o n b y 1 9 0 2 . A b o u t 1 9 0 5 i t w a s d e c i d e d t o p r i n t 

t h e c h a p t e r s a s s e p a r a t e b o o k s , a n d t h u s t h e t i t l e p a g e s o f H y d e ' s a n d M a c f a r l a n e ' s 

b o o k s c o n t a i n t h e w o r d s " F o u r t h E d i t i o n . " I t s e e m s t h a t t h e s e t w o c h a p t e r s w e r e 

n o t a m o n g t h e m o s t p o p u l a r , f o r n o " f i f t h e d i t i o n " o f t h e m a p p e a r e d . 

2 4 6 



C H A P T E R E I G H T 

Summary and Conclusions 

T h i s c h a p t e r f o c u s e s o n a s u m m a r y v i e w o f t h e h i s t o r y o f t h e i d e a 

o f a v e c t o r i a l s y s t e m . A s i n g e o g r a p h y , s o i n h i s t o r y , a v i e w f r o m a f a r 

i s a t t i m e s a c l e a r e r v i e w . 

C o n c e r n i n g t h e e a r l y h i s t o r y o f v e c t o r i a l c o n c e p t s i t w a s s u g -

g e s t e d t h a t t h e i d e a o f a p a r a l l e l o g r a m o f p h y s i c a l e n t i t i e s w a s i n -

d i r e c t l y i n f l u e n t i a l . A l t h o u g h t h i s c o n c e p t d o e s n o t n e c e s s a r i l y i n -

v o l v e t h e i d e a o f a v e c t o r a n d d i d n o t l e a d d i r e c t l y t o a n y v e c t o r i a l 

s y s t e m s , i t d i d p r o v i d e t h e e a r l y v e c t o r i s t s w i t h a n a r e a i n w h i c h t h e 

u s e f u l n e s s o f e l e m e n t a r y v e c t o r i a l m e t h o d s c o u l d c o n v i n c i n g l y b e 

i l l u s t r a t e d . T o L e i b n i z b e l o n g s c r e d i t f o r h a v i n g s e e n t h e d e s i r a b i l -

i t y , a n d t o a l i m i t e d e x t e n t t h e n a t u r e , o f a s y s t e m f o r t h e a n a l y s i s o f 

t h r e e - d i m e n s i o n a l s p a c e . L e i b n i z h a d n o d i r e c t a n d m a j o r e f f e c t o n 

t h e l a t e r h i s t o r y o f v e c t o r i a l a n a l y s i s , b u t h i s i n d i r e c t e f f e c t w a s 

n o t e w o r t h y . 

A t r a d i t i o n t h a t l e d d i r e c t l y t o H a m i l t o n ' s d i s c o v e r y o f q u a t e r -

n i o n s ( a n d t o t h e l e s s s u c c e s s f u l s e a r c h e s o f o t h e r s f o r a s y s t e m o f 

s p a c e a n a l y s i s ) w a s t h e c o m p l e x n u m b e r t r a d i t i o n . W i t h i n t h i s t r a -

d i t i o n t w o b r a n c h e s a r e d i s c e r n i b l e : t h e f i r s t i s t h a t o f t h e r e p r e -

s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s a s o r d e r e d p a i r s o f r e a l n u m b e r s a n d 

t h e s e c o n d i s t h a t o f t h e r e p r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s t h r o u g h 

g e o m e t r i c a l l i n e s . T h e s i g n i f i c a n c e o f t h e f i r s t b r a n c h w a s l e s s t h a n 

t h a t o f t h e s e c o n d ; i n d e e d t h e f i r s t b r a n c h w a s o n l y s i g n i f i c a n t i n 

t h a t i t p r o v i d e d H a m i l t o n w i t h a n e p i s t e m o l o g i c a l j u s t i f i c a t i o n f o r 

h i s " f o u r - d i m e n s i o n a l " q u a t e r n i o n s . W i t h i n t h e s e c o n d t r a d i t i o n , 

W e s s e l , A r g a n d , F r a n g a i s , S e r v o i s , M o u r e y , J . T . G r a v e s , D e M o r -

g a n , B e l l a v i t i s , H a m i l t o n , a n d p e r h a p s o t h e r s s o u g h t a t h r e e - d i m e n -

s i o n a l v e c t o r i a l s y s t e m . W e s s e l w a s t h e f i r s t t o a d d v e c t o r s i n t h r e e -

d i m e n s i o n a l s p a c e , a n d H a m i l t o n w a s t h e f i r s t t o p u b l i s h a n i m p o r -

t a n t t y p e o f m u l t i p l i c a t i o n o f e n t i t i e s i n t h r e e - d i m e n s i o n a l s p a c e . 

W i t h i n a n o t h e r t r a d i t i o n , w h i c h m a y b e c a l l e d t h e g e o m e t r i c a l 

t r a d i t i o n , a u t h o r s f o c u s e d o n g e o m e t r i c a l e n t i t i e s a n d d e v i s e d 
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m e t h o d s f o r o p e r a t i n g d i r e c t l y w i t h t h e m . M o b i u s a n d i n a r e -

s t r i c t e d s e n s e B e l l a v i t i s , J u s t u s G i i n t h e r G r a s s m a n n , H e r m a n n 

G i i n t h e r G r a s s m a n n , a n d S a i n t - V e n a n t m a y b e l o c a t e d w i t h i n t h i s 

t r a d i t i o n . A n a l g e b r a i c t r a d i t i o n i s d i s c e r n i b l e w i t h i n w h i c h a u t h o r s 

f o c u s e d o n r e l a t i o n s b e t w e e n m a t h e m a t i c a l e n t i t i e s o r a l g e b r a i c 

f o r m s a n d h e n c e d e v i s e d m o r e g e n e r a l m e a n i n g s f o r s u c h o p e r a -

t i o n s a s m u l t i p l i c a t i o n . T h e s p i r i t o f t h i s t r a d i t i o n s t i m u l a t e d m a n y 

a u t h o r s , a b o v e a l l G r a s s m a n n . I t w a s n o t e d t h a t G r a s s m a n n ' s m a j o r 

w o r k w a s d o n e w h i l e h e h a d n o k n o w l e d g e o f t h e g e o m e t r i c a l r e p -

r e s e n t a t i o n o f c o m p l e x n u m b e r s . A l s o i n t e r m i n g l e d w i t h t h e s e t r a -

d i t i o n s w a s t h e t r a d i t i o n a l q u e s t f o r m o r e n a t u r a l , m o r e c o m p a c t , 

a n d m o r e p o w e r f u l m a t h e m a t i c a l m e t h o d s f o r p h y s i c a l s c i e n c e . 

T h e s e m a n y t r a d i t i o n s l e d t o t h e c r e a t i o n o f m a n y s y s t e m s o f v e c -

t o r i a l c h a r a c t e r . I t w a s a r g u e d t h a t t h e f a c t t h a t a l a r g e n u m b e r o f 

m e n s o u g h t f o r ( a n d s o m e f o u n d ) s u c h s y s t e m s i n d i c a t e s t h a t t h i s 

q u e s t s h o u l d b e v i e w e d a s a d e f i n i t e m o v e m e n t w i t h i n e a r l y n i n e -

t e e n t h - c e n t u r y m a t h e m a t i c a l t h o u g h t a n d t h a t t h e e x i s t e n c e o f t h i s 

m o v e m e n t a u g e r e d w e l l f o r t h e e v e n t u a l w i d e s p r e a d a c c e p t a n c e o f 

s u c h a s y s t e m . O n t h e b a s i s o f c o m p a r i s o n s w i t h o t h e r s i m i l a r s y s -

t e m s a n d t h e i r a c c e p t a n c e i t w a s s u g g e s t e d t h a t t h e a c c e p t a n c e o f 

v e c t o r i a l m e t h o d s d i d n o t t a k e a n i n o r d i n a t e l y l o n g t i m e . 

O f t h e m a n y s y s t e m s c r e a t e d , t w o w e r e p r e d o m i n a n t ; t h e s e w e r e 

t h e s y s t e m s o f H a m i l t o n a n d o f G r a s s m a n n . I f t h e s e t w o s y s t e m s a r e 

c o m p a r e d , a n d m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s i s t a k e n a s t h e s t a n d a r d o f 

c o m p a r i s o n , i t i s r e a d i l y a p p a r e n t t h a t t h e H a m i l t o n i a n a n d G r a s s -

m a n n i a n s y s t e m s h a v e m a n y s i m i l a r i t i e s . B o t h w e r e v e c t o r i a l i n 

c h a r a c t e r ; b o t h c o n t a i n e d v e c t o r a d d i t i o n a n d s u b t r a c t i o n a n d o p e r -

a t i o n s s i m i l a r t o t h e m o d e r n s c a l a r ( d o t ) a n d v e c t o r ( c r o s s ) p r o d u c t . 

H a m i l t o n ' s s y s t e m h o w e v e r i n c l u d e d t h e s e t w o p r o d u c t s a s p a r t s 

o f t h e q u a t e r n i o n p r o d u c t ; t h e p r o d u c t o f t w o v e c t o r s a/3 w a s f o r h i m 

c o m p o s e d o f a s c a l a r p a r t S a / 3 a n d a v e c t o r p a r t V a / 3 . T h e f o r m e r 

o f t h e s e i s t h e n e g a t i v e o f t h e m o d e r n s c a l a r p r o d u c t ; t h e l a t t e r i s 

t h e m o d e r n v e c t o r p r o d u c t . A m o n g G r a s s m a n n ' s p r o d u c t s t h e i n n e r 

p r o d u c t i s e q u i v a l e n t t o t h e m o d e r n s c a l a r p r o d u c t , w h i l e h i s o u t e r 

p r o d u c t y i e l d s a d i r e c t e d a n d o r i e n t e d a r e a r a t h e r t h a n a n o t h e r v e c -

t o r . 

B o t h H a m i l t o n a n d G r a s s m a n n d e a l t w i t h v e c t o r d i f f e r e n t i a t i o n , 

a n d b o t h c r e a t e d f u l l - b l o w n s y s t e m s r i c h i n c o n t e n t a n d a p p l i c a t i o n . 

H a m i l t o n ' s s y s t e m w a s a v e c t o r i a l s y s t e m o f s u c h a c h a r a c t e r t h a t 

b y c e r t a i n d e l e t i o n s , s i m p l i f i c a t i o n s , a n d r e d e f i n i t i o n s i t c o u l d b e 

t r a n s f o r m e d i n t o t h e m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s s y s t e m . G r a s s m a n n ' s 

s y s t e m w a s a l s o i n m a n y w a y s s i m i l a r t o m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s ; 

t h e r e w e r e h o w e v e r t w o i m p o r t a n t t y p e s o f d i f f e r e n c e s . G r a s s -
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m a n n ' s s y s t e m c o n t a i n e d s o m e e l e m e n t s w h i c h w e r e d e f i n i t e l y n o t 

e q u i v a l e n t t o t h e i r c o r r e l a t e s i n t h e m o d e r n s y s t e m , f o r e x a m p l e , 

h i s o u t e r p r o d u c t . M o r e o v e r t h e r e w e r e m a n y e l e m e n t s i n G r a s s -

m a n n ' s s y s t e m f o r w h i c h n o c o r r e l a t e s c a n b e f o u n d i n t h e m o d e r n 

s y s t e m , f o r e x a m p l e , h i s p o i n t s y s t e m a n d h i s o t h e r p r o d u c t s . 

B r o a d l y c o n s i d e r e d , t h e s t r u c t u r e o f h i s s y s t e m w a s v e r y d i f f e r e n t 

f r o m t h e s t r u c t u r e o f t h e m o d e r n s y s t e m , f o r e x a m p l e , v e c t o r s w e r e 

d e r i v e d f r o m p o i n t s . 

T h u s i t w a s c o n c l u d e d t h a t G r a s s m a n n ' s s y s t e m , l i k e H a m i l t o n ' s , 

could h a v e l e d t o m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s t h r o u g h a p r o c e s s o f d e -

l e t i o n a n d a l t e r a t i o n . C o n c e r n i n g p r i o r i t y i n r e l a t i o n t o t h e e l e -

m e n t s c o m m o n t o t h e s e s y s t e m s H a m i l t o n d e s e r v e s c r e d i t f o r p r i -

o r i t y o f p u b l i c a t i o n , w h e r e a s G r a s s m a n n d e s e r v e s c r e d i t f o r b e i n g 

t h e f i r s t t o c r e a t e h i s s y s t e m a n d t h e f i r s t t o p u b l i s h a n e x t e n s i v e 

e x p o s i t i o n o f i t . 

I t i s w o r t h w h i l e n o w t o c o m p a r e t h e s e t w o m e n , e s p e c i a l l y i n r e -

g a r d t o f a c t o r s i n f l u e n t i a l o n t h e h i s t o r y o f t h e i r s y s t e m s . H a m i l t o n 

w a s b o r n i n 1 8 0 5 a n d d i e d i n 1 8 6 5 ; G r a s s m a n n w a s b o r n i n 1 8 0 9 

a n d d i e d i n 1 8 7 7 ; t h e y w e r e t h u s c l o s e c o n t e m p o r a r i e s . H a m i l t o n 

w a s a p r o d i g y w h o b e f o r e h e w a s t h i r t y h a d m a d e a n u m b e r o f v e r y 

i m p o r t a n t d i s c o v e r i e s w h i c h h a d b r o u g h t h i m a l a r g e m e a s u r e o f 

f a m e ; b y c o m p a r i s o n G r a s s m a n n ' s y o u t h w a s u n d i s t i n g u i s h e d , a n d 

h e p u b l i s h e d h i s f i r s t s c i e n t i f i c p a p e r o n l y w h e n h e w a s t h i r t y . 

H a m i l t o n a t t a i n e d a u n i v e r s i t y p r o f e s s o r s h i p w h i l e h e w a s s t i l l a n 

u n d e r g r a d u a t e ; G r a s s m a n n n e v e r a t t a i n e d t h i s d i s t i n c t i o n d e s p i t e 

n u m e r o u s e f f o r t s . T h u s w h e n i n t h e 1 8 4 0 ' s t h e i r s y s t e m s w e r e b e -

i n g o f f e r e d t o t h e p u b l i c , H a m i l t o n h a d a s h e s a i d a " c a p i t a l " o f p e r -

s o n a l f a m e t h a t a i d e d h i m i n g a i n i n g r e c o g n i t i o n f o r h i s s y s t e m , 

w h e r e a s G r a s s m a n n w a s t h e n a n d l o n g r e m a i n e d a l m o s t u n k n o w n . 

B o t h m e n h a d s t r o n g i n t e r e s t s o u t s i d e m a t h e m a t i c s , p a r t i c u l a r l y 

i n r e g a r d t o l a n g u a g e s , p h i l o s o p h y , a n d r e l i g i o n . W i t h i n m a t h e -

m a t i c s b o t h h a d a s i m i l a r s t y l e t h a t l e d t h e m t o w r i t e l o n g , s c a r c e l y 

r e a d a b l e w o r k s e m b o d y i n g p h i l o s o p h i c a l i d e a s . B o t h w e r e i s o l a t e d 

g e o g r a p h i c a l l y f r o m t h e i r i m p o r t a n t c o n t e m p o r a r i e s : H a m i l t o n 

l i v e d i n D u b l i n a t a d i s t a n c e f r o m T r i n i t y C o l l e g e , a n d G r a s s m a n n 

l i v e d a t S t e t t i n , f r o m w h i c h h e h a d t o t r a v e l t o B e r l i n t o r e a d t h e 

Comptes rendus o f t h e P a r i s A c a d e m y . W h e n e a c h m a d e h i s d i s c o v -

e r y , h e e x p r e s s e d a r e a d i n e s s a n d a d e s i r e t o s p e n d a m a j o r p a r t o f 

h i s l i f e d e v e l o p i n g h i s s y s t e m . 

B o t h a l s o h a d o n e e s p e c i a l l y i m p o r t a n t f o l l o w e r , n e i t h e r o f w h o m 

h a d b e e n a s t u d e n t o f h i s m a s t e r . G r a s s m a n n w a i t e d n e a r l y u n t i l h i s 

d e a t h f o r a m e a s u r e o f f a m e ; H a m i l t o n ' s f a m e c a m e e a r l y b u t p r o b -

a b l y d i d n o t i n c r e a s e d u r i n g h i s l a t e r y e a r s o r i n t h e d e c a d e s i m m e -
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d i a t e l y a f t e r h i s d e a t h . B o t h w e r e g e n i u s e s a n d a l i k e i n t h a t t h e f a t e 

o f t h e i r s y s t e m s w a s t o d e p e n d o n t h e d e v e l o p m e n t a n d a c c e p t a n c e 

o f a n o t h e r s y s t e m , t h a t o f m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . C o r r e s p o n d i n g l y , 

j u d g m e n t s o n t h e s i g n i f i c a n c e o f t h e s e t w o m e n a s c r e a t o r s o f v e c -

t o r i a l s y s t e m s a r e c o m p l i c a t e d b y t h e f a c t t h a t t h e i r s y s t e m s h a v e 

n o t b y a n d l a r g e s u r v i v e d i n t a c t . T h e i r s y s t e m s w e r e a n c e s t o r s o f 

t h e m o d e r n s y s t e m , b u t t h i s a n c e s t r y t h e y t h e m s e l v e s m i g h t w e l l 

h a v e d i s c l a i m e d . 

C o n c e r n i n g t h e r e c e p t i o n a c c o r d e d t h e i r s y s t e m s a s t a t i s t i c a l 

s t u d y w a s m a d e o f t h e p u b l i c a t i o n s r e l a t i n g t o e a c h s y s t e m f r o m 

1 8 4 1 t o 1 9 0 0 . T h i s s t u d y r e v e a l e d t h a t r o u g h l y 5 9 4 p u b l i c a t i o n s r e -

l a t i n g t o q u a t e r n i o n s a p p e a r e d f r o m 1 8 4 1 t o 1 9 0 0 , w h e r e a s t h e r e 

w e r e r o u g h l y 2 1 7 p u b l i c a t i o n s r e l a t i n g t o G r a s s m a n n ' s s y s t e m d u r -

i n g t h i s t i m e s p a n . T h u s t h e r e w e r e s o m e t h i n g o n t h e o r d e r o f 2 . 7 3 

q u a t e r n i o n p u b l i c a t i o n s f o r e a c h G r a s s m a n n i a n p u b l i c a t i o n . T h e r e 

w e r e 3 8 q u a t e r n i o n b o o k s a s c o m p a r e d t o 1 6 w i t h i n t h e G r a s s m a n -

n i a n t r a d i t i o n , o r 2 . 3 7 q u a t e r n i o n b o o k s f o r e a c h b o o k i n t h e G r a s s -

m a n n i a n t r a d i t i o n . T h u s i n t e r e s t i n t h e q u a t e r n i o n s y s t e m w a s o n 

t h e o r d e r o f t w o a n d o n e - h a l f t i m e s a s g r e a t a s t h a t i n t h e G r a s s m a n -

n i a n s y s t e m . T h i s g e n e r a l i z a t i o n w a s q u a l i f i e d b y t h e o b s e r v a t i o n 

t h a t d u r i n g t h e l a s t d e c a d e o f t h e c e n t u r y t h e n u m b e r o f p u b l i c a -

t i o n s w i t h i n t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n w a s n e a r l y e q u a l t o t h e 

n u m b e r p u b l i s h e d w i t h i n t h e H a m i l t o n i a n t r a d i t i o n . 

I n r e l a t i o n t o g e o g r a p h i c d i s t r i b u t i o n o f i n t e r e s t i t w a s o b s e r v e d 

t h a t a m o n g t h e B r i t i s h , A m e r i c a n , F r e n c h , a n d G e r m a n p e o p l e s i n -

t e r e s t i n e a c h s y s t e m w a s s t r o n g e s t i n t h e l a n d o f i t s o r i g i n , n e x t 

s t r o n g e s t ( f o r b o t h s y s t e m s ) i n A m e r i c a , a n d s u b s t a n t i a l i n t h e o t h e r 

t w o c o u n t r i e s . T h e r e w a s s u f f i c i e n t l y w i d e s p r e a d i n t e r e s t i n q u a t e r -

n i o n s o u t s i d e t h e s e f o u r c o u n t r i e s t h a t t e n q u a t e r n i o n b o o k s w e r e 

p u b l i s h e d i n s e v e n o f t h e l e s s i n t e l l e c t u a l l y p r o d u c t i v e c o u n t r i e s o f 

t h e l a t e n i n e t e e n t h - c e n t u r y w o r l d . A n o t h e r m a j o r c o n c l u s i o n s f r o m 

t h e s t a t i s t i c a l s t u d y w a s t h a t i n t e r e s t i n v e c t o r i a l s y s t e m s w a s i n -

c r e a s i n g r a p i d l y d u r i n g t h e l a t t e r t h i r d o f t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y . 

A f t e r t h i s q u a n t i t a t i v e s t u d y e s t a b l i s h e d t h e d e g r e e o f s u c c e s s o f 

t h e q u a t e r n i o n s y s t e m , t h e r e l a t i o n o f T a i t , P e i r c e , M a x w e l l , a n d 

C l i f f o r d t o t h e q u a t e r n i o n t r a d i t i o n w a s a n a l y z e d . T a i t w a s H a m i l -

t o n ' s l e a d i n g d i s c i p l e a n d d i d m u c h t o m a k e H a m i l t o n ' s i d e a s 

b e t t e r k n o w n . I n a d d i t i o n t o t h i s h e d e v e l o p e d m a n y p a r t s o f q u a -

t e r n i o n a n a l y s i s , a n d s o m e o f t h e s e d e v e l o p m e n t s w e r e l a t e r t r a n s -

f e r r e d i n t o m o d e r n v e c t o r a n a l y s i s . M o s t i m p o r t a n t w a s T a i t ' s d e -

v e l o p m e n t o f t h e o p e r a t o r V ; a s M a x w e l l p u t i t , T a i t w a s t h e " C h i e f 

M u s i c i a n u p o n N a b l a . " T h u s t h e v e r y i m p o r t a n t t r a n s f o r m a t i o n 

t h e o r e m s a s s o c i a t e d w i t h V f i r s t a p p e a r e d i n v e c t o r i a l f o r m i n 
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T a i t ' s w r i t i n g s . M o r e o v e r T a i t r e p e a t e d l y s t r e s s e d (as H a m i l t o n h a d 

n o t ) t h e a p p l i c a t i o n s o f q u a t e r n i o n m e t h o d s i n p h y s i c a l s c i e n c e . 

D u r i n g t h e n i n e t e e n t h c e n t u r y , p h y s i c a l s c i e n c e ( a b o v e a l l e l e c -

t r i c i t y ) d e v e l o p e d i n s u c h a w a y t h a t t h e n e e d f o r a v e c t o r i a l s y s t e m 

i n c r e a s e d . T h u s f o r e x a m p l e e m p h a s i s w a s p l a c e d o n t h e f i e l d c o n -

c e p t , a n d p o t e n t i a l t h e o r y w a s d e v e l o p e d . M a x w e l l , p a r t l y t h r o u g h 

T a i t , b e c a m e i n t e r e s t e d i n q u a t e r n i o n a n a l y s i s s o m e t i m e a r o u n d 

1 8 7 0 . H i s e n t h u s i a s m f o r t h e " i d e a s , " b u t n o t t h e " m e t h o d s , " o f 

q u a t e r n i o n a n a l y s i s w a s g r e a t , a n d h i s c r i t i c a l a n a l y s i s o f t h e q u a -

t e r n i o n s y s t e m l e d h i m t o d e f i n i t e v i e w s a s t o t h e d e f e c t s i n t h i s 

s y s t e m . M o s t o f t h e s e d e f e c t s w e r e e l i m i n a t e d i n t h e G i b b s - H e a v -

i s i d e s y s t e m . T h e c h i e f s i g n i f i c a n c e o f M a x w e l l i s t h a t h e a s s o c i -

a t e d c e r t a i n p a r t s o f q u a t e r n i o n a n a l y s i s w i t h i m p o r t a n t i d e a s p r e -

s e n t e d in h i s Treatise on Electricity and Magnetism. T h o u g h t h e 

u s e o f q u a t e r n i o n m e t h o d s i n t h i s i n f l u e n t i a l b o o k w a s v e r y l i m i t e d , 

i t w a s s u f f i c i e n t t o l e a d o t h e r s c i e n t i s t s , m o s t n o t a b l y G i b b s a n d 

H e a v i s i d e , t o t h e s t u d y o f q u a t e r n i o n s . 

C e r t a i n l y n o t a l l , p r o b a b l y n o t e v e n a m a j o r i t y , o f t h e p h y s i c i s t s 

o f t h e 1 8 7 0 ' s a n d 1 8 8 0 ' s w e r e f a v o r a b l y d i s p o s e d t o w a r d v e c t o r i a l 

m e t h o d s . L o r d K e l v i n w a s n o t o n l y t h e m o s t i n f l u e n t i a l B r i t i s h 

p h y s i c i s t a t t h i s t i m e ; h e w a s a l s o a n o u t s p o k e n c r i t i c o f q u a t e r n i o n 

m e t h o d s a s w e l l a s v e c t o r i a l m e t h o d s i n g e n e r a l . T a i t w a s n o t t h e 

o n l y v i g o r o u s a d v o c a t e o f q u a t e r n i o n s . B e n j a m i n P e i r c e w a s a n 

e a r l y a n d i n f l u e n t i a l p r o p o n e n t o f H a m i l t o n ' s i d e a s , a n d m u c h o f t h e 

i n t e r e s t i n q u a t e r n i o n s i n t h e U n i t e d S t a t e s c a n b e t r a c e d t o h i m . 

P e i r c e w a s a l s o d i s c u s s e d a s i l l u s t r a t i v e o f t h e n o t s m a l l n u m b e r o f 

m e n w h o w e r e l e d f r o m q u a t e r n i o n s t o m a t h e m a t i c a l i d e a s o f g r e a t 

i m p o r t a n c e , b u t i d e a s o u t s i d e o f t h e q u a t e r n i o n s y s t e m . W i l l i a m 

K i n g d o n C l i f f o r d w a s s e e n a s a v e r y c a p a b l e m a t h e m a t i c i a n w h o 

w a s k n o w l e d g e a b l e i n b o t h t h e H a m i l t o n i a n a n d G r a s s m a n n i a n t r a -

d i t i o n s . C l i f f o r d ' s p r e s e n t a t i o n o f a v e c t o r i a l s y s t e m i n h i s Elements 

o f Dynamic w a s v i e w e d a s p r o p h e t i c i n t h e s e n s e t h a t i t f o r e s h a d -

o w e d t h e p r e s e n t a t i o n s o f G i b b s a n d H e a v i s i d e . T h u s t h e p e r i o d 

f r o m 1 8 6 5 t o 1 8 8 0 w a s c h a r a c t e r i z e d a s a t i m e o f " r e a l i z a t i o n s " a s 

o p p o s e d t o " d i s c o v e r i e s . " D u r i n g t h i s p e r i o d m a n y s c i e n t i s t s c a m e 

t o r e a l i z e t h a t v e c t o r i a l s y s t e m s w e r e i m p o r t a n t a n d u s e f u l , a n d a 

f e w s c i e n t i s t s b e g a n t o d i s c e r n w h i c h e l e m e n t s i n t h e e x i s t i n g s y s -

t e m s w e r e m o s t s i g n i f i c a n t . T h u s t h e s t a g e w a s s e t f o r G i b b s a n d 

H e a v i s i d e . 

T h e m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s o r i g i n a t e d w i t h J o s i a h W i l -

l a r d G i b b s a n d O l i v e r H e a v i s i d e . T h e s e t w o g r e a t p h y s i c i s t s , w o r k -

i n g i n d e p e n d e n t l y o f e a c h o t h e r , c o n s t r u c t e d t h e i r s y s t e m s ( w h i c h 

w e r e e s s e n t i a l l y i d e n t i c a l ) d u r i n g t h e l a t e 1 8 7 0 ' s a n d e a r l y 1 8 8 0 ' s . 
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T h e p o s i t i o n o f b o t h i n r e l a t i o n t o p r e v i o u s t r a d i t i o n s w a s i d e n t i c a l . 

I t w a s d e m o n s t r a t e d t h a t e a c h b e g a n t o s t u d y t h e q u a t e r n i o n s y s -

t e m u n d e r t h e s t i m u l u s s u p p l i e d b y M a x w e l l ' s e l e c t r o m a g n e t i c 

w r i t i n g s . B o t h w e r e e x p o s e d t o M a x w e l l ' s c r i t i c a l r e m a r k s i n h i s 

Treatise on Electricity and Magnetism a n d to t h e p r a c t i c e f o l l o w e d 

b y M a x w e l l i n t h a t w o r k . T h u s G i b b s a n d H e a v i s i d e c r e a t e d a s y s -

t e m t h a t s u c c e s s f u l l y a v o i d e d t h e d e f e c t s a s c r i b e d t o t h e q u a t e r n i o n 

s y s t e m b y M a x w e l l a n d s i m u l t a n e o u s l y s a l v a g e d t h o s e p a r t s o f t h e 

q u a t e r n i o n a p p r o a c h t h a t M a x w e l l p r a i s e d . T h o u g h n e i t h e r w a s i n -

f l u e n c e d b y G r a s s m a n n , G i b b s d i d b e c o m e a n a d v o c a t e o f s o m e o f 

G r a s s m a n n ' s i d e a s i n m u l t i p l e a l g e b r a . 

D u r i n g t h e 1 8 8 0 ' s t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m s t a r t e d t o b e c o m e 

k n o w n t h r o u g h G i b b s ' s e l e c t i v e l y d i s t r i b u t e d b o o k l e t a n d t h r o u g h 

h i s l e c t u r e s a t Y a l e , a n d t h r o u g h H e a v i s i d e ' s p u b l i c a t i o n s i n t h e 

Electrician a n d e l s e w h e r e . G i b b s ' c r e a t i v e c o n t r i b u t i o n t o v e c t o r 

a n a l y s i s w a s g r e a t e r t h a n H e a v i s i d e ' s , t h o u g h H e a v i s i d e p l a y e d a 

g r e a t e r r o l e i n g a i n i n g a c c e p t a n c e f o r t h e i r s y s t e m , s i n c e h e s e t 

f o r t h v e c t o r a n a l y s i s i n h i s v e r y i m p o r t a n t e l e c t r i c a l p u b l i c a t i o n s . 

I t w a s p o i n t e d o u t t h a t b o t h G i b b s a n d H e a v i s i d e m a d e e f f o r t s f r o m 

a n u m b e r o f d i r e c t i o n s t o m a k e t h e i r s y s t e m s b e t t e r k n o w n a n d t h a t 

o n e f a c t o r t h a t m u s t h a v e i n f l u e n c e d m a n y r e a d e r s w a s t h e r a p i d l y 

i n c r e a s i n g f a m e o f e a c h a s a p h y s i c a l s c i e n t i s t . T h u s b y 1 8 9 0 t h e 

m o d e r n s y s t e m o f v e c t o r a n a l y s i s h a d b e e n c r e a t e d a n d o f f e r e d , a s i t 

w e r e , t o t h e p u b l i c . I t w a s n o t a s y e t w i d e l y k n o w n , b u t t h i s s i t u a -

t i o n w a s s o o n t o c h a n g e , f o r a " s t r u g g l e f o r e x i s t e n c e " w a s a b o u t t o 

b e g i n . 

T h i s " s t r u g g l e f o r e x i s t e n c e " t o o k p l a c e f r o m 1 8 9 0 t o 1 8 9 4 ; t h i r t y -

e i g h t p u b l i c a t i o n s w r i t t e n d u r i n g t h a t t i m e b y m o r e t h a n t w e l v e 

s c i e n t i s t s w e r e d i s c u s s e d . I t w a s s t r e s s e d t h a t t h e d e b a t e w a s w i d e -

s p r e a d , c o n d u c t e d w i t h v e h e m e n c e , p a r t i c i p a t e d i n m a i n l y b y 

p h y s i c i s t s , a n d p r e s e n t e d i n a v e r y r e a d a b l e m a n n e r . T h e m a i n 

q u e s t i o n d e b a t e d w a s , W h i c h v e c t o r i a l s y s t e m i s b e s t ? A l l t h e p a r -

t i c i p a n t s e x c e p t C a y l e y w e r e c o n v i n c e d t h a t a v e c t o r i a l a p p r o a c h 

w a s d e s i r a b l e . T h e m a i n c o n t e s t i n g s y s t e m s w e r e t h e H a m i l t o n -

T a i t a n d t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m s ; t h e m e r i t s o f t h e s y s t e m s o f 

G r a s s m a n n a n d M a c f a r l a n e w e r e d e b a t e d , b u t t o a l e s s e r e x t e n t . A 

m a j o r r e s u l t o f t h e d e b a t e w a s t h a t t h e q u a t e r n i o n s y s t e m , w h i c h 

w a s w e l l k n o w n , w a s f o r c e f u l l y a t t a c k e d ; a n d t h e G i b b s - H e a v i s i d e 

s y s t e m , w h i c h u n t i l t h e n w a s n o t w e l l k n o w n , r e c e i v e d m u c h p u b -

l i c i t y , t h o u g h c e r t a i n l y n o t a l w a y s o f t h e m o s t f a v o r a b l e k i n d . 

I t w a s s u g g e s t e d t h a t t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m e m e r g e d f r o m 

t h e d e b a t e w i t h i m p r o v e d c h a n c e s f o r w i d e s p r e a d a c c e p t a n c e ; t h i s 

w a s p a r t l y d u e t o t h e f a c t t h a t t h o s e w h o w r o t e o n i t s b e h a l f p r e -
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s e n t e d a u n i f i e d f r o n t , w e r e m o r e t a c t f u l i n t h e i r p r e s e n t a t i o n , w e r e 

m o r e k n o w l e d g e a b l e o f t h e o p p o n e n t s ' s y s t e m , a n d ( j u d g i n g b y 

l a t e r h i s t o r y ) w e r e r i g h t i n t h e i r a r g u m e n t s . F i n a l l y i t w a s s u g g e s t e d 

t h a t a n u n n e c e s s a r y , b u t n o n e t h e l e s s r e a l , r e s u l t o f t h e d e b a t e w a s 

t h a t H a m i l t o n ' s f a m e s u f f e r e d . T h i s w a s u n n e c e s s a r y i n t h a t , r h e t o r -

i c a l c o n s i d e r a t i o n s a s i d e , G i b b s a n d H e a v i s i d e c o u l d h a v e w i t h 

j u s t i c e p r e s e n t e d t h e m s e l v e s a s d e s c e n d e n t s f r o m H a m i l t o n a n d 

T a i t r a t h e r t h a n a s o p p o n e n t s o f t h e m . T h a t t h e y d i d n o t d o t h i s i s 

c e r t a i n l y n o c a u s e f o r c e n s u r e ; t h a t t h e y c h o s e n o t t o d o t h i s w a s a 

r e s u l t o f t h e n a t u r a l t e n d e n c y o f t h e q u a t e r n i o n i s t s t o d r a w o n t h e 

c a p i t a l o f f a m e t h a t h a d a c c r u e d t o H a m i l t o n . T h u s b y 1 8 9 4 t h e 

G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m h a d b e c o m e k n o w n t o a s u b s t a n t i a l n u m -

b e r o f s c i e n t i s t s ; i t w a s n o t a s y e t w i d e l y u s e d . 

T h e m e t h o d o l o g y s e l e c t e d f o r t h e d i s c u s s i o n o f t h e a c c e p t a n c e o f 

t h e G i b b s - H e a v i s i d e s y s t e m w a s t o a n a l y z e t h e b o o k s p u b l i s h e d 

f r o m 1 8 9 4 t o 1 9 1 0 t h a t p r e s e n t e d t h e n o w - c o m m o n s y s t e m o f v e c t o r 

a n a l y s i s i n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e i r o r i g i n , t h e i r n a t u r e , a n d t h e i r 

s u c c e s s i n a t t r a c t i n g r e a d e r s . I t w a s c o n c l u d e d t h a t i t w a s p r i m a r i l y 

t h r o u g h H e a v i s i d e a n d h i s a s s o c i a t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s w i t h M a x -

w e l l ' s e l e c t r i c a l i d e a s t h a t t h e m o d e r n s y s t e m e n t e r e d i n t o t h e G e r -

m a n - s p e a k i n g l a n d s , e s p e c i a l l y t h r o u g h t h e w r i t i n g s o f s u c h m e n a s 

F o p p l , L o r e n t z , A b r a h a m , B u c h e r e r , G a n s , V a l e n t i n e r , a n d I g n a -

t o w s k y . T h r o u g h F e r r a r i s i t b e c a m e a v a i l a b l e i n I t a l y , a n d t h r o u g h 

H e a v i s i d e h i m s e l f i t h a d a l r e a d y b e c o m e a v a i l a b l e i n B r i t a i n . 

T h r o u g h G i b b s a n d h i s p u p i l W i l s o n a n e x c e l l e n t p r e s e n t a t i o n o f 

t h e m o d e r n s y s t e m w a s p u b l i s h e d i n A m e r i c a . C o f f i n ' s s h o r t e r b o o k 

f u r t h e r h e l p e d t o m a k e t h i s s y s t e m a v a i l a b l e . T h r o u g h P . O . S o m o f f , 

w h o w a s a c q u a i n t e d w i t h b o t h t h e G i b b s a n d t h e H e a v i s i d e t r a d i -

t i o n s , t h e m o d e r n s y s t e m w a s p r e s e n t e d i n R u s s i a . 

T h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n w a s k e p t a l i v e i n t h e w r i t i n g s o f 

B u r a l i - F o r t i , M a r c o l o n g o , T i m e r d i n g , a n d J a h n k e . I n t h e w r i t i n g s 

o f t h e s e m e n G r a s s m a n n ' s i d e a s w e r e d o m i n a n t , t h o u g h t h e m e t h -

o d s a n d s t y l e o f t h e G i b b s - H e a v i s i d e t r a d i t i o n w e r e n o t a b s e n t . T o 

a f a r l e s s e r d e g r e e t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n e n t e r e d i n t o s u c h 

w o r k s a s t h o s e o f W i l s o n a n d V a l e n t i n e r . H o w e v e r , i t w a s c o n -

c l u d e d o n t h e b a s e s o f r e p u b l i c a t i o n a n d t r a n s l a t i o n i n f o r m a t i o n 

t h a t t h e b o o k s d i r e c t l y w i t h i n t h e G i b b s - H e a v i s i d e t r a d i t i o n w e r e 

t h e o n e s t h a t w e r e w i d e l y u s e d b y t h e s c i e n t i f i c w o r l d . T h u s , i n 

s h o r t , t h e H e a v i s i d e t r a d i t i o n w a s t h e m o s t i m p o r t a n t , t h e G i b b s i a n 

t r a d i t i o n s e c o n d i n i m p o r t a n c e , a n d t h e G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n a 

d i s t a n t t h i r d . B o o k s w i t h i n o t h e r t r a d i t i o n s h a d n o t c e a s e d t o a p -

p e a r , b u t t h e i r n u m b e r h a d d e c r e a s e d g r e a t l y . T h e p u r e H a m i l -

t o n i a n a n d t h e p u r e G r a s s m a n n i a n s y s t e m s a r e n o t y e t m a t h e m a t i -
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c a l a n t i q u e s ; t h u s , f o r e x a m p l e , H e n r y G e o r g e F o r d e r p u b l i s h e d i n 

1 9 4 1 a b o o k e n t i t l e d The Calculus o f Extension 1 w h i c h i s i n t h e 

G r a s s m a n n i a n t r a d i t i o n , a n d O t t o F . F i s c h e r p u b l i s h e d i n t h e 

1 9 5 0 ' s t w o l o n g b o o k s w i t h i n t h e H a m i l t o n i a n t r a d i t i o n . 2 

H e r o e s t h e h i s t o r y o f s c i e n c e m u s t h a v e , t h o u g h w i t h i n t h e s c o p e 

o f t h e p r e s e n t s t u d y s o m a n y s c i e n t i s t s h a v e c o n t r i b u t e d s i g n i f i -

c a n t l y t h a t t h e d i s c e r n m e n t o f a n o r d e r o f h e r o i c a c c o m p l i s h m e n t i s 

f a r f r o m e a s y . N o n e t h e l e s s , i f t w o o f t h e m e n d i s c u s s e d a r e d e s e r v -

i n g o f l a s t m e n t i o n , t h e y a r e c e r t a i n l y G r a s s m a n n a n d H a m i l t o n . 

E a c h m a d e a p r o p h e t i c s t a t e m e n t , a n d t h e s e s t a t e m e n t s w i l l b e 

q u o t e d , b u t p r e f a c e d b y t h e r e m a r k t h a t t h e p r e s e n t a l m o s t u n i -

v e r s a l a d o p t i o n o f v e c t o r a n a l y s i s h a s f u l f i l l e d t h e i r p r o p h e c i e s , n o t 

t o t h e l e t t e r o f t h e s t a t e m e n t s , b u t t o t h e s p i r i t t h e r e o f . 

W r i t i n g i n 1 8 6 1 , G r a s s m a n n c o n c l u d e d t h e f o r e w o r d o f h i s s e c -

o n d Ausdehnungslehre w i t h t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t : 

F o r I r e m a i n c o m p l e t e l y c o n f i d e n t t h a t t h e l a b o r w h i c h I h a v e ex -

p a n d e d o n t h e s c i e n c e p r e s e n t e d h e r e a n d w h i c h has d e m a n d e d a s i g -

n i f i c a n t p a r t o f m y l i f e a s w e l l a s t h e m o s t s t r e n u o u s a p p l i c a t i o n o f m y 

p o w e r s w i l l n o t b e l o s t . I t i s t r u e t h a t I a m a w a r e t h a t t h e f o r m w h i c h I 

h a v e g i v e n t h e s c i e n c e i s i m p e r f e c t a n d m u s t b e i m p e r f e c t . B u t I k n o w 

a n d f e e l o b l i g e d t o s t a t e ( t h o u g h I r u n t h e r i s k o f s e e m i n g a r r o g a n t ) t h a t 

e v e n i f t h i s w o r k s h o u l d a g a i n r e m a i n u n u s e d f o r a n o t h e r s e v e n t e e n 

y e a r s o r e v e n l o n g e r , w i t h o u t e n t e r i n g i n t o t h e a c t u a l d e v e l o p m e n t o f 

s c i e n c e , s t i l l t h a t t i m e w i l l c o m e w h e n i t w i l l b e b r o u g h t f o r t h f r o m t h e 

d u s t o f o b l i v i o n , a n d w h e n i d e a s n o w d o r m a n t w i l l b r i n g f o r t h f r u i t . I 

k n o w t h a t i f I a l s o f a i l t o g a t h e r a r o u n d m e i n a p o s i t i o n ( w h i c h I h a v e u p 

t o n o w d e s i r e d i n v a i n ) a c i r c l e o f s c h o l a r s , w h o m I c o u l d f r u c t i f y w i t h 

t h e s e i d e a s , a n d w h o m I c o u l d s t i m u l a t e t o d e v e l o p a n d e n r i c h f u r t h e r 

t h e s e i d e a s , n e v e r t h e l e s s t h e r e w i l l c o m e a t i m e w h e n t h e s e i d e a s , p e r -

h a p s i n a n e w f o r m , w i l l a r i s e a n e w a n d w i l l e n t e r i n t o l i v i n g c o m m u n i -

c a t i o n w i t h c o n t e m p o r a r y d e v e l o p m e n t s . F o r t r u t h i s e t e r n a l a n d d i v i n e , 

a n d n o p h a s e i n t h e d e v e l o p m e n t o f t r u t h , h o w e v e r s m a l l m a y b e t h e 

r e g i o n e n c o m p a s s e d , c a n pass o n w i t h o u t l e a v i n g a t r a c e ; t r u t h r e m a i n s , 

e v e n t h o u g h t h e g a r m e n t i n w h i c h p o o r m o r t a l s c l o t h e i t m a y f a l l t o 

d u s t . 3 

T a i t i n t h e p r e f a c e t o t h e t h i r d e d i t i o n o f h i s Treatise o n Quater-

nions q u o t e d f r o m a l e t t e r w r i t t e n t o h i m i n 1 8 5 9 b y H a m i l t o n . 

H a m i l t o n h a d a s k e d T a i t : 

Could a n y t h i n g b e s i m p l e r o r m o r e s a t i s f a c t o r y ? D o n ' t you feel, a s w e l l 

as t h i n k , t h a t we a r e on a right track, a n d s h a l l be thanked h e r e a f t e r . 

N e v e r m i n d w h e n . 4 
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J o l y , C h a r l e s J a s p e r , 4 6 , 2 4 0 

J o n e s , P . S . , 1 4 

J u e l , C . , 1 3 

K 

K a n t , I m m a n u e l , 2 4 - 2 5 , 4 4 

K e l l a n d , P h i l i p , 1 2 0 - 1 2 1 , 1 3 3 - 1 3 4 , 1 4 6 , 

2 0 3 , 2 3 2 , 2 4 0 

K e l l o g g , O l i v e r D i m o n , 1 4 6 

K e l v i n , L o r d ( W i l l i a m T h o m s o n ) , v i i , 

1 1 9 - 1 2 0 , 1 2 9 - 1 3 1 , 1 3 3 , 1 3 5 , 1 4 5 , 

1 4 7 - 1 4 9 , 1 5 4 , 2 0 5 , 2 5 1 

K i m u r a , S h u n k i c h i , 2 1 8 , 2 2 3 

K i p l i n g , R u d y a r d , 2 1 4 

K i r c h h o f f , G u s t a v R o b e r t , 1 2 9 , 1 5 4 

K i r k m a n , T h o m a s P e n y n g t o n , 3 8 

K l e i n , F e l i x , 9 , 1 5 , 9 2 , 9 6 , 1 0 7 , 1 5 5 , 1 6 1 , 

1 7 6 , 1 8 0 , 2 2 3 , 2 2 7 , 2 3 6 , 2 4 4 - 2 4 5 

K l i n k e r f u s s , E . F . W . , 1 6 0 , 1 7 9 

K n o t t , C a r g i l l G i l s t o n , 9 , 1 5 , 9 6 - 9 7 , 9 9 -

1 0 0 , 1 0 8 , 1 2 0 - 1 2 1 , 1 4 4 , 1 4 8 , 1 5 7 , 

1 7 8 , 1 9 8 , 2 0 0 , 2 0 5 , 2 0 9 , 2 1 6 , 2 2 1 -

2 2 3 , 2 2 9 , 2 4 0 , 2 4 4 , 2 5 5 

K o r m e s , J . P . , 1 0 2 

K r a m a r , F . D . , 1 4 

K u m m e r , E r n s t E d u a r d , 8 1 

L 

L a c r o i x , S y l v e s t r e - F r a n g o i s , 1 0 , 1 3 

L a g r a n g e , J o s e p h L o u i s , 1 4 , 2 1 , 3 3 , 5 7 , 

1 1 9 , 1 4 9 , 1 9 9 

L a i s a n t , C h a r l e s A n g e , 5 3 , 1 0 3 

L a m e , G a b r i e l , 8 4 

L a p l a c e , P i e r r e - S i m o n , 2 0 , 4 5 , 6 0 , 1 1 9 

L a q u i e r e , M . , 1 0 3 

L a r m o r , J o s e p h , 1 7 8 

L a t t e s , S . , 2 4 3 

L a v o i s i e r , A n t o i n e - L a u r e n t , 9 5 

Lectures on Quaternions ( H a m i l t o n ) , 

1 9 - 2 0 , 2 5 , 3 5 - 3 9 , 4 0 , 4 6 , 7 7 , 8 5 , 8 7 , 

1 2 1 , 2 3 4 

L e e , S i r G e o r g e , 1 7 9 

L e g e n d r e , A d r i e n M a r i e , 1 0 

L e i b n i z , G o t t f r i e d W i l h e l m , 3 - 5 ; 2 , 

1 3 - 1 4 , 3 7 , 8 0 , 8 8 , 1 0 4 , 2 4 7 ; a n d 

g e o m e t r y o f s i t u a t i o n , 3 - 5 ; a n d 

G r a s s m a n n , 4 - 5 , 8 0 , 8 8 

L e v e r r i e r , U r b a i n , 2 1 

L i e , S o p h u s , 1 3 

L i n e a r p r o d u c t o f G r a s s m a n n , 6 3 , 7 0 , 8 3 

L i n e a r v e c t o r f u n c t i o n a n d F o p p l , 2 2 7 ; 

a n d G a n s , 2 3 1 ; a n d G i b b s , 1 5 2 , 1 5 6 -

1 5 7 , 1 6 8 , 1 8 7 , 2 0 2 ; a n d G r a s s m a n n , 

6 3 , 7 6 , 1 8 7 ; a n d H a m i l t o n , 3 6 , 4 1 , 

2 0 2 ; a n d H e a v i s i d e , 1 6 7 , 1 7 2 ; a n d 
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M a x w e l l , 1 3 4 - 1 3 6 , 1 3 9 , 1 5 2 ; a n d 

T a i t , 1 2 3 , 1 3 4 , 1 3 5 , 2 0 2 ; a n d W i l s o n , 

2 2 9 

L l o y d , H u m p h r e y , 2 1 - 2 2 

L o b a c h e v s k i , N i c o l a s , 9 5 

L o d g e , A l f r e d , 1 9 1 - 1 9 2 , 2 0 4 ; 1 7 4 , 2 0 3 , 

2 0 6 , 2 2 1 - 2 2 3 

L o d g e , O l i v e r , 2 2 3 

L o e m k e r , L e r o y E . , 1 3 - 1 4 

L o r e n t z , H e n d r i k A n t o o n , 4 3 , 1 5 5 , 2 3 1 , 

2 3 8 - 2 3 9 , 2 4 2 - 2 4 3 , 2 5 3 

L o t z e , A l f r e d , 2 4 3 

L o w e l l , A . L a w r e n c e , 1 2 6 , 1 4 7 

M 

M c A u l a y , A l e x a n d e r , 1 8 9 - 1 9 0 , 1 9 3 - 1 9 5 , 

1 9 6 - 2 0 1 , 2 0 3 , 2 0 7 , 2 1 1 , 2 2 1 , 2 2 3 

M c C o r m a c k , T h o m a s J . , 1 4 

M a c C u l l a g h , J a m e s , 3 4 - 3 5 

M a c D u f f e e , C . C . , 4 4 - 4 5 

M a c f a r l a n e , A l e x a n d e r , 1 9 0 - 1 9 1 , 1 9 5 -

1 9 6 , 2 0 3 - 2 0 4 ; 2 0 6 - 2 0 7 , 2 0 9 - 2 1 0 ; 

i x , 9 6 , 1 3 9 , 1 4 4 - 1 4 6 , 1 4 8 - 1 4 9 , 1 7 3 , 

1 9 2 , 2 0 1 , 2 0 8 , 2 1 8 - 2 1 9 , 2 2 1 - 2 2 3 , 

2 4 0 , 2 4 5 - 2 4 6 , 2 5 2 , 2 5 9 ; a n d T a i t , 

1 2 1 , 1 9 0 - 1 9 1 , 1 9 6 , 2 0 3 , 2 1 7 

M a c h , E r n s t , 1 4 

M a d d o x , J . R . , 1 4 , 4 4 

M a r c o l o n g o , R o b e r t o , 2 3 5 - 2 3 7 ; 2 4 0 -

2 4 1 , 2 4 3 , 2 4 5 - 2 4 6 , 2 5 3 

M a s s a u , J . , 1 8 1 

M a t r i c e s , 7 6 , 1 8 8 

M a x w e l l , J a m e s C l e r k , 1 2 7 - 1 3 9 ; 3 3 , 

1 0 9 - 1 1 0 , 1 1 9 - 1 2 0 , 1 2 4 , 1 4 2 , 1 4 4 , 

1 4 6 - 1 4 9 , 1 5 1 , 1 5 9 - 1 6 0 , 1 7 2 , 1 8 0 , 

1 9 0 , 1 9 3 - 1 9 4 , 2 1 1 , 2 3 2 - 2 3 4 , 2 3 9 , 

2 4 2 , 2 5 0 - 2 5 3 ; b e g a n s t u d y o f q u a -

t e r n i o n s , 1 2 9 , 1 3 2 ; a n d G i b b s , 1 3 7 , 

1 3 9 , 1 5 0 , 1 5 2 - 1 5 5 ; a n d G r a s s m a n n , 

1 3 8 ; a n d H e a v i s i d e , 1 3 7 , 1 3 9 , 1 4 3 , 

1 5 0 , 1 6 2 - 1 6 6 , 1 6 9 - 1 7 1 , 1 7 4 - 1 7 7 , 

2 1 9 , 2 2 5 - 2 2 8 ; a n d T a i t , 1 1 7 , 1 2 8 -

1 2 9 , 1 3 2 - 1 3 3 , 1 3 7 - 1 3 8 

M e h m k e , R u d o l f , 1 0 2 

" M e m o i r e s u r l e s q u a n t i t e s i m a g i n a i r e s " 

( B u e e ) , 9 , 1 5 

" M e m o i r e s u r l e s s o m m e s e t l e s d i f f e -

r e n c e s g e o m e t r i q u e s " ( S a i n t - V e n -

a n t ) , 8 1 - 8 3 

M e r r i a m , M a n s f i e l d , 1 9 1 , 2 4 6 

M i c h e l s o n , A l b e r t , 1 5 4 

M i l t o n , J o h n , 2 2 3 

M i n c h i n , G e o r g e M . , 2 0 9 - 2 1 1 ; 1 6 9 , 1 8 0 , 
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M o b i u s , A u g u s t F e r d i n a n d , 4 8 - 5 2 ; 4 , 

3 4 , 4 7 , 6 9 , 8 2 , 8 5 - 8 8 , 9 4 , 1 0 2 - 1 0 3 , 

1 0 6 - 1 0 7 , 1 2 7 , 1 5 1 , 1 5 8 , 2 3 1 - 2 3 4 , 

2 3 9 , 2 4 5 , 2 4 8 ; h i s b a r y c e n t r i c c a l c u -

l u s , 4 8 - 5 2 ; r e l a t i o n t o G r a s s m a n n , 

5 0 - 5 2 , 5 7 - 5 8 , 7 3 - 7 4 , 7 8 - 8 0 , 8 3 - 8 4 , 

8 9 

M o l e n b r o e k , P i e t e r , 2 1 8 , 2 2 3 

M o r i t z , R o b e r t E d o u a r d , 4 5 

M o r r i s , P r o f e s s o r , 2 2 8 

M o u r e y , C . V . , 1 1 ; 5 , 8 , 1 5 - 1 6 , 3 4 , 8 2 , 

2 4 7 

M i i l l e r , E m i l , 2 3 3 , 2 4 5 

M u l t i p l i c a t i o n o f v e c t o r i a l e n t i t i e s : 

A C C O R D I N G t o B e l l a v i t i s , 5 2 - 5 4 ; t o 

G r a s s m a n n , 5 7 f f . , 6 8 f f . ; t o q u a t e r -

n i o n s , 2 8 - 3 2 ; t o W e s s e l , 7 - 8 

D O T P R O D U C T ( m o d e r n ) : 2 8 - 2 9 , 4 4 , 

4 5 ; a n d B u r a l i - F o r t i ' s i n t e r n a l 

p r o d u c t , 2 3 6 ; a n d C l i f f o r d ' s sca -

l a r p r o d u c t , 1 4 0 - 1 4 3 ; a n d D e -

m o u l i n , 1 8 1 ; a n d G a u s s , 1 0 5 ; a n d 

G i b b s ' d i r e c t p r o d u c t , 1 5 2 , 1 5 5 -

1 5 6 , 1 6 0 , 1 8 5 - 1 8 6 , 1 8 7 , 1 9 8 - 1 9 9 , 

2 0 5 ; a n d G r a s s m a n n ' s i n n e r p r o d -

u c t , 7 0 , 8 0 - 8 1 , 8 6 , 2 4 8 ; a n d G r a s s -

m a n n ' s l i n e a r p r o d u c t , 6 3 ; a n d 

H a m i l t o n ' s s c a l a r p r o d u c t , 3 2 , 

2 4 8 ; a n d H e a v i s i d e ' s s c a l a r p r o d -

u c t , 1 6 3 - 1 7 2 ; a n d J a h n k e , 2 3 3 ; 

a n d K n o t t , 2 0 1 - 2 0 2 , 2 0 8 ; a n d 

L o d g e , 2 0 4 ; a n d M a c f a r l a n e , 1 9 0 -

1 9 1 , 2 0 3 - 2 0 4 , 2 0 7 , 2 1 0 ; a n d M a r -

c o l o n g o ' s i n t e r n a l p r o d u c t , 2 3 6 ; 

a n d M a s s a u , 1 8 1 ; a n d M o b i u s ' 

p r o j e c t i v e p r o d u c t , 5 1 - 5 2 ; a n d 

O ' B r i e n , 9 7 f f . ; a n d P e d d i e , 2 0 9 ; 

a n d q u a t e r n i o n s c a l a r p r o d u c t , 3 2 , 

1 2 2 - 1 2 3 , 1 5 2 , 1 5 5 - 1 5 6 ; a n d R e s a l , 

1 0 6 ; a n d T a i t , 1 2 2 - 1 2 3 , 1 5 5 - 1 5 6 

C R O S S P R O D U C T ( m o d e r n ) : 2 8 - 2 9 , 

4 4 , 4 5 ; a n d B u c h e r e r , 2 3 0 ; a n d 

B u r a l i - F o r t i ' s v e c t o r i a l p r o d u c t , 

2 3 6 - 2 3 7 ; a n d C l i f f o r d ' s v e c t o r 

p r o d u c t , 1 4 0 - 1 4 3 ; a n d D e m o u l i n , 

1 8 1 ; a n d G i b b s ' s k e w p r o d u c t , 

1 5 2 , 1 5 5 - 1 5 6 , 1 8 5 - 1 8 8 , 1 9 8 - 1 9 9 , 

2 0 5 ; a n d H . G . G r a s s m a n n ' s g e o -

2 6 6 
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m e t r i c a l p r o d u c t , 5 7 f f . ; a n d H . G . 

G r a s s m a n n ' s o u t e r p r o d u c t , 7 0 f f . , 

8 6 - 8 7 , 2 4 8 ; a n d J . G . G r a s s m a n n ' s 

g e o m e t r i c a l p r o d u c t , 5 7 - 6 0 ; a n d 

H a m i l t o n ' s v e c t o r p r o d u c t , 3 2 , 

2 4 8 ; a n d H e a v i s i d e ' s v e c t o r p r o d -

u c t , 1 6 3 - 1 7 2 ; a n d I g n a t o w s k y , 

2 3 8 ; a n d J a h n k e , 2 3 1 - 2 3 3 ; a n d 

K n o t t , 2 0 1 - 2 0 2 , 2 0 8 ; a n d M a c f a r -

l a n e , 1 9 0 - 1 9 1 ; 2 0 3 - 2 0 4 , 2 0 7 , 2 1 0 ; 

a n d M a r c o l o n g o ' s v e c t o r i a l p r o d -

u c t , 2 3 6 - 2 3 7 ; a n d M a s s a u , 1 8 1 ; 

a n d M o b i u s ' g e o m e t r i c a l p r o d u c t , 

5 7 - 6 0 ; a n d O ' B r i e n , 9 7 f f . ; a n d 

P e d d i e , 2 0 9 ; a n d q u a t e r n i o n v e c -

t o r p r o d u c t , 3 2 , 1 2 2 - 1 2 3 , 1 5 2 , 

1 5 5 - 1 5 6 ; a n d S a i n t - V e n a n t ' s g e o -

m e t r i c a l p r o d u c t , 8 1 - 8 2 ; a n d T a i t , 

1 2 2 - 1 2 3 , 1 5 5 - 1 5 6 

S C A L A R P R O D U C T . See D o t p r o d -

u c t 

V E C T O R P R O D U C T . See C r o s s p r o d -

u c t 

N 

N a b l a . See D e l , o r i g i n o f t e r m n a b l a , 1 4 6 

N a g e l , E r n e s t , 7 9 , 1 0 4 - 1 0 5 

N a t i o n a l A c a d e m y o f S c i e n c e ( U . S . ) , 2 2 

N e a n d e r , J . A . W . , 5 5 

N e u g e b a u e r , O . , 1 0 8 

N e w c o m b , S i m o n , 1 5 4 

N e w t o n , H . A . , 1 2 6 , 1 4 7 , 1 5 1 

N e w t o n , I s a a c , v i i , 1 8 , 3 7 , 5 5 , 1 2 7 - 1 2 8 

N i c h o l , J . P . , 3 8 , 4 6 

N o b l e , C . A . , 2 4 5 

N o r g a a r d , M a r t i n A . , i x , 1 3 

N o t a t i o n : c o m p a r a t i v e t a b l e o f , b y S h a w , 

1 7 9 , 2 4 4 ; d e b a t e o n , i n e a r l y 2 0 t h 

c e n t u r y , 2 1 8 , 2 3 6 

N o t e s y s t e m e x p l a i n e d , i x 

N o t h , H e r m a n n , 9 3 

O 

O ' B r i e n , M a t t h e w , 9 6 - 1 0 1 ; 4 7 , 1 0 2 , 1 0 8 , 
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" O m D i r e c t i o n e n s a n a l y t i s k e B e t e g n -

i n g " ( W e s s e l ) , 6 - 8 , 1 3 

" O n M u l t i p l e A l g e b r a " ( G i b b s ) , 1 5 8 -

160 

" O n S y m b o l i c F o r m s " ( O ' B r i e n ) , 9 7 - 1 0 1 

O p e n p r o d u c t o f G r a s s m a n n , 7 6 

O ' S u l l i v a n , M o r t i m e r , 3 7 

O s g o o d , W . F . , 2 2 8 

O s t r o g r a d s k y , M i c h e l , 1 4 6 

O s t w a l d , W i l h e l m , 1 5 2 

O u t e r m u l t i p l i c a t i o n o f G r a s s m a n n : o f 

p o i n t s , 7 4 - 7 5 ; o f v e c t o r s , 7 0 f f , 8 6 -

8 7 , 2 4 8 

P 

P a g e , L e i g h , 1 5 7 , 1 7 9 

P a r a l l e l o g r a m o f v e l o c i t i e s a n d f o r c e s , 

2 , 3 4 - 3 5 , 5 8 , 6 1 - 6 2 , 2 1 9 , 2 4 7 

P a r i s h , C h a r l e s , 1 0 8 

P e a c o c k , G e o r g e , 1 4 - 1 5 , 3 4 , 1 0 8 

P e a n o , G i u s e p p e , 2 3 2 , 2 3 5 - 2 3 6 , 2 4 5 

P e a r s o n , K a r l , 1 4 1 , 1 4 9 

P e d d i e , W i l l i a m , 2 0 8 - 2 0 9 ; 2 1 6 , 2 2 2 - 2 2 3 

P e i r c e , B e n j a m i n , 1 2 5 - 1 2 7 ; 3 8 , 4 4 - 4 6 , 

1 0 9 - 1 1 0 , 1 4 7 , 1 5 8 , 2 5 0 - 2 5 1 

P e i r c e , B e n j a m i n O s g o o d , 2 2 8 

P e i r c e , C h a r l e s S a n t i a g o S a u n d e r s , 2 8 , 

4 4 , 1 2 6 , 1 4 7 

P e i r c e , J a m e s M i l l , 1 2 6 , 1 4 7 , 2 2 8 

P h i l l i p s , A . W . , 1 6 0 , 1 7 9 , 2 2 8 

P i e r p o n t , J a m e s , 2 2 8 

P l a r r , G u s t a v e , 1 2 1 

P l u c k e r , J u l i u s , 2 2 , 5 0 , 9 1 , 1 0 3 

P o i n s o t , L o u i s , 1 8 4 

P o i n t a n a l y s i s o f G r a s s m a n n , 5 7 - 5 8 , 

7 3 f f , 1 5 9 , 1 8 8 , 2 2 9 , 2 3 6 

P o i s s o n , S i m e o n - D e n i s , 1 2 9 - 1 3 0 

P r e y e r , W . , 9 3 

P r i c e , D e r e k J . d e S o l l a , x , 1 4 8 

P r o j e c t i v e p r o d u c t o f M o b i u s , 5 1 - 5 2 

P y t h a g o r a s , 3 7 

Q 

Q u a t e r n i o n s : e a r l y r e c e p t i o n o f , 3 3 - 4 2 ; 

G a u s s ' s u p p o s e d d i s c o v e r y o f , 9 ; 

H a m i l t o n ' s d i s c o v e r y o f , 2 6 - 3 3 ; i n -

t e r e s t i n , a s r e l a t e d t o c o u n t r i e s , 

1 1 4 - 1 1 7 ; i n t e r e s t i n , i n U . S . , 1 1 4 -

1 1 7 , 1 2 5 - 1 2 7 , 1 4 7 , 2 5 1 ; l a t e r r e c e p -

t i o n o f , 1 1 0 f f , 1 8 4 - 1 8 5 , 1 8 9 - 1 9 0 , 

1 9 3 , 1 9 6 , 1 9 8 - 2 0 0 , 2 1 3 - 2 1 4 , 2 1 9 -

2 2 0 , 2 4 0 , 2 5 0 - 2 5 1 ; n u m b e r o f p u b l i -

c a t i o n s o n , 4 1 , 1 1 0 - 1 1 7 , 2 5 0 ; p r o p e r -

t i e s o f , 2 8 - 3 3 , 1 2 2 - 1 2 4 ; v i e w o f 

t a k e n b y A i r y , 3 5 ; b y A l l e g r e t , 3 9 ; 

b y B a l l , 2 0 6 ; b y B e l l a v i t i s , 3 9 ; b y 

B o l z a n i , 3 9 ; b y C a y l e y , 2 1 1 - 2 1 3 ; b y 

2 6 7 
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D e M o r g a n , 3 4 ; b y F i s c h e r , 1 8 , 2 5 4 ; 

b y G i b b s , 1 5 2 - 1 5 3 , 1 7 2 , 1 8 5 - 1 8 6 , 

1 8 7 - 1 8 9 , 1 9 8 - 2 0 0 , 2 0 5 ; b y G r a s s -

m a n n , 9 4 ; b y J . T . G r a v e s , 3 4 ; b y 

G r e s w e l l ; 3 4 - 3 5 ; b y H a m i l t o n , 3 0 -

3 1 ; b y H a t h a w a y , 2 2 3 ; b y H e a v i -

s i d e , 1 6 2 - 1 6 4 , 1 6 6 - 1 7 3 , 1 9 2 , 2 0 0 -

2 0 1 ; b y H e r s c h e l , 3 5 - 3 7 , 1 1 9 ; b y 

H i l l , v i i , 3 7 - 3 8 ; b y J a r r e t t , 3 4 ; b y 

J o l y , 2 4 0 ; b y K e l v i n , v i i , 1 1 9 - 1 2 0 , 

2 5 1 ; b y K n o t t , 2 0 1 - 2 0 3 , 2 0 4 , 2 0 6 , 

2 0 7 , 2 0 8 , 2 4 0 ; b y M c A u l a y , 1 8 9 -

1 9 0 , 1 9 3 - 1 9 5 ; b y M a c C u l l a g h , 3 4 ; 

b y M a c f a r l a n e , 1 9 0 - 1 9 1 , 1 9 5 - 1 9 6 , 

2 0 3 - 2 0 4 , 2 0 6 - 2 0 7 , 2 1 0 ; b y M a x w e l l , 

1 3 0 - 1 3 8 , 1 9 0 , 2 5 1 ; b y m o d e r n 

v i e w s , 1 8 - 1 9 ; b y N i c h o l , 3 8 ; b y 

P e d d i e , 2 0 8 - 2 0 9 ; b y B . P e i r c e , 3 8 -

3 9 , 1 2 5 - 1 2 7 , 2 5 1 ; b y S c h r o d i n g e r , 

1 7 ; b y P . O . S o m o f f , 2 3 4 ; b y T a i t , 

1 1 7 - 1 2 5 , 1 8 3 - 1 8 5 , 1 8 6 - 1 8 7 , 1 8 9 , 

1 9 6 - 1 9 8 , 2 1 1 - 2 1 4 ; b y W h i t t a k e r , 

1 8 - 1 9 

R 

R a y l e i g h , L o r d ( J o h n W i l l i a m S t r u t t ) , 

1 5 4 , 1 8 2 

R e f e r e n c e s y s t e m e x p l a i n e d , i x 

R e g r e s s i v e p r o d u c t o f G r a s s m a n n , 7 5 -

7 6 , 8 6 , 2 3 3 

R e i n h a r d t , C u r t , 5 0 , 1 0 2 

R e s a l , H e n r i , 1 0 6 , 1 8 1 , 2 3 4 , 2 4 5 

R i e m a n n , B e r n h a r d , 9 1 

R o g e r s , S t e p h e n J . , x 

R o m o r i n o , A n g e l o , 1 4 

R o s s e , L o r d ( W i l l i a m P a r s o n s ) , 2 2 

R o t h e , H e r m a n n , 1 0 2 , 1 4 6 , 2 4 3 

R o y a l A c a d e m y o f D e n m a r k , 6 

R o y a l I r i s h A c a d e m y , 2 2 , 2 9 - 3 0 , 3 1 , 3 5 

R o y a l S o c i e t y o f E d i n b u r g h , 3 5 , 1 9 8 , 

2 1 2 - 2 1 4 

R o y a l S o c i e t y o f L o n d o n , 9 , 2 2 , 1 6 3 , 1 7 5 , 

1 9 2 , 1 9 7 , 2 0 0 

R u k e y s e r , M u r i e l , 1 7 8 - 1 7 9 

S 

S a l m o n , G e o r g e , 3 5 - 3 6 

S a i n t - V e n a n t , C o m t e d e ( A d e m a r B a r r e ) , 

4 7 , 5 6 , 8 1 - 8 5 , 8 7 - 8 9 , 1 0 2 , 1 0 6 - 1 0 7 , 

1 5 8 , 2 4 8 

S a r t o n , G e o r g e , 7 7 , 1 0 4 - 1 0 5 , 1 0 7 
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S c a l a r , o r i g i n o f t e r m , 3 1 - 3 2 

S c a l a r p r o d u c t . See m u l t i p l i c a t i o n o f 

v e c t o r i a l e n t i t i e s 

S c h e l l i n g , F r i e d r i c h , 7 9 

S c h e r f f , v o n , G . , 1 2 1 
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