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5¢ SEQUENCE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE : 5 points
On considére I'équation différentielle (1) : y” + ay’ + by = 0 et la fonction f définie par
fx)=(x+1)e™™
1pt 1°) Déterminer a et b pour que f soit solution de I’équation (1).
1,5pt 2°) On pose (2) :y" + 2y +y =0.
Veérifier que f et ses dérivées sont solutions de (2) et en déduire une primitive de f.
2,5pts  3°) On pose : £ = f, £ = .., (") dérivée n-ieme de f.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, f™ = a,f’ + byuf, ot les ternes a, et
b, vérifient a1 = —2a, + by et by = —ay.

PROBLEME : 15 points

On considére un plan affine rapporté a un repére orthonormé (O, 7, 7).

Dans la représentation graphique et les figures, on prendra pour unité de longueur 2 cm.

On désigne par (E,,) lensemble des points M du plan dont les coordonnées (x,y) vérifient la
relation : y? = m(x? — 1) + 2x ofl m est un paramétre réel.

apts 1°) a) Soit f: x — /x2 4+ 2x — 1.
Etudier la fonction f et construire sa courbe (Z) dans le plan.
Démontrer que (Z) admet un axe de symétrie.

b) Montrer que (E1) est I'union de (Z) et d'une courbe (Z’) dont on donnera une équation
dans le repére (O, 7, 7).

Construire (E;) et montrer que (E1) a un centre de symétrie.
apts 2°) a) Quelle est la nature de (E_1) ? Le construire dans le plan.

b) On considére application T du plan dans lui-méme qui, & tout M d’affixe z = x + iy
associe le point M’ d’affixe z/ = x’ + iy’ définie par z’ = az + b, oll a et b sont des nombres
complexes fixes que l'on calculera sachant que le point 1(0, 1) est invariant par T et que
Pensemble (E_1) précédent est transformé par T en le cercle (C) de centre O et de rayon 1.
On caractérisera alors I'application T.

c¢) Donner 'expression analytique de T. En déduire I'équation de 'ensemble (E}), transformé
de (E;) par T. Préciser la nature de (E).

Démontrer qu’aucun point de (E}) n’a pour coordonnées un couple d’entiers relatifs.

apts  3°) a) Montrer que, quel que soit le réel m, Pensemble (E,,) passe par deux points fixes A et B,
dont on donnera les coordonnées.
Ecrire les équations des tangentes a (Ep,) en ces points A et B.
b) Démontrer que I'ensemble (Eg) admet en A et B des tangentes dont les coefficients directeurs
2 2
valent respectivement +g et f%
- Construire (Ey).
- Calculer laire de la portion du plan limitée par ensemble (Eq) et la droite
d’équation : x = 1.
3pts  4°) Démontrer que, quel que soit le réel non nul m, ’ensemble (E,,) admet un centre de symétrie.
Quel est Pensemble R; des valeurs de m pour lesquelles I'ensemble (E,,) est une ellipse ?
Exprimer alors en fonction du réel m de Ry la longueur des axes de ellipse.
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