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أ  

  مقدمة المقرر
بسم االله الرحمن الرحيم والصلاة والسلام علي اشرف خلق االله سيدنا محمد صـلي االله عليـه                 

  .وسلم أما بعد
نرجـو أن   ). 1(عزيزي الدارس، نضع بين يديك هذا المقرر من مقرر الرياضيات الحـسبان             
  .ناستتحقق الفائدة منه وينتفع به كل دارس وطالب علم راغب في إفادة غيره من ال

يهدف هذا المقرر إلى أن يعرفك بعلم الحسبان هذا العلم الواسع الذي له فوائد جمة فـي حيـاة                   
البشر واستفادوا منه في مجالات الفيزياء والكيمياء والأحياء والهندسة ومجالات علمية أخـرى             

 فـي    بالمعلومات الأساسية في هذا العلم ويساعد علي إكسابك المهارات التدريبية          يزودككذلك  
  .حل تطبيقات النظريات والقوانين في الحسبان

أن من شأن هذا المقرر أن يساعد ويطور العمليات الرياضية واستخداماتها وتكون ذات فائـدة               
  عندما تستخدم في مجالات العمل المختلفة ومجالات التدريس 

انين سوف تدرس في هذا المقرر مجموعة من الوحدات منها الدالـة، المـشتقة الأولـى، قـو                
، اللوغريثمية، العكسية، الزائدية، التفاضل الضمني والتفاضل الوسيطي        الآسيةالتفاضل، الدوال   

المشتقات العليا والتطبيقات الهندسية والفيزيائية، النهايات العظمي والصغرى ورسـم الـدوال            
  .ونظريات أخرى هامة في علم الحسبان

 وفي نهايتها أسئلة تقويم ذاتي حتـى تتأكـد         داخل كل وحدة تجد أمثلة وتدريبات لتسهيل الشرح       
من فهمك واستيعابك للمعلومات الموجودة داخل الوحدة عليك أن تكثر من التدريب علي تطبيق              

  .اًالقوانين والنظريات الرياضية الواردة في الوحدات حتى تستوعب وتجود المادة تجويدا ممتاز
حاولنا في هذا المقرر تبسيط المادة ولان هذا العلم له أجزاء كثيرة سوف تأتى فـي الـسنوات                  

  .القادمة حتى يتم لك تناول كل ما فيه من معلومات ونظريات وقوانين
  .نتمنى أن تكون سعيدا في دراسته وتناوله وتجد فيه السهل اليسير الممتع والفائدة المرجوة

  . يحققها هذا المقررأنجب وفيما يلي الأهداف التي ي
  



ب  

  الأهداف العامة للمقرر 
  
  

  
  

  : عزيزي الدارس، بعد دراستك لهذا المقرر بتمعن نتوقع منك أن تكون قادرا علي أن 
  تعرف الدالة والنهاية والاستمرار -1
  تحل المشتقة الأولى -2
  تستنتج قوانين التفاضل وتميز بينها -3
   واللوغريثمية الآسيةتشرح الدوال  -4

  تعرف الدوال الزائدية والدوال العكسية -5
   الضمني والتفاضل الوسيطيتعرف أسس التفاضل -6
  .تتفهم المشتقات العليا -7
  تستخدم التطبيقات الهندسية والفيزئائية -8
  تشرح النهائيات العظمي والصغرى -9

  تتعلم رسم الدوال بيانيا - 10
تعرف متسلسلة تيلور وقاعدة لوبيتال واسـتخدامها فـي إيجـاد قـيم              - 11

  النهايات غير المعينة
 



ج  

     محتويات المقرر
  

  الصفحة  الموضوع  رقم الوحدة
  1  الاستمرار- النهاية-الدالة  1
  45  المشتقة الأولى  2
  63  قوانين التفاضل  3
  81  الآسيةالدالة   4
  97  الدالة اللوغريثمية  5
  111  الدوال الزائدية  6
  129  مني والتفاضل الوسيطيالتفاضل الض  7
  143  الدالة العكسية  8
  163  )المشتقات العليا(التفاضل المتتالي   9

  177  التطبيقات الهندسية والفيزيائية  10
  193  النهايات العظمي والصغرى  11
  213  رسم الدوال  12
  227  نظريات هامة  13

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



د  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 2

  محتويات الوحدة
  

  الصفحة  الموضوع
  3  المقدمة

  3  تمهيد  

  4  أهداف الوحدة  

  5  نظام الأعداد الحقيقية. 1

  7  الدالة. 2 

  7   تعريف الدالة1.2  

  9   الدوال وحيدة القيمة ومتعددة القيمة2.2  

  10   نطاق تعريف الدالة3.2  

  11   الدالة الزوجية والدالة الفردية4.2  

  12   أنواع الدوال5.2  

  13  نهاية الدالة. 3

  15   النهايات اليمني و اليسرى1.3  
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  22  الدالة المستمرة. 4

  26  الخلاصة

  27  لمحة مسبقة عن الوحدة الدراسية التالية
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 3

  المقدمة 
  تمهيد

  عزيزي الدارس
 في هذه الوحدة سنتطرق في القسم        ).1(مرحبا بك في الوحدة الأولى من مقرر الحسبان           

الأول لدراسة ومراجعة نظام الأعداد الحقيقية وتعريفها وشرح نظامها ورموزهـا الرياضـية،            
دراستك السابقة في المرحلة الثانوية درست عـن المجموعـات          والعمليات عليها وتجد انك في      

 وفي هذه الوحدة سوف تتوسع معلوماتك ومعرفتك بهذا الجـزء            .والعمليات علي المجموعات  
 نبدأ بتعريف الدالـة ونطـاق الدالـة         القسم الثاني   في  . لزيادة الاستفادة منه خاصة في الدوال     

ل نوع وشروطه أما القسم الثالث نتعـرف علـي           نفرق ونميز بين ك    أنوأنواعها وكيف يمكن    
مفهوم نهاية الدالة والذي يقودنا لتعريف المقادير غير المعينة وأخيرا القسم الرابع الذي يـشرح               

  .استمرار الدالة وكيفية تحقيق شروط الاستمرار ثم كيف نرسم منحني الدالة بيانيا
ات الحاسوب ما قـد يـساعدك       في هذه الوحدة سوف تجد من الوسائط التعليمية وبرمجي          

 كذلك في داخل الوحدة تجد تدريبات ولها إجابـات فـي             .ويضيف إليك المزيد من المعلومات    
 واسـترجاع النقـاط    والاستيعابنهاية الوحدة وأسئلة تقويم ذاتي لتساعدك علي التأكد من الفهم           

لوحدة الهامـة بدقـة      أرجو أن تتمكن من متابعة أقسام هذه ا         .الرئيسية التي وردت في الوحدة    
وان لا تنتقل إلى قسم حتى تتأكد من استيعابك للقسم الذي قبله وان تعمل علي حل كثيـر مـن                    

أخيرا يمكنك أن تـساعدنا     . التدريبات وترجع إلى مراجع في علم الحسبان نتمنى لك الاستفادة         
  .في تقيم هذه الوحدة حتى تعم الفائدة بيننا وبينك



 4

  

  أهداف الوحدة
  

  

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : أنبعد فراغك من دراسة هذه الوحدة ينبغي أن تكون قادرا علي. 1
  .تشرح الأعداد الحقيقية ورموزها والعمليات عليها. 2
3 .ف الدوال وتحدد أنواعهاتعر.  
  .تميز بين الدوال الفردية والزوجية. 4
  .تفرق بين الدوال المثلثية والنسبية والدورية. 5
  .تحسب نهاية الدالة والنهايات الهامة. 6
  .تشرح النهايات اليمني واليسرى. 7
8 .وطرق حلهادير غير المعينة في النهايات ف المقاتعر.  
  .بيانيا تحقق في استمرار الدالة باستخدام الاستمرار وترسمها. 9
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  Real Numbers Systems  نظام الأعداد الحقيقية.1  
نرجع بك عزيزي الدارس إلى الوراء لمراجعة معلوماتك عـن المجموعـات والتـي              

. المجموعة هي تجمع من أشياء تسمى بعناصر المجموعة           في المرحلة الثانوية نجد أن     هادرست
 عنصراً في المجموعـة  x إذا كان  .  …, A , B , Cيرمز للمجموعات عادة بالحروف الكبيرة 

A نكتب فإننا Ax " x إلى تنتمي A   "  
  العمليات على المجموعات وهي كما يلي يضاًأ كما درست 

  : ، يعرف ب BA ويرمز له ب B   و  A فاتحاد المجموعتين
                          Bx  أو Ax:xBA  

  :  ، يعرف بBA ويرمز له ب B   و  A وتقاطع  المجموعتين
                        Bx  و Ax:xBA  

  :  ، ب   B   ، B–Aفرق   Aويعرف 
                        Bx  و Ax:xBA  

  :  ، ب A   ،cA ويعرف مكمل 
  

 Ax:xA c  
 "    تعني لا ينتمي إلى."  
AB، ونكتب  A  جزئية من B ونقول إن   إذا كان ، Bx تقتضى Ax.   

  :بعد مراجعة المجموعات نبدأ بنظام الأعداد الحقيقية وهي عبارة عن
   

  

  Natural Numbers  الطبيعية الأعداد :المجموعة الأولى  
  أول فئة من الأعداد اهتم بها الإنسان ونعرفها بأنها فئة الأعداد الصحيحة الموجبة  هي  

  N  بالرمز ونرمز لها 
          ,...}3,2,1{N  
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  Integer Numbers  الأعداد الصحيحة: المجموعة الثانية  
الأعداد الصحيحة السالبة والصفر نحـصل علـي مجموعـة          Nإذا أضفنا للمجموعة    

  Z ونرمز لها بالرمز Integersالأعداد الصحيحة 
        ,...}3,2,1,0,1,2,3{...,   

  Rational Numbersمجموعة الأعداد النسبية : المجموعة الثالثة  
 كتابتها في الصورة   يمكن  وهي كل الأعداد التيQ نرمز لها بالرمز 

b
a حيث ba, 

0bهما الواحد ومشترك الأعظم لعددان صحيحان القاسم ال  . أنوواضح  
NQ  Z    

  

  Irrational Numbers مجموعة الأعداد الغير نسبية: المجموعة الرابعة  
هي الأعداد التي لا يمكن كتابتها في الصورة 

b
a    فتسمي الأعـداد غيـر النـسبية Irrational 

Numbers  ونمز لها بالرمز*Q   
  :مثال 

   عدد غير نسبي2العدد 
  )بالتناقض( البرهان  
  هما مشترك الأعظم لالقاسم ال  ,ba  عدد نسبي، فانه يوجد عددان صحيحان2 أنبفرض  
0bالواحد ،   بحيث   

      
b
a2ab2 22   

2b2 عدد زوجي 2aعدد زوجي    
a عدد زوجي  c2a   2222 c4ab2c4   
 22 bc2  
هذا  ينـاقض       b,a عامل مشترك بين     2 العدد   أنوجي أي    ز b عدد زوجي    2bأي أن    

تعريف العدد القياسي 
b
a . عدد غير نسبي 2إذن  .  
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         البرهان بالتناقض هو أسلوب رياضي نلجأ إليه في برهنة بعـض المـسائل
لمسالة واثبات أن هذا النقض غير صحيح وغير مقبول كمـا           ا وذلك بنقض 

 .فعلنا في المثال السابق

  )1(أسئلة تقويم ذاتي 
  

  

  
  
  
  

  Function الدالــة .2
  

قبل أن تبدأ في قراءة هذا القسم تأكـد مـن اسـتيعابك للقـسم الأول عـن مراجعـة                    
  . له ارتباط بالدالة، الآن نتعرف علي الدالةلأنالمجموعات 

   تعريف الدالة 1.2
تسمى (أخرى بمجموعة   )تسمى مجال تعريف الدالة     ( ةالدالة هي علاقة تربط مجموع    

 ترتبط بعنـصر  Ax كان كل إذا Bالى  A  دالة معرفة من fنقول إن . ) المجال المصاحب 
Byواحد فقط    ونبين ذلك ب ،  :  

)x(fyx
BA:f





 

  : المجموعة .  xبصورة  y  تسمى
 Ax,)x(fy:y)A(f   

   . fبمدى الدالة  ، وتسمى Bمجموعة جزئية من 
 بحيـث  Ax توجـد  Byأى لكل  . دالة شاملة fفإننا نقول إن الدالة   B) = A(fإذا كانت 

)x(fy .   
x(f)x(f( إذا كان )أو واحد لـ  واحد(دالة دالة أحادية وتسمى ال 21     

21يقتضي xx  أي أن ،  )A(fy صورة لعنصر واحد فقط في A.   

 

  اكتب ثلاثة أعداد نسبية وأربعة أعداد غير نسبية/ 1 .

  } x, y, z {اكتب كل المجوعات الجزئية الناتجة عن المجموعة / 2 .
   عدد غير نسبي2اثبت أن العدد / 3    
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 دالـة  fنقـول إن    . في دراستك للتفاضل والتكامل سوف تركز على الدوال الحقيقيـة             
RDحقيقية معرفه في   ونكتب   

RD:f   
     . y = f(x) عدد حقيقي مقابل Dxإذا كان لكل 

 أمثله  
  1/1x2xy 2    
  2 /nx)x(f    
  Trigonometric Functions الدوال المثلثية /3  
  

   )1.2.1.1(والتي يمكن تعريفها بالنظر إلى الشكل) دائريةال( سبق أن درست الدوال المثلثية 

  (i)الجيب    (sine)   
  

r
pxsin)x(f   

  (ii)جيب التمام  (cosine)   
  

r
qxcos)x(f   

  (iii)الظل  (Tangent)   
  

q
p

xcos
xsinxtan)x(f                              

  (iv)ظل التمام  (Cotangent)                        1.2.1.1( الشكل (  

p
q

xsin
xcos

xtan
1xcot)x(f   

  (v) القاطع (Secart)   
 

q
r

xcos
1xsec)x(f   

  (vi)قاطع التمام  (Cosecant)   
  

p
r

xsin
1xeccos)x(f    

  
  

x  

q  

r  
P  
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  ملاحظة   
   المتغير y    لذلك    نسمي x دائماً تتغير تبعا لتغير قيمةyونلاحظ أن قيمة  

  لقبالمتغير المستx التابع ونسمي    

       الدوال وحيدة القيمة ومتعددة القيمة 2.2 

  بعد تعريف الدالة  والدالة الشاملة والاحادية وطرح أمثلة للدوال نأتي بك إلى تناول الدوال  
  وحيدة القيمة ومتعددة القيمة ونتعرف  
  . الدوال وحيدة القيمة:أولا  

  . فان الدالة تسمي دالة وحيدة القيمةx وحيدة لكل قيمة تأخذها y إذا كانت قيمة 
 مثال:  

1xxy 2   
  
    الدوال متعددة القيمة:ثانيا  
   تسمي دالة متعددة القيمy  فان x من قيمة واحدة لبعض قيم أكثر yنت لـ إذا كا  

 مثال:  
1xy 22   

)1(تدريب   
           

 
 
 
 
 
 
 

 


3x
4x)x(f

2




 

)1()3 xf       )2()2 f )2()1 f  
 












1
1)5

x
xf       )(sin)4 xf 
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  نطاق تعريف الدالة  3.2 

الدالة نقول أن نطاق تعريف  الدالة       تعريف  ف نطاق   لابد لك عزيزي الدارس من الإلمام بتعري      
)x(fy  هو ]b,a[ حيث Rba , إذا كانت )x(f معلومة القيمة لكل ]b,a[x  
  

  

 أمثلة:  
1) 2x9)x(f   

3xط لقيم هذه الدالة معرفة فق           وذلك لان الجزر التربيعي للمقدار السالب تخيلي أي 
3x3 وان نطاق تعريف  هذه الدالة ه  فترة مغلقة  ([3,3-]  ونرمز لهذه الفترة.(  

  
2) 

2x16
1)x(f


  

4xفهي كالمثال السابق تخيلية إذا كانت    4ولكنها غير معرفة عندx  لان قيمتها غير   
  ). فترة مفتوحة(  (4,4-)  ومنتهية أي ان نطاق تعريف  هذه الدالة ه 
 

  )2(تدريب 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  :وضح نطاق تعريف  الدوال  الآتية
 

   
2x36

1)x(f)3


2x25)x(f)2      2x1)x(f)1     

       

 
9x

1)x(f)6
2 

4x)x(f)5 2 
2x100

1)x(f)4


  
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 
 
 
 
 

   الدالة الزوجية والدالة الفردية  4.2 
دوال هو الدالة الزوجية والدالة الفرديـة ولكـل منهـا شـرط          وهنالك نوع آخر من ال    

   التميز بينهالمعرفتها حتى يسهل عليك 
   دالة زوجية إذا حققت الشرط الآتيx(f(نقول أن الدالة  

          

)x(f)x(f   
 أمثلة:  

1) 
)x(f5xx

5)x()x()x(f
5xx)x(f

24

24

24







  

  تحقق الشرط أما الدالة الفردية هي التي   
  
  

2) 
)x(f)xsin(

)xsin()x(f
xsin)x(f





 

 

3) 
)x(f)xxx(xxx

)x()x()x()x(f
xxx)x(f

3535

35

35







 

  )3(تدريب 
 
 
 
 

 
  صنف كلاً من الدوال الآتية علي أساس أنها زوجية، فردية أو غير ذلك

                          42 xxcosx)x(f)2       6

3

x
xx)x(f)1 

  

                        
xcosxsin

x)x(f)4


   139 xx
x2sin)x(f)3


 

                                                              
 

)x(f)x(f  
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  أنواع الدوال   5.2  

   تميز بينها إننأتي إلى أنواع الدوال والتي تشمل ثلاثة أنواع ولكل نوع صورة لابد منك   
  وتتمكن من معرفتها وشرحها من أهم أنواع الدوال  

   Polynomials كثيرات الحدود: النوع الأول  

              أي دالة في الصورة
0

1n
1n

n
n a...xaxa)x(f  

  
  

ni0(  ثوابت   iaحيث   (  وn  عدد صحيح موجب تسمى كثيرة حدود في المتغيـر x . 
0anإذا كان   فان )x(f كثيرة حدود ذات درجة n.  

  مثال
9x11x3xx)x(f 234   

 كثيرة حدود من الدرجة الرابعة

  الدوال النسبية: النوع الثاني

  هي كل الدوال التي تكون في الصورة  

)x(q
)x(g)x(f   

  
   كثيرتا حدودx(g,)x(q(حيث   
 مثال  

1x
7x2x)x(f

3




  
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  الدوال الدورية: النوع الثالث 
   داله دورية إذا كانت تحققx(f(تسمي الدالة   

,...2,1,0n)x(f)nLx(f   
   بدورة الدالةLوتسمي . xأي أنها تكرر نفسها بصورة منتظمة لفترات متساوية من قيم   

 مثال:  
  2لدوال المثلثية دورية بدورة كل ا  
           

xcos)2xcos(
xsin)2xsin(


وهكذا           

  
      .وبشرح أنواع الدوال تكون قد حققت الهدف الثاني والثالث والرابع من أهداف الوحدة 

  )2(أسئلة تقويم ذاتي 
  

  

  

  

  

  

  

  اية الدالة .3
لننظر إلى الدالة  

2x
4x)x(f

2




 2    ، هذه الدالة غير معرفة عندx    لأننـا إذا حاولنـا ، 

2xالتعويض ب    نحصل على  
0
لذلك  ليس هنالك قيمة منـاظرة  .   وهى قيمة غير معينة 0

 

  ميز بين أنواع الدوال التالية
   1. )x(f)x(f   

   2. 
1x

7x2x)x(f
3




  

                                                      3. Y = X2 + X +1 
y = x2+ 2  .4                       

f(x) = sin x  .5 

3f(x) = 3-2x2 +x-   .6   
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2xل  2 انت إذا ك.  تأخذها الدالة أن  يمكنx  فان الدالة  )x(f  تتطابق تماماً مع الدالة  

2x)x(g  لان   
2x,)x(g2x

)2x(
)2x)(2x()x(f 




  

2xبحيث (2 من  x  عندما تقترب  f)x( ماذا عن القيمة التي تقترب منها الدالة الآن  (   
  لتخمين ما قد تقترب منه الدالة) 1.3.1(  لننظر إلى الجدول 

   
X  f(x)  X  f(x)  
1  3  3  5  

1.1  3.1  2.9  4.9  
1.2  3.2  2.8  4.8  
        

1.9  3.9  2.01  4.01  
1.99  3.99  2.001  4.001  
        

1.99999  3.99999  2.000001  4.000001  
    

  

    
  )ب–  1.3.1(الجدول     )أ–  1.3.1(الجدول 

  

  
  

  نكتب في هذه الحالة  .  g)2(  وهى قيمة  4  تقترب من  f)x( نلاحظ أن  
4)x(fLim

2x



  

  يقودنا ذلك للتعريف  . 2ربا كافيا من     قريبه قx(f(هذا يعني أننا يمكن أن نجعل  
 x  عندما تقترب L  لها نهاية x(f( أن   عدداً حقيقياً نقول x  دالة حقيقية و f)x(لتكن   

 بحيث 0 توجد 0  إذا كان لكل aمن  L)x(f لكل  ax0 
),ن يقراان إغريقيانرمز Epsilon و Delta علي الترتيب(.   
  نرمز  لتلك النهاية ب     

L)x(flim
ax



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 مثال:  
   أوجد قيمة النهاية

)2x9x(lim 2

0x



 

  الحل 
22)0(9)0(2x9xlim 22

0x



 

  ))1.3.1(يمكنك تحسس ذلك بإنشاء جدول شبيه بالجدول (

  right limits left and ىالنهايات اليمني واليسر  1.3
  ني واليسريهنالك نهايات لها أهميتها في علم الحسبان وتعرف بالنهايات اليم 

   جهة اليسار علي الخط العددي نسمي هذه النهاية بالنهاية   منa  من  x  إذا اقتربت قيمة
     اليسرى

)x(flim
ax 

  
  ونرمز عادة للنهاية اليسرى بالرمز 

)x(flim
ax 

  
  رغ الصتناهي م عدد موجب حيث          

  من جهة اليمين تسمي النهاية بالنهاية اليمني a  من  x والعكس صحيح إذا اقتربت  
)x(flim

ax 
  

  نرمز للنهاية اليمني بالرمز  
)x(flim

ax 
  

 
 
  

  

  
 مثال:  

  .وفي كثير من الحالات فان النهاية اليسرى تساوي النهاية اليمني 
 غير أن هنالك حالات لا تكون فيها النهاية اليسرى مساوية للنهاية اليمني
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













0x1x

1x2
x
1

)x(f

2

 

  فنجد
1

1
1)x(flim

1x






  

    بينما
1)1()x(flim 2

1x



 

 
 مثال  


  x

1lim,
x
1lim

0x0x
 

 ملاحظة 

    x(f(فنلاحظ أن الـدالة  aإلي    xقترب إذا كانت قيمة نهاية الدالة غير منتهية عندما ت 
ولكنها تتجاوز أي مقدار منته  a  من  x مهما اقتربت  ) (ــذ قيمة لا يمكن أن تتخـ

 نستطيع أن نفكر به مهما كان كبيراُ

 مثال:  
   أوجد قيمة

1x
5xxlim 3

23

x 



 

   الحل
  3xبقسمة البسط والمقام علي  

1
01

001
x/11

x/5x/11lim
1x

5xxlim 3

3

x3

23

x















  

x  لان جميع الحدود 
1

x
5

x
1 ,, 33 ناهية الصغر كلما كانت تمxًكبيرة كبراً كافيا   .  

  :فيما يلي نسوق إليك بعض الأمثلة في إيجاد النهايات 
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 
 

 

 

 
9)3(

)1x(lim)1x(lim4

2
1

2
11

2xlim

xseclim)x1(lim

2xlim

xsec)x1(lim

2x
)x1(xseclim3

111xcoslim1xlim

xcos1xlim2

101xcoslimxsinlim

)xcosx(sinlim1

2
2x

x

2x

2

0x

0x0x

2

0x

0x
20x

0x

2

0x

2

0x

xx

x

x
2x

lim

22

2



































































 

  )4(تدريب رقم   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  المعينةالمقادير غير   2.3   
  د أن تتمعن وتركز في حالة إيجاد حسابات لمقادير الدوال التي نجد فيها قيم غير معينة لا ب   
  قد وضع لها الرياضيون حلول للتبسيط الجبري لصياغة الدالة بصورة أخرى للقيم التي لا لو  
  تساوى القيمة التي تقترب منها النهاية وتسمى المقادير غير المعينة وتعرف بأنها   

 

  أوجد قيمة كل من النهايات الآتية

4x2x
2xxlim)1 2

24

0x 



    

2x2x
5xxlim)2 3

23

x 



 







cossinlim)3
2

    


2coslim)4
0

       






3sinlim)5
0

    2

22

0

tansinlim)6





  

x7tanx
x3tanxlim)7

0x
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  أهمهاويمكن معرف قيمتها علي وجه التحديد مقادير لا 



 )4(0)3()2(

0
0)1(  

  .وبالأمثلة الآتية يتم لك الشرح المفصل الكافي لمعرفة الطريقة التي تتم بها الحلول   

)1
42xlim

)2x(
)2x)(2x(lim

0
0

2x
4xlim

2x2x

2

2x














 

 
)2








 1x
1xxlim 2

2

x
 

   x2البسط والمقام  علي    بقسمة
 1

1
1

x/1x/x
x/1x/xx/xlim 222

2222

x






    

  ايات هامة 3.3
1n

nn

ax
na

ax
axlim......................).........1.3.3.1( 





  

  عدد طبيعي   nعدد حقيقي             a   حيث    

0
0

aa
a)a( nn



  

    وهذه كمية غير معينة ولكن بأجراء القسمة المطولة نجد
3n22n1n

3n32n2

n2n2

2n21n

n1n

1nn

nn
xaaxx

xaxa
axa
xaax

aax
axx
axax

























  

  وهكذا نجد 
  1n2n3n22n1n

nn

axa...xaaxx
ax
ax  


                          
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  وعند اخذ النهاية نجد 
 

1n1n1n1n

1n2n3n22n1n

1n2n3n22n1n

ax

nn

ax

ana........................................aa

aaa...)a(a)a(aa

axa...xaaxxlim
ax
axlim



















  

 مثال:  

0
0

2x
32xlim

5

2x






 

  

5n,2a   وبتعويض)1.3.3.1( النهاية ة ولكن باستخدام قيم      نجد   
8025)2(5

2x
32xlim 415

5

2x



 


 

1
x

xsinlim.........................).........2.3.3.1(
0x




  
0x ا إذا عوضن نجد       

0
0

x
xsinlim

0x



 

  . وهى كمية غير معينة  
  

  يمكن أن تصل إلى ما يساعدنا في إيجاد تلك النهاية ) 1.3.3.1( الشكل بالنظر إلى   ولكن 
  بالشرح البياني أو الهندسي أدنا نأتي إلي الإثبات   
  
   
   
  
  
  

  
  

  )1.3.3.1(الشكل 

r  
x  

 B  

  

O  
A  

C  

r  

r  
x  

D  
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  . قطاع فيهاOAC  مماس للدائرة التي يمثل ABفي الشكل  

   OACمساحة مثلث      OAC   >مساحة القطاع    OAB  > مساحة مثلث  
   نجد أن OAC في 

xrAD
r
ADx sinsin    

   هيOAC أي أن مساحة مثلث 
xsinr

2
1xsinrr

2
1 2  

  
   يساويOAC مساحة القطاع 

xr
2
1

2
xr 22 


  
  

   OABي  ف
xtanrAB

r
ABxtan   

   هيOAB ث أي أن مساحة مثل

xsinr
2
1xr

2
1xtanr

2
1

xtanr
2
1xtanrr

2
1

222

2




 

2r الحدود علي ع بقسمة جمي
2
   نجد1

xsinx
xcos
xsin

  
 نجد sin x ي بالقسمة عل

1
x

xsinxcos1
xsin

x
xcos

1
  

  .قترب من الصفر من اليمين تx وبأخذ النهاية عندما 

1
x

xsinlim1

1lim
x

xsinlimxcoslim

0x

0x0x0x











  
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  يقود إلى  وهذا 
1

x
xsinlim

0x



 

   من الصفر من جهة اليسار إذن x ما اقتربت  إذايمكن الوصول لنفس النتيجة * 
1

x
xsinlim

0x



  

 مثال:  
    أوجد قيمة النهاية 




 cos
2sinlim

0
 

   الحل
      بالتعويض المباشر نجد

0
0

10
0

cos
2sinlim

0









 

    وهذه كمية غير معينة
  2     ولكن بضرب البسط والمقام  بالعدد

2
1
21

cos
2lim

2
2sinlim

cos
1

2
2sin2lim

00





















       

 )  رمز إغريقي ويقرأ  Theta(   

  الآن لابد أن تأتى بورقة وقلم وتبدأ في حل الأسئلة التالية عن النهايات حتى تستوعب القوانين  

 .بها تحقق الهدف الخامس والسادسو 

  )5(تدريب  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 أوجد قيمة كل من النهايات الآتية 

xxx
x




252lim)1 2  

 
11)2 lim 



xx
x

  
 

)3  
32
16

5

4

2
lim 



 x
x

x
 

 

) 4  
1
1lim

1 


 x
x

x
 

 

                                                                                                                                                       

    2
0

3cos1lim x
x

x





)    5   
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  )3(أسئلة تقويم ذاتي 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  أوجد قيمة النهايات الآتية
 

 24

23

0 163
85)1 lim xx
xx

x 




            
1

2)2 2

2

lim 


 x
x

x
 

                                             
                                                                           

  
  

                             



 cos
2sin)4 lim

0

              
2
3)3

25

2
lim 



 x
x

x
               

        
                                          

                                                                             

                     
xx

x
x 43

12)6 2

2

lim 




               
23

2)5 2
2

lim 


 xx
x

x
  

                                                                    



 23

   Continuous Function ةستمرلما الدالة . 4

  .نبدأ بالقسم الرابع والأخير للوحدة الأولى ويعرف بالدالة المستمرة  
 ول هذه المراحل مستمرة معني ذلك أنها تمر بدون أي عـائق ومـن              في اللغة العامة عندما نق     

  في الرياضيات كلمة استمرار لها نفس المعني والاستمرار له أهمية فـي             ،غير تغيرات مفاجئة  
  . علم الحسبان ولذلك نشرحه بكل دقة واهتمام

x(fy( ن الدالة  إ نقولو  دالة مستمرة عند ax    إذا تحققت الثلاثة شروط الآتية:-  
  .قيمة منتهية  a(f(أن تكون  / 1
ax   أن تكون النهاية اليمني تساوي النهاية اليسرى للدالة عند/ 2  . 

   .a(f(أن تساوي كلٍ من النهايتين/ 3
  
 

 أمثلة:  
  ةعدم الاستمرار للدال   أوجد نقاط 

1) 
x
1y   

  الحل 
  الدالة 

x
1y 0   عنة لها قيمة غير منتهيx    

0x  كما أن النهاية اليمني للدالة عند  تساوي  


  0
1

x
1lim

0x
 

   بينما النهاية اليسرى 


  0
1

x
1lim

0x
 

 لكل هذه الأسباب نجد أن 
x
1)x(f  0 غير مستمرة عندx    0ولكنها مستمرة عند كلx    

  

2) 








2x1
2xx

)x(f  

  الحل  
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2x عند x(f( نلاحظ أن النهاية اليمني للدالة        تساوي  
2xxlim

2x



 

2x  اليسرى عند ةبينما النهاي تساوي  
11lim

2x



  

 )x(f 2غير مستمرة عندx  2، ولكنها مستمرة عند كلx   
  

  y =f(x)ة تخطيط منحنى الدال 
   عليك ةنأتي بك لمعرفة كيفية تخطيط منحنى الدالة بيانياً ويمكن توضيح ذلك بالأمثلة التالي 
   .بالتركيز في هذا الجزء لأننا سنتطرق له في الوحدة الثانية عشر 
    حتى يكون رسمه اقرب إلى الدقة نحدد هاتين النقطتين في x, yنأخذ نقاط تقاطع مع محور  
   ونصل بينها بخط مستقيم ونمده من الجهتين فنحصل علي منحني الدالة x, yالمستوي  
 . المطلوب 

    نستعين ببعض النقاط  التي يمر بها منحنى الدالة y = f(x)لرسم  الدالة  
 أمثلة:  

1. 2xy                                                                         
  ل الح 
  المقابلة لها     yونوجد قيم  x لرسم هذه الدالة نأخذ قيم اختيارية لـ   
 

2  1  0 -1 -2  X  
4  1  0 1 4  y=f(x)  

  
  
  
  
  
  
  

 

                    

  

X  

Y  



 25

 

xy                                                                               الحل 2.  
 

2  1  0  -1  -2  X  
2  1  0  1  2  y=f(x)  

  
  
  
  
  
  

  
  

  )6(تدريب  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

            
  )4(أسئلة تقويم ذاتي 

  
  
  
  
  

  
  

X  
     

Y  

  :ارسم منحنيات الدوال الآتية  
1) f(x) = 5 
2)       y = 3x +6 

 ) 3 y = x2 – 2x +5 

 )4   y = x3 + x –1 
 

  :ما إذا كانت الدوال الآتية مستمرة عند النقطة الموضحةوضح 









1x0
1x1

)x(f)1  

  x = 1عند       









0xx
0xx)x(f)2 4

2

    

  x = 0عند                        
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  الخلاصة  
  تناولت هذه الوحدة نبذة بسيطة ومدخل لمقرر الحسبان وقسمت إلى أربعة أقسام   

ات بدأ بمراجعة نظام الأعداد الحقيقية وشرح مبسط للمجموعات ورموزها والعملي         : القسم الأول 
مجموعـة الأعـداد الطبيعيـة      . عليها ومجموعة الأعداد الحقيقية قسمت إلى أربعة مجموعات       

والأعداد الصحيحة وهي إضافة الأعداد الموجبة والسالبة والـصفر إلـى مجموعـة الأعـداد             
  الطبيعية

ثم مجموعة الأعداد النسبية والتي تكتب في صورة         
b
a ي لا يمكـن كتابتهـا   وغير النسبية والت

في صورة 
b
a   
تم شرح وتعريف الدالة بأنها عبارة عن ارتباط مجمـوعتين الأولـى مجموعـة    : القسم الثاني 

 عرفنا الدالة الـشاملة   مجال الدالة مع المجموعة الأخرى مجموعة المجال المصاحب وبعد ذلك           
 By لكـل  أي .  دالة شـاملة f نقول إن الدالة فإننا f(A) = B إذا كانت  والدالة الأحادية 

x(fy( بحيث   Axتوجد   .      إذا كـان    )أو واحـد لــ  واحـد       (وتسمى الدالة دالة أحادية 
)x(f)x(f 21     

21يقتضي xx  أي أن ،  )A(fy صورة لعنصر واحد فقط في A.   
 yإذا كانـت قيمـة      والدوال وحيدة القيمة، متعددة القيمة،       ،المثلثيةثم تطرقنا إلى أنواع الدوال      

 من قيمـة    أكثر yإذا كانت لـ     . فان الدالة تسمي دالة وحيدة القيمة      xوحيدة لكل قيمة تأخذها     
والدالة الزوجية والفردية وتعرفنا علـي      .  تسمي دالة متعددة القيم    y  فان    xواحدة لبعض قيم    

الشروط التي تميز كل منها بعد ذلك قسمت الدوال إلى ثلاثة أنواع كثيـرة الحـدود، النـسبية                  
  . نفرق ونعرف كل منهمانأوالدورية وشرحنا كيف يمكن 

L)x(flimنهاية الدالة وهي    : القسم الثالث 
ax




 وعرفنا كل من النهاية اليمني واليسرى فعنـدما      
 من جهة اليمين فهي نهاية يمني واقترابها من جهة اليـسار نهايـة يـسري    a من  xتقترب قيم   

  .معينة نوجد قيم للنهايات التي لها قيم غير أنوشرحنا كيف يمكن 
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 تم شرح الدالة المستمرة ومعرفة شروطها الثلاثة التـي تحققهـا            :القسم الرابع والأخير  
 اليسرى وكل من النهـايتين   النهايةالدالة اليمني تساوينهاية  منتهية و f(a)عندما تكون 

  . ثم رسم منحني الدالة بيانياf(a)يساوي 

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية
لأولى وشرح كل المصطلحات والمفاهيم الرياضية الجديـدة نـدخل          بعد دراستك للوحدة ا   

علي الوحدة التالية وهي بعنوان المشتقة الأولى وفيها سوف يتم تعريف المشتقة وكيفيـة              
إيجادها من المبادئ الأولية وكذلك إيجاد المشتقة الأولى للدوال المثلثيـة مـن المبـادئ               

ام والقاطع وقاطع التمام بالإضافة إلى تعريف     الأولية مثل مشتقة الظل والجيب وجيب التم      
  .المشتقة الأولى نتعرف علي المعني الهندسي للمشتقة الأولى
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  إجابات التدريبات
  )1(تدريب 

  الحل  
 

 

1x
)1x(3)1x(

)1x(
)1x(4)1x(

3
1x
1x

4
)1x(

1x

3
1x
1x

4
1x
1x

1x
1xf)5(

3xsin
4xsin

3xsin
4)x(sin)x(sinf)4(

2x
xx25

3x1
4xx21

3)x1(
4)x1()x1(f)3(

5
8

5
8

3)2(
4)2()2(f)2(

8
1
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32
44

3)2(
4)2()2(f)1(
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  وذلك بتوحيد المقام
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)4x2)(1x(
5x6x5

4x2
)1x(

)1x(
5x6x5

1x
4x2

)1x(
4x8x41x2x

1x
3x31x
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1x2x41x2x
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
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
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


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  )2(تدريب 
2x1)x(f)1  

     الحل
 1 المقدار ةكانت قيملهذه الدالة قيمة خيالية إذا - x2 1 سالبة أي- x2 < 0 أي |x| > 1 أي أن   
    x  1 1-ة في الفترة  ــ الواقعx قيم وــ وهx|  1|حقق ينطاق تعريف  هذه الدالة  
[-1,1]أي الفترة المغلقة  
 

2x25)x(f)2   
   x  5 5-ة وهي الفتر x|  5| التي تحقق x قيم ونطاق تعريف  هذه الدالة ه 

[5,5-] الفترة المغلقة و نطاق تعريف  الدالة ه.  

2x36
1)x(f)3


  

2x36 كانت قيمة المقدار  ا معرفة إذةـــهذه الدال    حقيقية ولا تساوي الصفر وهي   
    (6 , 6-)الفترة المفتوحة  

2x100
1)x(f)4


   

)x100(رفة إذا كانت قيمة المقدار وهي كالدالة السابقة مع  2موجبة  .  
   (10 , 10-)فترة التعريف هي الفترة المفتوحة  
 

4x)x(f)5 2    
هذه الدالة معرفة  إذا كانت قيمة المقدار   4x 2  ساوي الصفر أي ت أواكبر منx2  4   
   أي نطاق تعريفها هو[,-2-) والفترة (,2]لفترة  اوونطاق تعريف  هذه الدالة ه 

),2[]2,(   

9x
1)x(f)6
2 

     

  و وهx2- 9 > 0 التي تحقق  x قيم ونطاق تعريف  هذه الدالة ه  
),3()3,(   

 نين مفتوحتي اتحاد فترتوملاحظة نطاق تعريف  الدالة هنا ه.  
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  )3(تدريب 
 الحل

6

3

x
xx)x(f)1 

  
  الحل

)x(f
x

xx

)x(
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)x(
)x()x()x(f
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الدالة فردية 
42 xxcosx)x(f)2  

  الحل 

)x(f
xxcosx

)x()xcos()x()x(f
42

42










 الدالة f(x)زوجية   

139 xx
x2sin)x(f)3


 

 

  الحل

 
)x(f

xx
x2sin

xx
x2sin

xx
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
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

 
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   الحل
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f(0) = 02 = 0 )2  
   هيx = 0 النهاية اليمني عند 
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


  

   x = 0 النهاية اليسرى   عند 
0)0(xlim 44
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


  

   x = 0قيمة الدالة عند = النهاية اليسرى  = النهاية اليمني  أي أن 
 عند  الدالة مستمرة x = 0.  
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1(تقويم ذاتي   
  5/2    ,     0/1   ,  5/2–    ثلاثة أعداد نسبية . 1

  2,    5     ,    7  +1  ,2      أربعة أعداد غير نسبية 
  

2 .{x}, {y},{z} {x,y} {x,z} {x,y,z}   
  

  الإجابة موجودة داخل الوحدة. 3
  

  )2(تقويم ذاتي 
  فردية . 1
  نسبية. 2
  وحيدة القيمة. 3
   القيمةوحيدة. 4
  مثلثية. 5
  كثيرة الحدود. 6
  

  )3(تقويم ذاتي 
                                1. –1/2     

                             2. 1-  
                                3.    ∞  
                                 4. 2     

                                   5. 1      
                                     6. 2/3      
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  )4(تي تقويم ذا
ونحـدد  ) 5،0( نحدد نقطة التقاطع مع محور الصادات وهي النقطـة   f(x)=5منحني الدالة . 1

 x ومنها نرسم مستقيم يوازي محور x,yهذه النقطة علي المستوي 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  f(x) 3=x +6منحني الدالة . 2
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  y =x2 –2x +5منحني . 3
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  y =- x3 +x-1نحني م. 4
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  سرد المصطلحاتم
 مجموعة   Set  
هي تجمع من أشياء تسمي بعناصر المجموعة ويرمز لها عادة بالحروف الكبيرة    

A,B,C,….  
  
 اتحاد     Union   

   ویعرف بUيرمز له بالرمز A,B هو اتحاد مجموعتين 
Bxأو Ax:xBA   

 مجموعة جزئية   Subset  
   xA تقضي xB اذا كانت B  Aهي المجموعة التي تكتب في صورة   
 الأعداد الطبيعية   Natural Number  

 Nهي فئة الأعداد الصحيحة الموجبة ونرمز لها بالرمز     

 الأعداد النسبية   Rational Numbers  
  Qمز لها بالرمز  ويرa/bهي كل الأعداد التي يمكن كتابتها في صورة     
 الأعداد غير النسبية    Irrational Numbers  

  Q* ويرمز لها بالرمز a/bهي كل الأعداد التي لا يمكن كتابتها في صورة     
  
 الأعداد الحقيقية   Real Numbers  

 Rهي مجموعة الأعداد النسبية وغير النسبية ونرمز لها بالرمز    

 الدالة      Function  
ط بين مجموعتين الأولى تسمي بمجال الدالـة والثانيـة تـسمي بالمجـال              هي علاقة ترب   

  .المصاحب
  المجال والمجال المصاحبDomain of function and Co- Domain of Function  
   مجال مصاحب Bمجال وان  A نجد أن B إلى المجموعة A اقتران من المجموعة f يقال أن     
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 المدى    Range  
  عة صور المجال في المجال المقابل هو عبارة عن مجمو  

 دالة واحد لواحد   One to One Function   
    x1 =x2 أن يقتضي  f (x1) = f (x2) حققهي الدالة التي ت      

 دالة شاملة  Function      Absolute  
  دالة شاملة إذا كان المدى يساوي المجال المقابل f يقال أن      
 لقتالمتغير المسو المتغير التابع Dependant Variable and Independent 

Variable    
    المتغير التابعy وتسمي x دائما تتغير بتغير قيمة yهو المتغير الذي فيه قيم       
  .  بالمتغير المستقلxونسمي       

 الدالة الزوجية Even Function    
   f (-x) = f(x)فيها هي الدالة التي تكون      
 الدالة الفردية Odd Function   

   f(-x) = -f(x)هي الدالة التي تكون      
 دالة كثيرة الحدود  Polynomial Function  

   f(x) = anxn +an-1 xn-1 + ……. +a0وتكون في صورة وهي الدالة التي        
0an  إذا كان     

 ةيدورالدالة ال   Periodic  Function  
  كانت تحقق أي  بصورة منتظمة لفترات متساوية هي التي تكرر نفسها       

         f(x+nL) = f(x)   n = 0, 1,2 …   
  النهاية  Limit   

 L لها نهايـة  f (x) عدد حقيقي نقول أن  x دالة حقيقية وان f (x) إذا كانت    
L= f (x) lim وتكتب a من  xعندما تقترب 

ax
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  المقادير غير المعينة   quantities   Infinite    
 هي مقادير لا يمكن معرفة قيمتها علي وجه التحديد وأهمها      

 

 )4(0)3()2(

0
0)1(  

  الدالة المستمرة   Continues Function  
النهاية اليـسرى للدالـة   = قيمة منتهية وتكون النهاية اليمني f(a) هي الدالة التي تكون      
   f(a)من النهايتين  وان تساوي كل  x = aعند 
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  المقدمة  
 تمهيد  

ة  في الوحدة الثانية بعنوان المشتقة الأولى هذه الوحدة لها ارتباط وثيق بالوحد. مرحبا بك
الأولى والدالة بصفة خاصة ، يمكنك بسهولة ويسر متابعة وشرح أقسام الوحدة الثانية بعد 

 ىدراستك للوحدة الأولى والتي تتكون من ثلاثة أقسام رئيسية القسم الأول يشرح ويعرف المعن
لأولية الهندسي والبياني للمشتقة الأولى ثم القسم الثاني يبدأ بإيجاد المشتقة الأولى من المبادئ ا

  .أما القسم الثالث يشرح المشتقة الأولى للدوال المثلثية. وشرحها مع ذكر أمثلة
تجد في داخل الوحدة عدد من الأمثلة ومجموعة من التدريبات ولها إجابات في نهاية الوحدة 
حتى تتمكن من التأكد من الإجابات الصحيحة وأسئلة التقويم الذاتي لكي تساعدك علي 

  .تذكارالمراجعة والاس
توجد بعض الوسائط البصرية وبرمجيات الحاسوب لتمكنك من إعادة ما صعب عليك فهمه في 

   .داخل الوحدة
  .لك الاستفادة من هذه الوحدة وان تساعدنا في تقيمها ونقدهانتمنى 

  

  أهداف الوحدة  
  
  
  

  

  :بعد دراستك لهذه الوحدة ينتظر منك أن تكون قادرا علي أن
  .تعرف المشتقة الأولى .1
  .ترسم وتستنتج المشتقة الأولى هندسيا وبيانيا .2
  .ى من المبادئ الأوليةتحسب المشتقة الأول .3
  .تشرح المشتقة الأولى من المبادئ الأولية للدوال المثلثية .4
  .تحسب المشتقة الأولى لجيب الزاوية وجيب تمام الزاوية وظل الزاوية .5
توجد المشتقة الأولى من المبادئ الأولية للقاطع وظل التمام وقاطع تمام  .6

  الزاوية
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 

 الأولى للمشتقة عنى الهندسي المتعريف .1

The First Derivative  
    

بداية الوحدة الثانية عليك أن تحاول إعادة  واسترجاع ما ذكر وشـرح فـي الوحـدة           قبل       
  .حتى تتمكن من متابعة وفهم هذه الوحدة الأولى 

  نبدأ بالشرح لمعني المشتقة الأولى بيانيا 
ــة     ــان  الدال ــى بي ــر إل x(fy(لننظ  ــشكل ــين) 2.1.1( ال ــذ  النقطت   ولنأخ

 )y,x(P,)yy,xx(P1  )  الرمز يقرأ Delta ( علي منحني الدالة)x(fy  .  
                                                                         

       )x(fy                                          .  

  
                            

                                  

                                           
                                                                                                                           

                                                                                            
                                                                                                                                     

                                                                         
                                                            2                                                                                                            

                                                                                                                                                
                                                                                                                                                
                 

  )2.1.1(الشكل 
  

مع ) المحور الراسي (y ويوازي محور 1Pنقطة تقاطع المستقيم الذي يمر بـ 1Lلتكن 
  من الشكل) . المحور الأفقي(xويوازي محور P يمر بـ المستقيم الذي

PL
PLtan

1

11
1   

   )1 ترمز لظل الزاوية 1tanحيث    ( 
   النقطة التي تقطع 2L ولتكن 2P للموقع Pنحو  علي منحني الدالة 1Pوإذا تحركت النقطة    

1 

P1 

P2 
P 

Pn 

n 

L1 L2 Ln 
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   الزاوية التي 2 ولتكن 1PL المستقيم  y ويوازي محور2Pفيها المستقيم الذي يمر بـ  
  فان. x مع محور2PPيصنعها الوتر الجديد 

PL
PLtan

2

22
2   

4n ثم إلى   3P إلى   2Pتحرك  ( وبتكرار هذه العملية      PP نحو   P (   تكون لـدينا الزوايـا
34n ,....,...,    
     nPPيقترب الوتر   )  بصورة لا نهائية nإذا زادت    (P من nPو أخيرا  عندما تقترب  
  .Pإلى المماس للمنحني عند  
          الآن 

x
ytan n 


   

   تقترب شيئاً فشيئاً من الصفر كما تقترب  yوx  فان كلاً من P إلى nP وعندما تقترب 
  وعليه x مع محور 0P التي يصنعها المماس للمنحني عند   إلى nالزاوية  

x
ylimtan

0x 



  

  
  
  
  
  

  المطابق للتغير  الـذي       yلتغير في    تمثل ا  yعلي المنحني فان    x معطاة بدلالة    yوبما أن    
  .x بدلالة yوعليه يمكننا حساب . xطرأ علي

والنسبة  
dx
dy تمثل معدل تغيير yبالنسبة إلىx . فالمعني الحقيقي والاشمل للمعامل  

  .التفاضلي الأول ما هو إلا معدل تغيير الدالة بالنسبة للمتغير المستقل 

 عليه ونسمي هذه    Pأي أن هذه النهاية تساوي ميل المماس للمنحني عند النقطة          
x(fy(النهاية المشتقة الأولى أو المعامل التفاضلي الاول للدالة  وتكتب   

                   
dx
dy 
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  إيجاد المشتقة الأولى من المبادئ الأولية .2

  : لإيجاد المعامل التفاضلي الأول أو المشتقة الأولى من المبادئ الأولية نقوم بالخطوات التالية
  
  
  
  
  
  
  
  

 أمثلة  
  أوجد المشتقة الأولي من المبادئ الأولية لكل من 

 1x5xy)2 2        naxy)1   
  ثابتaحيث  

x
ax)xx(alim

dx
dy

ax)x(fy)1
nn

0x

n










 

0xوبتعويض    نجد قيمة 
0
0

dx
dy

 نجد) 1.3.3.1( ولكن باستخدام النهاية الهامة  
1n

nn

0x

nn

0x
axn

x)xx(
ax)xx(alim

xxx
ax)xx(alim

dx
dy 











  

 لأي عدد حقيقي يمكن تعميم هذه القاعدة nًمثلا   

2
51

2
3

2
3

615

5

x
2

15x
2
35

dx
dy

x5y)ii(

x10x52
dx
dy

x2y)i(

















 

، وهـو   xبدلالـة التغيـر     ) من معادلـة الدالـة     (yالمقابل في   yنحسب التغير    -1
)x(f)xx(fy   

نأخذ النسبة  -2
x
y


   

 نوجد نهاية النسبة -3  
x
y


 عندما تقترب xمن  الصفر أي   

x
)x(f)xx(flim

dx
dy

0x 




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1x5xy)2 2    
   

 

5x2
x

)5xx2(xlim
x

)x(5)x()x(x2lim

x
1x5x1)x(5x5)x()x(x2xlim

x
1x5x1)xx(5)xx(lim

dx
dy

0x

2

0x

222

0x

22

0x




























 

  
  )1(تدريب 

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

  أوجد المشتقة الأولى للدوال الاتية
13)1  xy

 

1125)2 2  xxy 

23 32)3   xxy
 

4
1

3
1

166)4 xxy   

2
1

2
33)5 
 xxxy  
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  )1(أسئلة تقويم ذاتي 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   إيجاد المشتقة الأولى من المبادئ الأولية للدوال المثلثية .3

  وات لإيجاد إيجاد المشتقة الأولى من المبادئ الأولية للدوال المثلثية لا يختلف عن الخط   
  المشتقة الأولى للمبادئ الأولية ولكن عليك بمراجعة الخطوات السابقة حتى تتمكن من فهم هذا  
  القسم من الوحدة ونأخذ  
  إيجاد المشتقة الأولي للجيب:أولا 

x
xsinxsinxcosxcosxsinlim

x
xsin)xxsin(lim

dx
dy

xsiny

ox

0x
















 

  1ترب من  تقxcos من الصفر فان xعندما تقترب 
xcosxcos

x
xsinlim

dx
dy

0x








 
  ).1.3.3.2(استخدمنا أولا قانون جيب مجموع زاويتين وثانيا نتيجة النهاية الهامة (
  

  

 

  أوجد المشتقة الأولى من المبادئ الأولية لكل مع كتابة الخطوات / 1
a) y = x3 + 3x +2 

 
b) y = x2 – 2x +1 

 
c) y = x2 -1 

x(fy(  اكتب المعامل التفاضلي الأول للدالة /2   
   ما هي الخطوات لإيجاد المعامل التفاضلي الأول من المبادئ الأولية/3
   أوجد النسبة ثم نهاية  y = f (x) من معادلة الدالة yالمقابل في yسب التغير  اح/4

  .          النسبة
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  إيجاد المشتقة الأولي لجيب تمام الزاوية: ثانيا 

x
xcosxsinxsinxcosxcoslim

x
xcos)xxcos(lim

dx
dy

xcosy

ox

0x
















 

   من  الصفر x عندما تقترب 1 يقترب من xcosوبالمثل فان  
xsinxsin

x
xsinlim

dx
dy

0x








 

  إيجاد المشتقة الأولي لظل الزاوية : ثالثا 

























)xtanxtan1(x
)xtanxtan1(xtanxtanxtanlim

x

xtan
xtanxtan1

xtanxtan

lim
x

xtan)xxtan(lim
dx
dy

xtany

0x

0x0
 

   
 xtanxtan1xcos

xtan1
x

xsinlim
)xtanxtan1(x

xtan1xtanlim

)xtanxtan1(x
xtanxtanxtanxtanxtanlim

2

0x

2

0x

2

0x


















   

 
  xsec

)0(xtan11
xtan11 2

2





  

  استخدمنا المتطابقة المثلثية المعروفة وهي 
  x         sec  1 x tan 22   

 
 

  )2(تدريب 
  
  
  
  
  
  

 :الأولي من المبادئ الأولية للدوال الآتية أوجد المشتقة 
)32sin()1  xy 

)13cos()2  xy 

)12tan()3  xy
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  إيجاد المشتقة الأولي من المبادئ الأولية للقاطع: رابعا 

 
x

)xcos1()xxcos(1lim

x
xsec)xxsec(lim

dx
dy

xsecy

0x

0x
















 

 

 

xtanxsec
xcos
xsin

xcos
1

xcos
xsin

xcos
xsin1

)0sin(xsinxcos)0cos(xcos
xsin

x
xsinlim

]xsinxsinxcosx[cosxcosx
)xsinxsinxcosx(cosxcoslim

)xxcos(xcosx
)xxcos(xcoslim

22

20x

0x

0x





























 

  )3(تدريب  
  
  
  

  

  
  

  المشتقة الأولى من المبادئ الأولية لظل التمام: خامسا 

 

)xxtan(xtanx
)xtanxtan1(

)xtanx(tanxtan
lim

)xxtan(xtanx
)xxtan(xtanlim

x
)xtan1()xxtan(1lim

x
anxcot)xx(ancotlim

dx
dy

anxcoty

0x0x

0x0x



























 

أوجد
dx
dy إذا كانت     
               

)sec()1 baxy 
b ، a  ثابتان                           حيث
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 
 

 
xtan0cos
1xtan

x
xsinlim

)0xtan(xtan)0tan(xtan1
1xtan

x
xtanlim

)xxtan(xtan)xtanxtan1(x
xtanxtanxtanxtanxtanlim

2

2

0x

2

0x

2

0x

























  

 xeccosxancot1
xtan

1xtan 22
2

2




  

 استخدمنا المتطابقة المثلثية 
  x         cosec x cotan  1 22   

  إيجاد المشتقة الأولى من المبادئ الأولية لقاطع التمام: سادسا 

 

  )xxsin(x(sinx
)xcosxsinxcosx(sinxsinlim

)xxsin(xsinx
)xxsin(xsinlim

x
)xsin1()xxsin(1lim

x
ecxcos)xx(eccoslim

dx
dy

xeccosy

0x0x

0x0x
























  

  xsin
xcos

x
xsinlim

)0xsin(xsinx
xcosxsin)0cos(xsinxsinlim 20x0x











 

xancotxeccos
xsin
xcos

xsin
1

    
  فظ المشتقة الأولى للدوال المثلثيةالجدول الآتي  يساعد الدارس علي ح      

  
dy/dx y = f(x) 

x cos  x sin  
 x sin-  x cos  

xsec2  x tan  
x tansecx   x sec  

x cotan x cosec-  x cosec  
xcosec- 2  x cotan  
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  )2(أسئلة تقويم ذاتي        
   

   الجدول الآتي والذي يبين المشتقة الأولى للدوال المثلثيةأكمل .1
dy /dx y = f(x) 

  sin x 
  tan x 
  cotan x 
  sex x 

  

  y = cos x وجد المشتقة الأولى لجيب تمام الزاوية أ. 2   2
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  الخلاصة 
في هذه الوحدة  تم شرح المعني الهندسي للمشتقة الأولى ومنها أوجدنا قانون المـشتقة     

ميل المماس للمنحني عند نقطة عليه ويطلـق عليهـا النهايـة            الأولى وتعريفها رياضيا وهي     
بالرمزل ويرمز لها قوتعرف أيضا بأنها معدل تغير الدالة بالنسبة للمتغير المست

dx
dy     ثـم بـدأ

القسم الثاني بشرح عن كيفية إيجاد المشتقة الأولى لأي دالة من المبادئ الأولية وتعرفت علـي                
هامة لإيجاد المعامل التفاضلي وهي أن نحسب التغير ثم نأخذ النـسبة وبعـد ذلـك         الخطوات ال 

نوجد النهاية القسم الثالث تم فيه شرح لإيجاد المشتقة الأولى للدوال المثلثية من المبادئ الأولية               
  ولظـل -x sin جيـب التمـام   مشتقه ل  و x cos =  الجيب  المشتقات وهو    وتوصلنا إلى قوانين  

xsec2 ظل التمام ل وtan xsecx  والقاطع  x cotan x cosec-   وقاطع التمـام xcosec- وتـم  .2
شرح كيفية إيجاد المشتقة الأولى لكل الدوال المثلثية وهي عبارة عن تفاضل الزاوية مضروب              

  .لمثلثيةفي تفاضل النسبة ا

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية
الوحدة الثالثة والتي تلي هذه الوحدة بعنوان قوانين التفاضـل وسـوف يـتم التطـرق         
والشرح بالتفصيل لقوانين التفاضل وهو قانون تفاضل حاصل ضرب دالتين وتفاضل حاصـل             

والثانيـة ومـشتقات    دالة بعد أن تكون قد استوعبت الوحدة الأولى         القسمة دالتين وتفاضل دالة     
  .الدوال المثلثية جيدا لأنها ترتبط بالوحدات الأخرى للمقرر
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  إجابات التدريبات 
  )1(تدريب  

3x13
dx
dy

1x3y)1

11 



  

2x10x2x25
dx
dy

11x2x5y)2

1112

2






 

341213

23

x6x6x23x32
dx
dy

x3x2y)3








 

4
3

3
21

4
11

3
1

4
1

3
1

x4x2x
4
116x

3
16

dx
dy

x16x6y)4





 

2
3

2
121

2
11

2
3

13

2
1

2
33

x
2
1x

2
3x3x

2
1x

2
3x3

dx
dy

xxxy)5








  

  
  
  )2(يب تدر  
  

   

)3x2cos(2)3x2cos(2)3x2cos(
x2

x2sin2lim

x
)3x2sin(x2sin)3x2cos()0cos()3x2sin(lim

x
)3x2sin(x2)3x2(sinlim

x
)3x2sin(3)xx(2sinlim

dx
dy

)3x2sin(y)1

0x2

0x

0x0x




























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   

)1x3sin(3)1x3sin(
x3

x3sin3lim

x
)1x3cos(x3sin)1x3sin(x3cos)1x3cos(lim

x
)1x3cos(x3)1x3(coslim

x
)1x3cos(1)xx(3coslim

dx
dy

)1x3cos(y)2

0x3

0x

0x0x





























 

 

 

 
 

   
  

 1x2sec2
x2tan)1x2tan(1)x2cos(

)1x2(tan1
x2

x2sin2lim

x2tan)1x2tan(1x
)1x2(tan1)x2tan(lim

x
)1x2tan(x2)1x2(tanlim

dx
dy

)1x2tan(y)3

2

2

0x2

2

0x

0x






























  

  
  
  )3(تدريب   
     
            

1)  )bax(xacos)baxcos(x
))bax(xacos()baxcos(lim

0x 





                                                                                        

  
))bax(xacos()baxcos(x

baxsin)xasin()baxcos()xacos()baxcos(lim
0x 





                 

)baxtan()baxsec(a
)baxcos(
)baxsin(

)baxcos(
1a

)bax(cos
)baxsin(

xa
xasinalim 20xa

















    

    ثابتان a ,bحيث          
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي    
  )1(تقويم ذاتي        

1.   (a)  3x +3           
(b) = 2x – 2  
(c) 2x        

.   2 dy / dx             
، وهـو  xبدلالـة التغيـر   ) مـن معادلـة الدالـة    (yالمقابل في  yأولا نحسب التغير    . 3
)x(f)xx(fy   

ثانيا  نأخذ النسبة 
x
y


   

ثالثا نوجد نهاية النسبة   
x
y


 عندما تقترب xمن  الصفر أي   

x
xfxxf

dx
dy

x 





)()(lim
0

  
  

= النسبة  .4    
x
y


   

= النهاية 
x

)x(f)xx(flim
dx
dy

0x 





  
  
  )2(تقويم ذاتي   

 1. 
dx
d  (sinx) = cos x  

= sec2x)tanx( 
dx
d 

dx
d   (cotanx  ) = -cosec2 x 

dx
d (sec x) = sec x tan x 

  y = cos x.  2  
          = sin x-    المشتقة الأولى  
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  مسرد المصطلحات
  

 المشتقة الأولي  The first Derivative   
 وتكتبf/ (x) ويرمز لها بالرمز x 0هي عبارة عن نهاية متوسط التغير عند          

dx
dy    

  .حنيوهي ميل المماس للمن        
  

 معدل تغير Variation Rate   
 أو هي معدل تغيير الدالة بالنسبة للمتغير xإلى التغيير في  y  نسبة التغيير في هو         

  المستقل 
ويرمز لها بالرمز         

x
y


  
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  المقدمة 
  تمهيد         

 عزيزي الدارس نرحب بك في الوحدة الثالثة بعنوان قوانين التفاضل بعد الشرح والفهـم           
الجيد للوحدة الأولى والثانية والتي كانت تشمل الدوال ومشتقات الدوال المثلثية والتـي سـترد               

  .كثيرا في أمثلة هذه الوحدة
 ثم قـانون تفاضـل حاصـل    ،تبدأ قوانين التفاضل بقانون تفاضل حاصل جمع أو طرح دالتين   

  .دالةالضرب دالتين يأتي بعده تفاضل حاصل قسمة دالتين وتفاضل دالة 
 وحتى يتمكن الـدارس  ،تجد في ثنايا هذه الوحدة أمثلة لتعميق الشرح وتقريب الفهم والاستيعاب        

من حل التدريبات الواردة في هذه الوحدة مع وجود أسئلة تقويم ذاتـي لاسـترجاع القـوانين                 
  .واستذكارها وحفظها

لبـصرية  في نهاية هذه الوحدة نجد حلول للتدريبات وكذلك نجـد مـن الوسـائط الـسمعية وا             
  .وبرمجيات الحاسوب ما يعينك علي زيادة المعرفة وتعميق الشرح

  .نطلب منك أن تساعدنا في تقييم هذه الوحدة

أهداف الوحدة       
  
  
  
  
  

  أخي الدارس 
  :بعد دراستك لهذه الوحدة ينبغي أن تكون قادرا علي أن

  .تشرح تفاضل حاصل جمع وطرح دالتين / 1
  .تحل تفاضل حاصل ضرب دالتين  / 2
  .تحسب تفاضل حاصل قسمة دالتين / 3
  .ل دالة الدالةضافتستنتج وتشرح ت / 4
  .تميز بين قوانين التفاضل الأربعة / 5
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1. قوانين التفاضل  The Differentiation Rules  

   وحدة الثالثة يجب عليك مراجعة الوحدة الأولى والثانية جيدا حتى نبدأ معا مشوارنا مع ال      
  :وقوانين التفاضل وهي كما يلي     

  تفاضل حاصل جمع أو طرح دالتين 1.1
  :لتوضيح الشرح نبدأ بالمثال الآتي      

vu  y لتكن        حيث u , v بدلالةx وليكنu,v ي  هما التغير الناتج ف u , v على   
  .x  في xالترتيب عندما يحدث تغير      

dx
dv

dx
du

x
v

x
ulim

x
ylim

dx
dy

x
v

x
u

x
y

vu)vv()uu(y

0x0x





































 

  
 . تفاضل الدالتين)  طرح( دالتين يساوي جمع ) طرح( تفاضل حاصل جمع : والقاعدة هي   

  
 أمثلة:  

xsinx2
dx
dy

xcosxy)1( 2




 

 

xcotxcosecxsec
dx
dy

xcosecxtany)2(

2 


 

  تفاضل حاصل ضرب دالتين 2.1
    المثال أدناه يشرح لك تفاضل حاصل ضرب دالتين ومنه نستنتج القاعدة التي لابد لك أن      
  .تحفظها وتتأكد من معرفتك وفهمك الجيد لها      
uv  y لتكن        حيث u , v  دالتان فيx وليكنu,v  هما التغير الناتج في  u , v على  
  .x  في xالترتيب عندما يحدث تغير      
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










































 x
vu

x
uv

x
vulim

x
ylim

dx
dy

x
vu

x
uv

x
vu

x
y

vuuvvu
uv)vv)(uu(y

0x0x

 

 
 

  إذن  .  أيضا تقترب من  الصفر u من  الصفر فانxعندما تقترب       
  :وهذه هي قاعدة تفاضل حاصل ضرب دالتين     

  
  
  
  

  

 من دالتين ما هـو القـانون أو         أكثر يتبادر إلى ذهنك إذا كان هنالك حاصل ضرب          سوف
  القاعدة التي يجب أن تطبق؟ للإجابة علي هذا السؤال

     من دالتين ، مثلاً لإيجاد المعامل التفاضلي أكثرل ضرب يمكننا  تعميم هذه القاعدة لحاص 
  لحاصل ضرب ثلاث دوال نعتبر دالتين منها كدالة واحدة ونطبق القاعدة السابقة مثلاً إذا  
  كانت  

 

dx
duwv

dx
dvwu

dx
dwuv

dx
duv

dx
dvuw

dx
dwuv

dx
)uv(dw

dx
dwuv

dx
dy

wuvuvwy









 





   

dx
duv

dx
dvu

dx
dy



المعامل التفاضلي للدالة × لة الأولى المعامل التفاضلي لحاصل ضرب دالتين يساوي الدا
 .المعامل التفاضلي للأولى× الثانية زائداً الدالة الثانية 
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 أو اخذ ثـلاث دوال        حاصل ضرب أربع دوال يمكننا اخذ دالتين كدالة واحدة          yوإذا كانت   
  .كدالة واحدة ونطبق قاعدة تفاضل حاصل ضرب دالتين

 أمثله:  

  xsinx3xcosxx3xsinxcosx
dx

dxxsin
dx

xsindx
dx
dy

xsinxy)1

2323

3
3

3







 

 
 

 xsinx3xcosxxtanxsecxsinx

xsinx
dx
dxtan)x(tan

dx
dxsinx

dx
dy

xtanxsinxxtanxsinxy)2

2323

33

33







 

  
بعد دراستك ومعرفتك للقانونين قانون حاصل جمع وطرح دالتين وقانون حاصل ضرب 

لفهم نأتي إلى أسئلة دالتين تكون قد حققت الهدف الأول والثاني وحتى يتم لك التأكد من ا
  .التقويم الذاتي لتبدأ في وضع الحلول لها

  

 1( أسئلة تقويم ذاتي(  
  
  
  
  
   
  
  
  
  
  

 

وجد أ  
dx
dy إذا كانت    

1/ y = x3 + cos x 
 

2/ y = x3 sin x tan x  
 

3/ y = x3 sin x       
 

4/ y = tan x + cosec x 
 

  .برهن قانون حاصل ضرب دالتين /5
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  تفاضل حاصل قسمة دالتين 3.1

  بعد نهاية شرح ضرب الدالتين فأكثر ندخل سوياً إلى شرح حاصل قسمة دالتين
لتكن   

v
uy  حيث  u,v بدلالة x   

2

0x0x

v
dx
dvu

dx
duv

dx
dy

)vv(v
x
vu

x
uv

lim
x
ylim

dx
dy

)vv(v
vuuvy

)vv(v
)vv(u)uu(v

v
u

vv
uuy







 































 

 أمثله:  
أوجد   

dx
dyإذا كانت   

  
  

  الحل       
 

 
 

   

49x28x4
21x34x6

dx
dy

49x28x4
x20x12x421x14x6x4

dx
dy

7x2
)x4(5x3x)3x2)(7x2(

dx
dy

7x2
5x3xy)1

24

2

24

2323

22

22

2

2





















 

xtan
xcos
xsiny)2

7x2
5x3xy)1 2

2






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xsec
xcos

1
xcos

xsinxcos
xcos

)xsin)(x(sin)x(cosxcos
dx
dy

xtan
xcos
xsiny)2

2
2

2

22

2











 

عليك أخـي  .وهذه  النتيجة تذكرك بالتي حصلت عليها بالوحدة الثانية باستخدام المبادئ الأولية           
  .الدارس الرجوع إليها حتى تستطيع ربط الوحدات والتأكد من ذلك

  )1(تدريب  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  تفاضل دالة الدالة  4.1

  .مما سبق شرحه حاول أن تتعرف علي ماذا نعني بتفاضل دالة الدالة
  و نستطيع أن نكتب. xدالة فيyفنقول أن x معطاة بدلالة u و u معطاة بدلالة yإذا كانت 

  
 

dx
du

du
dy

dx
dy

  
  

  
  
  

أوجد
dx
dyإذا كانت   

)13)(1()1 2  xxy      xxxy cos)13)(1()2 2   

 
xccoxy se)32()3 2        x

xy
tan1

tan)4


  

 

xnco
xy

ta1
)5

2


             xx

xy
sin

1)6
2 

  
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  أمثلة  
أوجد   

dx
dyإذا كانت   

  4)1x6(y)1   7xx3siny)2 2  )2x7(ancoty)3            
    

xtany)4 3  
 

4)1x6(y)1   

  :الحل
1x6(u(بأخذ   4 فانuy    

   33

3

)1x6(246)1x6(4
dx
du

du
dy

du
dy

6
dx
du,)u(4

du
dy




 

   
 7xx3siny)2 2   

  :الحل
7xx3uبأخذ  2  فان  usiny   

 7xx3cos)1x6(
dx
dy

)1x6)(u(cos
dx
du

du
dy

dx
dy

2 


  

  

)2x7(ancoty)3    

  :الحل
2x7uبوضع   فان  uancoty            

 

)2x7(eccos7
dx
dy

)7(ueccos
dx
du

du
dy

dx
dy

2

2




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xtany)4 3  
  :الحل

xtanuبوضع   3  فانuy   
   xsecxtan3xsecu3

dx
du

du
dy

dx
dy 2222   

  )2(تدريب      
                

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  

  )2(أسئلة تقويم ذاتي
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

أوجد
dx
dyإذا كانت  

2

1
1tan)1 











x
xy  

 











1
1tan2 2

x
xy  

x
xy 2

2

sec
sin1)3 

  

)17(
)15tan(sin)4

3





x

xxy
 

أوجد 
dx
dyإذا كانت    

1. y =  sin x   = tan x  
           cos x 
 
2. y = (6x –1)4 

 
3. y = cotan (7x-2) 
 
4. y = tan3 x 
 
5. y = x2 + 3x + 5  

          2x2 –7 
.دالةالهن تفاضل دالة بر. 6  
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  الخلاصة    
  دعنا نقوم معا بتلخيص أهم ما ورد في هذه الوحدة 

شملت الوحدة الثالثة قوانين التفاضل وهي تعتبر ذات أهمية قصوى في علم الحسبان وبـدأت               
الوحدة بالقانون الأول للتفاضل وهو تفاضل حاصل جمع وطرح دالتين تم برهـان القـانون               

طرح تفاضل   وأوتوصلنا إلى القاعدة وهي تفاضل حاصل جمع أو طرح دالتين يساوي جمع             
نه المعامل التفاضلي لحاصل ضرب دالتين      با أكثررح ضرب دالتين أو     الدالتين بعد ذلك تم ش    

 يساوي الدالة الأولى في المعامل التفاضلي للدالة الثانية زايدا الدالة الثانية في المعامل              أكثرأو  
 في حالة ثلاثة دوال تعتبر دالتين كدالة واحـدة وإذا                                    التفاضلي للأولى 

ويأتي القانون الثالـث    . ثة اخذ دالتين كدالة واحدة أو احذ ثلاثة دوال كدالة واحدة           من ثلا  أكثر
2v   دالتينسمة  حاصل ق

dx
dvu

dx
duv

dx
dy







     ثم القانون الرابع تفاضل دالة داله.  

  

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية
 وفـي هـذه   الأسـية لدالة بعد نهاية الوحدة الثالثة نأتي بك إلى شرح الوحدة الرابعة بعنوان ا         

 ثـم عمليـات   الأسيةوكذلك بيان ورسم الدالة e سية والعدد الأالوحدة سوف تتعرف عن الدالة 
  .تفاضل الدالة الأسية مع وجود أمثلة وتدريبات لتعميق الفهم والشرح

  
  
  
  
  
  
  
  
  

dx
duv

dx
dvu

dx
dy


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  إجابات التدريبات
  )1(تدريب 

 الحل

3x2x9

x2x63x3)x2)(1x3()3)(1x(
dx
dy

)1x3)(1x(y)1

2

222

2







   

 

xcos)1x3(x2xcos)1x(3xsin)1x3)(1x(

)x2)(x)(cos1x3()3)(x)(cos1x()xsin)(1x3)(1x(
dx
dy

xcos)1x3)(1x(y)2

22

22

2







 

              

  xccoxxncox

xccoxxncoxccox
dx
y

xccoxy

se4ta)23(

se4)tase)(32(

se)32()3

2

2

2







 

            

2

2

2

22

)xtan1(
xsec

)xtan1(
xsec)x(tanxsec)xtan1(

dx
dy

xtan1
xtany)4












  

            

 

2

22

2

22

2

)xntaco1(
xseccox)xntaco1(x2

)xntaco1(
xseccox)x2)(xntaco1(

dx
dy

xntaco1
xy)5













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  

   
xsinx

xsin1xxcosxxxsinx2
)xsinx(

xsin)1(xcosx1x)x2)(xsinx(
dx
dy

xsinx
1xy)6

22

232

2

2

2









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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1(تقويم ذاتي 

1. 
dx
dy

 = x3 cos x + 3x2 sin x      

 
2. 

dx
dy

 = x3 sin x sec2x + tan x (x3 cos x + 3x2 sin x)   

 
3. 

dx
dy

 = x3 cos x + sin x (3x2) = x3 cos x + 3x2 sin x   

 
4. 

dx
dy

 = sec2x – cosec x cot x       

 
       الرجوع إلى البرهان داخل الوحدة .5

 
  )2(تقويم ذاتي 

1. 
dx
dy

 = sec 2 x         

 
2. 

dx
dy

 = 24 (6 x-1)3        

 
3. 

dx
dy

 = -7 cosec2 (7x –2)       

 
4. 

dx
dy

 = 3 tan2 x sec2 x        

 
5. 

dx
dy

 = -6 x2 –34x –21        

                    4x4 – 28 x2 +49        
           

 
    6  .الرجوع إلى البرهان داخل الوحدة
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  مسرد المصطلحات
  تفاضل Differential  

   دالة فان fإذا كانت      
lim

0x
  f (x +h)  - f(x)  

h         
  f/(x) ويرمز لها بالرمز x عند fهذه النهاية تسمي تفاضل الدالة     

  
 اشتقاق Differentiation  
   دراسة متسلسلة للنهايات والتي يطلق عليها الرياضيون نظريات الاشتقاقهو     



 80
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  المقدمة 
  تمهيد    
    وتنقسم هذه الوحدة إلى الآسيةأخي الدارس مرحبا بك في الوحدة الرابعة بعنوان الدالة  
  :ثلاثة أقسام رئيسية 

 مع  وأهميته في علم التفاضل والتكامل وكذلك ارتباطهeفيه شرح تفصيلي للعدد : القسم الأول
  العلوم الأخرى مثل علوم الفيزياء والجيولوجيا وتتعرف علي كيفية إيجاده واستخداماته 

  . يعرف بالنهاية e وتجد أن العدد 
  . هندسيا الآسية نعرفها ونوضح بيان الدالة الآسيةمن الوحدة وهو الدالة : القسم الثاني

م قوانين التفاضل السابقة ذكرها في  ونستخدسيةلأاعن المعامل التفاضلي للدالة  :القسم الثالث 
  .الوحدة الثالثة 

  تجد في داخل الوحدة أمثلة للشرح والتطبيق وكذلك تدريبات لها إجابات في نهاية الوحدة  
  .وأسئلة تقويم ذاتي للمراجعة والتأكد من الفهم 

لوحدة لك وتأتي الوسائط التعليمية مثل برمجيات الحاسوب لتزيد المعرفة و الشرح في نهاية ا
  .أن تعيد ما شرح وبعد ذلك تستطيع أن تقيم لنا هذه الوحدة

  

 أهداف الوحدة            
  

  
  
  
  
  
  
         

  : عزيزي الدارس بعد فراغك من هذه الوحدة ينتظر أن تكون قادرا علي
  . واستخداماتهe تعرف العدد  / 1
  .الأسيةح الدالة تشر / 2
  . هندسيا وبيانياالآسيةتستنتج وترسم الدالة  / 3
  .الأسيةتحسب المعامل التفاضلي للدالة / 4
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  eالعدد.1
 والـذي  e  ربما يصبح لك غريبا وصعبا ماذا نعني بالعدد e في بداية الوحدة الحديث عن العدد 

ياضيات ولكنه رمز له دلالاته ومعناه وأهميته في حـساب  هو ليس رقما كما يحدث في علم الر  
  . وأهميتهe التفاضل والتكامل لعلك زدت شوقا لمعرفة تعريف العدد 

  
  
  

  ولإيجاده وتعريفه نستخدم قانون مفكوك ذات الحدين 

         
n

n n
11lime 




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 


   

   نذكر بان المفكوك  هوe [وإذا استخدمنا مفكوك  ذات الحدين لإيجاد  

]b
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بتطبيق هذا المفكوك علي المقدار 
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 نجد أن أي مقدار في الصورة nوعندما نأخذ  
n
a إذن يقترب من الصفر  

...
!3

1
!2

111e   

    (summation)وسنرمز للمجموع بالرمز  
            






0n !n

1e  

   نبدأ  بالمتباينةeولنتعرف على العدد ) المتسلسلة أعلاه متقاربة( 

 عدد غير قياسي ويعرف بالنهاية  eنجد أن العدد 
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    3e2   
  البرهان 

2e أنواضح     )   بقـي أن نثبـت أن      ) )  1+1(أول عددين من المجموع همـا       لان
3e .   

3e

3
1

11...
2.2.2

1
2.2

1
2
111...

!3
1

!2
111e

2
1






   

 هنا لابد لك أن ترجع إلى معلوماتك عن الهندسة التحليلية ومعرفة المتواليـة الهندسـية لكـي                 
  e تستخدمها في حل المفكوك لإيجاد قيمة 

 ملاحظة  
  
  
  
  

  Exponential Function الدالة الآسية .2
 وارتباطها بالعدد الآسية نأتي إلى تعريف الدالة اًتعريفا واضح e عرفنا  العدد وبعد أن شرحنا 

e  واستخدام العدد e في هذه الدالة .  
xeyالآن نعرف الدالة الآسية بأنها    

nx
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
  

استخدم مفكوك ذات الحدين للمرة الثانية  وفي هذه الحالة لا يأخذ منك زمن ولا تحتـاج إلـى          
  إعادة شرح لأنك تكون قد استوعبت وفهمت جيدا الطريقة لحل المفكوك 

2 وأساسها 1استخدمنا مجموع المتوالية الهندسية التي حدها الأول  (  
1(  

 2.718e = وعادة نأخذ 2.7182818285 لعشرة منازل عشرية هي eوقيمة 
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  الآسيةرسم منحنيات الدالة  

 الآسـية  رياضيا نأتي لتوضيح كيفيـة بيـان الدالـة           الآسيةة  عزيزي الدارس بعد تعريف الدال    
  ورسمها هندسيا

  :الآتية نتبع الخطوات آسيةلكي تستطيع أن ترسم منحني أي دالة 
 ذ مجموعة من الأعداد خنأ.  
  تحصل علي مجموعة من الأزواج المرتبة تمثل نقاط وننوجد صور هذه الأعداد.  
 حني تحدد هذه النقاط ثم تصل بينها بخط من.  
 نتحصل علي منحني الدالة المطلوب.  
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 وعـوض  Y والمحـور  Xانظر إلى الجدول أدناه وتمعن في العمود والصف ارسم المحور          
  .النقاط الواردة في الجدول حتى تتحصل علي الشكل أدناه

  

0eyx,eyx,1ey0x 0   
 -    1  0  x  

0    2.718  1  Y=f(x)  
  

                            xey                   
  

                                                                                              
                                                                                                                                                                                                 

                                                                                         
  
  
  

  )1(أسئلة تقويم ذاتي 

(0,1)  

(0,0)  

X  

Y  

 

   e < 3اثبت أن  / 1
   y = ex الأسيةاستخدم مفكوك ذات الحدين للدالة  / 2
  ex     =) X(fارسم منحني / 3
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  الأسيةالمعامل التفاضلي للدالة   .3
 نأخذ المثال التالي لمعرفة كيفية إيجاده وحتى نتمكن من          الآسيةلإيجاد المعامل التفاضلي للدالة      

  استخدامه وتطبيقه التطبيق الصحيح 

...
!4

x
!3

x
!2

xx1ey
432

x    
  بمفاضلة هذه المتسلسلة حداً حداً نجد

x
32

32

e...
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x
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xx1
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!4

x4
!3

x3
!2
x210

dx
dy




 

  :ويمكن تعريفه بأنه ex  باستخدام مفكوك ذات الحدين نتحصل علي المعامل التفاضلي ل  
  
  

  

 أمثلة  
أوجد   

dx
dyإذا كانت    

xsin
ey)2xey)1

x
x   

 يستخدم لحل هذه المعادلة لعلك وصلت معـي إلـى    أنانظر إلى هذا المثال وحدد لنا ما يجب          
  .ام تفاضل حاصل ضرب دالتيناستخد

xxx

x

e)x1()1(exe
dx
dy

xey)1




 

 

  .  نستخدم تفاضل حاصل قسمة دالتين2كذلك بالنظر إلى المثال  

xsin
ey)2

x

  

 

xsin
)xcosx(sine

xsin
xcose)e(xsin

dx
dy

2

x

2

xx 



  

  

  هي معدل تغير نفسهاxe أي أن xe هو xeالمعامل التفاضلي لـ  
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نستخدم قانون  ) eهي أس   x(u(نفرض  (x مرفوعاً لأي أس آخر  خلاف        eأما إذا كان العدد     
دالة الدالة لإيجاد 

dx
dy   

 أمثله  
أوجد   

dx
dyإذا كانت    

x2ey)1     xsiney)2       1x
1x

ey)3 


    
  

x2u بوضع   الحل  فان uey   
1) x2u e22.e

dx
du

du
dy

dx
dy

  
  

xsiney)2    

  
xsinu بوضع   الحل  فان uey   

xsinu excosxcos.e
dx
du

du
dy

dx
dy

  
لأمثلـة تفهمـت   كذلك المثال الثاني هو تطبيق لاستخدام قانون دالة الدالة بعد معرفتـك لهـذه ا     

 . الرياضيةعملياتارتباط القوانين ببعضها البعض واستخداماتها في كثير من ال
 

1x
1x

ey)3 


  
بأخذ    الحل

1x
1xu




   

  



























1x
1x

2

2
vu

2

e
)1x(

2
dx
dy

)1x(
2e

dx
du

du
dy

dx
dyey

)1x(
)1)(1x()1)(1x(

dx
du
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تين بعـد   في هذا المثال نجد أننا استخدمنا قانون آخر من قوانين التفاضل هو قانون قسمة دال                
معرفتك وفهمك لهذا القانون يمكنك بسهولة ويسر أن تحل هذا المثال حاول قبل أن تنظر إلـى                 

  .الحل
  

  )1(تدريب رقم  
  

           
    
  
  
  

  )2( أسئلة تقويم ذاتي 
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

              
  

 

   الآتيةالآسيةأوجد المعامل التفاضلي للدوال 
1. y = ex                                                                                                      

 

.  2  y  =      ex                                                                                    
               sin x                                                        

                              

                                                            3. y =e2x      
 

 

أوجد  
dx
dyإذا كانت   

 6x4x3 2

ey)1         xsecx2

ey)2                                   
x3cotaney)3   

                                      

                                                       x5cosey)5      xsinx 23

ey)4   
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  الخلاصة 
     eالعدد أخي الدارس نأتي بك لنضع خلاصة لهذه الوحدة وقد اشتملت علي تعريف  

واستخداماته في التفاضل وهو عدد غير قياسي يعرف بالنهاية واستخدمنا لتعريفـه وإيجـاده               
   وعرفت بأنهاالآسيةقانون مفكوك ذات الحدين ثم تطرقنا في القسم الثاني إلى شرح للدالة 

 y = ex ورسـم   بيانيا بأخذ النقاط الواردة في الجـدول الآسية  وتدربت علي كيفية رسم الدالة 
  .محورين وتعويض النقاط عليها

 وعرف بأنـه معـدل      الآسية في القسم الثالث كيف تحسب المعامل التفاضلي للدالة           شرحنا ثم 
 وفي هذا القسم تم ربط قوانين التفاضل التي شرحت في الوحدة             ex= تغير الدالة نفسها أي انه      

  .الآسيةالثالثة مع قوانين الدالة 
  

   التاليةلمحة مسبقة عن الوحدة
 وتـم فيهـا مراجعـة       الأسيةبعد تكملة دراسة الوحدة الرابعة التي كانت بعنوان الدالة          

قوانين التفاضل الواردة في الوحدة الثالثة نأتي إلى الوحدة الخامسة ليتم الـربط بـين الـدوال                 
ع وندخل في الدالة اللوغريثمية ونتعرف علي المعني الرياضي للدالة اللوغريثمية بعـد الرجـو     

إلى قوانين اللوغريثمات ونستنتج المعامل التفاضلي للدالة اللوغريثميـة والرسـم البيـاني أو              
  .الهندسي للدالة اللوغريثمية

  
  
  
  
  
  
  
  



 92

  إجابات التدريبات 
1 

 6x4x3 2

ey)1   
  الحل  

 6x4x3u

2

2

e)4x6()4x6(e
dx
du

du
dy

dx
dy

4x6
dx
du6x4x3u




  

              
xsecx2

ey)2    
  الحل  

  xsecx2

u22

2

exsecx2xtanxsecx
dx
du

du
dy

dx
dy

ey,xsecx2xtanxsecx
dx
duxsecxu




                                

                                                     
 
  x3cotaney)3    

  الحل  
   

 
x3cotan2

u
u

2

ex3cosec3
dx
du

du
dy

dx
dy

e
du
de

du
dy,x3cosec3

dx
ducotan3xu




  

 
xsinx 23

ey)4       
  الحل  

  xsinx223

u22323

23

exsinx3xcosxsinx2
dx
dy

e
du
dy,xsinx3xcosxsinx2

dx
duxsinxu




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x5cosey)5   

x5cos

uu

ex5sin5
dx
du

du
dy

dx
dy

e
du
dy,x5sin5

dx
dueyx5cosu




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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي  
  )1(تقويم ذاتي     
2e أن. 1   )  3بقي أن نثبت أن ) )  1+1(لان أول عددين من المجموع هماe .   

3e

3
1

11...
2.2.2

1
2.2

1
2
111...

!3
1

!2
111e

2
1






  

  الرجوع إلى البرهان داخل الوحدة.  2 
  الرسم البياني كما يلي   .3 
  

          xey   
  
  
  
  
  
  
 
    
  )2(تقويم ذاتي  

. 1    ex 
 

. 2  ex  (sin x – cos x) 
                sin2x 
 

. 3  2e2x  

X  

Y  

(0,1)  

(0,0)  
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  مسرد المصطلحات  

 سيةالألدالة ا Exponential Function  
  . الحقيقيةxم  لكل قيy = exهي الدالة التي بها أس وتعرف ب  

  العددe  
L= f (x) limوتكتب  عدد غير قياسي ويعرف بالنهاية 

ax
  

 متسلسلة هندسية Geometric Series  
 بالحد الأول a ويسمي ..… a, ar, ar2 ar3وهي المتسلسلة التي تأخذ الشكل  

  .بأساس المتسلسلة  rويسمي 
  
  
  
  



 96

المراجع  
  بيةالمراجع العر:أولا      

 دار النـشر  حساب التفاضل والتكامل والهندسـة التحليليـة،      ،  ) 1968(توماس   / 1
  .اديسون ويسلي الطبعة الثانية

    ، دار الفكر الرياضيات والهندسة التحليلية، ) 1999(خالد قاسم سمور  / 2
  .للطباعة والنشر عمان الأردن              

  ، دار الفكـر للطباعـة      لأساسيات التفاضل والتكام  ،  ) 2002(خالد قاسم سمور     / 3
  .والنشر عمان الأردن

  .مطبعة جامعة الخرطوم، الحسبان الأولى ، )1999(محمد عثمان المكي  / 4
سلـسلة   مطابع الدار الهندسية  حساب التفاضل والتكامل ،     ،  )1977(فرانك أبرز      / 5

  .شوم
  

   المراجع الأجنبية: ثانيا     
  

/1 Caunt, G, W  Elementary Calculus, copy right by Carndon , Oxford. 

U.K . 
 

/ 2 K. R. Nailana, (2000), Calculus, printing and published by university 

of South Africa.  
 
/3  Piskunov, N , Differential and Integral Calculus, translation from 

Russian to English  by G. Y anousky, copy right by mair Russian. 
 
/ 4 S. L. Salas Eindar Hille , (1990) Calculus one and several variable, 

6th edition John Willy and sons, Inc, Canada. 
 

 





 98

zمحتويات الوحدة  
  

  الصفحة  الموضوع
  99  المقدمة

  99      تمهيد

  99      أهداف الوحدة

  100   الدالة اللوغريثمية.1

  101   المعامل التفاضلي الأول للدالة اللوغريثمية.2

  104  الخلاصة    

  104  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية   

  105  إجابات التدريبات  

  106  قويم الذاتيإجابات أسئلة الت  

  108  مسرد المصطلحات  

  109  المراجع   

  



 99

  المقدمة
  تمهيد

عزيزي الدارس مرحبا بك في الوحدة الخامسة وموضوعها الدالة اللوغريثمية وتعتبر واحدة 
من الدوال التي لابد من تعريفها وشرح استخداماتها وأهميتها في علم الحسبان يبدأ القسم الأول 

  .للوغريثمية ثم القسم الثاني المعامل التفاضلي الأول للدالة اللوغريثميةبتعريف الدالة ا

في داخل هذه الوحدة نجد الأمثلة لتعزز الشرح ثم أسئلة التقويم ذاتي لتثبت المعرفة وزيادة  
الفهم ثم تجد تدريبات لها إجابات في نهاية الوحدة ونستخدم أيضا وسائل تعليمية مثل برمجيات 

  .تساعدك علي تنويع وإعادة الشرح بطرق مختلفة لتوسيع دائرة المعرفةالحاسوب لكي 

  .وبعد ذلك تستطيع أن تقيم هذه الوحدة  بعد دراستك ومعرفتك لما تحتويه

  .إلى الأهداف التي نتمنى أن تتحقق بنهاية دراسة الوحدةو ةمرحبا بك مرة ثاني

            أهداف الوحدة   
  
  
  
  
  

  

  

سة هذه الوحدة ينتظر منك أن تكون قادرا عزيزي الدارس بعد فراغك من درا
  : أن علي

  .تعرف اللوغريثم الطبيعي /1

  .تشرح الدالة اللوغريثمية وتعريفها /2

  .توضح الدالة اللوغريثمية بيانيا /3

 .تحل المعامل التفاضلي الأول للدالة اللوغريثمية /4

      .تعرف طريقة التفاضل اللوغريثمي/ 5
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Logarithmic Function   ريثميةالدالة اللوغ .1 

الحديث عن الدالة اللوغريثمية سوف يعيد إليك معلوماتك عن اللوغريثمات والعمليـات               
  .الرياضية عليها وهذا يتطلب منك إعادة  مراجعة اللوغريثمات

  تعريف الدالة اللوغريثمية 
  نبدأ بأخذ مثال لنوضح لك الشرح 

yex    إذا كانت لدينا المعادلة     
  للطرفين فانeفبأخذ اللوغريثم للأساس  

  yelogyelogxlog e
y

ee   
xlnxlogy  أي أن  e                                                            
   eترمز للوغريثم للأساس Ln حيث  
  
  
   
نأخذ الجدول أدناه ونعوض القيم داخل الجدول علي الرسـم            ،توضيح الدالة الوغريثمية بيانيا    

   ولتخطيط بيان الدالة اللوغريثمية لدينا  ، X /Y المحورين نرسم 
        

 y0x,xy,0y1x   
X 1 2.718   0 
Y=f(x) 0 1   -  

   

          Lnxy                                   
                                                                                    

                                                     
  
  
  

                                             

(1,0)  
(0,0)  

  

X  

Y  

  

 عكسية للدالة الآسيةالدالة اللوغريثمية هي الدالة ال
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عزيزي الدارس رسم الدالة اللوغريثمية لا يختلف عن رسم منحنيات الدوال التي تـم شـرحها      
  في الوحدة الأولى 

  

 أو اللوغريثم Natural Logarithmicيسمي باللوغريثم الطبيعي eواللوغريثم للأساس 
  النابيري

  

2.المعامل التفاضلي الأول للدالة اللوغريثمية 

د دراستك لقانون تفاضل دالة الدالة تستطيع أن تستخدمه في هذا المثال لتتحصل علي طريقة               بع
  .التفاضل اللوغريثمي 

  نظرية
xlnyإذا كانت   فان 

x
1

dx
dy

  

  البرهان

x
1

e
1

dx
dye

dy
dx

exxlny

y
y

y




  

x(ulny(وإذا كانت ضل دالة الدالة نجد فباستخدام قانون تفا  

dx
du

u
1

dx
du

du
dy

dx
dy

  
 أمثله  

أوجد   
dx
dyإذا كانت   

          










1x
xseclny)3                xxxlny)2 57                            xsinlny)1  

xy ba)4   
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  :الحل 
xsinlny)1   

anxcot
xsin
xcos

dx
dy

dx
du

du
dy

dx
dyulnyxsinu




  

  :الحل 
 xxxlny)2 57   

xxx
1x5x7

dx
dy

xxx
1

u
1

du
dyulny

1x5x7
dx
duxxxu

57

46

57

4657











  

                                                     











1x
xseclny)3  

  :الحل 

 

 
)1x(

1xtanxtanx
xsec

)1x(
)1x(

xsec1xtan)1x(
dx
dy

)1x(
xsec

1
)1x(

xsecxtanxsec)1x(
dx
dy

u
1uln

du
d

du
dy

)1x(
)1(xsecxtanxsec)1x(

dx
du

1x
xsecu

2

2

2





























 

 

aLn
bLn

dx
dybLn

dx
dyaLnbLnxaLnybLnaLn

ba)4

xy

xy




  

 ريثمي هذه الطريقة تسمى بالتفاضل اللوغ  
  

  الآن وصلت إلى تحقيق جميع أهداف الوحدة فأبدا بوضع حلول لأسئلة التقويم الذاتي أدناه   
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  )1(تدريب  
    

 

  
  
  
  
  
  

  
  

  )1(أسئلة تقويم ذاتي  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   ارسم منحني الدالة اللوغريثمية مستعينا بالجدول الأتي/1
  

x 1 2.718   0 
Y=f(x
) 

0 1   -  

  
   برهن النظرية الآتية/2

xlnyإذا كانت     فان 
x
1

dx
dy

  
   عرف الدالة اللوغريثمية رياضيا x = ey من المعادلة /3
 أوجد /4

dx
dy الآتية للدالة y = In sin x   

 

وجد  أ
dx
dyإذا كانت   

 

 


















1
2ln)3

cotln)2

tanln)1

24

2

2

x
xxy

xany

xxy

  

  ecxxy

x
xy









 



cos1ln)5

cos
1ln)4

2
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  الخلاصة 
  .دعنا نلخص لك النقاط الهامة في هذه الوحدة  
 ثـم   الآسـية  اللوغريثمية وهي الدالة العكسية للدالة       في القسم الأول تعرفنا علي تعريف الدالة       

 ويرمز له بالرمز e للأساس لوغريثم   بأنه اللوغريثم النابيري    أوتعرفنا علي اللوغريثم الطبيعي     
Ln  

 واستخدمنا فيـه قـانون      ،  في القسم الثاني تم شرح المعامل التفاضلي الأول للدالة اللوغريثمية         
  . الطريقة بالتفاضل اللوغريثميدالة وسميت هذه التفاضل دالة 

  

لمحة مسبقة عن الوحدة التالية 
 وهي ،بعد أن أكملت الوحدة الخامسة نأخذ فترة راحة لتهئيه ذهنك للدخول في الوحدة السادسة

  تواصل الشرح عن الدوال والدوال الزائدية لنتعرف علي معني الدالة الزائدية ومشتقاتها 
ومن هنا ندعوك للدخول فيها  .نأتي إلى الرسم البياني للمشتقات ثم ، والمتطابقات التي تحققها

  .ومتابعتها وفهمها جيدا وربطها مع الوحدات السابقة
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  إجابات التدريبات 
  )1(تدريب  

 

 

   
2

324

2

24324

24

2

2

2

22

2

2

22

222

2

)1(
2243

)1(
)1(224)1(

1
2

1
2ln)3

cot
cos2

cot
coscot21ln

coscot2cot

cotln)2
tan

tan2sec1ln

tan2sectan

tanln)1













































x
xxxx

x
xxxxx

dx
du

x
xxu

x
xxy

anx
xec

xan
xecanx

dx
dy

udu
dyuy

xecanx
dx
duxanu

xany
xx

xxxx
dx
dy

udu
dyuy

xxxx
dx
duxxu

xxy

  

2

324

2424 )1(
2243

2
_1(

2
11














x

xxxx
xx

x
dx
dy

xx
x

udu
dy  

  

  
 

    
 

 

alnaalny
dx
dy

aln
dx
dy

y
1alnxylnalnylnay)6

1x
x2anxcotx1

x2anxcot1xecxcos
ecxcos1x

1
dx
du

u
1

dx
du

du
dy

dx
dy

)x2(ecxcos)anxcotecxcos(1x
dx
duecxcos)1x(u

ecxcos1xlny)5
xcos

xsin)1x(xcos
1x
xcos

dx
du

u
1

dx
du

du
dy

dx
dy

xcos
xsin)1x()1(xcos

dx
du

xcos
1xu

xcos
1xlny)4

x

xx

2

2

2
2

22

2

2

2





































 


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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي 
  )1(تقويم ذاتي  
 منحنى الدالة اللوغريثمية .1

  
                    Lnxy   

  
                                                               

  
  
  
  
  
  
  برهان النظرية. 2

x
1

e
1

dx
dye

dy
dx

exxlny

y
y

y




  

x(ulny(وإذا كانت فباستخدام قانون تفاضل دالة الدالة نجد   

dx
du

u
1

dx
du

du
dy

dx
dy

  
  للطرفين فانeفبأخذ اللوغريثم للأساس . 3

  yelogyelogxlog e
y

ee   
    أي أن

xlnxlogy e                                                            
  eترمز للوغريثم للأساس Ln حيث 

  

(1,0)  
(0,0)  

  
X  

Y  
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xCo
dx
dy tan . 4
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مسرد المصطلحات    
 الدالة اللوغريثمية  Logarithmic Function  

xlnxlogy وتكتب الأسيةهي الدالة العكسية للدالة        e وتستخدم فيها اللوغريثمات   
  
 اللوغريثم الطبيعي  Natural Logarithmic  

   e اسللأسهو لوغريثم         



 109

المراجع  
   المراجع العربية :أولا     

     دار النشر حساب التفاضل والتكامل والهندسة التحليلية،، ) 1968(توماس / 1
  .اديسون ويسلي الطبعة الثانية   
   ، دار الفكر الرياضيات والهندسة التحليلية، ) 1999(خالد قاسم سمور / 2

  .للطباعة والنشر عمان الأردن   
   ، دار الفكر للطباعة أساسيات التفاضل والتكامل، ) 2002(لد قاسم سمور خا/ 3

  .والنشر عمان الأردن   
  .مطبعة جامعة الخرطوم، الحسبان الأولى ، )1999(محمد عثمان المكي / 4
     مطابع الدار الهندسيةحساب التفاضل والتكامل ، ، )1977(فرانك أبرز  / 5
  .سلسلة شوم  

  
   مراجع الأجنبيةال :ثانيا     

/ 1 Caunt, G, W , Elementary Calculus, copy right by Carndon , Oxford. 
U.K  

 
/ 2 K. R. Nailana, (2000), Calculus, printing and published by university 

of South Africa  
 
/ 3 Piskunov, N , Differential and Integral Calculus, translation from 

Russian to English  by G. Y anousky, copy right by mair Russian. 
 

/ 4 S. L. Salas Eindar Hille , (1990) Calculus one and several variable, 
6th edition John Willy and sons, Inc, Canada 

  

  



 110

  
  
  
  
  

 



  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
 



 112

  الوحدةمحتويات 
  الصفحة  وعالموض

  113  المقدمة

  113       تمهيد

  113        أهداف الوحدة

  114  تعريف الدوال الزائدية. 1

  114   الجيب الزائدي1.1    

  115   جيب التمام الزائدي2.1     

  116   الظل الزائدي3.1     

  116   ظل التمام الزائدي4.1     

  117  القاطع الزائدي 5.1     

  118   قاطع التمام الزائدي6.1     
  

المتطابقات التي تحققها الدوال الزائدية والمشتقات للدوال . 2
  الزائدية

120  

  123  الخلاصة    

  123  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية   

  124  إجابات التدريبات   

  126  إجابات أسئلة التقويم الذاتي   

  128  المراجع    



 113

  المقدمة
  تمهيد  

 بدأ القسم الأول عن تعريف للدوال . عزيزي الدارس هذه الوحدة السادسة عن الدوال الزائدية
 مثل الجيب الزائدي ، ثم شرح كل دالة من الدوال الزائدية ومشتقات الدوال الزائدية، الزائدية

  ائدي وقاطع التمام الزائدي وجيب التمام الزائدي والظل الزائدي وظل التمام الزائدي القاطع الز

  .أما القسم الثاني فشرح المتطابقات التي تحققها الدوال 

تحتوي الوحدة علي تدريبات وأسئلة تقويم ذاتي لكي تمارس مهاراتك الرياضية وتتدرب علي   
 كذلك تضم الوحدة وسائط تعليمية أخرى يمكن ،وضع الحلول لكل نوع من أنواع المشتقات

 .رمجيات الحاسوب والأشرطة السمعية والبصرية التي توفرها لك جامعتك تعينك مثل بأن
 تزيد وتوسع معرفتك بهذه الوحدة من أن ويمكنك ، المفتوحة عبر مراكزها الأكاديمية

 تقيم لنا هذه الوحدة بناء علي ما درسته أنالمراجع المذكورة في آخر الوحدة بعد ذلك يمكنك 
  .فيها

  ةأهداف الوحد            
  

  

  

  

  

  

  

  عزيزي الدارس

  :نأ تكون قادرا علي أنمن المتوقع بعد دراستك لهذه الوحدة 

   الدوال الزائديةرفتع /1

  تشرح الدوال الزائدية بيانيا /2

  تعرف مشتقات الدوال الزائدية /3

  تحل المتطابقات التي تحققها الدوال الزائدية /4
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  Hyperbolic Functions  الدوال الزائديةتعريف .1

     الآن إلى أقسام هذه الوحدة في البداية نعرف الدوال الزائدية ونتطرق إلى الشرح    

  المفصل لكل دالة مع التخطيط البياني لها   
  

   sinh  الجيب الزائدى 1.1
  بالعلاقة) sinshيقرأ (  يعرف الجيب الزائدي 

2
eexsinh

xx 
  

  تخطيط بيان الجيب الزائدي           

),(
2

0
2

eeyx

),(
2

0
2

eeyx

)0,0(0
2

eey,0x,xsinhy
)0()0(




























    

  
                                                           
                                                            

  
  
  
  
  

y =sinhx  
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  )1(تدريب  
  
  
  
  
  

   جيب التمام الزائدي  2.1
  بالعلاقة) coshيقرأ (رف جيب التمام الزائدي  يع  

2
eexcosh

xx 
   

  تخطيط بيان جيب التمام الزائدي  

),(
2

0
2

eey,x

),(
2

0
2

eey,x

)1,0(1
2

eey,0x,xcoshy
)0()0(




























                                     

    

 

                                                                                                                   

  

  

  
  
  

  

  اثبت أن/1
ysinhxcoshycosxsinh)yxsinh(   

  

y =coshx  
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    الظل الزائدي 3.1
  بالعلاقة ) tanshويقرأ ( يعرف الظل الزائدي    

1e
1e

ee
ee

xcosh
xsinhxtanh x2

x2

xx

xx













        

  تخطيط بيان الظل الزائدي           

1yx
e1
e1

ee
eey1yx

)0,0(0y0x
1e
1extanhy

x2

x2

xx

xx

x2

x2
























  

   

  
  
  
  
  
  
  

   ظل التمام الزائدي  4.1
  بالعلاقة)  cotansh أو cotsh  يقرأو(  يعرف ظل التمام الزائدي 

1e
1e

ee
ee

xsinh
xcoshxcoth x2

x2

xx

xx













  
           

  تخطيط بيان ظل التمام الزائدي              

1y,xandy,0xand1y,x
e1
e1

1e
1e

ee
eey x2

x2

x2

x2

xx

xx






















  

 

y=1  

y=-1  
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   القاطع  الزائدي 5.1 
  بالعلاقة ) secshويقرأ (  يعرف القاطع الزائدي 

xx ee
2

xcosh
1hxsecy


  

           
          

  تخطيط بيان القاطع الزائدي           

)0,(0
ee

2yx

)0,(0
ee

2yx

)1,0(1
ee

2y,0x )0()0(



















  

y=cothx  

y=cothx  
Y=-1 

Y=1 
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

                   

                                       
 
 
 

  

  

  
  

  قاطع التمام الزائدي 6.1
  
  بالعلاقة) cosecshويقرأ (يعرف قاطع التمام الزائدي   

  

xx ee
2

xsinh
1xechcosy


  

                              

  تخطيط بيان قاطع التمام الزائدي 

      

0
ee

2y,x

0
ee

2y,x

ee
2y,0x )0()0(



















  

y=sechx  
(0,1)  
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  . تكون قد حققت الهدفين الأول والثانيبعد دراستك ومعرفتك للدوال الزائدية

  

  

  

  

  

  

                  

           

  )1(أسئلة تقويم ذاتي 
  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

 

  :الدوالالتي تحققها هذه علاقات الاكتب  

  الجيب الزائدي / 1

  الظل الزائدي / 2

  القاطع الزائدي / 3

  جيب التمام الزائدي/ 4
 

y=cosechx  

y=cosechx  
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 والمشتقات المتطابقات التي تحققها الدوال الزائديه. 2
  للدوال الزائدية

  بعد ذلك نشرح لك المتطابقات التي تحققها الدوال الزائدية 

   

)1.6.....(..............................1xsinhxcosh

1
4
4

4
ee2eee2e

2
ee

2
eexsinhxcosh

22

x2)0(x2x20x2

2xx2xx
22















 








 






  

xsinh علي ) 6.1(وبقسمة المعادلة     xcosh2     ثم علي 2

xechcos1xcoth 22   

xhsecxtanh1 22   
  النسب المثلثية الزائدية لمجموع زاويتين 

 

)yxcosh(
4

ee2
4

eeee
4

eeee

2
ee

2
ee

2
ee

2
eeysinhxsinhycoshxcosh

)yx()yx()yx(xyyxyx)yx(xyyxyx

yyxxyyxx



















 







 








 







 






 

)ysinhxsinhycoshxcosh)yxcosh                     أي ان                         
     

yxبوضع    واستعمال  (*)                
xsinh21x2cosh
1xcosh2x2cosh

2

2



      



 121

 

  إيجاد المشتقة الأولى للدوال الزائدية  

  

 

xee

eeee
dx
d

dx
dyeexy

xx

xxxxxx

cosh
2

222
sinh)1















 









         

  xsinh
2

ee
2

ee
dx
dy

2
eexcoshy)2

xxxxxx













   

 

xanhcotxechcos
xsinh
xcosh

xsinh
1

xsinh
xcosh

xsinh
xcosh)1()0(xsinh

dx
dy

xsinh
1xechcosy)6

xtanhxhsec
xcosh
xsinh

xcosh
1

xcosh
xsinh)1()0(xcosh

dx
dy

xcosh
1xhsecy)5

xechcos
xsinh

1
xsinh

xsinhxcosh
xsinh

)x(coshxcosh)x(sinhxsinh
dx
dy

xsinh
xcoshxcothy)4

xhsec
xcosh

1
xcosh

xsinhxcosh
xcosh

)x(sinhxsinh)x(coshxcosh
dx
dy

xcosh
xsinhxtanhy)3

2

2

2

2
22

22

2

2
22

22

2



































                     

لخصنا لك مشتقات الدوال الزائدية في هذا الجدول حتى يمكنك أخي الدارس أن ترجع إليها   
  .  لكي تساعدك في التدريب والتطبيقبسهولة وتحفظها 

  

coth x  cosech x  Sech x  tanh x  cosh x  sinh x  y = f(x)  
-cosech2x  -cosechxcoth x  -sechxtanh x  sech2 x  sinhx  coshx  dy/dx  
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  )2 (تدريب  
  

  

  

  

  

  

  )2 (أسئلة تقويم ذاتي 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 ارسم منحني جيب التمام الزائدي وقاطع التمام الزائدي عند  / 1



x
x 0    

   اكتب مشتقات الدوال الزائدية الآتية / 2
                                   a. y = cosh x  
                                    b. y = coth x  
                                c. y = sech x  

 

أوجد  
dx
dyإذا كانت   

   xy coshln)1     xhxy tanhsecln)2   

  

     5sinh)3 2  xy     4) y  = In (x sinh x)     
)5    y = x2 tanh x        hxey sec)6   
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      الخلاصة
  ما الذي تم شرحه في هذه الوحدة؟ هذه الوحدة احتوت علي الدوال الزائدية وقوانينها  
  وتعريفاتها التي تختلف بنوع الدالة وهنالك  

 الجيب الزائدي وتعرف بالعلاقة 
2
eexsinh

xx 
  

 وجيب التمام الزائدي ويعرف بالعلاقة 
2

eexcosh
xx 

  

 الظل الزائدي ويعرف بالعلاقة 
1e
1e

ee
ee

xcosh
xsinhxtanh x2

x2

xx

xx













  

 ظل التمام الزائدي ويعرف بالعلاقة 
1e
1e

ee
ee

xsinh
xcoshxcoth x2

x2

xx

xx













  

 القاطع الزائدي ويعرف بالعلاقة xx ee
2

xcosh
1hxsecy


  

 ويعرف.قاطع التمام الزائدي xx ee
2

xsinh
1xechcosy


  

و شرحنا كيفية التخطيط البياني لمجموعة هذه الدوال ومشتقات الدوال وضعت فـي جـدول                
  حتى يسهل عليك حفظه ثم المتطابقات التي تحققها 

  

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية 
  ،عزيزي الدارس 

 يفي الوحدة السابعة وهي بعنوان التفاضل الـضمني والتفاضـل الوسـيط           نستعد معا للدخول    
 وتهدف هذه الوحدة علي معرفة وكيفية إيجاد المشتقة الأولى للدالـة            ي،ونعرف التمثيل الوسيط  

  .تتعرف علي أقسام الوحدة بالتفصيل والشرح مع التدريبات لكل قسمالوسيطية ، والضمنية و
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  إجابات التدريبات  
  )1(تدريب  

  أناثبت  -1

ysinhxcoshycosxsinh)yxsinh(   
  الطرف الأيمن يساوي: الحل 

)yxsinh(
2

ee
4
ee2

2
ee

2
ee

2
ee

2
ee )yx()yx()yx(yxyyxxyyxx












 





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

 
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





 
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





 
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





  

 

  )2(تدريب 
xy coshln)1   

xcoshuبوضع  : الحل   نجد  ulny   

xtanh
xcosh
xsinhxsinh

u
1

dx
du

du
dy

dx
dy

  

xhxy tanhsecln)2   
xtanhhxsecuبوضع  : الحل   نجد  ulny                                 

  
    xtanh2xcoth

xtanh
xtanh21

xtanhhxsec
xtanhxhsechxsec

)xtanhxsec(xtanhxhsechxsec
u
1

dx
du

du
dy

dx
dy

222

2










  

 5sinh)3 2  xya    
5xuبالتعويض : الحل  2  نجد  usinhy   

 5xcoshx2)x2.(ucosh
dx
du

du
dy

dx
dy 2    

)sinhln(.)4 xxyb  بوضع : الحل xsinhxu  ulny  نجد    
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x
x

xx
xxxxxx

udx
du

du
dy

dx
dy 1coth

sinh
sinhcosh)sinh)1(cosh(1




   

 

   

   xxxhx
dx
dyxxy tanh2sectanh)5 222   

hxey sec)6    
hxsecuبوضع  : الحل  نجد  uey   

 hxsecu extanhhxsec)xtanhhxsec.(e
dx
du

du
dy

dx
dy

                              
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي  
  

  )1(تقويم ذاتي  
.1 

2
eexsinh

xx 
   

  
2 .

1
1

cosh
sinhtanh 2

2








 



x

x

xx

xx

e
e

ee
ee

x
xx  

  
3 .xx eex

hxy



2

cosh
1sec  

  
4 .

2
eexcosh

xx 
  

  )2(تقويم ذاتي 
  

 منحني جيب التمام الزائدي  .1

  
  

    
  
  
 
 
 
 
 
 
 
  
 

y =coshx  
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  منحنى قاطع التمام الزائدي. 2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

dx
d  
  :مشتقات الدوال الزائدية هي .2

(cosh x) = sinh x           
dx
d

a.  

 (coth x) = -cosech2 x     
dx
d b.  

 (sech x) = -sech x tanh   
dx
d c.   

y=cosechx  

y=cosechx  

x 

y 
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  المقدمة    
  تمهيد     

 نجـد أن    . معا على الوحدة السابعة بعد دراستك لستة وحدات من هذا المقـرر           ندخل  
ية والدالة الصريحة وكيفية إيجاد المشتقة الأولى للدالة الـضمنية          هذه الوحدة تشمل الدالة الضمن    

   .يالمعمل و أ ي أو المعملي وقانون التفاضل الوسيطيوطريقة التمثيل الوسيط

وتـدريبات لهـا     ستجد نفسك مع شرح مفصل ومتسلسل مع وجود تعريف لكل قسم وأمثلة              
 من استيعابك وتجد مع هذه الوحدة وسائط         وأسئلة تقويم ذاتي لتتأكد    ،  إجابات في نهاية الوحدة   

  .تعليمية أخرى لتوسيع دائرة الفهم والشرح يوفرها لك المركز الأكاديمي مع الأشراف

 وان تستمتع بما ورد فيها من شرح ، نتمنى بعد دراستك للوحدة أن تقيم لنا هذه الوحدة    
  .وأمثلة

  هداف الوحدة أ            
 آخى الدارس من المتوقع بعد دراستك وفهمك لهذه الوحدة أن تكون قادرا

  : أنعلى

   . تعرف الدالة الصريحة والدالة الضمنية/1 .

  . تشرح التفاضل الضمني/2 .

   .يو المعملأ ي تعرف التمثيل الوسيط/3 .

   .يو المعملأي  تحل التفاضل الوسيط/4 .

   . توجد المشتقة الأولى للدالة الضمنية/5
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  Implicit Differentiation  التفاضل الضمني .1

الدالة الضمنية بعد دراستك السابقة عن الدوال هل يمكنك أن تأتى بتعريف للدالة الصريحة  
لعلك الآن مستعد لمعرفة الإجابة علي هذا , قبل أن تبدأ في قراءة الشرح ابدأ في التفكير

  السؤال 

  الدالة الصريحة والدالة الضمنية 1.1
  Function  Explicit and Implicit 

x(fy(يمكن أن تكتب في الصورة x,yكانت العلاقة  التي تربط بين       إذا    فنقول أن  y دالة
  .xصريحة

عن طريق دالة لا يمكن وضعها في الصورة الصريحة نقـول            y ترتبط بـ    x أما إذا كانت    
  وتسمي العلاقة عندئذ دالة ضمنية. y معطاة ضمنيا بدلالةx أوx معطاة ضمنياً بدلالة yإن

 مثال  

0yyxxyxالدالة  4332   

 علـي   ونحـصل  yأو إلـى     xدالة ضمنية وتستطيع أن نفاضل المعادلة بالنسبة إلى         
dx
dy أو 

dy
dxبدلالة كل من y،x   

  أمثلة  

 أوجد .1
dx
dy      0 إذا كانyxyx 22   

  الحل بالتفاضل المباشر نجد

       

y2x
)yx2(

dx
dyyx2)y2x(

dx
dy

0
dx
dyy2)1(y

dx
dyxx2







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 أوجد .2
dx
dy     5 إذا كانy3sinxtan    

  لحل بالتفاضل المباشر نجد

      
 

xeccosxsecy3tan
3
1

y3cosxtan3
xsecy3sin

dx
dy

0xsecy3sin
dx
dyy3cos3xtan

2

2














  

  )1( تدريب 
  
  
  
  
  

  )1(م ذاتي  أسئلة تقوي
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  التمثيل الوسيطي أو المعلمي  .2
 يأو معلموسيطي  لٌفنقول أن هذا تمثي) مثلاtً(معطاة بدلالة متغير ثالث y،xمن إذا كان كل 

  ) .Parameter(  ويسمى المتغير الثالث بالوسيط أو المعلمة  y،xبين 
  

  : ميز بين الدوال الصريحة والدوال الضمنية الآتية -1
1) x2 + xy2 + yx2 +y = 0  

 

2) y = x2 – 2x +5   
 

3) x3 + yx + y2 +5 =0   
 

.أوجد 
dx
dy  

   222222 4)3tan)21)1 yxyx
y
xxyxy  
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  التفاضل الوسيطي أو المعلمي 1.2
t(gx,)t(fy(إذا كتبنا    فان   

dt
dx

dt
dy

dx
dy

                                                 
  

 أمثلة  
 أوجد /1

dx
dyإذا كانت   

    1ttx,1ty 22    
        الحل

 
1t2

t2
dt
dx

dt
dy

dx
dy

1t2
dt
dx,t2

dt
dy





  

 أوجد /2
dx
dy للمنحنى الذي تمثيله الوسيطي )sin(ax,)cos1(ay  حيث aثابت   

  الحل 
 

  2cot
2sin2

2cos2sin2

2sin211
2cos2sin2

cos1
sin

)cos1(a
)(sina

d
dx

d
dy

dx
dy

)cos1(a
d
dx

sina)(sina)sin(0a
d
dy

22

































   

إذا أردنا قيمة ميل ويمكن إيجاد قيمة المشتقة الأولى عند أي نقطة بالتعويض المباشر مثلاً 
 عند )يسمي المنحني الدويري(المماس للمنحني أعلاه 

2


 فنجد    

  1
4

cot
2dx

dy










 

   
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  )2(تدريب 
 
 
 
 
 
 
 
 

)2(أسئلة تقويم ذاتي   
 

  

  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

  
  

  
  

  أوجد    
dx
dy للدوال الآتية  

2
1

)2(,21)1


 tytx   

 sin3,cos3)2  yx  
 sin,tan)3  yx  

 

أوجد  
dx
dy إذا كان   

   t = 3             x = t2 –1           = t3 –t .    y.  1عندما   
  
 أوجد  

dx
dy  و

dy
dxإذا كان   

                
x = (t +1)2     y = t2 +1    .2    

  
وجد  أ

dx
dy                                  y = t3 x = 2t – 1         . 3     

   
  



 136

  الخلاصة  
  يالضمني والتفاضل الوسيط التفاضل ما شرح في الوحدة السابعة عن  دعنا نلخص لك  
  .في هذه الوحدة تم شرح قسمين   

  .تفاضل الضمني ووجدت فيه تعريف عن عن الالقسم الأول
  الدالة الصريحة وهي الدالة التي تكون علاقة  x, y  تكتب في صورة  y = f(x) تقول 

  . xدالة صريحة ل  yأن 
  الدالة الضمنية هي الدالة التي تكونx مرتبطة ب  y عن طريق دالة لا يمكن وضعها 

  .y  ضمنيا بدلالةx أو x معطاة ضمنيا بدلالة  y أنفي صورة صريحة فنقول 
    معطاة  y ,x وهو الذي فيه كل من ي أو المعملي عن التمثيل الوسيطالقسم الثاني 
  وفيه تم تعريف المتغير الثالث أو الوسيط أو المعلمة ثم مثلاً ) t(بدلالة متغير ثالث  
   .ه وقوا نيني أو المعمليشرحنا التفاضل الوسيط 
  

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية 
 وتمعنت بدراستها وفهمها لابد انك متشوق لمعرفة ما هي ، بعد أن أكملت الوحدة السابعة

  الوحدة التالية وعن ماذا تتحدث ؟

كسية ورموزها وبيان الوحدة الثامنة عن الدالة العكسية وفيها شرح  كيفية إيجاد الدالة الع
منحنيات بعض الدوال المثلثية العكسية وإيجاد المشتقة الأولي لها وتتعرف علي العلاقة بين 

 تكون أنالدالة اللوغريثمية والدوال الزائدية العكسية وتزيد معرفتك بهذا العلم الواسع نتمنى 
  .وحدة مفيدة

  



 137

  

  إجابات التدريبات 
  

  )1(تدريب  
أوجد   

dx
dyإذا كانت   

   222222 4)3tan)21)1 yxyx
y
xxyxy   
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 
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dyxy
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sec
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secsec
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sectan)2


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       
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 
 22
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32
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22222232

2222222222

354
534

1220
2012

4161644

2282224)3

yxy
yxx

yyx
xyx

dx
dy

yxxyxxyxyyyx
dx
dy

dx
dyyxyx

dx
dyyxyxyxyx


















 
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

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 )2(تدريب  

2
1

2
3

2
3

2
1

2
1

)21(2

)2()1()2(
2
1,2)21(

2
1

)2(,21)1















t

t
dx
dyt

dt
dyt

dt
dx

tytx













cot
sin3

cos3

cos3,sin3sin3,cos3)2








dx
dy

d
dy

d
dxyx

  













3
2

2

cos
sec
cos

cos,secsin,tan)3





dx
dy

d
dy

d
dxyx
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  يم الذاتيإجابات التقو 
  )1(تقويم ذاتي  

  دالة ضمنية  .1
  دالة صريحة .2
  دالة ضمنية .3

  
  )2(تقويم ذاتي  

1. 
dx
dy

 = 4 /3 

 
2. 

dx
dy

 = t /t+1 

dy
dx

= t +1/t 

 
3. 

dx
dy

 = 2

2
3 t   
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  مسرد المصطلحات 
 ةدالة ضمني   Implicit Function   

  عن طريق دالة لا يمكن وضعها في صورة صريحةyترتبط ب x هي الدالة التي فيها 
   y  ضمنيا بدلالةx أو x معطاة ضمنيا بدلالة yوتكون 

  
  دالة صريحة   Function  Explicit  

  xدالة صريحة لy  ونقول أن y = f(x)ي الدالة التي يمكن أن تكتب في صورة     ه
  

 وسيط أو المعلمةال  Parameter:  
   فالمتغير الثالث هو الوسيط t معطاة بدلالة متغير ثالث مثلاx وyإذا كانت كل من    

  



 141

المراجع  
    المراجع العربية:أولا      
    دار النشر اديسون حساب التفاضل والتكامل والهندسة التحليلية،، ) 1968(توماس / 1   

  .نيةويسلي الطبعة الثا        
        ، دار الفكر للطباعة والنشر الرياضيات والهندسة التحليلية، ) 1999(خالد قاسم سمور / 2

  .عمان الأردن    
    ، دار الفكر للطباعة والنشر أساسيات التفاضل والتكامل، ) 2002(خالد قاسم سمور / 3

  .عمان الأردن     
  .طبعة جامعة الخرطومم، الحسبان الأولى ، )1999(محمد عثمان المكي / 4
  .سلسلة شوم مطابع الدار الهندسيةحساب التفاضل والتكامل ، ، )1977(فرانك أبرز  / 5

  
    المراجع الأجنبية: ثانيا     

/1 Caunt, G, W  Elementary Calculus, copy right by Carndon , Oxford. 
U.K  

 
/ 2 K. R. Nailana, (2000), Calculus, printing and published by university 

of South Africa  
 
/ 3 Piskunov, N , Differential and Integral Calculus, translation from 

Russian to English  by G. Y anousky, copy right by mair Russian. 
 

/ 4 S. L. Salas Eindar Hille , (1990) Calculus one and several variable, 
6th edition John Willy and sons, Inc, Canada 

  
  
 
 
 
 
 



 142

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 



 144

  محتويات الوحدة
  الصفحة  الموضوع

  145  المقدمة 

  145        تمهيد 

  145      أهداف الوحدة 

  146  الدالة العكسية .1

  147   المشتقة الأولى للدوال المثلثية العكسية .2

  147   الجيب العكسي 1.2    

  148   جيب التمام العكسي 2.2    

  149   الظل العكسي 3.2    

  150  لقاطع العكسي  ا4.2    

  151   قاطع التمام العكسي 5.2    

  152  ظل التمام العكسي 6.2    

  154  العلاقة بين الدوال الزائدية العكسية والدالة اللوغريثمية.3

  155  الخلاصة    

  155  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية  

  156  إجابات التدريبات  

  159  إجابات أسئلة التقويم الذاتي  

  160  مسرد المصطلحات  

  161  المراجع   
  
  
  
  



 145

  المقدمة 
  تمهيد

 
تبدأ الوحدة بتعريف الدالة العكسية وكيفية إيجاد الدالة الأحادية الشاملة وبيان منحنيات بعض 

 يأتي القسم الثاني يتحدث عن إيجاد المشتقة الأولى  ،الدوال المثلثية العكسية شرحها واستنتاجها
 ويظهر لك أخي الدارس الربط بين الدالة اللوغريثمية والدوال الزائدية ،ال المثلثية العكسيةللدو

 تراجع وتتأكد من أن ومنها نعرف أن علم الحسبان علم واسع ومترابط ولابد لك ، العكسية
فهمك وتحصيلك الكامل للوحدات السابقة حتى يسهل عليك المتابعة والاستفادة والإحساس 

 تجد كذلك أمثلة وتدريبات وأسئلة تقويم ذاتي تساعدك على التركيز والمراجعة  .بالرضاء
الذاتية، نؤكد لك أهمية رجوعك إلي المراجع المذكورة في نهاية الوحدة فهي تساعدك على 

  في نهاية دراستك الكاملة للوحدة تستطيع أن تقيم وتساعدنا في تقيم الوحدة .  التدريب
  .تفادة منهانتمنى لك الفائدة والاس

  أهداف الوحدة 
  
  
  
  

  

 
 

  

  :قع  بعد دراستك لهذه الوحدة أن تكون قادرا علي أنعزيزي الدارس من المتو

  ف الدالة العكسيةرتع .1
  تشرح إيجاد الدالة العكسية للدالة الأحادية الشاملة .2
3. ن رسم منحنيات بعض الدوال المثلثية والعكسيةتبي  
  تطبق المشتقة الأولى للدوال المثلثية العكسية .4
5. الزائدية العكسيةح العلاقة بين الدالة اللوغريثمية والدوال توض  
      حل كل العمليات الرياضية المرتبطة بالدالة العكسيةتُ .6
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         Inverse Functionالدالة العكسية.1
قبل دخولك في قراءة هذه الوحدة ابدأ في إعـادة الرمـوز الخاصـة بالمجموعـات لأهميـة                  

  استخدامها في هذا القسم 
  الآن أنت مستعد للدخول في بداية القسم بعد مراجعتك للوحدة الأولى نبدأ ب

  لدالة العكسية تعريف ا 
BA:f إذا كانت  )  أحادية و شـاملة فإنـه   دالة ) الرموز معرفة في الوحدة الأولى

g          : AB:g توجد دالة   وتسمى بمعكوس f وتحقق  
x))x(f(g   

                 ونكتب
1fg  .   

   اذا كانتبصورة خاصة
)A(fA:f   

  : يعرف ب fأحادية فإن معكوس 
A)A(f:f 1   

  
A(fB( كانـت    فـإذا    .f(A) في مجموعة جزئيـة مـن        fكما يمكن تعريف معكوس         و 

AA  وكانت   
BA:f   

1fأحادية فإن   تعرف ب أن  يمكن  :  
AB:f 1   
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  العكسيةالمثلثية   للدوال  المشتقة الأولى .2

  العكسي لجيبا  1.2

ysinx إذا كانت             فان  

2
y

2
,xsiny 1 




   
1x1 وهى معرفة في الفترة xتسمى دالة الجيب العكسية لـ    تقرأ وsine inverse أو 

arcsine   
  رسم دالة الجيب العكسية بيانيا 

انظر إلى الجدول أدناه وابدأ برسم المحورين ونعوض النقاط الواردة في الجدول علي 
  .المحورين لنتحصل علي المنحني الذي يبين دالة الجيب العكسية

 
y =sin -1x 

x 0 1 -1 
y 0 Π/2 -Π/2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Π/2 
 

O   1 
 

-Π/2 

y 

x 
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المعامل التفاضلي للجيب العكسي  
  ولتعريف وشرح المعامل التفاضلي للجيب العكسي نأخذ المثال الآتي حتى نتمكن للوصول   
  للقانون   

22

1

x1
1

ysin1
1

ycos
1

dx
dy

dx
dyycos1

)y(sin
dx
d)x(

dx
d

ysinxxsiny









 

 

   العكسي جيب التمام  2.2
ycosxإذا كانت            فان  

  y0,xcosy 1  
1x1 وهى معرفة في الفترة x العكسية لـ  التمامتسمى دالة جيب      تقرأ وcosine 

inverse  أوarccose   
  ويمكن توضيح جيب التمام العكسي للمنحني في الرسم أدناه 

y =cos -1x 
                             

x 1 0 -1 
y 0 Π/2 Π 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

      1                      O                -1              

  

 
                    Π    

                             Π/2                  

y 

x 
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  تفاضلي لجيب التمام العكسيالمعامل ال
  

22

1

x1
1

ycos1
1

ysin
1

dx
dy

dx
dyysin1

ycosxxcosy














 

 

        
  )1(تدريب 

  
  
  
  
  
  

  العكسي لظلا 3.2
ytanxإذا كانت   فان   

2
y

2
,xtany 1 




   
 وهى معرفة في الفترة x العكسية لـ  لظلتسمى دالة ا     x تقرأ وtan inverse   
  arctan أو 

y =tan-1 x 
 

x 0 ∞ -∞ 
y 0 Π/2 - Π/2 

 

  أوجد المشتقة الأولى للدوال الزائدية العكسية
xy 1sinh)1   

 
xy 1cosh)2   
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  لظل العكسي لالمعامل التفاضلي  
  
  
  
  

      العكسي لقاطعا 4.2
  تفهمت المشتقة الأولى للدوال المثلثية ، الجيب العكسي وجيب التمام العكسي والظل العكسي   
  نبدأ بشرح القاطع العكسي ومعامله . ي لكل منهاوتعرفت علي طريقة إيجاد المعامل التفاضل  
  .التفاضلي  

ysecx  إذا كانت فان   
  y0,xsecy 1  

1x وهى معرفة في الفترة xقاطع  العكسية لـ  لتسمى دالة ا    تقرأو  sec inverse أو 
arcsec  

 
 
 
  

222
21

x1
1

ytan1
1

ysec
1

dx
dy

dx
dyysec1ytanxxtany





  

x 

y 

0 

Y=- Π/2  
  

Y=- Π2  
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  عكسي القاطعل لالمعامل التفاضلي
  
  
  
  
  

  )2( تدريب 
  
  
  
  
  

  

  العكسي قاطع التمام 5.2
  فان   x = cosec y إذا كانت

2
y

2
,xcosecy 1 




   
1x وهى معرفة في الفترة x العكسية لـ  التمامتسمى دالة قاطع   تقرأو  cosec inverse أو 

arccosec  
  

  

  يالعكس  التمام لقاطعالمعامل التفاضلي  
  
  
  

  
  
 
  

أوجد المشتقة الأولى للدوال الزائدية العكسية    
xy 1tanh)1 

  
xhy 1sec)2 

 

1xx
1

1yeccosyeccos
1

yancotyeccos
1

dx
dy

dx
dyyancotecycos1ecycosxxeccosy

22

1














 

 

  1xx
1

1ysecysec
1

ytanysec
1

dx
dy

dx
dyytanysec1ysecxxsecy

22

1







 

 



 152

 

  ظل التمام العكسي 6.2
  فان x = cotan y    إذا كانت

  y0,xcotany 1  
 وهى معرفة في الفترة x العكسية لـ  التمام ظلتسمى دالة  x تقرأ وcotan 

inverse  أو arctan  
  

  العكسي ظل التمام لالمعامل التفاضلي 
  
  

  
  
  
  
  

  )3( تدريب 
  
  
  

     
  ةالعكسي  للدوال المثلثية المشتقة الأولى  علي حفظ الدارسيساعد ) 8.1.1( الجدول 

  
 y sin-1x cos-1x tan-1x cotan-1x sec-1x cosec-1x  

dx
dy  

2x1
1


 
2x1

1



 2x1

1


 2x1
1




 
1xx

1
2 

 
1xx

1
2 

   

  

  
  )8.1.1(جدول 

  
u(fy( أما إذا كانت  1 حيثuدالة فيxفان  

dx
du

du
dy

dx
dy

     
            . حيث استخدمنا قانون تفاضل دالة الدالة

أوجد المشتقة الأولى للدوال الزائدية العكسية      
xechy 1cos)1      xy 1coth)2   

22
1

x1
1

yeccos
1

dx
dyxancoty







  
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 أمثلة  
21 xsiny)1   

2x  u  الحل بوضع   نجد usin  y -1وهذا يعني  

42 x1
x2x2

u1
1

dx
du

du
dy

dx
dy





  

)x(sintany)2 1  
x  sin  u  بوضع  نجد     

dx
du

du
dy

dx
dy

  

xsin1
xcosxcos

u1
1

dx
dy

22 



  

 
  )4( تدريب 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )1( تيسئلة تقويم ذاأ
  
  
  
  
  
  

   
  

          
  

أوجد  
dx
dyإذا كانت   












 

1x
1xsiny)1 1     )x(costany)2 1  

 
 xxy lncos)3 21      )x(sinsecy)4 1  

  ملأ الجدول أدناه الذي يبين المشتقة الأولى للدوال المثلثية العكسية ا 
Cosec x-

1  
sec x-1  cotan x-

1  
tan x-1  cos 

x-1  
sin x-1 y  

            dy 
dx 
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  العلاقة بين الدوال الزائديه العكسية والدالة اللوغريثمية .3

xcoshyاذا كانت  1 فان 
2

eeycoshx
yy 

أي ان   

01xe2e
eexe2eex2

yy2

)0(y2yyy



 

 

meyبوضع    01  نجدxm2m2    
  وحلهاm جة الثانية فيوهذه معادلة من الدر

 

1xxe

1xx
2

4x4x2
m

2y

2
2







  

  بأخذ اللوغريثم الطبيعي للطرفين نجد 
 
 

 1xxlny

)1e(ln,1xxlnelny

1xxlneln

2

2

2y







   

xsinhyبنفس الطريقة نجد إذا كانت  1 فان   
 1xxlnxsinhy 21    

  
  )5(تدريب  
  
  
  

  

     )2 (ذاتيأسئلة تقويم 
  

xtanhللوغريثمية والدالة أوجد العلاقة بين الدالة ا .1 1  
 
 

  
الجيب الزائدي العكسي والدالة اللوغرثمية والعلاقة بين أوجد العلاقة بين  . 1

  .والدالة اللوغريثميةجيب التمام الزائدي العكسي  
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  الخلاصة 
   عزيزي الدارس في هذه الوحدة تعرفت علي الدالة العكسية في القسم الأول ثم بعد ذلك 

  :شرحنا المشتقة الأولى للدوال المثلثية العكسية في القسم الثاني وهي كما يلي     
 ومعاملها التفاضلي يساوي  y = sin–1 xتساوي : دالة الجيب العكسي 

21
1
x

     ثم الرسم 

  .البياني لدالة الجيب العكسي
 ومعاملها التفاضلي يساوي y = cos-1 xتساوي : دالة جيب التمام العكسي 

21
1
x

             

21 ومعاملها التفاضلي يساوي  y = tan-1 xتساوي : دالة الظل العكسي 
1
x

                  
 ومعاملها التفاضلي يساوي y = sec-1 xتساوي  : طع العكسيةدالة القا 

1
1

2 xx
                

 ومعاملها التفاضلي يساويy = cosec-1 xتساوي : دالة قاطع التمام العكسي 
1

1
2 



xx
            

21ي يساوي  ومعاملها التفاضلy = cotan-1 x تساوي : دالة ظل التمام العكسي 
1
x

           
 لىتعرفنا ع. أما القسم الثالث عن العلاقة بين الدوال الزائدية العكسية والدالة اللوغريثمية

  .القانون مع الرسومات البيانية لإيضاح الدوال العكسية
  

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية
ا وسوف تتعرف علي المشتقات العليا الوحدة التي تلي هذه الوحدة عن المشتقات العلي

 وهو اشتقاق المشتقة الأولى للحصول علي المشتقة الثانية تاليللدوال وذلك بالاشتقاق المت
  .واشتقاق المشتقة الثانية للحصول علي المشتقة الثالثة وهكذا إلى المشتقة ن

  .ك مبرهنة لايبنتزوندخل في التفاضل المتتالي للدالة الضمنية والدالة الوسيطية ثم بعد ذل
  .عليك بالاستعداد لبداية الوحدة
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  إجابات التدريبات
  )1(تدريب 

  المشتقة الأولى للدوال الزائدية العكسية -1

1x
1

dx
dy

1ysinh
1

ycosh
1

dx
dy

dx
dyycosh1ysinhx

xsinhy)1

2

2

1







 

  

   

1x
1

dx
dy

1ycosh
1

ysinh
1

dx
dy

dx
dyysinh1ycoshx

xcoshy)2

2

2

1







 

  

 

  )2(تدريب 

  

2

22
2

1

1
1

tanh1
1

sec
1sec1tanh

tanh)1

xdx
dy

yyhdx
dy

dx
dyyhyx

xy







 

  

2

2

1

1
1

1
1

tanhsec
1tanhsec1sec

sec)2

xxdx
dy

xxyhydx
dy

dx
dyyyhhyx

xhy














 
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  )3(تدريب 

 

1
1

1cosechycosech

1
cothcosech

1cothcosech1cosech

cos)1

2

2

1












 

xxdx
dy

yyydx
dy

dx
dyyyyx

xechy

 

22

22
2

1

1
1

1
1

1coth
1

cosech
1cosech1coth

coth)2

xxdx
dy

yydx
dy

dx
dyyyx

xy

















 

  

  )4(تدريب  
  












 

1x
1xsiny)1 1  

بوضع : الحل 
1x
1xu




 نجد usiny 1  

2
2

22

22

1x
1x1)1x(

2
)1x(

)1)(1x()1)(1x(
u1

1
dx
du

du
dy

dx
dy

u1
1

ysin1
1

ycos
1

du
dy1

du
dyycosuysin































 

)x(costany)2 1  
xcosuبوضع : الحل   أن نجد utany 1  

xcos1
xsin

)x(cos1
xsin)xsin(

u1
1

dx
du

du
dy

dx
dy

u1
1

ytan1
1

ysec
1

du
dy1

du
dyysecuytan

222

222
2

















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 

 
 22

2

2

22

21

xlnx1

)xlnx2x()x2(xln
x
1x

u1
1

dx
du

du
dy

dx
dy

u1
1

ycos1
1

ysin
1

du
dy

du
dyysin1ycosu

xlnxcosy)3








































 

  

)x(sinsecy)4 1  
  
xsinuبوضع  : الحل    نجد ان usecy 1فان   

1sinsin

coscos
1

1
1

1
tansec

1tansec1sec

22

2










xx
xx

uudx
du

du
dy

dx
dy

uuyydu
dy

du
dyyyyu

 

  
  )5(تدريب 

xtanhمية والدالة العلاقة بين الدالة اللوغريث  1  
          

1e
1e

ee
ee

ee
eexytanhxtanhy y2

y2

)0(y2

)0(y2

yy

yy
1
















  

           















x1
x1Ln

2
1y

x1
x1e y2  
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي
  )1(تقويم ذاتي 

  
y sin-1x cos-1x tan-1x cotan-1x sec-1x cosec-1x  

dx
dy  

2x1
1


 
2x1

1



 2x1

1


 2x1
1




 
1xx

1
2 

 
1xx

1
2 

   

  
  )2(تقويم ذاتي  
  
   الزائدي العكسي والدالة اللوغريثمية الجيبشرح العلاقة بين   
xcoshy كانت إذا 1 فان 

2
eeycoshx

yy 
 أن أي  

01xe2e
eexe2eex2

yy2

)0(y2yyy



 

 

meyبوضع    01  نجدxm2m2    
  وحلهاm وهذه معادلة من الدرجة الثانية في

 

1xxe

1xx
2

4x4x2
m

2y

2
2







  

  بأخذ اللوغريثم الطبيعي للطرفين نجد 
 
 

 1xxlny

)1e(ln,1xxlnelny

1xxlneln

2

2

2y







   

xsinhy كانت بنفس الطريقة نجد إذا 1 فان   
 1lnsinh 21   xxxy  
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  مسرد المصطلحات
 الجيب العكسي   Inverse Sine  

   y = sin x-1 دالة الجيب العكسية وتكتب وه
  

 جيب التمام العكسي  Inverse cosine  
  y = cos x-1 دالة جيب التمام العكسية وتكتب وه

  
 الظل العكسي  Inverse Tangent  

  y = tan x-1لة الظل العكسية وتكتب  داوه
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  المقدمة 
 تمهيد  

  ،عزيزي الدارس
 وبعـد   ،   لك الترحيب وأنت معنا في الوحدة التاسعة وهي بعنوان المشتقات العليا           أجدد

 السابقة تجد نفسك متشوق لتكملة المقرر ومعرفـة المزيـد حتـى             دراستك ومتابعتك للوحدات  
 . هذه الوحدة لها ارتباط بالوحدة الثانيـة أن ونجد ، ترتبط معلومات ونظريات المادة مع بعضها     

والتي تشرح المشتقة الأولى ومن هنا يبدأ الشرح عن المشتقة الثانية والثالثـة والرابعـة إلـى                 
  تابعة هذه الوحدة بما عرفته وفهمته من الوحدة الثانية  وسوف نسهل عليك مnالمشتقة  

  .سوف تجد فيها كثير من الأمثلة والتمارين والتدريبات وأسئلة التقويم الذاتي
 ،كذلك تجد في هذه الوحدة ارتباط مع الوحدة السابعة والتي تشرح التفاضل الضمني والوسيطي             

دوال الوسيطية مـع طـرح بعـض الأمثلـة          نأتي لنأخذ التفاضل المتتالي للدوال الضمنية وال      
والبراهين عليها ويأتي القسم الأخير لشرح مبرهنة لايبنتز واستخدامها في إيجـاد المـشتقات              

  .العليا كحاصل ضرب دالتين
عليك بمراجعة المراجع وأخذ اليسير منها حتى تزيد فائدتك من هذا العلم و أن تقيم لنـا هـذه                   

  .المفيد علنا نستفيد من هذا التقييمالوحدة بعد أن تكون أخذت منها 

أهداف الوحدة  
 
 
 
 
 
 
 

  :عزيزي الدارس بعد دراستك لهذه الوحدة ينبغي منك أن تكون قادرا علي أن
   .المشتقات العليا فرتع . 1
  .جد المشتقات العلياوت . 2
  .تشرح التفاضل المتتالي للدوال الضمنية . 3
 .حل مشتقات التفاضل المتتالي للدوال الوسيطيةتُ . 4

5 . عتف كيف تستخدم قاعدة لايبنتز لإيجاد المشتقات العليا لحاصل ضـرب           ر
 .دالتين
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  التفاضل المتتالي .1
سبق أن تعرفت إلى المشتقة الأولى والاشتقاق الضمني والوسـيطي فـي الوحـدات الـسابقة                
وسنحاول في هذه الوحدة التعرف إلى المشتقات العليا وهي اشتقاق المشتقة الأولى للحـصول               

   n إلى المشتقة نية واشتقاق المشتقة الثانية للحصول علي المشتقة الثالثة وهكذاعلي المشتقة الثا
  ونأتي بك إلى الشرح الرياضي للتفاضل المتتالي أو المشتقات العليا 

 

 لتكنy  دالة في x   ـ  علـي المـشتقة الثانيـة أو       نحـصل    yإذا فاضلنا المشتقة الأولى ل
2   ز بالرمةالمعامل التفاضلي الثاني ونرمز للمشتقة الثاني

2

dx
yd  

 3 إذا فاضلنا المشتقة الثانية نجد المشتقة الثالثة ونرمز لها بالرمزو

3

dx
yd   

  وبتكرار التفاضل بالنسبة لـ x رقـم علي المشتقةيمكن أن نحصل  n   ونرمـز لهـا 
nبالرمز

n

dx
yd.  

  .وهذا يقتضي إمكانية الاشتقاق إلى الرتبة المحدودة 
 أمثلة  

x  y   ة أوجد المشتقة الثالثة للدال.1 4  

  الحل
x24x234

dx
yd,x34

dx
yd,x4

dx
dy

3

3
2

2

2
3    

  

x  y   للدالة nرقم أوجد المشتقة . 2 n  

  

!n1.2.3)....3n)(2n)(1n(n
dx

yd

x2.3)....3n)(2n)(1n(n
dx

yd

x)xn)(1n(n
dx

yd,x)1n(n
dx

yd,nx
dx
dy

n

n

1n

1n

3n
3

3
2n

2

2
1n













  

n)  (1 ونلاحظ أن المشتقة رقم      2  رقـم  الصفر وكذلك المشتقة     يتساو)  (n    وأي مـشتقة
  . تساوي الصفرn من اكبر
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  التفاضل المتتالي للدوال الضمنية 1.1
د معرفتك للتفاضل المتتالي نأتي بك إلى التفاضل المتتالي للدوال الضمنية وفي هـذا القـسم                بع

عليك بمراجعة معلوماتك عن الدوال الضمنية والدوال الوسيطية حتى تـربط الوحـدات مـع               
  ونبدأ بأخذ هذا المثال. بعضها البعض

  

 مثال  
2y5x x  1  تإذا كان xسبة ل  بالنyل    أوجد المشتقة الثانية  22   

   x  لـالحل بتفاضل المعادلة أعلاه بالنسبة 

)1...(..........
y4x5
y5x2

dx
dy0

dx
dy)y2(2`1(y

dx
dyx5x2










   

   نجد للمرة الثانيةxبالنسبة لـ ) 1(وبتفاضل المعادلة   

    

y4x5
y4x5
y5x24

y4x5
y5x2102

y4x5
dx
dy4

dx
dy102

dx
yd

0
dx

ydy4
dx
dy4

dx
dy5)1(

dx
dy

dx
ydx52

22

2

2

2

22

2

2

























































   

                      

  )1(تدريب 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2أوجد   

2

dx
ydلكل من الدوال الآتية   

1x8x4y)3x3x5y)25x2x7xy)1 253234  
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  التفاضل المتتالي للدوال الوسيطية 2.1
  يأوجد المشتقة الثانية للمنحني الذي تمثيله الوسيط 

























tan
cos
sin

sincosa3
cossina3

d
dx

d
dy

dx
dy

)sin(cosa3
d
dx,cossina3

d
dy

cosax,sinay

2

2

22

33

  

  
  

  ولإيجاد المشتقة الثانية

3
1

3
4

14
4

2

2
2

2

2

a
y

a
x

a3
1)(sin)(cos
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1

sincosa3
1

sincosa3
sec

d
dxsec

dx
d)tan(

d
d

)tan(
dx
d

dx
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dx
d
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
 







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






























  

               ثابتaحيث  
3
1

3
4

3
2

3
2

3
1

14

yx3

a

a3

yx






  

 نا التعويضحيث استخدم












 cos

a
x,sin

a
y 3

1
3
1

  
  
  

  )2(تدريب 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2جد    

2

dx
ydلكل من الدوال الآتية   

12332)3

2,
1
1)2sin)1

3223

22
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


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  )1(أسئلة تقويم ذاتي 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  مبرهنة لايبنتز .2
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 مثال  
xsinxy لـ السابعةأوجد المشتقة   4   

  الحل

)x(cos1234
!4

4567

)x(sinx234
!3

567)xcos(x34
!2
67)xsin(x47xcosx

dx
yd 234
4

4













   

  .وبقية الحدود تعطي أصفارا
  

  )3(تدريب 
  

 :وال الآتيةأوجد المشتقة الثانية لكل من الد
. 1 y = x5 

 

. 2  x2 +5x +2y2  =  1           
 
3. y = a sin3, x = a cos3        

4  أوجد 

4

dx
yd إذا كانت x  sin x  y 4 

x(u)x(vy( لتكن     حيث u,v    دوال في x        ولها مشتقات من الرتبة الأولى  و حتى
   فان nالرتبة 

)0()n()3n()3(

)2n()2()1n()1()n()0(
n

n

vu...vu
!3

)2n)(1n(n

vu
!2

)1n(nvnuvu)uv(
dx
d













  

uu,vvلاحظ أن  )0()0(  
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لاصةالخ  
 واستخدام قاعدة لايبنتز لإيجاد     ،في هذه الوحدة تم شرح المشتقات العليا وكيفية إيجادها        

   . اشتملت الوحدة علي قسمين،المشتقات العليا لحاصل ضرب دالتين
   القسم الأول

  وعرف بأنه تفاضل المشتقة الأولى للحصول علي المـشتقة          التفاضل المتتالي 
الثانية وتفاضل المشتقة الثانية للحصول علي المشتقة الثالثة إلى أن نصل إلـى             

  .nالمشتقة 
    وهي الدالة التي تكون فيها       التفاضل المتتالي للدوال الضمنية x    مرتبطة ب y 

 معطـاة   y  ونقـول أن   ،عن طريق دالة لا يمكن وضعها في صورة صريحة        
 وشرحنا كيف يمكن إيجاد المشتقة الثانية والثالثة إلى المـشتقة  ،xضمنيا بدلالة   

n.   
 والتي تكون كل من  .الدوال الوسيطيةy , x   معطاة بدلالة متغيـر ثالـث أو 

  .وسيط
   شرح القسم الثاني
  وبرهانها واستخدامها في إيجاد المشتقات العليا لحاصل ضـرب          قاعدة لايبنتز 

   .دالتين
  

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية 
 وإيجـاد معادلـة     ،  الوحدة التي تلي هذه الوحدة عن تطبيقات التفاضل في الهندسة والفيزيـاء            

المماس والعمودي عن طريق عمليات التفاضل، وتفاضل المسافة أو الإزاحة لإيجـاد معادلـة              
   .السرعة والعجلة بدلالة الزمن

   .لأمثلة والتدريباتنتركك لتتعرف عليها وتستمتع با 
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  إجابات التدريبات 
 )1(تدريب  

x42x12x221x34
dx

yd,x37x4
dx
dy

5x2x7xy)1

22
2

2
23

234




 

 

33
2

2
42

53

x60x30x415x215
dx

yd,x53x35
dx
dy

x3x5y)2




 

 

8
dx

yd,8x24
dx
dy

1x8x4y)3

2

2

2




  

  

 )2(تدريب  
xxy sin)1 2  

xcosx4)x2(xsinxsin2xcosx2xcosx2)xsin(x
dx

yd

xsinx2)x(cosx
dx
dy

22
2

2

2




 

 

 
 
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  لتقويم الذاتيإجابات أسئلة ا 
 

  )1(تقويم ذاتي  
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  مسرد المصطلحات
 المشتقات العليا  Higher Derivative  

  لأولى للحصول علي المشتقة الثانية واشتقاق المشتقة الثانية للحصول هي اشتقاق المشتقة ا    
  علي المشتقة الثالثة وهكذا    
  

 دالة ضمنية   Implicit Function   
   عن طريق دالة لا يمكن وضعها في صورة صريحة yترتبط ب x هي الدالة التي فيها     
   y ضمنيا بدلالةx أو x معطاة ضمنيا بدلالة yوتكون     

   
 الوسيط أو المعلمة  Parameter:  

   فالمتغير الثالث هو الوسيط t معطاة بدلالة متغير ثالث مثلاx وyإذا كانت كل من     
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  المقدمة 
  تمهيد  

  ،عزيزي الدارس
 فقد انتهيت من الوحدة التاسعة والتي       . )1(مرحبا بك في الوحدة العاشرة ضمن مقرر الحسبان         

يزيائية والتي نستخدم فيهـا      وتتناول هذه الوحدة التطبيقات الهندسية والف      ،تناولت المشتقات العليا  
  .قوانين المشتقات العليا أو التفاضل المتتالي كما تعرفت عليه في الوحدة السابقة

 ونفاضل المسافة لإيجاد معادلة السرعة      ،ونشرح معادلة المماس والعمودي عن طريق التفاضل      
دة أهمية استخدام    وتبين هذه الوح   ،   لإيجاد العجلة بدلالة الزمن    ،  وكذلك نفاضل معادلة السرعة   

  .علم الحسبان في مجالات العلوم الأخرى مثل الفيزياء والهندسة
تجد في هذه الوحدة الأمثلة التي تشرح وتوضح التطبيقات وإيجاد المعـادلات ثـم نـأتي إلـى      

  .التدريبات وأسئلة التقويم الذاتي لكي تتوسع في معرفتك وتساعدك علي زيادة التطبيق

 لأخذ المراجع المذكورة في نهاية الوحدة وان تقيم لنا هذه الوحدة وفي هذه الوحدة ندعوك
  .وتوضح لنا مدي استفادتك منها

  

  أهداف الوحدة              
  
  
  
  
  

لب منـك أن    من المتوقع  بعد دراستك لهذه الوحدة وقيامك بكل مـا سـيط            
  :تصبح قادرا علي أن

  .ف المعامل التفاضلي الأولرتع .1
  .حل معادلة المماس والعمودي عن طريق التفاضل تُ .2
  .د معادلة السرعة والعجلة بدلالة الزمنجتو .3
      .ف تطبيقات التفاضل في الهندسة والفيزياءرتع .4
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  تطبيقات التفاضل الهندسية .1
يتناول هذا القسم الذي هو بين يديك التطبيقات الهندسية وكيفية إيجاد المعامل التفاضلي             

  لة المماس وإيجاد معادلة العمودي ونجد أن المعامل التفاضلي الأول يعني الأول لإيجاد معاد

x(fy(ميل المماس للمنحني الدالة                 أو معدل تغير اتجاه منحني الدالة وعليه يمكنا إيجـاد
  .معادلة المماس والعمودي عليه عند نقطة التماس عن طريق التفاضل

 وان h  0قة الأولى وهي عبارة عن نهاية متوسط التغير عنـدما  لقد بينا سابقا تعريف المشت
وإذا اعتبرنـا  ) 1( المبينة في الشكل    PQمتوسط التغير في الدالة يساوي ميل القطعة المستقيمة         

 تـدريجا مـن   h واقتربت قيمـة  x1 +h هو Qوللقطعة x1  هو P السيني للقطعة يأن الإحداث
  .…… Q1, Q2ذ أوضاعا جديدة مثل  تأخQ فان النقطة h 0الصفر أي أن 

 وتأخذ ..… PQ1, PQ2ة المستقيمة أوضاع جديدة مثل ع وتأخذ القطPوينطبق في النهاية علي 
  : ونعبر عن ذلك بالرموز كما يليPفي النهاية وضع المماس المرسوم للمنحني عند النقطة 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

f (x1 +h) – f(x1) lim =  =ميل المماس
0h

  
    (x1 +h) –x1  

  

f(x1 +h) – f(x1) lim = = ميل المماس
0h

  
           h 
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  )1(شكل 
  المعادلة العامة للمماس  
  
  
  
  

  معادلة العمودي علي المماس
  
   
  
  
  
  
  

  

  1-=  ميل العمودي علي المماس Xميل المماس   

 هي (x1, y1)حيث  y - y1 = m(x - x1) الصورة العامة لمعادلة المماس هي 
 . ميل المماسmإحداثيات نقطة التماس و

m (x - x1)   الصورة العامة لمعادلة العمودي علي المماس هي  
1 y – y1= 

            
   هي إحداثيات نقطة التماس(x1, y1)حيث   

= وميل العمودي علي المماس   
m
1
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11


 m
m

    

 ةأمثل      

40y4x9أوجد معادلة المماس والعمودي للمنحني  /1 22  عليه )1,2( عند النقطة  
  الحل

ميل المماس هو 
dx
dyوبتفاضل معادلة المنحني نجد   

y8
x18

dx
dy0

dx
dyy8x18    

 هو )1,2(إذن ميل المماس عند 
8

218
 =

2
9

  

)2x(ذن معادلة المماس هي إ 
2
9)1y(   

)2x(هي  )1,2( ومعادلة العمودي علي المماس عند النقطة  
9
2)1y(   

  

 المبينة ثم أوجد معادلة المماس والعمـودي علـي          x أوجد ميل منحني الدالة الآتية عند قيم         /2
  .المماس عند نفس النقطة

x2y – y3 = 8  3,1-( عند النقطة(  
  

  :الحل
2xy + x2 

dx
dy  -3y2 

dx
dy  = 0 

 
dx
dy  (x2 –3y2) = -2xy 

 
dx
dy  = -2xy  

             (x2 –3y2) 
m = 

dx
dy )-3و1(عند النقطة    = -2 (-3) (1)      = 1

6
6
    

           (-3)2 – 3(1)            
m = 1 

  y - y1 = m(x - x1) لمماس هي الصورة العامة لمعادلة ا 
   y1,x1,mنعوض قيم 
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y - 1  = 1(x+3)  y-1 = x+3 
 y = x+3+1y = x+4 

  الصورة العامة لمعادلة العمودي علي المماس  
y – y1 =  

m
1     (x - x1)  

                                    
    y1,x1,mنعوض قيم 

y – 1 = 
1
1    (x+3) 

 y = -x –3 +1   y = -x -2        
  

                                                                    x+2)( = -      
  )1(تدريب 

  
  
  
  
  
  
  

  )1(أسئلة تقويم ذاتي 
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

   المبينةxعند قيم  أوجد ميل المنحني .1  

     f(x) = 3x2 + 3x – 7   عند النقطة x = 2  
 أوجد معادلة المماس والعمودي على المماس عند النقاط الموضحة للمنحيين

 2. x3  +y2 + 2x – 6 = 0  عند النقطة y = 3 

x=0 f(x) = tan2x  عند        3.     

  
 

أوجد معادلة المماس والعمودي عليه للمنحنيات الآتية كل عند 
  النقطة الموضحة

)0,1(1)1 22  xxyy 

)2,2(8)2 22  yx  
)1,2(11)3 33  xyyx 
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   تطبيقات التفاضل الفيزيائية .2
  زيائية ونتعرف علي كيفية إيجاد السرعة والعجلةسنبدأ وإياك تطبيقات  التفاضل الفي

فان معدل تغيير الإزاحة بالنسبة للزمن يعطي       (t)  داله في الزمن     )لإزاحةا(كانت المسافة   إذا  
  ونعبر عن ذلك. السرعة ومعدل تغيير السرعة بالنسبة للزمن يعطي العجلة

  

2العجلة 

2

dt
xd

dt
dva ة  ، السرع

dt
dxv   

  

  Velocityالسرعة 
 Vالسرعة هي عبارة عن المشتقة الأولى لدالة المسافة بالنسبة للزمن ويرمـز لهـا بـالرمز                 

وتعطي بالعلاقة 
dt
dxv   حيثtتعني الزمن بالثواني .  

  

  Accelerationالعجلة 
 وتعطـي  aمسافة بالنسبة للزمن ويرمز لها بالرمز      العجلة هي عبارة عن المشتقة الثانية لدالة ال       

2حسب العلاقة 

2

dt
xd

dt
dva  هي عبارة عن المشتقة الأولى لدالة السرعة بالنسبة للزمن أو   

  
  مثال 

1tt3txحقق تلنقطة مادية ) بالمتر ( xالإزاحة  23  حيث t بالثواني(ترمز للزمن(    
  فان 
1t6t3         السرعةأولا 

dt
dxv 2   

s/m251)2(6)4(3v    ثانية مثلاً  2وإذا أردنا السرعة بعد   2t   
6t6        ثانيا العجلة 

dt
dva   

2  وإذا أردنا قيمة العجلة بعد الثانية الثالثة  
3t ms246)3(6a 

    
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  : الأسس التاليةإتباعلحل أسئلة المعادلات المرتبطة بالتطبيقات الفيزيائية عليك  أخي الدارس
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  )2(تدريب 
  
  
  
  

         
  

  

  )2(أسئلة تقويم ذاتي  
  
  
  
  
  
  
   

  
  

  

   الزمن بالثواني t حيث t4 –5t2 +8t =f (t) يتحرك جسم حسب العلاقة / 1
  t = 2المسافة بالأمتار احسب كل من السرعة والعجلة عندما  f و     

    احسب سرعة t3 – 8t2 + 5t +5 = f(t)العلاقة  يتحرك جسم حسب /2
   8m /s2الجسم عندما تكون العجلة تساوي      

 y = t3 +3t2 +t +4 أوجد السرعة والعجلة بعد ثانيتين في المعادلة التالية /3

 أوجد معادلة السرعة والعجلة لنقطة تتحرك بحيث تكون معادلة المسافة لها 

ttex

ttx





2

651 2

  

 

  .تقرأ السؤال بتمعن .1
  .تتعرف علي المعطيات والمطلوب إيجاده .2
  .توجد معادلة الدوال التي تمثلها المعطيات والمطلوب إيجاده .3
  .t نشتق أو نأتي بالمشتقة الأولى بالنسبة للزمن  .4
   .tنأتي بالمشتقة الثانية بالنسبة للزمن  .5
  .يجاد الحلنعوض المعطيات في كل من المشتقة الأولى والمشتقة الثانية وإ .6
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  الخلاصة 
لمـت  في هـذه الوحـدة تع  ) 1(دعنا نلخص لك ما تم شرحه في الوحدة العاشرة من الحسبان     

كيفية استخدام التفاضل في التطبيقات الهندسية ومنها توصلنا إلى ميل المماس للمنحني ومعادلة             
  : ومعادلة المماس والعمودي وعرفناالمنحني

  معادلة المماس بأنها  
  y - y1 = m(x - x1)  حيث (x1, y1)هي إحداثيات نقطة التماس و mميل المماس   
  

 معادلة العمودي علي المماس بأنها  
 y – y1 =   -1      (x - x1) 

                                                                      m     
   هي إحداثيات نقطة التماس(x1, y1)حيث 

  وتعرفنا علي أن ميل المماسX 1-=  ميل العمودي  
يها كيف يمكـن أن تفاضـل أو        ثم القسم الثاني فيه شرحنا التطبيقات الفيزيائية والتي وجدنا ف          

توجد المشتقة الأولي أو معدل تغير المسافة بالنسبة للزمن ونتحصل علي السرعة ثـم معـدل                
  عبر عن ذلك نعة بالنسبة للزمن لتعطي العجلة والسر

2العجلة 

2

dt
xd

dt
dva  السرعة ، 

dt
dxv   

  
  

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية
 وهي وحدة تشرح النهايات العظمي والصغرى والتـي تـم           ،ة ذهنك للوحدة القادمة   يئتهنتركك ل 

التطرق والشرح لها في الوحدة الأولى وتعريفها وفي هذه الوحدة يتم تعريف وشـرح الدالـة                
  . والدالة التناقصية ونقطة رجوع الدالة والدالة المحدبة والدالة المقعرةةالتزائدي



 187

  

  إجابات التدريبات 
  )1(دريب ت

2
1
2)0,1(

dx
dy

y2x
yx2

dx
dy0x2y

dx
dyx

dx
dyy2

)0,1(1xxyy)1 22













 

)1x(2)0y(                     معادلة المماس   
)1x(     معادلة العمودي

2
1)0y(   

 

1
2
2)2,2(

dx
dy

y
x

y2
x2

dx
dy0

dx
dyy2x2

)2,2(8yx)2 22







 

)2x)(1()2y(                                                معادلة المماس   
)2x)2y                                                معادلة العمودي   

5
13

2)1(3
1)4(3)1,2(

dx
dy

xy3
yx3

dx
dy0y

dx
dyx

dx
dyy3x3

)1,2(11xyyx)3

2

2
22

33
















 

 
)2x(                      معادلة المماس

5
13)1y(    

)2x(                        معادلة العمودي
13
5)1y(   
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  )2(تدريب 
ii    - والعجلة لنقطة تتحرك بحيث تكون معادلة المسافة لها  السرعة أوجد معادلة  

 

 2

1

2

2

52

651 2













te
dt
dva

teete
dt
dxv

tex
dt
dva

t
dt
dxv

ttx

t

ttt

t
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي  
  )1(تقويم ذاتي  
1. y = 11 

m = 15  
   y = 15x – 19 معادلة المماس 

 y = 1    (-x + 167(معادلة العمودي علي المماس 
           15  

  5x + 6y -13=0معادلة المماس  .2
   6x –5y + 21 = 0=  معادلة العمودي    
  
   y = 2x= معادلة المماس  .3

  y = -1/2=    معادلة العمودي 

  

  )2(تقويم ذاتي 
  v = 20m/s= السرعة 

   a = 38m/s2=      العجلة 

  

-11 m /s  
  

   25m/s  vt =2 ثانية2السرعة بعد 
 a t=2 = 18m/s2= ثانية 2      العجلة بعد 
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  مسرد المصطلحات
 سرعة  Velocity  
 V = dxهي عبارة عن المشتقة الأولى للمسافة بالنسبة للزمن ويرمز لها بالرمز    

                        dt  
  أو هي معدل تغير المسافة بالنسبة للزمن   

  

 عجلة   Acceleration  
  a = dv = d2xهي عبارة عن معدل تغيير السرعة بالنسبة للزمن   

             dt      dt2  

  أو هي الاشتقاق الثاني للمسافة بالنسبة للزمن  
  

 الزمن  Time  
  هو الوقت بالثواني الذي يحدث فيه معدل التغير بالنسبة للمسافة والسرعة   

  

 ميل المماس  Slope of tangent  
= هو معدل تغيير اتجاه منحني الدالة، ميل المماس للمنحني   

dx
dy رمزويرمز لها بال m  
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  المقدمة
  تمهيد  

  ،عزيزي الدارس
 وهي بعنوان النهايات العظمي والصغرى والتـي        .مرحبا بك في الوحدة الحادية عشر     

خل هذه الوحدة التعريف الرياضـي والبيـاني للنهايـات     وفي دا.تطرقنا لها في الوحدة الأولى  
 والبرهان الرياضي للدالة التزايدية والدالـة التناقـصية وتتعـرف علـي             ،العظمي والصغرى 

   .الشروط التي لابد أن توجد حتى تفرق بين الدالة التناقصية والتزايدية
النهاية عظمي  ثم نأتي لتعريف نقاط الرجوع ومنها نصل إلى الشرط الضروري لتكون            

 ونتعرف علـي الدالـة المحدبـة والمقعـرة     ،  بعد ذلك ندخل في التحدب والتقعر   . أو صغري 
  .وشروطها والرسم البياني الذي يوضح كل منها 

هذه الوحدة لها أهمية في رسم الدوال كما سنتطرق له بعد هذه الوحدة فعليك بالاهتمـام      
الوحدة أمثلة لتوضيح الـشرح وتعميـق الفهـم         تجد في داخل    ،  بما ورد فيها وفهمه فهما جيدا     

  .ا يعينك علي المتابعة والاستفادةوالتطبيق كذلك سوف تجد من الوسائط التعليمية م

  .وحدة بعد دراستك لهالك أن تساعدنا في تقييم ما قدم في هذه ال
  .والآن إلى الأهداف التي يجب أن تحققها الوحدة

  أهداف الوحدة          
  
  
  
  

  :ارس ينتظر بعد دراستك لهذه الوحدة أن تكون قادرا علي أنعزيزي الد
  .ف النهايات العظمي والصغرىرتع . 1
  .تستنتج الدالة التزايدية والدالة التناقصية رياضيا وبيانيا . 2
  .حدد نقاط الرجوعتُ . 3
  .تشرح الشروط الضرورية لتكون النهاية عظمي أو صغري . 4
  .ورياضيابت الدالة المقعرة والدالة المحدبة بيانيا تثّ . 5
  .تستنتج نقاط الرجوع ونقطة النهاية العظمي والصغرى للدوال . 6
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. بدأ الوحدة الحادية عشر والتي تشرح وتعرف النهايات العظمي والـصغرى واسـتخداماتها      ن  
  الآن إلى التعريف

   تعريف النهاية الصغرى و العظمى .1      
  

 
  
  
  
  

         
  
  
  
  

a(f)a(f(بحيث   0 إذا وجدت  f(x)  للدالةصغرى نقطة نهاية x =aنقول إن    لكل 
0.   
a(f(0لنفرض الآن أن     0 ، و دون  مساس بالعمومية ، لنفرض أن)a(f  إذن يمكن        
   كافياً بحيث يكون  صغيرة صغراً   جعل   

0)a(f)a(f



  

a(f)a(f( فان هذا يقتضي 0فإذا كانت      وهذا يناقض تعريف كون a نقطة نهاية     
a(f(0عليه فإن  . صغرى    شرط ضروري لتكون a للدالةصغرى نقطة نهاية  f(x)   .     
a(f)a(f(بحيث   0 إذا وجدت  f(x)  للدالةعظمى نقطة نهاية x =aونقول إن        
   .0لكل  
a(f(0يمكن أيضا الوصول إلي الشرط  الضروري     لتكون x =a عظمى نقطة نهاية.   
a(f(0 الشرط  الضروري أننعلم     ليس كافياً لمعرفة حالة الدالة عند x =a.   

  .   أو غير ذلك  x =a صغرى عند أوتكون للدالة نهاية عظمى  إن فهى إما 

بعض المنحنيات تأخذ شكل قمة الجبل رياضيا تسمي النقطة التي  تعرف بأن 
 عندها قيمة الدالة اكبر من أي قيمة في الجوار بنقطة نهاية عظمي

مي النقطة المنحنيات التي تأخذ شكل اسفل الوادي رياضيا تس   تعرف أن بعض 
 .التي عندها قيمة الدالة اصغر من أي قيمة في الجوار بنقطة النهاية الصغرى
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  الدالة التزايدية والدالة التناقصية .2
  

   بحيث 0 إذا وجدت a دالة تزايدية عند f(x)نقول إن الدالة   
)a(f)a(f)a(f                                           لكل 0  

a(f(0الآن إذا كانت   أى :  
0)a(f)a(fLim

0






  

   بحيث 0فإنه توجد 
0)a(f)a(f





  0             لكل                                 
  أو  

0)a(f)a(f





  0لكل                                                
  و  

0)a(f)a(f



  

a(f)a(f)a(f(إذن      
a(f(0إذن   تقتضي أن تكون f(x)    تزايدية عندx =a.   

a  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )11.1.1(الشكل                                 

)a(   
)a(   

)a(   

)a( 
  

X  

Y  

 



 198

 

  

   بحيث 0 إذا وجدت a  دالة تناقصية عند f(x)الدالة ونقول إن 
)a(f)a(f)a(f                                     لكل       0      

a(f(0ويمكن الوصول الى النتيجة     تقتضي أن تكون f(x)   ناقصية عند تx =a.   
  
  
  
  
  
  
  

                                           دالة تناقصية
  

  )11.1.2(الشكل                                         
   
  
  
  
  
  
  
  

   الأسس التالية إتباعة عليك عزيزي الدارس للبحث عن الدالة التزايدية والدالة التناقصي  
  نجد المشتقة الأولىf/(x)   
  نجعلf/(x)=  0ومنها نجد إشارة المشتقة الأولى   
 نبحث عن إشارة المشتقة الأولى قبل وبعد أصفار المشتقة الأولى فإذا كانت  

     f/(x)   ولها قيمة عظمي(موجبة فان الدالة تزايدية(.  
 f/(x)  ولها قيمة صغري(دالة تناقصية سالبة فان ال (. 

 f/(x)=0 ثابتة وتسمي بنقطة الرجوع الدالة.  
                  

Y  

x 
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  )1( أسئلة تقويم ذاتي 
  
  
  
  
  
  

   نقاط الرجوع  .3 
a(f(0وصلنا إلى أنه اذا كانت    فإن الدالة  f(x) تزايدية عند   تكونx =a   
a(f(0و إذا كانت      فإن الدالة f(x) تناقصية عند   تكونx =a   
  
a(f(0إذا كانت    a  ماذا عن حالة الدالة عند .  .  

  تعريف     
  
  
  
  

 1(مثال(  
24x12x ة لدالل صغرى لاأوجد نقاط النهاية العظمي و  

2
15xy 23   

  الحل
   عند نقاط الرجوع فان

4,1x0)4x)(1x(04x5x012x15x3
dx
dy 22 

                

  نوجدx  1لمعرفة نوع النقطة 

0)3(393153612)1(15)1(3
dx
dy

093153612)1(15)1(3
dx
dy

222
1x

222
1x









  

  ابحث عن الدالة التزايدية والتناقصية في كل من الدوال الآتية  /1
a. f(x) = 2x3 +x2 –20x +1       

  
b.f(x) = x3 + 3/x              

a(f(0كان  إذا f(x) نقطة رجوع للدالة aتسمى النقطة  .  
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  ) عدد صغير جداً وموجب لان ( 
 عند x = 1 نقطة نهاية عظمي لإيجاد قيمة y  1عندx  نعوض في معادلة المنحني  







 

2
37,1

2
37

2
151124)1(12)1(

2
151y  

  4) , -(32 وعند النقطة 

093

093

2
4

2
4

















x

x

dx
dy
dx
dy

  

  ة صغريينقطة نها4) , -(32 أي أن  
  -:طريقة أخرى   
  
  

          
  
  
  
 2(مثال(  

  للدالة الآتية وميز بينها) أو التوقف(أوجد نقاط الرجوع   

4y
x3

8y2
x26

dx
dy0

dx
dy86x2

dx
dyy2

011y8x6xy 22











  

0بوضع 
dx
dy

 3  نجد أن x  3) , (10 , 3) , -(2 والنقاط هي  

0
36

6
)4y(

y)x3()1)(4y(
dx

yd

)10,3(
2

)10,3(
2

2








  

  

0
36
6

dx
yd

)2,3(
2

2




       

  . نقطة نهاية عظمي ) ,3 (10  ونقطة نهاية صغري  3) , -(2 إذن 

2نقاط الرجوع  وهي المشتقة الثانية  زيتميلهناك طريقة أسهل  

2

dx
yd إشارة فإذا كانت 

 موجبة عند نقطة الرجوع تسمي النقطة نهاية صغري وإذا كانت سالبه ةالمشتقة الثاني
 .نقطة نهاية عظميفهي 
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 )2(أسئلة تقويم ذاتي 

  
  
  
  

  
  
  
  
  

  
  

  التحدب و التقعر .4 
  
  
  
  
  بمعنى آخر   
  )xx(

xx
)x(f)x(f)x(f)x(f 1

12

12
1 




     لكل)a,a(x,x,x 21   

x(f( بكون الدالة aنلاحظ علاقة التحدب عند النقطة ) 11.3.1(من الشكل     تزايدية عند a.  
a(f)a(f(     أي a  اكبر من الميل عند aالميل عند      
x(f(فيمكن إثبات انه إذا كانت     تزايدية عند a الدالة  فإنf(x) محدبة  عند a.  ومما سبق   
a(f(0نعلم أن      شرط  كافي لتكون)x(f د  تزايدية عنa .  ً0إذا)a(f   ًشرطاً كافيا   
   .a محدبة  عند f(x)الدالة  لتكون  
  
  
  
  

  ية وميز بينهاأوجد نقاط التوقف للدوال الآت 
. 1 f(x) = x3 +3x – 2 

. 2 f(x) = x+1/x        
. 3 f(x) = x2 (1-x)     

f(x) = 1+x/1-x. 4  

 بحيث يكون الوتر الواصل بين 0 إذا وجدت a محدبة  عند f(x)نقول إن الدالة   
))x(f,x( 11 ، ))x(f,x( a,a(x,x(لكل   f(x)نى الدالة يقع فوق منح22 21   

 0حيث 

 بحيث يكون الوتر الواصل بين 0 إذا وجدت a مقعرة  عند f(x)و نقول إن الدالة 
))x(f,x( 11 ، ))x(f,x( a,a(x,x(لكل   f(x)يقع تحت منحنى الدالة 22 21   

 0حيث 
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  بمعنى آخر 
)xx(

xx
)x(f)x(f)x(f)x(f 1

12

12
1 




 لكل )a,a(x,x,x 21   

a(f(0وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن   الدالة  شرطاً كافياً لتكونf(x) مقعرة  عند a.   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )11.3.1(الشكل 
 بكون الدالة aنلاحظ علاقة التحدب عند النقطة ) 11.3.1(من الشكل  xf  تزايدية عندa.  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )11.3.2(الشكل 

 

 

a a+ a a+ 
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 )1(تدريب  

  
  
  
  
  قاط الانقلابن
  

  ابحث عن مجالات التحدب والتقعر في الدوال الآتية. 1
a. f(x) = -x2 +2x +1 
b. f(x) = 1/x2             

 

يكون عندها     a x  هناك نوع ثالث من نقاط التوقف 
dx
dy يساوي صفراً ولكنه لا 

)a,a(يغير إشارته عند اجتياز تلك النقطة في الفترة    فهذه ليست بنقطة رجوع
2وبيان الدالة في هذه الفترة لا يتحدب ولا تقعر و

2

dx
yd

عندها يساوي الصفر وتسمي  
  .مثل هذه النقطة بنقطة انقلاب 

   الخطوات التاليةإتباعلمعرفة الدالة المحدبة والمقعرة عليك عزيزي الدارس  
   f/(x)نوجد : أولا

   f//(x)نوجد : ثانيا 
  f//(x) = 0نجعل : ثالثا 
  نبحث عن إشارة المشتقة الثانية إذا كانت : رابعا  

 ن الدالة محدبةإ المشتقة الثانية موجبة فإشارة.  
 ن الدالة مقعرةإإشارة المشتقة الثانية سالبة ف. 
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 مثال  
3xyأوجد  نقاط التوقف للدالة  3 وميز بينها   

  الحل
0x0x3

dx
dy 2   

   نقطة توقف)0,0(إذن  

0)0(6
dx

yd

x6
dx

yd

)0,0(2

2

2

2




   

   

03)(3

03)(3

22

22














dx
dy
dx
dy

  

إذن لم تتغير إشارة    
dx
dy 0  عند اجتيازx  .  نقطة انقلاب )0,0(عليه فان  .  

  )2(تدريب 
  
  
  
  
  

  )3(أسئلة تقويم ذاتي 
  
  أوجد مجالات التزايد والتناقص لكل من الدوال الآتية   

1. f(x) = 1-4x – x2 
2.   f(x) = x/x-2    

       
x

x 13.f(x) 

  
 

  أوجد جميع نقاط التوقف للدوال الآتية وميز بينها
 

0y4x2xy)312x12x4x3y)2x3xy)1 222343   
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  الخلاصة 
  بعد نهاية الشرح للوحدة نأتي معا لنضع خلاصة للنقاط والقوانين الهامة في الوحدة 

  احتوت الوحدة علي تعريف النهايات العظمي والصغرى : أولا
،  الدالة اكبر مـن أي قيمـة فـي الجـوار         النهاية العظمي عرفت بأنها النقطة التي عندها قيمة       

  والنهاية الصغرى عرفت بأنها النقطة التي عندها قيمة الدالة اصغر من أي قيمة في الجوار
  و شرحنا النهايات بيانيا ثم بدأنا بالقسم الأول 

  عن الدالة التزايدية والدالة التناقصية وعرفنا كل منها الآتي
   بحيث 0 إذا وجدت a دالة تزايدية عند f(x) عندها الدالة التزايدية هي الدالة  التي

)a(f)a(f)a(f         لكل   0  
   بحيث 0 إذا وجدت a  دالة تناقصية عند f(x)الدالة التناقصية هي الدالة التي عندها 

)a(f)a(f)a(f    لكل        0      
 وعرفنها بنقطة الرجوع وشـرحنا  f/(a) = 0ومنها تعرفنا علي الحالة التي تكون فيها 

إذا كانت إشـارة المـشتقة الثانيـة        . طريقة التميز بين نقاط الرجوع عن طريق المشتقة الثانية        
  . سالبة فهي نقطة نهاية عظميموجبة عند نقطة الرجوع تسمي نقطة نهاية صغرى وإذا كانت

أما القسم الثاني شرحنا فيه التحدب والتقعر وتعريف الدالة المحدبة والدالة المقعرة وكيف يمكن              
  .أن نميز بينها 

 بحيث يكون الوتر 0 إذا وجدت a محدبة  عند f(x)الدالة المحدبة هي الدالة التي 
)x(f,x((الواصل بين  11 ، ))x(f,x(   لكل f(x)يقع فوق منحنى الدالة 22

)a,a(x,x 21  حيث  0  
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 بحيث يكون الوتر الواصل 0 إذا وجدت a مقعرة  عند f(x)المقعرة هي الدالة التي الدالة 
)x(f,x((بين  11 ، ))x(f,x( a,a(x,x( لكل  f(x)يقع تحت منحنى الدالة 22 21   

  0حيث 
وتعرفنا علي نوع آخر من نقاط التوقف هي نقطة الانقلاب يكون عندها المشتقة الأولى تساوي               

غير الإشارة وبيان الدالة في هذه الفترة لا يتحدب ولا يتقعر والمشتقة الثانية تساوي              صفر ولا تت  
  .صفر

  

  لمحة مسبقة عن الوحدة التالية
الوحدة التالية بعنوان رسم الدوال وفي هذه الوحدة سوف تتعلم وتتعرف علـي كيفيـة رسـم                  

ميزت بينهـا وتعرفـت علـي     تعرفت علي النقاط التي تمر بها الدالة و         قد الدوال بعد أن تكون   
   .النهايات العظمي والصغرى

 وتحديد ما إذا كانت دالة فردية أو دالة زوجية واستنتاج خطوط تقارب الدالة وتحديـد نقـاط                 
  .الرجوع والتميز بينها
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  إجابات التدريبات 
  )1(تدريب  

a.   f(x) = -x2 +2x +1 
f/(x) = -2x +2 
f//(x) = -2 
 f//(x) = -2< 0 
f(x) منحني مقعر 
 

  b.  f(x) = 1/x2  
f/(x) = -2x/x4 = -2/x3 
f//(x) = 6x2 / x6 = 6/x4 
x  0 
f(x) > 0 
f(x) منحني محدبة 
 

  )2(تدريب  

231)1(3)1(y,2)1(3)1(y

1x03x30
dx
dy3x3

dx
dy

x3xy)1

3
1x

3
1x

22

3









  

إذن  2)- , (1 و 2) , (-1 .نقطتا توقف   
   0)1(6

dx
ydx6

dx
yd

)2,1(2

2

2

2

    
  نقطة نهاية صغري1) , -(2 أي أن النقطة   

    06)1(6
dx

yd
)2,1(2

2

   
  نقطة نهاية عظمي1-) , (2 أي أن النقطة  
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 

2012)2(12)2(4)2(3y

712)1(12)1(4)1(3y,12y

2,1,0x0)1x)(2x(x

0x2xx120
dx
dyx24x12x12

dx
dy

12x12x4x3y)2

234
2x

234
1x0x

2323

234















   

)12,0,()7,1,()20,2(أي أن نقاط التوقف هي        
 2x2x312

dx
yd 2
2

2

   

 (0,2) مينقطة نهاية عظ   0)2(12
dx

yd
)2,0(2

2

   
 

     03122)1(2)1(312
dx

yd 2
)7,1(2

2

  (-1,7)        نقطة نهاية صغرى

نهاية صغرى (20-,2)    06122)2(2)2(312
dx

yd 2
)20,2(2

2

       

0
dx
dy42x2

dx
dyy2

0y4x2xy)3 22




 

52y

0y42)1(y01y4y1x

1x02x20
dx
dy

2y
)1x(

4y2
)2x2(

dx
dy

222













  

)52,1(أي أن نقاط التوقف هي    52,1(و(   

22

2

)2y(

)
dx
dy)(1x()1)(2y(

dx
yd




  

     
 

     
  0

5
1

252
0111252

dx
yd

0
5

1
252

0111252
dx

yd

)52,1(
2

2

)52,1(
2

2















  

)52,1(  أي أن    52,1(  نقطة نهاية عظمى بينما(  نقطة نهاية صغرى .  
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  التقويم الذاتيإجابات أسئلة  
  )1(تقويم ذاتي  

. 1 a. f(x) متزايدة علي الفترة,(- ,-2) 

 ( ،5/3)والفترة  

   f(x)  متناقصة علي الفترة(– 3/5, 2 ) 
 
b. f(x) متزايدة علي الفترة (-,-1)   (1, ) 

   f(x)  متناقصة علي الفترة(– 0, 1 )   (0,1) 

  )2(تقويم ذاتي  
  لنهاياتلا توجد نقاط رجوع ولا قيم ل / 1
  نهاية عظمي f(-1) = -2         نقاط الرجوع / 2

f(1) = نهاية صغري     
   صغري f(0) = 0 2/3,   نقاط الرجوع / 3

  f(2/3) = 4/27   نهاية عظمي 

  لا توجد نقاط رجوع ولا قيم نهايات / 4
  )3(تقويم ذاتي   

  )-،2(متزايد  / 1
  )-،2(   متناقص          

  ه في مجالها متناقص / 2
  )1،0(متناقص عند  / 3

  )،1(متزايد عند              
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  مسرد المصطلحات
 نهاية عظمي  Maximum Limit  

  هي النقطة التي عندها قيمة الدالة اكبر من أي قيمة لها في الجوار         
 نهاية صغرى  Minimum Limit  

  هي النقطة التي عندها قيمة الدالة اصغر من أي قيمة لها في الجوار      
 دالة تزايدية  Increasing Function  

a(f)a(f)a(f( وتكتب   0هي الدالة التي فيها           
 دالة تناقصية  Decreasing Function  

a(f)a(f)a(f(هي الدالة التي عندها         لكل 0     
 نقطة رجوع  Turning Point  

a(f(0 إذا كان f(x)للدالة  نقطة رجوع aتسمى النقطة             
 نقطة انقلاب  Inflection Point  

         يكون عندها 
dx
dy يساوي صفراً ولكنه لا يغير إشارته عند اجتياز تلك النقطة في   

)a,a(         الفترة   2 وأيضا

2

dx
yd

  ي الصفرعندها يساو 

 دالة محدبة Convex Function    
   بحيث يكون 0 إذا وجدت a محدبة  عند f(x)الدالة التي الدالة المحدبة هي         

)x(f,x((الوتر الواصل بين  11 ، ))x(f,x(  لكل  f(x)يقع فوق منحنى الدالة 22
)a,a(x,x 21  حيث  0  

 دالة مقعرة  Concave Function  
   بحيث يكون الوتر 0 إذا وجدت a مقعرة  عند f(x) الدالة المقعرة هي الدالة التي     

)x(f,x((الواصل بين  11 ، ))x(f,x(  لكل  f(x)يقع تحت منحنى الدالة 22
)a,a(x,x 21  حيث  0  
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 
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المقدمة  
 هيدتم   

 

أخي الدارس بعد دراستك للدوال بأنواعها مثل الدالة الزوجيـة والفرديـة ومعرفتـك              
لمعادلة الدالة ونقاط التوقف مثل النهايات العظمي والصغرى ونقطة الانقلاب كل هـذه النقـاط        
تساعدك في رسم الدوال وتحديد شكل المنحني كذلك تحتاج في هذه الوحدة لمراجعتك للمـشتقة               

 وبعد نهاية هذه الوحدة تجد نفسك قد تعلمت مهارات رسم الـدوال واسـتنتاج               ،ثانيةالأولى وال 
  .خطوط تقارب الدالة وتحديد نقاط التوقف والتمييز بينها 

 رسم الدوال له أهمية فـي    أنجد  تثلة والتدريبات في داخل الوحدة و     كما تجد بعض الأم   
  وهذه الوحدة ربطـت بـين   x, yين علم الحسبان وفي تعريف شكل الدالة وتماثلها مع المحور

 لكـي تـصل إلـى تحقيـق          .وحدات المقرر، عليك أن تأخذ منها الفائدة والاستفادة القصوى        
 :الأهداف الآتية

  
 

الوحدة أهداف         
  :يتوقع بعد دراستك لهذه الوحدة أن تكون قادرا علي أن

  .ترسم الدوال بيانيا / 1
  .تتحقق من النقاط التي تمر بها الدالة / 2
  .تحدد النقاط التي يمر بها المنحني / 3
  .تميز بين نقاط التوقف / 4
      .تستنتج خطوط تقارب الدالة/  5
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 1. رسم الدالة )x(fy  
    الرجوع للدالة والنهايات في الوحدات السابقة من هذا المقرر تعرفت علي كيفية ايجاد نقاط   
       نأالعظمي والصغرى وشرحنا كيفية تحديد التقعر والتحدب رياضيا وبيانيا وكيف يمكن     
      نوجد نقاط التوقف ونميز بين نقاط الرجوع ونقاط الانقلاب والنهايات العظمي والصغرى     
  .هذه المعلومات سوف تساعدك وتسهل لك رسم الدوال    
   نجمع المعلومات الأساسية والهامة في رسم أن نبدأ شرح رسم الدوال نحاول معا أن قبل  
  .الدوال ونكتبها بالترتيب حتى يمكنك تطبيقها  
  :المعلومات هي كما يلي  

ن مثلا التي تمر بها الدالة وذلـك بتعـويض          تحديد بعض النقاط عددها      / 1
ixx    حيث ni0           في معادلة الدالة ونتحصل علي مجموعـة مـن 

  .النقاط
0x عندما   yتحديد نقاط تقاطع المحورين قيم       / 2     أو قـيم  ( وقيمـة (x 

0yعندما    
 مـن  y عنـدما تقتـرب      y وقيم    من   xعندما تقترب    xتحديد قيم    / 3

 ) تسمى مثل هذه المستقيمات بخطوط التقارب.(  
   دالة زوجيةyتماثل الدالة حول محور  / 4
   دالة فرديةy تضاد التماثل حول محور / 5
نحسب المشتقة الأولى  / 6

dx
dy2 الثانية  والمشتقة

2

dx
yd   

  ) نقطة انقلاب–صغرى –نهايات عظمي (تحديد نقاط التوقف  / 7
  إذا ما حددنا كل هذه النقاط تكون قد درسنا شكل المنحني ولا يصعب علينا رسمه

  مثال  

xsinyارسم الدالة      
  الحل 

xsinyلإيجاد بعض النقاط التي تمر بها الدالة    
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                1
2

)1n2(sin
2

)1n2(xy 





 









 


   

n  0 عندما   1وزوجية تكون قيمةy  و عندما n 1 فردية تكون قيمةy   أي 
xsinyأن منحنى الدالة   يمر بالنقاط ,1,

2
5,1,

2
3,1,

2
1







 






 






  

n  0  وعندما   وn 1 فردي  تكون قيمةy  و عندما n 1 زوجي تكون قيمةy  أي 
,,1أن منحنى الدالة  يمر بالنقاط 

2
5,1,

2
3,1,

2
1







 






 






  أي أن 

 1و1  الدالة تتراوح بين قيمة

xsinyوبما أن   دالة فردية فان شكلها يضاد التماثل حول محور y ونقاط تقاطعها 
0y نجدها بوضع xمع محور     

,2,1,0n,nx0xsin   
           2,0,,0,0,0,,0,2,0     

  : نقاط التوقف 
       1y

2
)1n2(x0xcos0

dx
dyxcos

dx
dy




   
  وللتميز بينها نوجد المشتقة الثانية 







  ,...

2
5,

2
1,

2
3...,x0

dx
ydxsin

dx
yd

2

2

2

2

  

  أي أن نقاط النهاية العظمى هي 
,...1,

2
5,1,

2
1,1,

2
3..., 






 






 






   

 
  ونقاط النهاية الصغرى نجدها عندما 







  ,...

2
3,

2
1,

2
5...,x0

dx
ydxsin

dx
yd

2

2

2

2

  

  أي أن نقاط النهاية  الصغرى هي






 






 






  1,

2
3,1,

2
1,1,

2
5

  
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
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

             
  )1(تدريب  
  
  
  
  
  
  

  )1(أسئلة تقويم ذاتي
  
  
  
  
  
  
  
  

  :رسم الدوال الآتيةأ
            xy cos.  1      
       

                     
24

1

x
y


.  2   

  :ارسم الدوال الآتية
.  1              f(x) = 1/3x3 +1/2x2 –2x –1 حقيقية xقيم  

. 2 f(x) = x4 – 4x3 +1 x(-1,5) 

. 3 f(x) = 5x – 3x5/3  حقيقية xقيم  
  

 
(0,0) 

  
  

y=sinx 
            

       π     
  
  

   π-  

       
     -2π  

   3π-   
     

   
 

2π     
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  لخلاصة ا
اشتملت الوحدة علي تعلم مهارات رسم الدوال وفيها تمت مراجعة القـوانين الـسابقة              

  .ل إلى رسم الدوال نصأنوالتي بها يمكن 
 يوضـح أن الدالـة فرديـة        y تماثل الدالة حول محور       تضاد    معرفة أنتعرفت علي   

 يبين أن الدالة زوجية وتحديد نقاط التوقف وهي النهاية العظمـي            yوتماثل الدالة حول محور     
تعرف بأنها النقطة التي عندها قيمة الدالة اكبر من أي قيمة في الجـوار والنهايـة الـصغرى                  

تعرف بأنها النقطة التي عندها قيمة الدالة اصغر من أي قيمة في الجـوار ونقطـة الرجـوع         و
   f//(a = 0) ونقطة الانقلاب وهي النقطة التي فيها f/(a =0)وهي النقطة التي فيها 

 y عند x وقيم x = 0 عند yوشرحنا كيف يمكن تحديد نقاط تقاطع منحني المحورين عند قيم 

 مـن  x عندما تقترب y وقيم   تقترب من y عندماxلتقارب عند قيم  وتحديد خطوط ا0 =
 المعينة وتحديد نقاط التوقف كل هذه النقاط سهلت عليك رسم الدالة  

 
 
 

  مسبقة عن الوحدة التاليةلمحة 
وفيهـا يـتم   . )1(الوحدة التالية هي الوحدة الثالثة عشر والأخيرة في مقرر الحـسبان          

 وعلي طرق استخدامها وفوائدها     ، في هذا العلم لابد لك أن تتعرف عليها        شرح النظريات الهامة  
   .منها متسلسلة تيلور وقاعدة لوبيتال ولها أهمية في إيجاد قيم النهايات غير المعينة
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إجابات التدريبات  
  )1(تدريب  

xcosy1       
 عند x ونقاط تقاطعها مع محور yهذه الدالة زوجية أي أن شكلها يتماثل حول محور 





2

1n2x ونقطة تقاطعها مع محور   y 1 عندy ونقاط التوقف .  
 

 أي أن نقاط التوقف هي  

                              1,2,1,,1,0,1,,1,2   
                                                                 وللتميز بينها 

                 0
dx

ydxcos
dx

yd
2

2

2

2

                        
  النهاية العظمى عند النقاط  

                                 1,2,1,0,1,2   
                         0

dx
ydxcos

dx
yd

2

2

2

2

  
  النهاية الصغرى عند النقاط 

                                    ,1,,1,,          
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

  

  

  

y 

x 
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2x4
1y2


  

الدالة  
2x4

1y


 دالة زوجية فهي متماثلة حول محور y وتقطع محور y عند 
2
1y  

وفترة تعريفها هي الفترة المفتوحة  2,2 وعندما تقترب x فان 2 من y تقترب من  
2x أيضا أي أن المستقيمين  تقترب من y فان 2 من xرب وعندما تقت  يمثلان 

  خطى تقارب للدالة ولإيجاد نقاط التوقف 
      0x0

dx
dyx4xx2x4

2
1

dx
dy

2
3

22
3

2 
   

  ) تتخذ قيما اكبر من الصفر دائما yلان (ىوواضح أنها نقطة نهاية صغر
 
 















2x4
1y


  

 
 
 
 
 
 
 
 

  
  

X=2  X=-2  
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


 

     إجابات أسئلة التقويم الذاتي 
  )1(تقويم ذاتي 

1. f(x) = 1/3 x3 +1/2 x2 – 2x –1  
  هذه الدالة كثيرة الحدود

   علامات المشتقة الأولى والمشتقة الثانية كما في الرسم
  

                                              
                   1                      2-  

  
  
  
  
  

       
  
  

                  
  
  

  
  

  
    

متزایدة

f
ff

 
f متزایدة متناقصة

عظمى صغرى
f

علامة   

2
1



علامة  

مقعرأدنى مقعرأعلى

3 









12
1

2
1،







 

6
12,1

 10 ،

y 

x 




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







 







                                 
                                

2. f(x) = x4 – 4x3 +1 
       for x (-1,5) نقطة نهاية  x = 0         عند 

   مبينه في هذا الرسم//f/,fعلامات 
  
  
 
 
 
 
  
  
  

         
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 

0



  
3


0 51
 

صغرى

f 

2


51


انقلاب
نقاط



انقلاب
نقاط

f 


y 

x 

 15,2 

1,0

 26,5

 26,3 
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





 

 
 
  

3. f(x) = 5x –3x5/3قيم x قيمة حقيقية  
   فرديةهذه دالة 

f(-x) =- f(x) 
  

 كما مبين في الرسم أدناه       والمشتقة الثانية علامات المشتقة الاولى

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
1



صغرى

f 
عظمى X1

 

الانقلاب
نقطة

f 
X

f f 

y 

x 

 2,1 

 2,1
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 
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 
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 
 
 
 
 
 
 
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  المقدمة 
  تمهيد  

و الآن  ) 1(عزيزي الدارس بحمد االله تعالي وتوفيقه  وصلت إلى نهاية مقرر الحسبان             
أنت علي أبواب الوحدة الثالثة عشر وهي عن النظريات الهامة في علم الحسبان والتـي لهـا                 

  صة في إيجاد قيم النهايات استخدامات خا
ومن هذه النظريات متسلسلة تيلور وتستخدم لإثبات مبرهنة اويلر وقاعدة لوبيتال وهي            
قاعدة هامة جدا في علم الحسبان لأنها تمكنك من إيجاد قيم النهايات غير المعينة والتـي تأخـذ         

صور  1,0,   . عند التعويض المباشر00
 كيفية تمثيل الدوال المستمرة والقابلة للاشتقاق من أي رتبـة بمتسلـسلة لا          وهذه الوحدة توضح  

   ثابت  a الموجبة حيث  (x –a )نهائية في قوة 
سية والنهايات  لأوتجد أن هذه الوحدة تربطك مع الوحدات السابقة مثل الدوال المستمرة والدالة ا            

يك بالاهتمام بمعرفة وفهم وتطبيق هذه      وتجد بعض الأمثلة والتدريبات وأسئلة التقويم الذاتي، عل       
  . النظريات لان لها امتداد في السنوات القادمة

وحتى تستعد إلى مقرر ) 1(عليك الآن أن تقيم لنا هذه الوحدة وبها تكون أكملت مقرر الحسبان 
  .وفقك االله) 2(الحسبان 

  أهداف الوحدة
  :ينتظر منك بعد أن تكمل دراسة هذه الوحدة أن تكون قادرا علي أن  

. 1/ح كيفية تمثيل الدالة المستمرة والقابلة للاشتقاق توض.  

  . تتعرف علي متسلسلة تيلور واستخداماتها ومفكوك ماكلورين/2 .

  .عرف علي معادلة اويلر تتّ/3 .

  .دة لوبيتال وتبين استخداماتها تشرح قاع/4 .
      . تحسب  نهايات القيم غير المعينة/5
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 والتي تطرح فيها نظريات لها أهميتهـا فـي          لقد وصلنا إلى نهاية المقرر والوحدة الثالثة عشر       
علم الحسبان وسندرس كيفية تمثيل الدوال المستمرة والقابلة للاشتقاق من أي رتبة بمتسلسلة لا              

  ثابت وهذه المتسلسلة تسمي ب(a) الموجبة حيث ) x-a(نهائية في قوة 

   متسلسلة تيلور. 1
  

رة دالة مستمرة في الفت    x(f(تكنل b,a    وقابلة للاشتقاق لجميع الرتب في هـذه الفتـرة، فـان 
 في الفترةxلجميع قيم  b,a  

)x(R)a(f
!n

)ax(

)a(f
!3

)ax()a(f
!2

)ax()a(f)ax()a(f)x(f

n
)n(

n

32









 

  

  حيث
)c(f

)!1n(
)ax()x(R )1n(

1n

n







                        , xca   

 
 
 

0aلخاصة وفي الحالة ا فان مبرهنة تيلور تتخذ القيمة   

)x(R)0(f
!n

x

)0(f
!3

x)0(f
!2

x)0(fx)0(f)x(f

n
)n(

n

32



 

               

  حيث
 

)c(f
)!1n(

x)x(R )1n(
1n

n





               , xc0   

   

  
  

            
  

  
          

  .وتسمى هذه المتسلسلة بمفكوك مكلورين وهى حالة خاصة من مفكوك تيلور  
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 أمثلة:  
xsin)x(f أوجد مفكوك مكلورين  للدالة /1   
  الحل   

00sin)0(fxsin)x(f
10cos)0(fxcos)x(f

00sin)0(fxsin)x(f





 

10cos)0(fxcos)x(f        
  وهكذا نجد  

 
xcos)1()x(sin

xsin)1()x(sin
n)1n2(

)n()n2(






 

  أي أن  


!7
x

!5
x

!3
xxxsin)x(f

753

 
 
 
 
 

xcos)x(f أوجد مفكوك مكلورين  للدالة /2       
  الحل  

10cos)0(fxcos)x(f
00sin)0(fxsin)x(f

10cos)0(fxcos)x(f





  

00sin)0(fxsin)x(f    
  وهكذا نجد  

xsin)1()x(cos
xcos)1()x(cos

)n(1n2

)n(n2






 

  أي أن 


!6
x

!4
x

!2
x1xcos)x(f

642
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   نجد أنسيةالأو الآن من تعريف الدالة  


!5
x

!4
x

!3
x

!2
xx1e

5432
x   

  )سيةالأوهو مفكوك  ماكلورين للدالة (
1iحيث (x بدلا عن ixوبوضع    (نجد  


!5
)ix(

!4
)ix(

!3
)ix(

!2
)ix(ix1e

5432
ix   

ii,1i,ii,1i ولكن  5432     أي أن   


!7
ix

!6
x

!5
ix

!4
x

!3
ix

!2
xix1e

765432
ix    

  
  وبفصل الجزء الحقيقي عن الخيالي واستعمال نتيجة المثالين أعلاه نجد أن  

)1(xsinixcose

!7
x

!5
x

!3
xxi

!6
x

!4
x

!2
x1e

ix

753642
ix


























  

 
 
 

)2(xsinixcose
)xsin(i)xcos(e

ix

ix








 

   . ixeهو مرافق ixeأي أن  
   نجد)2( و )1( بجمع المعادلتين 

2
eexcos

ixix 
    

   نجد)2( و )1(وبطرح المعادلتين  

i2
eexsin

ixix 
  

 

  نجدix بدلاً عن ix((وإذا وضعناEuler وتسمى هذه المعادلة بمعادلة اويلر  
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  )1(تدريب  

 
 

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )1(أسئلة التقويم 
 

 
  
  
  
  
  
  

  

       قاعدة لوبيتال .2
لتكن   xf و  xg دالتين متصلتين تحققان     0afag فان   
  
  
  

ملاحظة قاعدة لوبيتال أيضا صحيحة إذا كانت  *  xf  و  xg تحققان   xfو    
  xg عندما ax  وذلك لان    0

xf
1

   و     0
xg

1
أي أن  

  
  
  

 

xtan)x(fد مفكوك تيلور  للدالة أوج /1  حول x   
1x(Lny(أوجد مفكوك مكلورين  للدالة /2   
xsineyأوجد مفكوك مكلورين  للدالة /3 x  
  

 

  أوجد مفكوك تيلور للدالة الآتية /1
f(x) = cosx                        عند 2x  

  اوجد مفكوك مكلورين في الدالة الاتية /2
f(x)  = ex                                                      

  برهن نظرية تيلور من هذه الدالة /3
   

  
 

 

 

 

 

























xf
1

xg
1

Lim

xf
1

xg
1

Lim
xg
xfLim

axaxax

 

 
 

 
 xg
xfLim

xg
xfLim

axax 




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  أمثلة  
  

   أوجد قيمة النهاية /1

x
xcos1Lim

0x




 
0xبتعويض   نجد   

0
0

x
xcos1Lim

0x





  
  وباستخدام قاعدة لوبيتال نجد 

00sin
1

)xsin(Lim
x

xcos1Lim
0x0x








 

 
    أوجد قيمة النهاية/2

4
32

2

5

2 


 x
xLim

x
  

2xبتعويض   نجد   

0
0

44
3232Lim

2x






 

  وباستخدام قاعدة لوبيتال والتعويض نجد 

0
0

x2
x5Lim

4

2x



  

  وباستخدام قاعدة لوبيتال مرة أخرى والتعويض نجد 
  

80
2

)2(20
2

x45Lim
33

2x




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ايات القيم غير المعينة التي على الصور  .3 1,0, 00    
  نحصل على قيم هذه النهايات  

  .بأخذ اللوغريثم الطبيعي :  أولا
  إيجاد قيمة النهاية : ثانيا
  .الآسية لإيجاد النهاية المطلوبة استخدام الدالة :ثالثا

  
 مثال  

  أوجد قيمة النهاية
  xtan

0x
)x(sinLim


             

0xبتعويض      نجد   
0xtan

0x
0)x(sinLim 


 

  وبأخذ اللوغريثم الطبيعي نجد 
 xsinLnxtan)x(sinLnLny)x(siny xtanxtan    

xcot
xsinLnyLn   

  ين وبأخذ النهاية للطرف

0)xsinxcos(Lim
xcosec

xsin
xcos

Lim
xcot

xsinLnLimyLnLim
0x20x0x0x







   
1yLim

0x



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  )2(تدريب 
  
  
  
  
  
  
  

  )2(أسئلة تقويم ذاتي 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  لوبيتال أوجد النهايات الآتية باستخدام قاعدة

x
x

x
2

cos)1 lim
2





 

        
x

x
x sin

2 lim
0

 

  

                                                            2
0

13 lim x
xex

x





 

  :دماً قاعدة لوبيتالالنهايات الآتية مستخ قيم  أوجد 
  

x
xsinhLim1

0x
           20x x

xcos1Lim2 



                     

                                  
9x

27xLim4 2

3

3x 





        
xsin
xLn2Lim3

1x 



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  الخلاصة  
  فيها شرحنا أهم نظريات الحسبان والتـي      . نأتي معا لوضع تلخيص لأهم أجزاء هذه الوحدة         

  لها استخدامات في إيجاد قيم النهايات من هذه النظريات 
  وهي نظرية تشرح كيفية تمثيل الدوال المستمرة والقابلة للاشتقاق من أي           : نظرية تيلور   

  ) متسلسلة تيلور( ثابت a الموجبة حيث (x-a)رتبة بمتسلسلة لا نهاية في قوي 
 وهو حالة خاصة من مفكوك تيلور :مفكوك ماكلورين           
 عند وضع : مبرهنة اويلر او معادلة اويلر(-ix) بدلا عن (ix) في مفكوك ماكلورين   
 وهي قاعدة بين دالتين متصلتين : قاعدة لوبيتال  

لتكن  xf و  xg دالتين متصلتين تحققان     0afag فان   
  

 
 

 
 xg
xfLim

xg
xfLim

axax 





  

  
وشرحنا أهميتها في إيجاد قيم النهايات غير المعينة التي تأخذ صور  1,0, 00  

بعد ذلك تعرفنا علي نهايات القيم الغير معينة وشرحنا كيفية إيجاد مثل هذه القيم بأخذ اللوغريثم                
  . لإيجاد النهايةالآسيةالطبيعي ثم إيجاد قيمة النهاية واستخدام الدالة 
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  إجابات التدريبات 
  )1(تدريب  
  الحل  

1) 
0tansec2)(fxtanxsec2)x(f

1sec)(fxsec)x(f
0tan)(fxtan)x(f

22

22







 

  2)(fxtanxsec2xsec2)x(f 224     
   





!3

x2xxtan)x(f
3

    
  الحل 

 

 

 

 

























432!4
6

!3
2

!2
)(

6)0(
1

6)(

2)0(
1

2)(

1)0(
1

1)(

1)0(
1

1)(

0)1()0()1()()2

432432

)4(
4

)4(

3

2

xxxxxxxxxf

f
x

xf

f
x

xf

f
x

xf

f
x

xf

LnfxLnxf

 

  
  الحل 

3) 
1)0(fxcosexsine)x(f

0)0(fxsine)x(f
xx

x



   

2)0(fxcose2xcosexsinexsinexcose)x(f xxxxx      

 
 





!3
x2

!2
x2x)x(f

2)0(fxsinexcose2)x(f
32

xx
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 )2(تدريب 

 الحل

x
xsinhLim1

0x
  

0xبالتعويض   نجد أن   

0
0

x
xsinhLim

0x



 

   بتطبيق قاعدة لوبيتال نجد أن 
1

1
xcoshLim

x
xsinhLim

0x0x



 

 

20x x
xcos1Lim2 




 

0xبتعويض   نجد قيمة النهاية 
0
  وباستخدام قاعدة لوبيتال نجد  0

0
0

x2
xsinLim

0x



  

  وباستخدام قاعدة لوبيتال للمرة الثانية نجد

2
1

2
xcosLim

x
xcos1Lim

0x20x





 
 

xsin
xLn2Lim3

1x 



 

0xبتعويض   نجد قيمة النهاية 
0
    وباستخدام قاعدة لوبيتال نجد0









2
)xcos)(x(

2
xsin
xLn2Lim

1x
 

     

2
9

32
33

x2
x3Lim

0
0

9x
27xLim4

22

3x

2

3

3x















  
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  إجابات أسئلة التقويم الذاتي 
  
  )1(تقويم ذاتي  

      








0

22
!2

11
n

n
n

x
n

xf   

 
   






0 !

2
n

n

n
xxf  

 
  3 . البرهان في داخل الوحدةإليارجع 

  
  
  )2(تقويم ذاتي  


2
1

2
2

sin
1 



 
  

   0
0cos

02   
  

 









2
1

2
3

0e  
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  مسرد المصطلحات
 قاعدة لوبيتال   L’ Hospital rule  

هي قاعدة تستخدم لإيجاد قيم النهايات غير المعينة  وتكتب في صورة
  

 
 
 xg
xfLim

xg
xfLim

axax 





  

  
 متسلسلة تيلور  Taylor Series  

  ي الفترةهي متسلسلة تدرس كيفية تمثيل الدالة المستمرة والقابلة للاشتقاق لجميع الرتب ف      
       (a,b) لجميع قيم x   

  
 مفكوك ماكلورين  Maclorin  
  هي حالة خاصة من متسلسلة تيلور      
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