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1 Introducao

Estas notas destinam-se a auxiliar o estudo dos alunos que estao assistindo o
meu curso, um curso introdutério de mecanica quéantica no quarto semestre
do Curso de Ciéncias Moleculares da Universidade de Sao Paulo. Estao
evoluindo para um livro, mas ainda nao o sao.

Os alunos que assistem este curso tiveram um semestre de fisico-quimica
onde utilizaram métodos de mecanica quantica no estudo da espectroscopia
atomica e molecular, o que os coloca em uma situacao insdlita: fizeram os
exercicios antes de ter a teoria! Por isso este curso tem a preocupagao de apre-
sentar uma formulacao conceitualmente acurada daquelas partes da mecanica
quantica que sao mais usadas em fisico-quimica. Isto explica porque, por ex-
emplo, nao tratamos de fenomenos de espalhamento e porque, por outro lado,
tratamos de simetrias, momento angular e métodos perturbativos em maior
detalhe do que se costuma fazer em cursos dados em um quarto semestre.
Compare-se-o, por exemplo, com os excelentes tratamentos de Wichmann|11]
e Nussenzveig[12], que diferem notavelmente deste texto porque escolheram
estratégias diferentes: Wichmann realiza um soberbo tour pela fenomenologia
da fisica moderna, e nao faz praticamente cdlculos quanticos; Nussenzveig,
que ocupa menos de 1/3 do semestre com mecéanica quantica, seleciona um
nicleo muito mais restrito da matéria, essencialmente sistemas de dois niveis,
e produz um extrato de alta qualidade dos principios da teoria. Ambos quase
nao usam matematica que nao seja de dominio piblico. Ambos sao forte-
mente recomendados como leitura paralela.

O volume 3 das famosas Feynman Lectures[13] é um outro caso. O
espléndido livro de Feynman €, ao contrario do que se diz, um texto avancado,
requerendo ou um talento excepcional, para aproveita-lo como primeiro texto,
ou um consideravel grau de maturidade em fisica, para acompanhar os voos
do mestre. Os alunos podem comecar a lé-lo, diria eu, apds uns dois meses
deste curso. Ideal para uma leitura posterior ao curso.

Mais préximo a este texto, mas muito mais extenso, com cerca de 650
pédginas, estd o livro de French e Taylor [14], cobrindo terreno semelhante.
Se fosse mais curto eu nao precisaria produzir estas notas.

Finalmente, a influéncia do livro onde eu estudei, Landau, Lifshitz[3], é
dominante e deliberada. Talvez eu pudesse resumir o objetivo deste curso
assim: procura-se preparar os alunos para a leitura e uso do magnifico “Lan-
dau”. Uma alternativa a altura do “Landau” existe agora, em portugués: o
magnifico livro do professor Toledo Piza[17].



2 Pré-requisitos e requisitos paralelos

Solicita-se ao leitor que estude, antes de prosseguir na leitura destas notas, o
capitulo 1 do Volume III das Feynman Lectures on Physics, que contém uma
excelente descricao da experiéncia da difracdo por duas fendas, conhecida
como ezperiéncia de Young, realizada com elétrons, em lugar da luz (que
Young usou). Quando eu conseguir realizar isto tdo bem quanto Feynman,
este pré-requisito sera substituido por um capitulo introdutério adicional. A
previsao de tempo para que isto aconteca é de, mais ou menos, da ordem da
idade do universo.

Dos requisitos paralelos, o mais importante é o estudo. A mecanica
quantica é uma experiéncia nova e estranha, mais estranha do que a teo-
ria da relatividade, e requer habitos de pensamento novos, que precisam
ser adquiridos aos poucos, ao longo do curso, para nao dizer ao longo da
vida!. Estudar s6 perto da prova nao basta, é quase inttil. Jean Dieudonné,
grande matematico francés da escola Bourbaki, menciona, em seu grande
tratado Treatise on Analysis[16], a necessidade de adquirir-se a intui¢do do
abstrato. Também aqui precisamos dela. De fato, Dirac, em sua grande
obra-prima[l], que muitos consideram o maior livro de fisica desde os Prin-
cipia de Newton[15], diz: Mathematics is the tool specially suited for dealing
with abstract concepts of any kind and there is no limit to its power in this
field. For this reason a book on the new physics, if not purely descriptive of
experimental work, must be essentially mathematical.

Outro requisito paralelo é a leitura de um livro de qualidade, além destas
notas. Sugiro desde logo a leitura do prefacio e dos paragrafos 1, 2, 3 e 4 do
livro de Dirac[1], que pode ser feita logo no comego do curso.

3 O principio da incerteza

A “experiéncia de Young” para elétrons, em particular a formacao de uma
figura de interferéncia mesmo quando o feixe de elétrons é tao rarefeito que
nao ha davida de que os elétrons chegam um a um na tela, mostra que a
fisica dos elétrons é incompativel com o conceito de trajetoria.

Nao existe, na mecanica quantica,
o conceito de trajetoria

1“The newer concepts of physics can be mastered only by long familiarity with their
properties and uses” (Dirac).



Isto € o contetdo do principio da incerteza, um dos fundamentos da mecanica
quantica, descoberto por Werner Heisenberg em 1927.

A maneira de se obter informagoes sobre um sistema quantico (que chamare-
mos, para simplificar, de elétron) é realizar interacoes entre ele e objetos
classicos, denominados aparelhos. Por hipdtese esses aparelhos podem ser
descritos pela mecanica classica com a precisao que quisermos. Quando um
elétron interage com um aparelho, o estado deste ultimo é modificado. A
natureza e magnitude dessa modificacdo dependem do estado do elétron, e
servem, por isso, para caracteriza-lo quantitativamente. A interacao entre
o elétron e o aparelho é denominada medida. Um aparelho nao precisa ser
macroscépico. O movimento de um elétron numa camara de Wilson é ob-
servado por meio da trajetéria nebulosa que ele deixa; a espessura dessa
trajetoria é grande, comparada com as dimensoes atomicas. Quando a tra-
jetéria de um elétron é determinada com essa baixa precisao, ele é um objeto
inteiramente classico.

A mecanica quantica ocupa um lugar pouco usual entre as teorias fisicas:
ela contém a mecanica classica como um caso limite, e, a0 mesmo tempo,
necessita desse caso limite para sua formulagao.

O problema tipico da mecanica quantica consiste em predizer o resultado
de uma medida a partir dos resultados de um certo niimero de medidas ante-
riores. Além disso, veremos mais tarde que, em comparagao com a mecanica
classica, a mecanica quantica restringe os valores das quantidades fisicas me-
didas (por exemplo, a energia ). Os métodos da mecéanica quantica permitem
a determinacao desses valores admissiveis.

O processo de medida na mecanica quantica tem uma propriedade muito
importante: a medida sempre afeta o elétron medido, e é impossivel, por
questoes de principio, tornar o efeito da medida sobre o elétron arbitraria-
mente pequeno (como pode ser suposto na fisica cldssica). Quanto mais exata
a medida, mais intenso é o efeito sobre o elétron, e é somente em medidas de
pouca precisao que o efeito da medida sobre o elétron pode ser considerado
pequeno.

E um dos postulados fundamentais da mecanica quantica que as coor-
denadas, ou seja, a posicao de um elétron pode sempre ser determinada
com precisdo arbitraria 2. Suponhamos que, a intervalos definidos At, sejam
feitas medidas sucessivas das coordenadas de um elétron. Os resultados nao
estardo, em geral, sobre uma curva lisa. Ao contrario, quanto menor o valor
de At, mais descontinuos e desordenados serao os resultados, de acordo com
o fato de que nao existe uma trajetéria para o elétron. Uma trajetoria ra-

2Isto ndo estd em contradicdo com as relacdes de incerteza. Elas dizem que ndo é
possivel determinar simultaneamente posicdo e momento .




zoavelmente lisa s6 € obtida se as coordenadas do elétron forem medidas com
pouca precisao, como no caso de uma camara de Wilson. Para informagoes
sobre o que é uma camara de Wilson, veja

http://rd1l.web.cern.ch/RD11/rkb/PH14pp/node29.html#28

Se, mantendo-se imutada a precisao das medidas de posi¢ao, diminuirmos
os intervalos At entre as medidas, entdo medidas adjacentes darao valores
vizinhos as coordenadas. Contudo, os resultados de uma série de medidas
sucessivas, embora estejam em uma regiao reduzida do espaco, estarao dis-
tribuidas, nessa regiao, de uma forma totalmente irregular, e nunca em cima
de uma curva lisa. Em particular, quando At tende a zero, os resultados
das medidas adjacentes de nenhuma maneira tende a a estar sobre uma reta.
Ora, a velocidade tem a direcao da reta que, na fisica classica, é obtida nesse
limite. Esta circunstancia mostra que, na mecanica quantica, nao existe a ve-
locidade da particula no sentido cldssico do termo, isto é, o limite de (A7/At)
quando At — 0.

Enquanto, na mecanica classica, a particula tem posicao e velocidade
bem definidas em cada instante, na mecanica quantica a situacao é bem
diferente. Se, como resultado de uma medida, determinam-se as coordenadas
de um elétron, entao sua velocidade é totalmente indefinida. Se, ao contrario,
determina-se a velocidade de um elétron, entao ele nao pode ter uma posicao
definida no espaco. Assim, na mecanica quantica, a posicoes e a velocidade
de um elétron sao quantidades que nao podem ter, simultaneamente, valores
definidos.

4 O conceito de estado

Na mecanica classica conhece-se o estado de um sistema quando sao con-
hecidas todas as posicoes e todas as velocidades dos pontos do sistema, em
um determinado instante. A partir desses dados é possivel predizer todo o
futuro, e reconstruir todo o passado do sistema. Ou seja, conhece-se o es-
tado de um sistema quando se pode prever o futuro do sistema com a maior
precisao possivel (no caso da mecanica cldssica essa precisao é total).

Na mecanica quantica tal descricao é impossivel, uma vez que as co-
ordenadas e as velocidades nao podem existir simultaneamente. Assim, a
descricao de um estado na mecanica quantica é feita em termos de menos
quantidades do que na mecanica cldssica. Segue-se disso uma conseqiiéncia
muito importante. Enquanto a descri¢ao classica permite prever o movi-
mento futuro com total precisao, a descri¢ao menos detalhada da mecanica
quantica nao permite essa precisao. Isto significa que, mesmo que se conheca



o estado de um elétron, seu comportamento em instantes sucessivos €, em
principio, incerto. A mecanica quantica nao pode fazer previsoes exatas.
Para um dado estado inicial do elétron, uma medida subseqiiente pode dar
varios resultados. O problema tipico da mecanica quantica é determinar a
probabilidade de se obter cada um dos resultados possiveis, ao realizar uma
medida (ocasionalmente a probabilidade de se obter um determinado valor
pode ser 1, e a de todos os outros zero!).

Os processos de medida na mecanica quantica podem ser divididos em
duas classes. Em uma, que contém a maioria das medidas, estao aquelas
que, para qualquer estado do sistema, conduzem apenas a resultados mais ou
menos provaveis. A outra classe contém medidas tais que, dado um qualquer
dos resultados possiveis dessa medida, existe um estado do sistema no qual
a medida da, com certeza, aquele valor. Essas medidas sao ditas previsiveis,
e desempenham um papel importante na formulagao da mecanica quantica.
As propriedades fisicas do sistema que sao determinadas por medidas desse
tipo sdao chamadas quantidades fisicas ou observaveis do sistema.

Veremos no que segue que, dado um conjunto de quantidades fisicas, nem
sempre é possivel medi-las simultaneamente, isto é, nem sempre é possivel
que todas tenham valores definidos ao mesmo tempo. Vimos que este é o
caso para a posicao e a velocidade de um ponto material, por exemplo.

Um papel fundamental é desempenhado por conjuntos de quantidades
fisicas com a seguinte propriedade: elas podem ser medidas simultaneamente
mas, se elas tém todas valores definidos, nenhuma outra quantidade fisica
independente pode ter um valor definido nesse estado.

Tais conjuntos de quantidades fisicas sao denominados conjuntos completos
de observaveis compativeis. Um conjunto completo fornece uma descricao
maxima do sistema, e, portanto, caracteriza um estado do sistema.

5 O principio de superposicao

Seja ¢ o conjunto das coordenadas de um sistema quantico 2, e dg o produto
das diferenciais dessas coordenadas *. Por exemplo, se ¢ = {z,y, 2z}, dg =
dxdydz.

O estado de um sistema é descrito por uma fun¢ao complexa 1 (q) das
coordenadas. O quadrado do médulo dessa funcao determina a distribuicao
de probabilidades dos valores das coordenadas:

U(z,y, 2)[*dzdydz

3Abuso de linguagem. Todos os sistemas sdo quanticos. A expressdo correta seria
“sistema incorretamente descrito pela fisica cldssica”.
4Ou melhor, o elemento de volume em termos dessas coordenadas.
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é a probabilidade de que uma medida realizada sobre o sistema encontre os
valores das coordenadas entre x e x +dzx, y e y +dy, z e 2+ dz. A fungao ¢
é denominada funcdo de onda do sistema.

O conhecimento da funcao de onda permite, em principio, calcular a
probabilidade dos vérios resultados de qualquer medida (nao necessariamente
das coordenadas). Essas probabilidades sdo expressoes bilineares em 1) e ¢*
(* representando a operagdo de tomar o complexo conjugado), do tipo

[ dav(@)é(@)v(a)

[ davtar 5o

por exemplo.

O estado de um sistema varia, em geral, com o tempo. Em conseqiiéncia,
a fun¢ao de onda é uma fungdo também do tempo, ¥(g,t). Se a fungao
de onda é conhecida em um instante inicial, segue, do conceito da descri¢ao
completa, que ela estd, em principio, determinada em cada instante sucessivo.
A dependéncia precisa da funcao de onda com o tempo é determinada por
uma equac¢ao denominada equagao de Schrodinger .

A probabilidade de que as coordenadas de um sistema tenham qualquer
valor, é 1. Devemos, entao, ter

/\w(q)Iqu =1,

pois a integral acima é exatamente esta probabilidade.
Seja 1(g) a fungao de onda de um sistema. Considere a fungao

V' (q) = ¥(g)e™

onde o é um numero real. Como as probabilidades dos varios resultados sao
expressoes da forma

| dav (@a(ayé(a)

[ daw @ol)e(@) = [ dav" (@60} (@),

vemos que ¢'(¢q) é uma descri¢do da funcao de onda do sistema tdo boa
quanto t(q). Diz-se , por isso, que a fun¢ao de onda de um sistema esta
definida a menos de uma fase, ou seja, que, se ¥(q) é fungao de onda de um
sistema, 9’(¢) também é.°

5Na realidade, ha quantidades fisicas também da forma

/ dg* () d(Q)E(Q)

10



Seja S um sistema fisico que pode existir tanto num estado de funcao
de onda 9 (g) como no estado de funcdo de onda 15(g). A medida de uma
quantidade fisica f d&, por hipétese, o resultado f;, com probabilidade 1, se
o sistema estiver em ), e o resultado fy, também com probabilidade 1, se o
sistema estiver em 1),. Postula-se entao que:

(1)Toda funcdo da forma c19; + c21), onde ¢y e ¢y sdo nlimeros complexos,
é também um estado do sistema.
(2)Neste estado, uma medida de f dard ou o resultado f; ou o resultado fs.

Este postulado é denominado principio de superposi¢ao. Segue dele que
a equacao de Schrodinger deve ser linear em 1.

Considere um sistema composto de duas partes, e suponha que o estado
do sistema seja dado de uma maneira tal que cada uma de suas partes possui
uma descri¢do completa.® Entdao as probabilidades das coordenadas ¢;, da
parte 1, sdo independentes das probabilidades das coordenadas ¢o, da parte
2. Seja ¥12(q1,¢2) a funcdo de onda do sistema todo, e 11(q1) e 12(go) as
funcoes de onda das partes 1 e 2, respectivamente. Entao,

¢12(Q1,C]2) = 7/11(Q1)¢2(Q2) )

pois, entao,
|¢12(Q1;Q2)|2 = |¢1((11)|2|¢2(QQ)|2

o que significa que as probabilidades sdo independentes.
Se, além disso, essas partes nao interagirem, vale ainda a relagao

V12(q1, 92, t) = ¥1(q1, 1)¢2(g2, 1)

6 Operadores

Seja f uma quantidade fisica que caracteriza o estado de um sistema quantico.
Os valores que uma dada quantidade fisica pode assumir sao chamados de
autovalores . O conjunto dos autovalores é o espectro. Na mecanica classica

onde £(q) é outra funcdo de onda. Como essas quantidades também devem permanecer
inalteradas, é necessério acrescentar que a trasformacio

¥'(q) = e“Y(q)

deve ser tal que o mesmo a é usado para todas as funcdes de onda.
61sto quer dizer que a funcdo de onda de cada uma das partes tem um “futuro” total-
mente previsivel, ou seja, que as duas partes do sistema sao independentes.

11



as quantidades fisicas sdo continuas.” Na mecanica quéntica, ndo necessaria-
mente. Pode haver espectros discretos ou espectros continuos. Vamos supor,
para simplificar, que o espectro de f seja discreto. Os autovalores de f serao
denotados por f,, (n = 0,1,2..). A fun¢do de onda do sistema, no estado
em que f tem o valor f,, sera denotada por 1,,. Essas funcoes sao chamadas
autofuncoes de f. Para cada uma delas,

/dqlwnl2 =1

Um dos principios béasicos da mecanica quantica é este:

(I) O conjunto das autofungoes de uma quantidade fisica f é completo. Isto
é, dada uma funcao de onda qualquer v do sistema, podemos expandi-la em
autofuncgoes de f assim:

Y= Z anPn
n
onde os a, sao numeros complexos.

(IT)Fazendo-se uma medida de f em %, a probabilidade de se obter o valor
[ € dada por |a,|?.
Em conseqiiéncia, devemos ter

Z ‘an|2 =1

pois Y, |a,|* é a probabilidade de, medindo-se f, obter-se qualquer um dos
valores possiveis.
Temos, entao, o resultado

> ana;, = [ gy’
Por outro lado, temos
vt =) any,
logo,
[dapy = [vX aridg
= Y, [wiwdg
= Y aa,

7 Natura non facit saltus, Isaac Newton.
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de onde se conclui que
an = [ vipda

Finalmente, usando ¢ = Y, ¢, ¥, temos
apn = /dqwzz amq/)m = Zam/ﬁiﬁmdq
de onde se conclui que

[ Ao = dum

Diz-se entao que as autofungoes sao ortogonais.

6.1 Valor médio

Vamos introduzir agora o conceito de valor médio f da quantidade fisica f em
um dado estado. Sejam f,, os valores possiveis de f, ou seja, seus autovalores
. Sejam |a,|? as probabilidades de cada um dos autovalores , no estado em
questao. Define-se entao o valor médio como

7 = an|an|2

Usa-se também a notagdo (f), para a mesma quantidade. Queremos encon-
trar uma expressio para f em termos da funcio de onda do estado consider-
ado. Seja 1) esta funcdo. Para fazer isso vamos associar a quantidade fisica
f um operador linear f que atua sobre as funcgoes de onda. Seja f1/1 a funcao
obtida quando f atua sobre 1. Queremos, de f, que

7= [ dav(fv)

para qualquer estado v (lembre-se que estipulamos que as quantidades fisicas
deveriam ser expressoes bilineares na func¢do de onda). Entao,

7 - Z fna'na:; - /dQ¢* Z anfnwn

onde usamos a, = [ dqiy*1,, obtido anteriormente. Vemos, primeiramente,
que

7¢ = Z A fnn

Ora,
¢ = Zanwn )
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de maneira que f é linear, e que

fton = fatbn
Sumarizando:
fon = fothn (1)
fo=[dawfu @)
i = [ davy (3)
[ datitn = bum (@)

Os valores assumidos por uma quantidade fisica sao reais. Portanto, os val-
ores médios f de uma quantidade fisica sdo também reais, como se vé de
f = X, falan’. Note-se (exercicio facil), que, se o estado for uma auto-
funcdo de f, o valor médio f coincide com o autovalor de f nesse estado.

Do fato de f ser real segue uma propriedade importante dos operadores
associados a quantidades fisicas:

7= [dowjo =T = ([ dawfu) 6
Ora,
([dowr(f0)) = [ (6(F0)da)" = [w(Fvyda= [vfvda  (6)

onde f* é definido assim: se fl/) = ¢, entao f* é o operador tal que f*lﬁ* =
¢*.% Entao,

[ v fudg= [wfurdg

Vamos definir o operador transposto * f do operador f . Sejam 1 e ¢ fungoes
arbitdrias. Entdo ' f é tal que

[ v theda= [ ofv da

Por exemplo, para 1 = ¢i,

[virvrda = [v(f)dg

8Por exemplo, seja f = —i= a . Entao, dado ¥ qualquer temos f¢ =i a . O operador

5 .
f* deve ser tal, entdo, que f*i)* = (— zaf) =9 8w Logo, f* = Zaw
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Da condi¢do de realidade de f, Eq.(6), temos

[vfvdg= [wfwrdg= [ (f)wdg (7)

Comparando os dois extremos vemos que

=iy

Operadores com esta propriedade sao ditos hermiteanos. Logo, os operadores
associados a quantidades fisicas sao operadores lineares hermiteanos.

Podemos, formalmente, considerar quantidades fisicas complexas, isto €,
cujos autovalores sao complexos. Por exemplo, dadas as coordenadas z e
y,podemos considerar a quantidade = + iy. Seja f uma quantidade desse
tipo, e seja f* a quantldade cujos autovalores sdo os complexo-conjugados dos
autovalores de f. A quantidade f corresponde o operador f Denotemos por
f * 0 operador correspondente & quantidade f*. Este operador é denominado
o adjunto de f

O valor médio da quantidade f* é dado por

F= [ frudg

onde apenas adaptamos a definicao de média de um operador.

Ora,

= [ fudg
logo,
7= ([wfudd) = [vfvda= [0 (P oda
Mas *
=% il = (S fan?) =T
Ou seja,

[ v frsdg = [wr(fyudg
Comparando, temos R X
fr=08
Em palavras, o adjunto é o transposto do conjugado.
A condicao de hermiticidade de um operador, escrita anteriormente como

‘H=r

15



pode agora ser escrita: o

f=F
e os operadores hermiteanos sao aqueles que coincidem com os adjuntos. Dai
serem chamados também de auto-adjuntos.

Vamos agora mostrar que a ortogonalidade das autofuncoes de um op-
erador hermiteano pode ser demonstrada diretamente. Sejam f, e f,, dois
autovalores diferentes do operador hermiteano f . Sejam v, e ¥, as auto-
funcoes correspondentes. Entao,

fwm = fm¢m (9)

Multiplicando a primeira por 1;,, temos

b fon = Wk atbn = Futlitbn

[ davsfin = fu [ dawiisn (10)

Tomando o complexo conjugado de (9) e multiplicando por v, temos 1, f o =
fmnk,. Integrando,

[ danf i, = f [ davurs, (1)
[ davinfion = [ davnf vr = (fa= fu) [ daviis,  (12)
Mas
[ davnf s, = [ davi () = [ davi,fron = [ dav,fu,

pois f é hermiteano. Logo, o primeiro termo de (12) é zero. Conseqilente-
mente,

e, como f, # fm, segue que

[ davnvi =0 (n#m)
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6.2 Adicao e subtracao de operadores

Sejam f e g duas quantidades fisicas que podem ter valores definidos simul-
taneamente. Sejam f e g seus operadores. Os autovalores da soma f + g sao
a soma dos autovalores de f e de g. Considere o operador f + g, e sejam 1,
as autofuncoes comuns a f e g. Entao,

fA'QZ)n = fn"/’n
g¢n = gnwn

e, portanto, .
(f + @)% = (fu + gn)¥n

Este resultado pode ser generalizado para funcoes de onda quaisquer, assim:
(F+a)0 = fo+gv
Neste caso, tem-se
Fg=[w(f+awda= [v fida+ [0 gpda=T +7
A multiplicacao de operadores é definida assim:
(Fayw = f(av)
Suponhamos que v, seja autofungao comum a f e g. Entao,

fgwn = f(fﬂﬁn) = f(gnq/]n) = gnfwn = GnJn¥n

Gt = §(ftn) = §(fathn) = Fald¥n) = faGntn

Logo, para as autofunc¢oes simultaneas, temos
(fg—afwn=0
Isto nao é suficiente para se concluir que o operador
fa—af=o0.

Contudo, como o conjunto das autofuncoes 1, é completo, temos, dada uma
funcao de onda arbitraria, que

RS Zan’(/]n
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(fo—af)v=>an(fg—3f)bn=0

Logo, o operador f g—a f é zero como operador, pois leva qualquer funcao
ao valor zero. Note-se que isto foi demonstrado para dois operadores que
possuem um conjunto completo de autofuncées comuns. No caso geral, esse
comutador,

1f.9=fa—of

é diferente de zero.

7 A energia e a equacao de Schrodinger

A funcdo de onda determina completamente o estado fisico do sistema. Isto
significa que, dada a funcao de onda 1 de um sistema no instante ¢, nao
somente todas as propriedades do sistema naquele instante estao descritas,
mas também as propriedades em qualquer instante subseqiiente (tudo isso,
naturalmente, em termos do conceito de descricio completa admitido pela
mecénica quantica). Matematicamente isto quer dizer que a derivada primeira
no tempo, 2% no instante ¢ é determinada pelo valor de v no mesmo instante.

) Bt
Como a teoria é linear, essa relacao é também linear. Vamos escrevé-la assim:

ind% = Hip (13)

ot
onde H é um operador linear a ser determinado. A maneira mais direta de
descobrir a natureza de H é impor que, no limite classico, as leis de Newton
sejam obtidas. Usando argumentos de mecanica avancada mostra-se que H
deve ser o hamiltoniano do sistema, ou seja, a energia escrita em termos dos

momento s p; e das coordenadas ¢; do sistema, fazendo-se ainda a substituicao

0
; = —th— 14
A equagdo (13) é denominada equagdo de Schrodinger , e desempenha,
na mecanica quantica, papel semelhante ao da segunda lei de Newton na
mecanica cléssica.

Exemplos:
(2) A particula livre unidimensional:



= —/th
0 0
A2 _ _ s Y Yl
ih 3 ( ih 6.77)
N n® 0
H = —
2m Oz?
- "> 0%
H - "
v 2m Ox>
Equagao de Schrédinger completa,
o n 9%y
— = 1
ot 2m Ox? (15)
(2) A particula livre tri-dimensional:
L 5, 2, .2
0
po= —ind
P e
. o 0
Dy = —lha—y
0
o= il
P oz
2 2 2 2
g - (o o &
2m \0z%2  Oy®> 022
. -
fry = -V
2m
Equagao de Schrédinger completa:
., O W =
A = —— 1
ot 2mV v (16)

(3) Particula sobre a agdo de um potencial:
Seja V(z, Y, z) a energia potencial da particula. Na mecénica quantica o operador energia
potencial, V(7) é definido por:

V(@) = V ()

ou seja, a acio do operador V() sobre a funcio () consiste simplesmente em multi-
plicé-la pelo nimero V(7). Exemplo:
Oscilador harmonico unidimensional:

Vapi(n) = V@) = gk ()
: e, 1,
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7.1 Exercicios

1. Sejam v (x) e oz, respectivamente, autofungoes de H, com autovalores
Ei e Ey. ¢i(z) = ¢i(z,t = 0). Seja ¥(z,t = 0) = a191(x) + agihe(z).
Determinar ¥(x,t) para t > 0.
Solucao:
Temos '

p(x,t) = e *p(x,t = 0) (17)

Portanto,

U(z,t) = e 72 (a1 (2) + aste (1)) = are 720 (z, t = 0)+age 72y (3, t = 0)
(18)

(a) Mostre que, nas condigoes acima,

1

h Eﬂf’([)l (.73)

exp —%ﬁtd)l (x) = exp —
(b) Demonstre a Eq.(890).
(c) As fungoes exp i(kix — wit), expi(kox — wat) e exp —i(k1z + wit) sdo solugdes
estacionarias da equacao de Schrodinger de uma particula livre. Escreva essa
equacao de Schrodinger e mostre que isso é verdade. A soma das trés é
uma solucao da mesma equacao, logo é a fungdo de onda de um estado de
particula livre. Se o sistema se encontra neste estado, quais os valores da
energia que podem ser obtidos numa medida da energia do sistema, e qual
é a probabilidade relativa deles. Por que eu estou falando de probabilidades
relativas, em vez de em probabilidades simplesmente?

2.A funcado de onda de uma particula livre de massa m, em movimento ao
longo do eixo z, é, em ¢ = 0, dada por

wiw) = (22) " eror (19

™

(a) Verifique se ela estd normalizada.

(b)Usando
/oo dze™ " ek = \/ge_% (20)

expanda 9(z) (da Eq.19) em autofuncoes simultaneas do momento e da en-
ergia , exptkx. Se a expansao for escrita

2 1/4 [es) .
(_a) e_‘“z:/ dka(k)e™*

™
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mostre que

1 /2a\'* 2
a(k) ( ) z37{40_04
2 «
e que, portanto,

1 20\ o .
st =5 ()5 [ dne et (21)

(c) Agora, num esforco de reportagem, calcule a integral em Eq.(21). (Use a
Eq.(20) trivialmente modificada). Vocé deve achar

20 1/4 m am 2
t fr R - _m+2iaht$ 22
Yla:1) ( T ) \ m+ 2iaht® (22)

(d)Verifique que a fun¢ao de onda 1 (z,t) da Eq.(22)satisfaz a equagao de
Schrédinger para a particula livre.

7.2 A derivada no tempo de um operador

Diremos que um operador f é a derivada no tempo do operador f se, sendo

(f) o valor médio de f num estado arbitrario, e (f) o valor médio de f nesse
mesmo estado, tivermos

d - ~
U = 23
~(h =) (23
Explicitando, devemos ter

i dt/dw’fw /d¢8t¢+/dq f¢+/d¢f (24)

Usando a equacao de Schrodinger , obtemos

ot i,
ot hHw
oy —in
ot th)

Usando esses resultados em (24), temos

P [do 2Lyl [ag(rw) fo— 1 [aqi (o) @)

O termo que contém a derivada parcial do operador sé existe quando a expressdo do
operador contém parametros que dependam do tempo. Por exemplo, se tivéssemos uma
particula livre de massa varidvel, seu hamiltoniano seria

hZ

2D v? (26)

H=—
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e a derivada em questao seria dada por

@_ n’ d_m 72
ot 2m2(t) dt

Na grande maioria dos casos este termo é inexistente.
Voltando a Eq.(25), e usando o fato de que H é hermiteano, temos

[da(fre) fo = [ dawfifo = [ dgv i fo (27)
e, conseqiientemente,
d,o [ L (OF i.s Q-
= [v (a +Hf - ng> v (28)
Como, por definicao, J
Sif) = [ davfy

temos que

f

f=Slyl(af- i) (29)

Como dissemos, o caso mais importante ¢ aquele em que %; 6 = 0 (diz-se entao
que o operador nao tem dependéncia explicita no tempo. ) Neste caso,

A

f= (Hf-fH) (30)

Vemos entao que, se [fI, f] =0,f=0,e
(f) = constante . (31)

Na mecanica quantica, a constancia de uma quantidade fisica no tempo quer
dizer isto: que o valor médio dessa quantidade independe do tempo. Con-
sidere o operador H. Temos, evidentemente, que [I:I JH ] =0, logo, se H nio
depende explicitamente do tempo,

H= %[ﬁ, H=0 (32)

e 4(H) = 0. A quantidade fisica associada ao hamiltoniano ¢ a energia .
Logo, a energia se conserva, na mecanica quantica.

Como [ |[4?|dg = 1, sendo a integral estendida a todo o espago, temos que

it =5 [aawro = [ (Grv+v5) 53)
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Eliminando as derivadas no tempo pelo uso da equacdo de Schréodinger , temos:

0= % ( / dqu ™" — / dqw*ﬁw) % ( / dayp* (‘)™ — / dqw*ﬁ¢)
s

Segue entdo que H=H *, ou seja, que H é hermiteano.

7.3 O comutador de p e ¢

Como p, = —iha%, temos
) = 2(=i0) *0) — (i) 2 (o) 34
que leva a
el () = b0 (3

Logo, temos a igualdade entre operadores:
[, pa] = ihi (36)
onde 1 é o operador unidade, definido por
iy =9 (37)
qualquer que seja ).
Obviamente isto vale também para as outras componentes. Numa forma
geral. temos:
[Di, 4;] = —ihé;;1 (38)

Sao as chamadas relag¢des de Heisenberg.

8 Estados estacionarios

Na equagao de Schrodinger

PRGN (39)
ot
procuremos solugoes da forma
»(7,t) = u(F)T (1), (40)
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que sao um produto de uma funcao s6 de 7 por uma funcgao sé de t. Explici-
tando a forma do hamiltoniano,

A B’ =,
H= —%V + V(7) (41)
reescrevemos a Eq.(39) assim:
L0 B =,
zh&u(r"')T(t) = —%V u(P)T(t) + V(P u(F)T(t) (42)
que pode ser reescrita:
T ? o
it T = () G + Vi) (13)
dt 2m
Dividindo por u(7)T'(t), temos
1dT 1R =,
h——— — — 44
th = uQmV u+ V(7 (44)

O primeiro membro nao depende de 7, ou seja, sé pode depender de ¢. Ele
é igual ao segundo membro, que nao pode depender de . Logo, o primeiro
membro nao depende nem de ¥ nem de ¢: nao dpende entao de nada: é
constante. O segundo membro, por forca da equacdo, é igual ao primeiro, e
entdo também constante. Designemos esta constante por E. Teremos entao

1dT

ou T ]

== —%Edt (46)
que ¢é integrada facilmente, dando

T(t) = Ke P (47)
Logo, '

W(7,1) = Ku(f)e # ™ (48)

Note-se que

Hy(7,t) = ih%¢(f’, t) = zh% (Ku(f‘)e—%Et) = By(7 1)

o que mostra duas coisas importantes:
1. Os (7, t) da forma u(7)e”#E* sio autofungdes do hamiltoniano.
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2.F é o autovalor do hamiltoniano, e, portanto, a energia do sistema, quando
neste estado.

Estados da forma ,
(7 ) = u(F) BT (49)

sao chamados estados estacionarios. O nome é devido ao fato de que a den-
sidade de probabilidade de posigio, |psi(7,t)|?, ¢ independente do tempo,
pois

(7 )2 = (u(@e #7)" (u(Fe H7) = [u(F)? (50)

pois [e #F2 = 1.

Os estados estaciondrios sao extremamente importantes na descri¢do quantica
da natureza, nao s6 por representarem os estados que tém energia definida,
mas também porque o conjnto dos autoestados do hamiltoniano, que sdao os
estados estaciondrios, é completo. Isto significa que qualquer estado pode ser
representado como uma combinacao linear de estados estacionarios.

A determinacao dos estados estacionarios de um determinado hamiltoni-
ano ¢ feita normalmente resolvendo-se a equagao, dita equacao de Schrédinger

independente do tempo, X
Hu(r) = Eu(7) (51)

Resolver esta equacao significa ndo sé determinar u(7), mas o par(E , u(7)).
O nimero F é o autovalor de H associado & autofun¢do u(7). Problemas desse
tipo sao chamados, em matematica, problems de autovalores .

9 Poco quadrado unidimensional infinito

Este é o problema mais simples envolvendo um sistema localizado. Uma
particula move-se livremente ao longo do eixo z, exceto pelo fato de que,
nas posicoes x = 0 e x = a, existem paredes impenetraveis: exige-se, isto
é, que a probabilidade de a particula estar fora do intervalo 0 < z < a seja
estritamente 0. Formalmente isto se realiza exigindo que a funcao de onda
da particula seja nula nas paredes, que podem ser consideradas infinitamente

espessas. Portanto, ¢)(z) = 0 para > a e para z < 0.
Procuremos os estados estaciondrios. Na regido interna as paredes, temos

2

B b(a) = Bu(a) (52)

2m dx?

onde F é um nidmero positivo ou nulo. (O “fundo do pogo” é o ponto de
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energia zero, por defini¢do). A Eq.(52) pode ser reescrita como

() = 2 (e (53
e, introduzindo
k* = 27_1—?15 (54)
temos () i
Y = k() (55)

Esta é uma equagao diferencial bem conhecida. Sua solucao geral é:
Y(z) = Asinkz + Bcoskzx. (56)

Temos, adicionalmente, as condicoes de contorno
P(0) =¢(a) =0 (57)

Para satisfazer ¢ (0) = 0, basta tomar B = 0, pois o seno se anula automati-
camente em x = (. Entao, antes de usar a segunda condi¢ao de contorno,
temos

¥(r) = Asinkx (58)

A segunda condicao de contorno exige que
Asinka =0 (59)

e sabemos que o seno se anula em qualquer arco da forma nm, com n inteiro
qualquer. Logo, devemos ter

ka = nm (60)
ou seja, k tem seus valores restritos aos da forma
nm
k= — 61
= (61)

onde acrescentamos um indice a k£ para maior clareza. Em suma, as solucoes
da equacao de Schréodinger (52) que satisfazem as condic¢oes de contorno (57)
sao

Yn(z) = Asin (n—ﬁx> (62)

a
comn=0,1,2...°

9Na realidade inteiros negativos sdo também admitidos, mas, como sm(’T"”:v) =
—sin(%’ra}), as funcoes de onda correspondentes a n negativos sdo as mesmas que as
de n positivos, pois ¥ (z) e —1(z) representam o mesmo estado.
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Note-se que é a condicao de a funcao de onda se anular em x = a que
restringe os valores de k, e portanto os valores da energia , ja que

N
2m  2m a2

E, = (63)
Diferentemente do que acontece na fisica classica, a energia nao varia contin-
uamente: do valor E,, passa-se, a seguir, ao valor E, 1, e

h? 72

By = En =55 [(n—f—l)

h?
2

=——02n+1 64
=m0
Temos, isto é, um espectro discreto para a energia . Espectros discretos para
a energia estao sempre ligados ao fato de o sistema ser localizado, isto é, ter
localizagao restrita a uma parte finita do espago. Sistemas que podem estar

em toda a parte, como particulas livres, tém espectro continuo.
E 1til normalizar as fun¢oes de onda: os postulados interpretativos ficam

mais simples, quando isto é feito. Para tanto, vamos exigir que

[ dalaz)? =1 (65)
0
ol nmwx
K |? / drsin? — =1 (66)
Usando a relacao
onmr 1 ( 2n7rx)
sin® — = — (1 — cos
a 2
obtemos
K|? 2 K|? a 2 K|?
| |/da:< oS nm;):| |{a—/d:v(:0s mm:}:\ ‘azl
2 Jo a 2 0 a 2
(67)

Logo, |K|* = % e podemos escolher K = \/g, ja que a fase da funcao de onda

é arbitraria. Assim,
2 nwT
n(T) =14/ —sin — 68
Yn(2) \f sin ™ (68)

leitor nao terd dificuldades em mostrar o resultado mais geral:

/0 " 42 () (2) = G (69)

que exibe a ortogonalidade das funcoes de onda correspondentes a energia s
diferentes.
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A funcao de onda completa para esses estados estaciondrios é entao

2 i
Yn(z,t) = \/;sin Y 4 Ent (70)

__ h2n2x2
com E’n = omaZ *

Estados nao estacionarios, na realidade estados quaisquer, podem ser
obtidos por combinagoes lineares desses ¥, (z, t).

10 Exemplos simples

10.1 Poco quadrado unidimensional

Uma particula de massa m se move sob a acao de um campo de forcas que
confere a particula uma energia potencial V' (x) tal que

| =Vb para |z|<a
V(x)—{ 0 para |z|>a (71)

como descrito na figura.
V(z)

gt

E <0

1 17 117

V=W

A
|
|
|
|
|
|
| m— e — e ————
|
|
|
|
|
|
|
|
[

Vamos considerar primeiro o caso £ < 0, onde E é a energia total da
particula. No caso clédssico, a particula ndo pode atingir as regides I e III.
De fato, sua energia total é E = mv?/2+ V(z), ou seja, mv?/2 = E -V (z).
Nas regioes I e III temos V' (z) = 0, o que daria mv?/2 = E. Mas E < 0, o
que daria uma energia cinética negativa, impossivel.'?

100 leitor poderia se surpreender com a idéia de que uma particula possa ter energia
negativa, mas esta é uma situagdo bastante comum. Considere a “particula” Terra, em
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Na regiao II nao ha problema, pois teriamos

muv?

e é possivel ter energia cinética positiva mesmo com F < 0.
A equacao de Schrodinger para os estados estacionarios é

Para z < —a ou = > a, temos V(z) =0, e

R d%¢
-~ 7 - R 4
=28 = Bl (74
d*¢ 2mE 2m|E|
@——hzcb— h2¢ (75)
Pondo
[2m|E|
K= h2 (76)
temos d2¢
)
cuja solucao geral é
dp=Ce ™+ Ae"™. (78)

Para z > 0 o termo em e** é inadequado, pois daria uma probabilidade de
localizagao da particula tendendo a infinito para x — oo. Logo, temos de
tomar C' = 0. Assim,

¢(z)=Ce "™ para z>0. (79)
Por um raciocinio andlogo,
¢(z) =Ae™ para z<0. (80)

Nas solugoes acima C' e A sao constantes arbitrarias, a determinar posteri-
ormente.

seu movimento em redor da “particula” Sol. A energia total da Terra é negativa! De fato,
precisamos realizar trabalho para leva-la ao “infinito” (livra-la da agio do Sol) e deixa-la,
14, em repouso, ou seja, com energia total zero. Logo, fornecemos energia & Terra para
leva-la a um estado de energia zero. Sua energia inicial era, portanto, menor do que zero!
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Na regido interna, V(z) = -V}, e a equagio é

I B+ Vle) (8)
o d’¢  2m
22z = 77 Vo~ |E)g(z) (82)
Pondo
0= /55 0 - |B) (53)
temos a solu¢do geral
é(z) = Bsinqzr + B' cos qz (84)

10.2 Conectando as solucgoes

A energia potencial V(z) descrita acima é uma funcdo descontinua, e por-
tanto nao-diferenciavel, nos pontos * = —a e £ = a. A equacao diferencial
deve ser, entdo, tratada como 3 equagoes, uma para cada regiao onde V()
é continua e diferenciavel. Por isso a resolvemos separadamente para as
regides I, II e III. O potencial descontinuo é uma idealizacao de um potncial
semelhante, mas de “bordas arredondadas”, alguma coisa assim:

V($)1
|
|
I
:__ e _ o ______ a __ -
: \ /x
|
E<0 !
|
l I II 111
V=1,
|

A razao pratica para tratar o potencial idealizado, e nao o “real”, é que assim
¢ muito mais fécil resolver a equacao diferencial.

Landau[3] trata, no exercicio 5 do §23, um problema do tipo acima, em que o poten-
cial é
Vo

Viz) =- .
@) cosh? az
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E possivel determinar os niveis de energia e as func¢bes de onda dos estados estaciondrios,
mas o uso de fungdes hipergeométricas torna desaconselhdvel seu tratamento em um curso
introdutério.

O preco que se paga pelo uso de um potencial descontinuo é: como “ligar”
entre si as solucoes das trés regioes? A matemdtica nos da a chave: como a
equacao diferencial é de segunda ordem, sua solucdo é determinada dando-
se, em um ponto, o valor da funcao e de sua derivada primeira. Entao, para
conectar as regioes, procedemos assim: em um ponto comum as regioes I e
IT (este ponto é x = —a) exigimos que ¢; = ¢y e doy/dx = dérr/dz, onde
¢r é a solugcao na regiao I, e ¢y é a solugao na regiao II. Para conectar as
regioes 11 e III, agimos da mesma forma:

b11(a) = purr(a) o 2018 _ doruila)

dz dz
Em z = a,
C e " = Bsinga + B'cosqa (85)
—kC e7** = gBcosqa — ¢B'sinqa (86)
Em x = —a,
Ae™™ = —Bsinga+ B'cosqa (87)
kAe ™™ = g¢Bcosqa+ qB'singa (88)

E uma questdo de técnica determinar as constantes. Dividindo (85) por (87)

temos: )
C Bsinga + B’ cosqa Btanga + B’

A~ “Bsin qa + B’ cos qa ~ “Btan ga+ B’ (89)
Pondo tan ga = t, temos
C tB+ B
A~ —tB+B (90)
Dividindo (86) por (88) temos
C qBcosqa — qB'sinqa (91)
A qBcosqa+ gB'sinqga
o C tB'—-B
Z = = 2
A tB'"+B (92)
Combinando (90) e (92), temos
C tB+ B’ tB'— B
co 2T (93)

A —tB+B tB'+B
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De onde se tira sem dificuldade que
(t*+1)BB' =0 (94)

Isto nos informa que temos ou B = 0 ou B’ = 0. Para B = 0 as fungoes
sao, na regiao —a < x < a, cosenos, ou seja, sao fungoes pares de x. Para
B’ = 0, sdo senos, ou seja, fungoes impares de . Vamos tratar os dois casos
separadamente.

(i) B = 0 (fungdes impares).

¢(r) = Bsingz para |z| <a (95)
¢(r) = —C €™ para r< —a (96)
o(xr) = Ce ™ para z>a (97)

Note que A = C, pois ¢(a) = —¢(—a), j4 que a fungio é impar.
Para z = a temos as relagoes:

Bsinga = Ce "™ (98)
gBcosqa = —kC e " (99)
E desnecessério fazer uso das relagdoes em = = —a, porque, sendo a func¢ao

impar, elas repetem as relacdes em z = a. Dividindo a de cima pela de baixo,
obtém-se:

tan ga = 4 (100)
K

E esta equcdo que ird determinar para que valores da energia existem es-
tados estaciondrios nesse poco. Equagoes deste tipo (que nao sao equagoes
algébricas'!, e s6 em raros casos podem ser resolvidas analiticamente. Este
nao é, infelizmente, um desses raros casos. Recorre-se entao a solucoes
numéricas. Neste particular caso, porém, é possivel usar um método gréfico
que ilustra muito bem as caracteristicas gerais da solucao.

Em primeiro lugar, vamos escrever (100) de outra forma. Introduzo as
variaveis £ = qa e 1 = Ka, que sao tais que

62 +n2 — q20,2 +I€2a2 — a2(q2 + l€2) (101)
ou 9
m
&+ = Ve (102

11 Uma equacdo algébrica tem a forma de um polinémio igualado a zero.
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Nessas varidveis, a equagao (100) fica

tang = —= (103)
Mas 5
m
i A TR (104)
logo,
2m 3
_% _ ¢ {?v()a? - 52] (105)
e a equacao (103) se escreve
2m 2 42 E
tan€ = —¢ | Vo a —5] (106)

Cada solucao desta equacao da um valor de &, e, portanto, um valor de ¢, ou
seja, de |E|. Esta é, por isso, a equagdo para os autovalores da energia .

A idéia é a seguinte: traco os graficos da funcao tan £ e da funcao que esta
no segundo membro de (106). Onde as curvas se cortem estardo os valores
de & que sao as solucoes de (106).

Para tragar a curva da fun¢do que estd no segundo membro, vamos estudar
um pouco suas propriedades. Vamos analisar a funcao

2m 2 1
£O) = ~¢[7ve* - ¢] "= (# - ¢) (107)
Sua derivada pode ser escrita, apés alguma dlgebra,
A2
fl@)=-——3 (108)
(- )}
e é sempre negativa, tornando-se —oo para £ = A, isto é
2
£=1/2r1 a (109)

O gréfico abaixo contém as curvas y = tané e y = f(§) As solugoes da
equagao

D=

tan& = —¢ [271—?%@2 — §2] : (110)

sdo as interseGes dessas duas curvas. Como & = qa e ¢ = /3% (V, — |E]),

os valores de £ que satisfazem a equagao acima permitem calcular os valores
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de E correspondentes. Esses serdo os valores possiveis para a energia do
sistema.

xIH

"""""""

—_——— e e o — — ——

Na figura, as curvas continuas sdo a func¢io y = tan§ e a curva pontilhada é a funcio
y = f(£). Os pontos 1 e 2 correspondem as solugdes da equagio.

Vemos assim que o nimero de autovalores da energia para os estados impares
é finito, podendo ser nulo (se A < 7).

(ii)) B = 0 (solugoes pares).
Neste caso as equagdes ficam:

Ce™™ = B'cosqa (111)

—kC e "™ = —¢B'sinqa (112)

Ae ™ = B'cosqa (113)

kAe ™ = ¢B'singa (114)

Comparando (111) com (113) vemos que A = C'. Dividindo (114) por (113)

temos, entao,
K
— =tangqa (115)
q
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e, introduzindo de novo as variaveis £ = aq e n = ka,

tané = 1 (116)

3

com

2ma?
n= 7‘/0 - 52 (117)

de maneira que a equac¢do que determina os autovalores da energia é

tang:%,/%;—f?vo—e. (118)

=g T o- = /A€ (119)
(&

Seja

Temos que £ < A (£ > 0) A) =0, e, ainda,
%1_1}(1) f§) = oo (120)
ﬁ 1 1

= _T_e — ? A? — €2 < 0 paratodo &  (121)

<IH

A figura mostra algumas solucoes da equagdo para os autovalores da energia . Sao as
intersecGes entre a curva pontilhada e o grafico da tangente. Note-se que, por pequeno

que seja A, sempre haverd ao menos uma solugio.
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Podemos concluir entdo que o pogo quadrado possui sempre solugoes de
energia negativa. Os autovalores da energia de tais estados sao discretos e
em numero finito. O menor valor, correspondente ao estado fundamental,
ocorre para um estado cuja funcao de onda é par.

10.3 A equacao da continuidade

O interpretacao probabilistica da mecanica quantica é introduzida pelo pos-
tulado de Born'?, que diz que |¢(z,y, 2)|?dzdydz é a probabilidade de a
particula, cuja funcdo de onda é v (z,v, z), estar, em um determinado in-
stante, num elemento de volume dx dy dz em torno do ponto de coordenadas
x,Y,2-

Queremos examinar o que ocorre com |¢(x,y, z)|?> quando o movimento
da particula é levado em conta.

A equagao de Schrodinger diz que

0 h?
zha—qf = ——V% + V. (122)
Tomando-se o complexo conjugado, termo a termo, temos
oy* i’
—ih g; = __v%p + Vp* . (123)

Multiplicando (122) & direita por ¥* e (123) a esquerda por v e subtraindo,
obtemos

w AR L] O

5 = o (V) —oViyr)  (124)

0O segundo membro pode ser posto numa forma mais transparente, notando
que

W i

V. (v"V) = VoV + ¢V (125)
. WV = V. (V) - ViV (126)
Tomando o complexo conjugado desta relacdo:
YV = V. (yVy") - V. Vg’ (127)
Subtraindo (127) de (126),
((V2)gr — V) = V. (¢" Ve — V") (128)

12Max Born, grande fisico tedrico alemio, professor em Gdottingen, de quem Werner
Heisenberg era assistente, quando criou a mecénica quéntica
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Levando (128) ao segundo membro de (124), chega-se a

ih=p =5 V. (v Vi — V") (129)

Introduzindo as notacoes

p = ¢ (130)
= h v/ = %
= 5= (VVe - V) (131)
temos, entao,
3/) = =
5 TVi=0 (132)

que tem a forma da equacao da continuidade, conhecida seja da mecanica
dos fluidos, onde explicita a conservacao da massa do fluido, seja do eletro-
magnetismo, onde faz o mesmo para a conservacao da carga. Poderiamos
entao dizer que ela expressa, aqui, a conservagao de probabilidade.

Assim como, no eletromagnetismo, a equacdo da continuidade fornece
detalhes sobre como se d4 a conservagio da carga '?, na mecanica quantica
ela faz o0 mesmo com a probabilidade.

Aqui convém adotar uma linguagem que, embora eqiiivalente, é mais
familiar do que a que usamos até agora. Suponhamos que, em vez de uma
particula, considerassemos um conjunto de réplicas da particula, idénticas,
ou seja, com a mesma funcao de onda, e independentes, isto é, que nao
interagem. Sejam N essas réplicas. Se normalizarmos a funcao de onda de
modo que

[EMu@E =N, (133)

estendendo-se a integral a todo o espago, e considerarmos um volume V
delimitado por uma superficie S fechada, a integral

Ny = /V P (7)? (134)

dara, nao a probabilidade de uma particula estar em V', mas o nimero Ny
de particulas, das N existentes, que estao dentro de V. Seja 7 o campo das

3Por exemplo, ela diz que o seguinte fendmeno viola a conservacdo da carga: uma carga
desaparece aqui e aparece, imediatamente depois, na nebulosa de Orion. Isto porque a
equacdo da continuidade exige que o desaparecimento de uma carga de dentro de um
volume seja acompanhado pela passagem da carga através da superficie que delimita esse
volume. Como isto é véalido para qualquer volume, a implicacdo é que, para uma carga ir
de um ponto ao outro, ela deve passar, continuamente, por posi¢des intermedidrias. Dai o
nome “equacdo da continuidade”.
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normais externas a superficie S. Temos

dNV 8p 3 = 2 g -
v _ -—d*:—/v.d*:—/.*%' 135
dt v ot " v Jar S] " (135)
onde, na ultima passagem, fizemos uso do teorema do divergente. Supon-

hamos que Ny decresca com o tempo. Entao d—g} <0,e
/jﬁds>o. (136)
s

A Eq.(136) mede, portanto, o nimero de particulas que, na unidade de
tempo, saem do volume V, atravessando a superficie S'*(este saem, para
ser mais preciso, € o numero de particulas que saem menos o de particulas
que entram, por unidade de tempo). Depreende-se disso que, se dS é um
trecho infinitesimal de uma superficie, e se 7 for uma normal a ela, entao

j.idS

é o numero (resultante) de particulas que atravessam dS por unidade de
tempo no sentido indicado pela normal. Se o nimero for negativo, o fluxo
majoritario sera no sentido de —1i.

10.4 A barreira de potencial

Uma particula de massa m se move num campo de for¢as, com uma energia
potencial da forma,

Note que (136) contém apenas os valores de j na superficie S.
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ou,
_{ Vo para |z|<a
Viz) =
0 para |z|>a
sendo sua energia total E localizada entre 0 e V;. Vamos procurar seus esta-
dos estaciondrios. Para especificar mais o problema, digamos que a particula
incide sobre a barreira vindo da esquerda.

Se estivéssemos tratando de estados localizados (pacotes de onda), a car-
acterizagao deste particular problema (incidéncia da esquerda para a direita)
seria trivial. Mas, para estados estacionarios, isto é, tais que a probabil-
idade de posicao nao depende do tempo, isto é mais sutil. Recorramos a
uma imagem cldssica. Para conseguir um fenémeno andlogo (isto é, sem
dependéncia temporal) na mecanica cldssica, precisamos recorrer a muitas
particulas, incidindo sobre a barreira da esquerda para a direita. Imaginemos
um fluxo continuo dessas particulas. Depois de um certo tempo, teremos uma
figura que nao se altera mais, constituida por um certo nimero de particulas
incidindo sobre a barreira, superpostas a um fluxo de particulas refletidas
por ela. Embora cada particula esteja se movendo, o conjunto todo parece
parado, no regime estacionario. O fato de as particulas virem da esquerda
pode ser descoberto, neste regime estaciondrio, pelo fato de que ha particulas
refletidas a esquerda da barreira.

Passemos ao caso quantico. No regime estaciondrio esperamos ter, como
no caso classico, ondas incidentes e ondas refletidas, a esquerda da barreira.
Mas, e esta é a principal diferenca introduzida pela mecanica quantica neste

39



problema, pode haver ondas saindo da barreira, no lado direito. O que
caracteriza, entao, o problema estacionario como advindo de uma particula
incidente da esquerda para a direita é que, do lado direito da barreira, existem
apenas particulas afastando-se da barreira.

Para |z| > a temos as regioes I e III, onde a particula ndo estd sujeita a
nenhuma forca. Nestes casos,

R d*y
%Y _ g 1

2m dx? v (137)
ou 2

=k (138)
onde usamos o B

k2 = % (139)
A solugio geral de (138) é

Y(x) = A % 4 Ale™ (140)

e € um estado estaciondrio, portanto, com dependéncia temporal dada por
uma exponencial:

Y(z,t) = (A ek 4 A'e_“”) e (141)

onde -
Bk (142)

2m

A corrente de probabilidade

z ih =, % * T
J=5 - (VYY" =0 V)
d4, para a as parcelas que constituem a fungio (140):

(i)Para v (z) = expikz (k > 0),

. th dy* dy hk
_ —_ L) =2 = 143
J Qm(wdx wdaz) m v (143)
ou seja, e*** representa uma particula com velocidade positiva, movendo-se

da esquerda para a direita.

(ii) Para ¢(z) = exp —ikz, temos v < 0, e a particula se move da dire-
ita para a esquerda.
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Para fixar o nosso problema, diremos entao que, na regiao I teremos
Para o < —a t(z) = AE™® 4 Ale™t® (144)

que inclui a particula incidente (exp ikx) e a refletida (exp —ikz).

Na regiao III tenderiamos a supor que a funcao de onda fosse zero,
baseando-se na mecanica classica, pois uma particula classica nao pode atrav-
essar a barreira: na zona II ela teria uma energia cinética negativa! Porém,
se fizessemos esta hipdtese, nao encontrariamos solu¢ao. Pomos, entao,

Para z >a 9(z) = C e*® (145)

que descreve uma particula que, vindo da esquerda, ultrapassou a barreira.
Finalmente, dentro da barreira (regiao II), a equagao de Schrodinger é

h? d?
T8 Vi = By (146)
ou dZw
com 9
K2 = h—? (Vo — E) . (148)

A solugao geral desta equacao de Schrodinger é
() =Be ™+ B e comk>0. (149)
Vamos denominar “funcao de onda incidente” ao termo
A etk (150)

“funcao de onda refletida” ao termo A’ e~*%_ e “funcdo de onda transmitida”
ao termo C' e,
A densidade de corrente incidente é

hk
= —|A]?. 151
JI m‘ | ( )

Definimos i
jr=—|A (152)

m

como a densidade de corrente refletida, e
. hk
jr="Sicp (153)
m
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como a densidade de corrente transmitida. Entdo, devemos ter (para que
nao desaparecam particulas),

Jr=Jjr+Jr - (154)

Definido os coeficientes de reflexao e transmissao por

R = & (155)
JI
Jr

T = I (156)
Jr

podemos entdo escrever a relagdo entre as correntes como
R+T=1 (157)

Note que a densidade de corrente dentro da barreira é zero (calcule!).
Logo, usando

p = -

— +V.j=0 158

g T VI (158)
vemos que, dentro da barreira, g—g = 0, ou seja, p é constante. Logo, nao ha

variacao no numero de particulas, dentro da barreira.

10.4.1 Condigoes de contorno

A continuidade das fung¢oes de onda e suas derivadas em x = —a e x = a da
as seguintes condicoes:
(i) Para z = —a:
A efika -|-A’ eika = B e -|-BI e fa (159)
ikA e~ _jkA" ¢t = kB e + kB e (160)

(ii) Para z = a:

Ce** = Be™ + B e (161)
ikC e** = —kBe "™ + kB’ e™ (162)

Dividindo (161) por (162):

1 B e % 4+ B’ era
- = 163
itk —kBe rt+ gB! era (163)
de onde se tira
(ik + k)e "B + (ik — k)e"* B’ = 0 (164)
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Como a funcao de onda dentro da barreira é
¥(z) = Be ™ + B ™

temos, escrevendo B’ em termos de B,

o) = B ey B e}

K — 1k

(165)

(166)

onde se vé que o termo dominante é a exponencial decrescente exp —kx.

Voltando & equacao (161), obtém-se facilmente que

¢ 2K e(ikﬂe)a

B k—ik
e
C P . 4k2
‘E K24 k2
Vamos introduzir as quantidades
A’ C B , B
ij Y:Z Z:Z Z =7

As equagdes (159),(160),(161), (162) entdo ficam:

e—zka+X ezka A ena + Zl e—l-aa,
ike®e — ik X etke —KkZ e 4 gZ' e "

Y eika A efna + ZI ena
ikY e** = —kZ e " 4+ k7' 0
Como Z'/Z = B'/B,temos
ZI — K+ Zk 672na
Kk — 1k
Introduzindo os simbolos auxiliares
W — ena + K+ 7’.]{:6—3511
Kk — 1k
‘ k
K K41
Wl — | _pKa —3kKa
ik(e AT )
podemos, apés alguma algebra, obter
16k2 E—2ra

T=Y]?=

2+ W+ WP
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W — W2

R=|X!= ——— 178
X1 W + W32 (178)
e
T 16k2 k*
T_ ~2xa 179
R ,{2 + er ‘ena _ 673na|2 (1{2 + k-2) ( )

de onde se vé que o comportamento assintético de % ¢ dado por

T

E ~ e—4na (180)

que revela, ao mesmo tempo, a inevitabilidade do tunelamento (a auséncia
de tunelamento seria T'/R = 0) e se trata de um efeito pequeno, para valores
apreciaveis de a.

Posteriormente, quando estudarmos a aproximagao quase-classica, sere-
mos capazes de obter expressoes mais simples para o tunelamento.

11 Algumas técnicas matematicas

11.1 A funcao delta de Dirac

Considere a fungéo 0.(p), definida assim:

de(p) = 0 para p>e

(
de(p) = 0 para p< —e
1
de(p) = 5 bara —e<p<e
Temos, claramente,
o'} e 1
/ Oe(p)dp = / e =1 (181)
—0o0 —e Z€

Seja f(p) uma fungdo continua. Entao,

[ st = [ Dy = L [ ponay s

—00 p—€ 2e 2€
No limite para € — 0, esta ultima integral d&

2¢f(p)

de forma que a Eq.(182) pode ser escrita

| 10— vyl = 1) (183)

— o0
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A funcao delta de Dirac, 6(p) é definida, simbolicamente, como o limite, para
e — 0, da fung¢do d.(p). Suas propriedades, que podem ser motivadas por
esse limite, podem ser sintetizadas assim:

/Oo d(z)dr = 1
d(z) = 0 para x#0
| e i@ —a) = f(a)

Nessas relacoes a integral nao precisa realmente ir de —oo a co. Basta que
seja em um intervalo que contenha o ponto em que o argumento da funcao
delta se anula.

Estritamente, tal funcdo ndo existe. Trata-se de um simbolo que abrevia muito os
calculos. Atendo-se as regras exibidas, nenhum dano é causado, a ndo ser a ldgica, a
vitima usual. A teoria que justifica essas operacdes e restitui a implacabilidade da légica
foi desenvolvida pelo grande matematico francés Laurent Schwartz, e se chama “teoria das
distribuicdes”. Para um tratamento adequado da “funcdo delta” recomendamos as notas
que se encontram no site do professor Jodo Carlos Alves Barata,no endereco:

http://denebola.if .usp.br/~ jbarata/Notas_de_aula/arquivos/nc-capl2.pdf

Outras relacoes importantes envolvendo a “funcao delta” sao as seguintes:

5(z) = % /_ ” dkette (184)
5(—z) = o(x) (185)
5(f(@) = ﬁé(x—xo) ssendo f(zo) =0 (186)
5(az) = ‘%|5($) (187)

6() = 6(z)d(y)d(z) (188)

onde, nesta dltima, se tem 7 = 27 + yJ + zk.

11.2 Integral de Fourier

A integral de Fourier é instrumento fundamental na mecanica quéntica.
Trata-se de uma extensao das séries de Fourier que permite obter expansoes
de funcoes que nao sao periddicas. Este nao ¢é o lugar para se adquirir fluéncia
no uso, e uma boa compreensao dos métodos da andlise de Fourier. O leitor
devera dedicar algum estudo a este topico, presente em todos os livros de
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fisica-matematica. De minha parte recomendo o livro de Arnold Sommerfeld,
Partial Differential Equations of Physics. Um belissimo livro de matematica
sobre este mesmo tema, é Korner, Fourier Analysis, um dos livros mais boni-
tos que ja li.

A integral, ou transformada, de Fourier de uma fungao f(z), é uma fungao
f(k) a ela ligada pelas relacoes

f@) = [ drfwe (189)
) = o [T et (190

Pode-se verificar a consisténcia dessas relagdes com o uso da funcao §(x):
_ o i o —iky) tkx
— (" L [ apeitey
f@) = [ 1w [ ke
= [ fwpa-y = f@

A transformada de Fourier de uma fungio constante, f(z) = K, é:

1 oo ) 1 oo .
£(k) = / doke ™ = K- / dre~ ™ = K§(x)
—0o0 mw J—o0

2
ou seja, a transformada de Fourier de uma constante é um multiplo de

delta(z). Um outro resultado importante é a transformada de Fourier de
uma gaussiana: seja f(z) = exp ~**". Sua transformada de Fourier é

= 1 k2
f(k) = %\/ge_m

ou seja, a transformada de Fourier de uma gaussiana é outra gaussiana.

12 O espectro continuo
A equagao de Schrodinger de um sistema fisico de hamiltoniano Hé
ih—— = Hy
Suponhamos que ¥ seja um estado estacionario, ou seja, que
(i) = (e =
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Inserindo-se esta expressao na equagao de Schrodinger , obtém-se uma equagao
para ¥(7), que é K
Hy(r) = Ep(r) (191)
conhecida como equacao de Schrodinger independente do tempo. Resolvé-la
é determinar o par (¢(7), E), onde E é um nimero.
Para exemplificar, vamos tratar um caso muto simples: uma particula
livre, de massa m, que se move ao longo do eixo z. Neste caso

~2 2 a2
g=Fr _ _h
2m 2m Ox?
e a Eq.(191) é
R d*y
————=FE . 192
2m dx? v (192)
Introduzindo
B2 2mE
=7
podemos reescrever a equacao acima assim:
d?1
=Ky (193)
cuja solucao geral é . .
Y(z) = Ae*® + Be = (194)
com A e B arbitrarios. Existe solucao para todo k, e, como
R k?
~ om

existe solugao para todo E > 0. Diz-se entdao que o espectro é continuo.
Seja O um operador associado a uma quantidade fisica de espectro continuo.
Escreveremos a equacao de autovalores assim:

Oty = Oty (195)

onde o indice f agora varia continuamente. Como veremos mais tarde, as
autofuncgoes associadas a um espectro continuo nao sao normalizaveis, isto €,
nao é possivel impor para elas a condicao

[ is[7dg = 1

Exemplo: a funcao de onda de um estado estacionario de uma particula livre,
cuja parte espacial vimos na Eq.(194), é

w(.’L',t) — Aei(kwfwt) — Aeikwef%Et (196)
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onde usamos w = % Entao

¥(z, )] = |A]”
e, por isso,
/ dz|p(z,t)|> = |A]? / dx =00 !

A seguir vamos descobrir uma maneira de normalizar adequadamente as
autofuncoes ligadas a um espectro continuo.

Seja 1y uma fun¢ao de onda normalizavel. A expansao dela em autofuncoes
da quantidade fisica O, cujo espectro é continuo, é

b= [ dfosy (197)

Queremos que |ay|*df seja a probabilidade de que, efetuada uma medida de
O, o valor obtido esteja entre f e f + df. Logo, [|af|*df = 1. Da mesma
forma, [ dq|y(q)]? = 1. Segue que

[ ajagdr = [vrvda (198)
e, como
Wt = / df i (199)

também que

[arasds = [ ([ drayi;) wda = [ dra; [dauije (200

Comparando o primeiro termo com o iltimo, temos

ar = /dqt/);iw (Fourier) (201)

que permite calcular os coeficientes da expansao v = [ dfas;.
Rescrevendo a expansao acima como ) = [ df'a’ty)s e usando-a na Eq.(200),
temos

ar = [ dav; [ dfapiy = [ df'ap [ daviuy (202)
Mas
ar= [ df'aps(f - f) (203)

Comparando as duas ultimas, obtém-se
[ daiop =67 = f) (204)
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que ¢é a relacdo de ortogonalidade para autofuncgoes do espectro continuo.
Conseqilientemente, as relagoes basicas para o espectro continuo sao:

o = [ dragy (205)
[vrwda = [ dflagf? (206)
a = [davje (207)
[vipda = 55 = 1) (208)

13 O oscilador harmonico

Uma particula de massa m executa movimento unidimensional sob a agao
de uma forga elastica —kxz. Isto é um oscilador harmonico. Sua energia
potencial é V(z) = %mw2x2, e. portanto, a equagdo de Schrodinger para
estados estacionario é

-+ 1mw r2p = E (209)

Note-se que w = %

A Eq.(209) pode ser escrita na forma

1 [(hi) n <mwa:>2] b= By (210)

2m |\ da

Daqui se vé que

=L [(éi)Q + (mww)2] (211)

ay = L Eiiimwx (212)
= V2m \ i dx

Um calculo simples mostra que

a_ay ! ((hi>2+(mwx)2)+%hw (213)

~om \\ido
de maneira que, usando (211),
1
(a_a+ — 5hw> Y= FEy (214)
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Um outro calculo simples resulta em
[a_,a;] = hw (215)

A Eq.(214) d4

(a_a+ —aia_ +apa_ — %hw) v = Ev
([a_, ar]l+aya_ — %hw) v = Ev
<a+a + %hw) Y = EvY (216)

Lema 1: Seja v um estado estaciondrio do oscilador harménico de energia
E. Entao a,1 é um estado estaciondrio de energia E + hw.
Dem.:

(a+a_ + %hw) (as%) = aya_asyp + %hw(ag/;)

1 1
=a, (aagﬁ + ihm/}) =ay [(aay —aya +aya )Y+ §hww

[a_,a, ] + <a+a_ + %hw) )

=ay = a4 [hwy + EY] = (E + hw)(a11))
Ou, X
H(ay) = (B + hw)(a) (217)
Analogamente se mostra que
H(a_) = (E ~ hw)(a—v) (218)

Lema 2: A energia do oscilador harmonico é > 0.

Dem.: Esta demonstracao depende de um Lema, demonstrado mais adi-
ante,'® junto & Eq.(290). Como H pode ser escrito como a soma de dois
operadores hermiteanos ao quadrado,

= (i) (/5

segue que (H) > 0. Como os autovalores de um operador sao casos par-
ticulares de seus valores médios (quando os estados sdo as autofungoes), a

150 leitor h4 de perdoar esta pequena violacdo da causalidade...
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desigualdade acima proibe a existéncia de autovalores negativos do hamilto-
niano.
Em decorréncia disso, deve haver um estado ¢y tal que

a_thy =0 (219)

De fato, se nao fosse assim, dada qualquer autofuncao do hamiltoniano do
oscilador harmonico, a aplicacao a ela do operador a_ geraria uma outra aut-
ofunc¢ao , de energia menor, o processo podendo se repetir indefinidamente,
até se chegar a energia s negativas, o que é proibido.

Explicitamente esta ultima equacao é

\/%—m <§% - imwacwo) =0 (220)
d
% = mw:rdx
Yo B

Yo(z) = Kexp (—% x) (221)

Esta é a fungao de onda do estado estaciondrio do oscilador harmonico. A
energia desse estado é obtida assim:

Hupy(z) = <a+a + %hw) Po(x) = %hwwo(x) (222)
Logo, temos
By = %‘" (223)

O estado de energia imediatamente mais alta, chamado de primeiro estado
excitado, tem a funcdo de onda

P1(x) = arho(z) = \/%—m (?% + imwx) exp (—T;L—;;xQ) (224)
ou
U (z) = Ki\/?wx exp (—7721—;)332) (225)
e possui energia
Fy=(1+ Hhw (226)



Mais geralmente,

mw
n(x) = Ap(ay)"™ exp (—ﬁxz) (227)
1
E,=(n+ E)hw (228)
e, com algum esforco, pode-se mostrar que
mw\ 1 1
A, = ( ) (229)
mh n!(hw)™

Vamos fazer o esforgo mencionado acima. Seja ¥o(x) a autofungio normalizada do
estado fundamental do oscilador harmonico. Entéo,

Yo(z) = (%)_ exp (—TZ—;xZ) (230)
e seja
Yn(z) = Ky (ay)" Po(@) (231)
Temos, obviamente,
Yn-1(2) = Kno1 (a0)" ™ Yo(2) , (232)
de onde se deduz que
V(@) = Knar (@) 0(@) = 12 as01(2) (233)

Considere a integral de normalizacdo de 1, (x):

K, [’ K, ”
[ dsvi@n@) = || [ dotasin) @) = | | [ doviaasa
Kn—l Kn—l
(234)
onde usamos o fato de que o adjunto de a4 é a_. Pela equagdo (214), temos
1 1!
0=yt = ho(n = 1+ 3)no1 + otno1 = Bthn_s (235)
Logo, podemos escrever
K |2
O e ey (230
n—1

Iterando este procedimento, teremos

K, |?

Kn—l

Kn—l
Kn—2

[ bwrnteyin = ‘ (b —1) [debican (230
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ou

2
[ i =| =

Prosseguindo, chegaremos a

(hw)?n(n — 1) / Ao yn > (238)

/ 0% (@) (2)dz = | K [? ()™ (n) / dov o (@) = 1 (239)
ou seja,
Kp= o (240)
(hw)mn!
Portanto,
n _(mw\E 1 mw
Un(o) = Knla)"0(2) = (737) " = e (5 0") (241)

Um oscilador harmoénico que nao oscila é decepcionante. Se calcularmos o
valor médio da posi¢ao, (Z), nos estados estaciondrios do oscilador harmonico,
que vimos até agora, encontraremos (e o leitor deve obter isso por conta
proprial)

(z) =0 (242)
ou seja, nenhuma oscilacao! Estados estaciondrios nao sao apropriados para
comparar o sistema quantico com o analogo classico. Para obter alguma coisa
semelhante a um péndulo, devemos estudar pacotes de onda. Os particulares
pacotes de onda que vamos estudar agora se chamam estados coerentes. Con-
sideremos as autofungdes do operador a_, introduzido acima. Como a_ ndo
comuta com H as autofuncgoes de a_ nao serao, em geral, autofuncoes de H
ou seja, nao serao estados estacionarios. Sejam entao ¢, funcoes tais que

a_Po = APy (243)

Como o operador a_ nao é hermiteano, os autovalores o serao niimeros com-
plexos quaisquer.

Lembremos que os estados estacionarios podem ser escritos em termos do
estado fundamental assim:

1
Up(x) = —/—(a,)"Yg(x 244
() n!(hw)"( +)"tho(2) (244)
Vai ser importante nos calculos que faremos a seguir a seguinte quantidade:
1 1
(Yn, o) = ——= ((a+)"ho, $a) = ——= (Yo, (a-)"¢a) =
n!(hw)" o n!(hw)™ ’
a/n
= ———(0, ¢a) (245)

n!(hw)"
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Vamos agora expandir @, (z) em estados estaciondrios. Para simplificar a
notacao, vamos introduzir a abreviacao

K, = (hw)_%
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Po(z) = Z(«ﬂn,cﬁa)wn
Do) n

K,o"
- cz 4
n n.
K, a" K.
; \/7? n'( +) wo

K2 (aay )"

= C) "(szo (246)

Ki(aay)"

n!

do(z) = C’Z

n

h=CY (52 o (247)
A constante C' é determinada normalizando-se ¢, (z), como segue:
1 1 m
= o =0 (S0 () W £ ()" )
a*\" 1 m
= Yo () T () @, @

m!
1 |a|2n
= 2 [ A R | n
O e ™ )
‘a|2n 1

Logo,

al?
C =exp (—%)

qba(x) - <_ |2(;;z> ; n'o(é:_lw)nwn (248)

Voltando a expansao,

Para obter a dependéncia temporal de ¢, (z) precisamos demonstrar um re-
sultado geral:
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Teorema: Seja H o hamiltoniano de um sistema fisico, e sejam ¢, (z) suas autofuncoes.
Sabemos que

i
Un(x,t) = ¥ (x) exp (—ﬁEnt>
onde os FE,, sao os autovalores de H , ou seja, satisfazem as equagdes
ﬁwn = En'd)n .

Seja ¢(x) um estado qualquer desse sistema, e
= Z anwn (.’E)
n

sua expansdo nas autofuncdes de H no instante ¢ = 0. Entao,

Zan'gbn T) exp (—%E,ﬂf) (249)

onde 0s a, sdo 0s mesmos da expansdo em t = 0.
A demonstracio consiste em mostrar que ¢(z,t) satisfaz a equagdo de Schrédinger

com a condi¢do inicial ¢(z,t = 0) = ¢(x).
De fato,

iho¢(x,t)0t = ih Z anwn(a:)% exp (—%Ent)
= Z Qan nwn eXp (__E t) ﬁ;an’lbn(ﬂf) exp (—%E,J)

= f](f)(.’t,t)

A verificacdo da condicdo inicial é trivial.

Aplicando este teorema a Eq.(248), temos

|of”

bo(z,t) = exp (— %w) W% exp ( ‘g t> (

250)

ou

n

it = o) 5 (-t

n!(hw)"

balr,1) = exp (—L%L)Z(“e dnexp (- 241) (251)



Comparando com a Eq.(248), vé-se que:

Pa(@,1) = dae” T (252)

com .
a(t) = ae™ ™ (253)

Podemos agora calcular (Z) no estado ¢,(z,1).
() = (da(@,1), 2a(,1)) = (ba(), Eba()) (254)

Da defini¢ao de a, e a_ obtém-se facilmente que

T =
logo,
—1

<:i‘> = (¢a(t)’§:¢a(t)) = \/% w {((ba(t)a a+¢a(t)) - ((ba(t), a—¢a(t))} (255)

Mas

a— ¢a(t) = a(t) ¢a(t)

e, como ay € o adjunto de a_,

a4 Do) = " () Paqr)
Logo,
() =

Pondo o = |a| expid, temos

{a*(t) — a(t)} (256)

a(t) = [ale Tt

A\ o i(wt—6) —i(wt—=0)) _ 2 .
(#) = N (e e )—\awmwQsm(wt 5) (257)

e surgiu finalmente a oscilagao procurada! O valor médio da posi¢ao, nesse
estado, oscila exatamente como no caso classico.



13.1 Exercicios

Para uso nos exercicios subsequentes, apresentamos aqui uma tabela de
funcoes de onda de estados estacionarios do oscilador harmonico.

n E, (z) = (n2 f)l/2 H, (2) e/

0 %h ( ) e—a?/2a?

I )1/2 (3) e/

2 h (we) " 2= (2) ] e

e () [ (2) 5]
Lt (s) "2 38 (2)"16(2) ] o

o
=)
o
)
S

I

1.(a) Mostre que o pardmetro a que aparece na tabela é igual ao desloca-
mento méximo de um oscilador cldssico de energia %hw.

(b) Verifique que a expressao (1+bx2)e””2/ 20% gatisfaz a equagdo de Schrodinger
para o movimento harmonico simples com energia E = ghw. Qual o valor

para b?

2. Considere o meto-oscilador harmonico, isto é, uma particula cuja energia
potencial é
V(i) =0, x<0

1
V(z) = ékxz, x>0

(a) Compareas fungoes de onda dos estados estaciondrios deste sistema com
as do oscilador harmoénico normal com os mesmos valores de m e k.

(b) Quais sdo as energia s permitidas para o meio-oscilador?

(c) Invente um sistema que seria o andlogo macroscépico deste sistema quantico.

3. Regiodes classicamente proibidas para o oscilador harménico simples.

Usando a fun¢ao de onda normalizada para o estado fundamental do oscilador
harmonico, calcule a probabilidade de que uma observacao da posicao detete
a particula numa regiao classicamente proibida. A integral que vocé obtera
nao pode ser resolvida analiticamente. Olhe o resultado numérico numa
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tabela da error function, ou nos programas Maple ou Mathematica.

4. A tabela exibe as funcoes H,(z), denominadas polinémios de Hermite.

2 7 ~ . . A . . .
(a)Mostre que e~" 2% ¢ uma fun¢do geratriz dos polindmios de Hermite, isto
é, que
2 >t
—t* 2t __ M
e =) i H,(x)
n=

ao menos até n = 4. Determine Hy(z).
(b) Tomando a derivada desta expressdo, demonstre as relagoes de recorréncia

d
%Hn (x) = 2nH,_1(x)

H,.(z) = 2zH,(z)—2nH,_(z)

5. Valendo-se da expressao das fungoes de onda do oscilador harmonico,
mostre que devemos esperar que

/Oo dze ™ Hy(2)Hm (2) = /72" 016

14 Operadores unitarios e simetrias

As quantidades observéveis (resultados de medidas) aparecem, na mecanica
quantica, sob a forma de produtos escalares de estados,

(¥,0) = [ dav(a) ()

Um caso particular importante ¢ um “elemento de matriz” de um operador
O: R
[ daw(@06(a)

Como toda teoria, a mecanica quantica admite transformacoes “de linguagem?”:
por exemplo, quando eu descrevo o mesmo fenomeno usando dois sistemas
de eixos ortogonais, obtenho descri¢oes distintas do mesmo fendmeno. Es-
sas descricoes devem ser equivalentes, ja que representam a mesma coisa de
pontos-de-vista distintos. E como se eu descrevesse o mesmo fendmeno em
inglés e em alemao: as descrigoes sao diferentes, mas tém o mesmo contetido.

Como as quantidades fisicas sao representadas pelos produtos escalares
de estados, é importante o estudo dos operadores que conservam os produtos
escalares, ou seja, dos operadores U que sao tais que

Uy, Ug) = (¥, 9) (258)
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ou, mais explicitamente,

[ dav(a)6(a) = [ da(0v(@)) Usla) (259)

Um operador linear é unitdrio, por definicao, se

Ut =00 =1 (260)

Seja U um operador unitario e considere as transformacoes de funcoes de
onda:

¥(e) = Uvlo)
¢'(q) = Ud(q)

)

Entao,
[ dav¢' = [ da (Uv) U6 = [ daw' 006 = [ dav*o

0 que mostra que uma transformacao implementada por um operador unitario
conserva os produtos escalares. Mais detalhadamente, considere o produto
escalar

(,0) = [ dav* (@)0(a)

Sejam

Podemos escrever
(06(0)) = UO(q) = UOU*Up(g) = (TOU*) ¢'(q)
Logo,
(¢,(09)) = [ da (Uu(@))" 0OU* (U4(a)) = [ dau*O6 = (1, 00)
Podemos interpretar este resultado assim: considere as transformagoes

oy = Uy
o=y = Uy

A A

0—0 = U0U*
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Entao, temos:

[ dav" @0'6'(a) = [ dav*(@)09(a)

onde O' = UOU™ ¢ a transformacao de O pela acao do operador linear U.
Diz-se que um operador O ¢é invariante por uma transformacao unitaria U se

ou, equivalentemente, se . .
oU =U0 (261)
14.1 Exemplos de operadores unitarios
O leitor verificard sem dificuldade que o operador 1, definido por
ly =9

é unitario. Para dar exemplos mais ricos, precisaremos definir a exponencial
de um operador.

Define-se €9 assim:

OOO + ... (262)

onde, naturalmente, se pode escrever 0? em vez de OO, etc. A idéia é
usar a expansao da funcao exponencial numérica como modelo da expansao
do operador. Usando-se esta definicao, pode-se demonstrar a importante
relacao de Baker-Hausdorff~-Campbell:

e"Be =B +[A B+ —[A [4, B]] + — [A [4,[A, B]]] + .. (263)

Uma aplicagao imediata é esta: para B= 1, temos

Ap=A _ 1

pois [A,1] = 0. Logo, e~ 4 ¢ o operador inverso de e
i0 com O = O+ ou seja, hermiteano.

> :B>

Considere um operador da forma e
Temos entao,

AN+ Ay .
(ezO) —e 10 —e 10

() () =
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ou seja, €’© é unitario se O for hermiteano.

Exemplo: os seguintes operadores sao unitdrios:

Ule) = er

U(At) = e wHAt
Chama-se operadores unitarios infinitesimais operadores da forma
U=1+ie0

com O = O*. Note-se que um operador desse tipo é o truncamento da série
que define o operador unitdrio e*® que mantém apenas os dois primeiros
termos. Ou seja, um operador unitdrio infinitesimal satisfaz a condigao
de unitaridade desde que se desprezem termos que contenham poténcias
quadraticas de € ou maiores. Explicitamente, temos, se U=1+ ieO,
Ut =1-ie0, e

UU" = (1 +1i€0)(1 —ie0) = 1+ ie0 — ieO + (...) ~ 1

Seja B um operador invariante por uma transformacao implementada pelo
operador unitario infinitesimal 1 + #€0. Entao

~ 1€ ~\ ~ 1€ ~ 1€ ~ ~ 1€ A ~ P TN
B= (1 —0)3(1——0) —1+%0B-"“BO=B+"%0B
T 7 i h 308l
Logo, devemos ter [0, B] = 0. Sumarizando: '
Seja B invariante pela transformacio unitéria U = e%©. Entdo, [B,0] =
0.
Define-se simetria de um sistema com hamiltoniano H uma transformacao

e s . . . . . . . A i€ A . .
unitdria que deixa o hamiltoniano invariante. Seja U = e%° uma simetria.

Entao, por defini¢ao, [I:I, O] = 0. Ora, isto significa que o operador O =0, ou,
em outras palavras,que a quantidade fisica associada ao operador hermiteano
O é conservada. Desta forma associamos simetrias a leis de conservacio : a
cada simetria corresponde uma quantidade conservada. Este resultado, na
fisica classica, é conhecido como o teorema de Noether.

14.2 Exercicios
1.(a)Construa o adjunto do operador % — aexp (iz) onde ¢ é um nimero
real.

(b) Mostre que [5, f(7)] = 2V f(7).
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2. Os trés operadores /Al, B e C sao dados por

Ap(z) = 2*Y(z)
. dy
iz

Cy(z) = /_woouw(u)du

(i)Calcule [A, B] e B, C].
(ii)Resolva o problema de autovalores

Cp(z) = Mp(x)

exigindo que v (z) seja normalizdvel. Que restri¢do isto impde sobre A?

3. Determine o operador unitario que efetua, sobre a funcdo de onda de
um sistema, uma translacdo espacial ¥(7) — ¥(7 + €), onde € é um “vetor
infinitesimal”. Usando o fato de que uma sucessao de translagoes independe
da ordem em que sao realizadas, demonstre que os operadores de momento
Pz, Dy € P, comutam. Aproveite para mostrar que esses operadores sao her-
miteanos, sem calcular qualquer integral.

15 Rotacgoes e o momento angular

Uma particula de massa m estd em um estado de fungdo de onda (7).
Vamos executar uma rotacdo infinitesimal dw sobre o sistema.!®
nova posicao, a funcao de onda serd

Y(7 + 6F) = (7) + (0@ x 7).Vy(7)

desprezando-se os termos a partir dos quadraticos em |dd|. Como

Em sua

(6 x 7).V = 6&.(F x V)
podemos escrever

Y(F+67) = Y(F) + 63.(F x V).1b(7)
(1+5w x V) 9(7)

= (14 268,07 x (=i)9)) v (264)

16Eqiiivalentemente, uma rotaciio —dw sobre o sistema de eixos em relacdo ao qual o
sistema é referido.
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=P

W(F+ 67) = (1 + Lsa

£00.(7 % 1)) () (265)

Denotando o operador;" X ;;3' por E, temos
W(F + 67) = (1 + %mj) () (266)

O operador L é denominado momento angular, e é escrito, mais detalhada-
mente, como

L =Lgi+L,j+ L,k
Da Eq.(264) se tira a expressao

L= —ihFx¥ (267)
ou, para as componentes,
- . 0 0
. , 0 0
. 0 0
= — — —y— 2
L, ih (m 3 8:1:) (270)

Como L é hermiteano (por que?),

~
A =

1
U(d) =1+ FSQ.L
é unitario, e é a parte infinitesimal de
[ = eita.L

que, atuando sobre a funcao de onda de um sistema, produz a funcao de
onda do mesmo, rodado de ddJ.

Exemplo:
(1) Rotagdo em torno do eixo z: usando coordenadas esféricas, uma rotagdo em torno do
eixo z muda o valor da coordenada ¢. A rotagdo que leva ¢ em ¢ + A¢ é caracterizada

por 6 = (Ssz, com dw, = A¢. Logo,

U(G@) =1+ %awzﬁ.i -1+ %AMZ
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Seja 1(¢) a fungdo de onda do sistema (explicitamos apenas o argumento que serd alterado.
A func¢ido de onda normalmente dependerd de r, 6 e ¢, quando o sistema é descrito em
termos de coordenadas esféricas). A rotagio considerada leva 1 (¢) = ¥(¢ + Ag). Mas

9 9
¢ ¢

para transformacoes infinitesimais, e usando a férmula dos acréscimos finitos do Célculo.
Outra maneira de escrever isto é

b6+ Ad) = B(@) + A w<¢)=(1+A¢ )w(qs)

i .
66+ 80) = (1+ 1201, ) (0
Comparando as duas expressdes, tira-se facilmente que

L,=—ih (271)

3¢

A expressdo explicita dos operadores L, I:y e L, em coordenadas esféricas
pode também ser obtida diretamente da Eq.(270) utilizando as férmulas de

transformacao
ro= a4+ y?4 22

2 2
= aretan (Y2 )
¢ = arctan (Q)

X

Trata-se de um calculo simples mas trabalhoso. Vamos seguir um caminho
indireto mas mais iluminante. Primeiro, é conveniente medir o momento

angular em unidades de h, isto é, introduzir o operador [ tal que

onde , de novo,

As expressoes para as componentes de [ sao, como segue de (270),
~ 0 0
= —i|ly=——2— 272
Iz i (y 5, 2 8y> (272)
. 0 0
= —j|lz— —z— 2
Ly ) (z % x82> (273)
. 0 0
l, = —i|lx— —y— 274
‘ (a: dy 3:5) (274)



Por um célculo direto, ou pelo uso da regra de Dirac!” obtém-se:

~ ~ ~

[lua lb] = ieabclc (275)

Como as componentes [ ndo comutam entre si, ndo ha autofuncées comuns
dessas componentes. Introduzindo o momento angular total

[=2+02+12
observamos que

2. 27 72 7 12 7

Como R
[i2,0) =0 (276)
[2,1,) = —ilyl, —il,i, (277)
12, 1,) = il 1, + il,l, (278)
segue que
2 .
[l alz] =

A direcao x nao tendo nenhum privilégio, segue que:

2N 22 .
[l 7ly]:[l 7lz]:07

~2
Sendo assim, podemos construir autofungoes comuns a [ e uma das compo-

nentes de [. Por causa da expressao simples de [, em coordenadas esféricas,

escolhemos o par [ ,l,.

17 A regra de Dirac diz: sejam A(p;, q;) e B(p;,q;) duas quantidades fisicas da mecénica
cldssica, e seja {A, B} o produto de Poisson (parénteses de Poisson) delas. Entéo, se A e B
sdo os operadores hermitianos que representam essas quantidades na mecanica quéantica,
temos a igualdade simbdlica: L

[4, B] = —ih{A, B}

Ou seja, para obter o valor do comutador, calcula-se o produto de Poisson das quantidades
classicas correspondentes, multiplicando-se o resultado por —ih. Exemplo:
{La,Lb} = _eabch- LOgO, [La,Lb] = ihéabch.
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16 Autofuncoes do momento angular
Por razoes técnicas é conveniente introduzir os operadores nao-hermiteanos

Iy = l.+il, (279)

- = 1l —1l, (280)
Seus principais comutadores sao:

2 .

[ ,i]=0 (281)
[ 1] =1y (282)
[, 0] =—I_ (283)

todas faceis de obter. Note-se ainda que

A

I =1 -P+1, (284)
A 22 N
I, =1 -1?-1, (285)

16.1 As autofuncoes da componente z do momento an-
gular

As autofuncdes de [, sdo funcdes 1(¢) tais que

L(4) = L.1(9) (286)

onde [, é um numero. Omitimos aqui, por simplicidade, as outras variaveis,
r e 6, de que a funcao 1) em geral depende porque sao irrelevantes para este
problema. Como

A
temos, para a Eq.(286),
% (287)
o6~
cuja solucao é
¥(9) = Ke™?

Devemos ainda ter
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0 que exige que

€le 2nm =1

ou seja, que [, seja um nimero inteiro. Vamos denota-lo por m. Entao,
1,e™® = me™® (288)

que é satisfeita para qualquer m inteiro, —oo < m < oo. Normalizando,
temos

Um(0) =

\/127 exp (img) (289)

16.2 Autofuncoes simultaneas do momento angular to-
tal e da componente z

Seja 1(¢) a autofungao de [, de autovalor m. Calculemos

Zz (i+wm) = ( A =l + l+lz)wm

= Lyt + Ml
= (m+1)((+¥m)
Logo, se Zzwm = ma,,, entao
Letom = Kthmpn
Analogamente se mostra que
Z—¢m = K'Y

Assim, usando os operadores l:r e ll, pode-se varrer todo o espectro do op-
erador [,.
Considere o operador
~2
I 2=

=

72
+2 .

Lema:Se O é hermiteano,
(0*) >0 (290)

para qualquer estado.
Demonstracao:

[ dav*@0%*0(a) = [ da (0v(0))" (0v(@) = [ dalO(a)* > 0
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Em particular, segue que (l?c + lZ} > 0, logo,
2 72
(I —15)=0 (291)

A construcao das autofuncoes de [ é facilitada pelo fato de que a expressao

A

de [ é um operador diferencial familiar a fisica classica. De fato, um calculo
direto leva a

. 0 o)
= +1 +— +1 — 292
I+ =exp( zqﬁ)( 80+2c0t08¢> (292)
e, COmMo
2 .. .
I =00 +2-1,
obtém-se , " L s 5
2 9, ,0 )
: <sin2 0942 * sind 90 (Smeae)> (203)

Acontece que o laplaceano em coordenadas esféricas é

o (000 (L 10 o
Vi=Gar\"ar) T \sreasr T smeae Vs (294)

ou seja,

L, 18 (,0) I
Vie () - = 295
r2or <T 87°> r? (295)
Os fisicos do século XIX resolveram o problema de determinar as autofuncoes

22
de [ :'® essas fungoes sdao os harménicos esféricos, Y, (0, ¢), que satisfazem
as equacoes de autovalores

D Yin0,6) = 101+ 1)Yim(0, 6) (206)

Os harmonicos esféricos sao muito bem conhecidos. Para um estudo de-
les no contexto cldssico as minhas referéncias preferidas sdo Courant [6] e
Sommerfeld [9]. Nessas notas, usando técnicas que introduziremos a seguir,
construiremos explicitamente os Y},,. Para o momento é suficiente informar
que

Yin(6,9) = K P,,(6) exp (imo)

18 Naturalmente eles ndo sabiam mecanica quintica, mas estudavam vibracdes de corpos
elasticos.Um dos problemas dessa drea, por exemplo, é a determinacdo das frequéncias que
um tambor, de determinada forma, pode emitir. Trata-se de um problema de autovalores
: as freqiiéncias emitidas sdo as autofreqiéncias.
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ou seja, € o produto de uma fungdo de 6 por uma autofungao de ,.
Uma observacao importante: as autofungdes de [, sdo as fungoes exp (imao)
22

para qualquer inteiro m. Quando construirmos as autofungoes comuns a [
e l,, veremos que m sofrerd mais restricoes. De fato, como temos

~2
(i -2>0

segue que

f aaviata) (7 = 2) Yiola) = (1041 = 7) [ ot @¥inta) = (10-+1) = ) > 0

(298)
Portanto, dado [/, m nao pode ser qualquer inteiro. O maior valor permitido
é tal que
I(1+1) >m?

Vé-se imediatamente que m = [ é permitido, mas m = [+1 é proibido. Logo,
o méaximo valor permitido de m para as autofuncdes Y, (¢) é m = [. Um
argumento an’alogo mostra que o menor é m = —(. Resumindo,

—1<m<]

Neste intervalo, .
l Yzm(ga ¢) = l(l + 1)Y2m(0, ¢) (299)
1Yim (0, 8) = mYim(0, 9) (300)

Assim, para cada [ ha 2] + 1 valores distintos de m.

16.2.1 Construgao dos harmoénicos esféricos

Chamaremos de operadores vetoriais operadores do tipo

T =Tyi+1T,7+T.k

e que satisfazem as seguintes relagoes de comutacao com as componentes do

momento angular: o R
[la, Tb] = ieabcTc (301)

onde a costumeira convencao indica uma soma sobre os valores do indice c,
e, sendo T e T(® dois operadores desse tipo,

[, TOTP) =0 (302)
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Exemplos: 7, p e L sao, todos, operadores vetoriais.
Das relagoes acima segue, em particular, que, para qualquer operador
vetorial T,
i, T3] = 0 (303)

Seja T um operador vetorial. Sera til introduzir um “operador escada”,
da seguinte forma:

T, =T, +iT, (304)
Facilmente se verifica que o A
., 7] =T (305)
bem como o X
iy, 1] = T (306)
lly, Ty = —iT, (307)

Vamos agora calcular o comutador [E, T,]. Lembrando que
[=2+02+12
e usando as relagoes acima, temos, apds um pouco de paciéncia,
N PN A .
(1, Ty =2[T 1, —T,l ]+ 2T, (308)

Sejam Y}, as autofuncoes de [ e, em particular, seja Y}; aquela com maximo
valor de m, para um dado [. Vamos mostrar que

T+Yil = KY2+1,1+1 (309)
onde K é uma constante.
De fato,
2
'Yy =1(1+1)Yy (310)
N 2P
T (U Yu) =10+ 1)Yy (311)

L2
Ora, o operador T+ L. pode ser escrito assim:
L2 2 2. 2. L2 2.
T+l :T+l —lT++lT+:[T+,l]+lT+ (312)
Logo,a Eq.(311) pode ser escrita

. 2 2.
(T4, 0 Yu + 1 (T4Ya) =11+ 1)Yu (313)
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Usando a Eq.(308),

A PR . 82 .
2T, Yy — 2T 1Yy — 214 Yy + L (T4 Yy) = 11+ 1)(T4 Ya) (314)

Como f+}ﬁl = 0, obtemos sem dificuldade que

2 .
[ (T4¥a) = (0 +1) + 20 +2) (T4 ¥o) (315)
ou, finalmente,
~2 N N
[ (T4 Ya) = 1+ 1)+ 2)(T4 Vi (316)
2

it

que significa que T'.Y}; é autofuncio de I de autovalor (I + 1)(I + 2). Logo,
Ty Yy = KYi41,041 (317)

Este resultado mostra que, se determinarmos Yyo, seremos capazes de construir Y;; para
qualquer [, sem ter de resolver equagbes diferenciais.
Para determinar Y (6, ¢) note-se que

[ Yoo = 0
I4Yoo =

Dai segue facilmente que

T~
8
S
S

]

(319)
(320)

S
=
(=)

o

Dessas duas e da Eq.(318), segue que
(1 + %ehl}) Yoo = Yao (321)

para j = 1,2,3. Isto quer dizer que Yy, é invariante por rotacgoes infinitesi-
mais em torno dos eixos x, ¥y, z, ou seja, € invariante por qualquer rotagao
infinitesimal. Logo, é esfericamente simétrica, ndo podendo depender de 6
ou ¢. Mas essas sdo as suas unicas variaveis. Portanto, Yo é constante. A
menos de normalizacao , podemos entao tomar

Yoo =1

Considere o operador vetorial 7, e vamos construir o operador 7', associado
a ele, que seria o operador

=
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Como os operadores = e ¢y sao multiplicativos, vamos cometer um ligeiro
abuso de notacdo, omitindo a “casinha” (acento circunflexo, versao chinesa).
Assim, escreveremos, sem a menor cerimonia,

deixando claro que se trata de operadores. Ja que estamos com a mao na

massa, vamos estudar, em lugar de 7, o operador ~. O operador 7', associado

aeleé .
s Tty

T, = (322)
r
Temos, entao,
T+ T+1 T+
- Y Yo = - Y11= Kvi(0,9) (323)
ou seja,
Y11(0, ¢) = cte. x W _ cte. x (sinf cos ¢ + isinfsin @) (324)
r
ou ainda,
Y11(0, ¢) = cte. x sinfexp (i¢) (325)
De uma maneira geral, teremos:
T+ iy
V(0 9) = K (“22) (326)
Para obter Y}, basta fazer uso do operador I
A Nl-m T+ 1 !
Vin(,0) =K ()" (45 (327)

A determinacao de K é feita pela normalizagao dos Y;,,,

27 7r
/0 de /O $in 0d6|Yim (6, ¢) = 1 (328)

Toma-se usualmente K real, o que fornece a seguinte tabela de harmonicos
esféricos:

5~
3

=

2 .
) sin et

~<
[is

Il

_H
(0]
P e

cos 0 (329)

ine
(]
[l
=
&l
N————
D=

e assim por diante.
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16.3 Exercicios

1. Prove que [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B

2. Prove que, se [H, ;] = 0 entao [H,exp %thi] =0, coml; i =1,2,3 sendo
as componentes do operador de momento angular. De fato, o resultado vale
para qualquer operador que comute com o hamiltoniano H, e, portanto, para
o préoprio H. Enuncie e comente este iltimo caso. Mais precisamente, mostre
que é sempre verdade que [I:I , €Xp —%I:I t] = 0.

3. Mostre que o operador 1 + %Aﬂhl; “roda” o sistema de um angulo in-
finitesimal Af em torno do eixo i. A generalizacao para angulos # arbitrarios
é exp %Ghl;. Seja U(f) = exp %GEZAZ Vimos no exercicio anterior que, se
[H,l;] = 0, entao [H,U(#)] = 0. Seja ¢ tal que HyY = FEi,e considere
Y = U(0)y. Mostre que Hy)' = Ev', com o mesmo E anterior. Chegue a
uma conclusao analoga usando o tltimo resultado do exercicio 2.

4. Mostre que se a energia potencial de um sistema é V(r), independente de
0 e ¢, entao [H,l;] =0, parai=1,2,3.

5. Mostramos no curso que

mlly| m=1) = (m—1llm) = %\/(l—l-m)(l—m—i-l)

mltyim ~1) = ~(m=1lim) = ~2/irm)—m+1)

que, trocado em miudos, quer dizer que

27 m . . 1
/0 d¢/0 A0 5in 0, Yign-1(0, 6) = 59/(1+m) (L = m + 1)

(a) Escreva os demais elementos de matriz dessa forma.
(b)Considere o harmoénico esférico Y;,,(6, ¢ = 7/2). Temos

exp (%AHRZ;U) Yim(0,7/2) = Yi(0 + A0, 7/2)

Por outro lado, eacp(%AGhlx) =1+ i00l, e, usando os elementos de matriz
acima,

(14 880L)Yi (0,7/2) = Yin(0,7/2) + 5/ mt )0~ m)¥ignia(0,7/2)

+ z’%\/(l ) —m+ 1)V (0,7/2)

Logo,

Vinl0 + A0,7/2) = Yin(0,7/2) + i m+ 1) )i (0,7/2)

+ z’% JEAm)(—m+ 1)V (0,7/2)
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Verifique cuidadosamente o argumento acima (o professor j4 esta meio velho...)
e depois teste-o no caso particular 1=1. Neste caso os harmonicos esféricos
sao:

3 1/2
Yip = (E) cos 0
3

1/2 .
Yit:r = :F(S_ﬂ') sin fe*'*

17 Potencials com simetria central

Chamam-se assim os potenciais que, expressos em coordenadas esféricas, sao
funcoes apenas da variavel radial . O caso mais importante, naturalmente,
¢ o do 4tomo de Hidrogenio. Vamos tratar primeiramente o caso geral.

h2

2m

V3(r,0,¢) + V(r)y(r,0, ) = EY(r,0, ¢) (330)

é a equacao de Schrédinger para estados estaciondrios de uma particula de
massa m cuja energia potencial depende apenas da distancia a origem. Uti-
lizando coordenadas esféricas, temos

~2
=2 _ 10 (,0)\ L
V= rZor 4 or r2 (331)
onde 2 1 0? 1 0 0
b=- <sin208¢2 + sinﬁﬁ(smeﬁg (332)

é o operador de momento angular total (veja Eq.(294) e anteriores).
Vamos procurar solugbes da Eq.(331) que sejam da forma

Y(r,0,0) = R(r)Yim(0, ¢)
~2
Como | Yy, = U(l + 1)}, tem-se

B (1 d ( ,dR\ R
g {00 g ()~ T 000+

+V(r)R(r)Yim(0, ¢) = ER(r)Yim(6, ¢) (333)

Cancelando Y},,,

K2 1i<2dR>+h2l(l+1)

“om Zar " ar

R(r)+ V(r)R(r) = ER(r) (334)

2mr?
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Introduzimos agora a funcao
u(r) = rR(r)

satisfazendo u(0) = 0. Reescrevendo a Eq.(334) em termos de u(r), obtém-se

h? d%u hzl(l +1)
2m dr?

572 + V(r)] u(r) = Eu(r) (335)

Esta é a chamada equac¢do radial de Schrodinger, e contém toda a dinamica.
Lembrando a condigdo u(0) = 0, decorréncia de que u(r) = rR(r) com
R(r) regular na origem (os casos interessantes fisicamente ndo sido aqueles
em que a particula tem probabilidade zero de estar em qualquer lugar que
nao a origem!), podemos interpretar a equagao acima como uma equacao de
Schrodinger de um movimento unidimensional sujeito aos seguintes “poten-
ciais”:(a) Uma parede impenetravel em r = 0, que impede a passagem da
particula para valores negativos de r. (b) Um potencial do tipo r% repulsivo,
chamado de potencial centrifugo. (¢) O verdadeiro potencial, V().

O potencial centrifugo vem do fato de que a eliminagdo das varidveis 6 e ¢, é
formalmente eqiiivalente a colocar-se em um sistema de referéncia que “gira”
com o sistema fisico, ou seja, em um sistema nao-inercial. Surgem, entao, as
chamadas forcas de inércia, das quais a forca centrifuga é a mais popular.'®

18 O atomo de Hidrogénio

O ntcleo do dtomo de hidrogénio é cerca de 2000 vezes mais pesado do que
um elétron. Por isso se pode ignorar o movimento do nicleo e descrever
o atomo simplesmente como um elétron movendo-se com energia potencial
V(r)= —ZTeQ. A Eq.(335) é entao escrita

W& lh W+1 Zﬂ u(r) = Bu(r) (336)

2m dr? 2mr? r

Note-se que esta equacdo descreve mais do que o dtomo de hidrogénio: a
interacao de um elétron com um campo coulombiano possui também casos
em que o elétron nao permanece nas proximidades do nicleo, mas afasta-se
indefinidamente dele: trata-se do espalhamento de um elétron por um campo
coulombiano. Aqui vamos estudar apenas os estados ligados do elétron: aque-
les em que ele estd preso ao nucleo, formando um atomo. O que caracteriza

190 leitor dedicado gostard de investigar por que nfo aparece também um potencial
correspondente as for¢as de Coriolis.
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esses estados, na Eq.(336), é que eles possuem energia negativa. Portanto,
estudaremos as solugdes do problema de autovalores dado pela Eq.(336), com
E <0, e, portanto, F = —|E|.

E conveniente introduzir varidveis adimensionais. Substituiremos r por

p= 7»8771|E| r (337)

h

e a energia , ou, antes, o seu inverso, por

m_ Ze>

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que, efetivamente, p e A sao quanti-
dades adimensionais. Verifica-se facilmente que

d*u _ 8ml|E|d*u

drz B dp?

e que a Eq.(336) pode ser reescrita como

Pu (1 +1) Ze? ['m 1
_d—p2+ 2 u— h1/2|E|u——Zu (339)

u (1 +1) A1
dp? p? 4

Resolver este problema de autovalores consiste em determinar os pares (u, \)

submetidos a condicao de que

ou, finalmente,

u=0 (340)

lim u(r) =0
que corresponde ao fato de que o dtomo tem dimensoes finitas.

Para resolver este problema utilizaremos uma técnica devida a Sommer-
feld. Em primeiro lugar, estudaremos que tipos de comportamento assintético,
para p grande, as solugoes de Eq.(340) podem ter. Note-se que a equagdo

d®u 1

———-u=0 341

a7 1 (341)
coincide com a Eq.(340) para grandes valores de p. Podemos, portanto, afir-
mar que as solugoes de Eq.(341) devem coincidir com o limite, para grandes
p, das solucoes da Eq.(340).
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18.1 Determinando o comportamento assintético

Considere a equacao
d*u 1
— —-u=0 342

e vamos multiplicar cada um de seus termos por ‘;—’;, obtendo

du d?u 1 du

dpdp? 1" dp

O leitor verificara facilmente que esta equacao é a mesma que

d (du)\® 14d ,

— (=) === 343

dp (dp) ddp" (343)
ou 9

d du u?

D I e I G 44

dp{(éh)) 4} ’ 349
Portanto,

2 2
du)™_u _ o
dp 4

onde K é uma constante. Mas tanto u quanto as suas derivadas tendem
a zero no infinito. Logo, a constante K deve ser nula, pois, calculada no
infinito é nula, e tem o mesmo valor em todos os pontos. Conseqiientemente,

du\’  u?
7)) = = 345
<d0> 4 (343)
‘ d
U U
— =+-= 346
PR (346)
As solucoes dessas equagoes sao
u(p) = exp :l:g (347)

das quais a que satisfaz os requisitos fisicos de se anular no infinito é

u(p) = exp —g (348)

Este é, entdo, o comportamento assintético que as solugoes da Eq.(340) de-
vem ter.
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18.2 As solucoes da equacao radial

Vamos entao procurar soluges da Eq.(340) da forma
u(p) = Flp)exp =5 . (349)

F(p) sendo um polinémio em p. A razdo de ser um polinémio é que o com-

portamento assintético de (349) deve ainda ser dado pelo termo exponencial,

o que é garantido se F'(p) for um polin6mio. Uma andlise mais fina mostraria

que, se se admitisse que F'(p) fosse uma série infinita, sua soma seria essen-

cialmente uma exponencial em p, alterando o comportamento assintético.?
Seja F(p) uma expressao da forma

F() = 3 Aut (350)

onde a poténcia mais baixa é a primeira para assegurar que
F0)=0 .
Derivando termo a termo, temos

F [e%s)
d— = Z kAk,Okil
dp k=1

d2F 00

— = k(k —1)A,p*2

Inserindo estas expressoes na Eq.(350), temos

i {k(k — 1) AppF2 — kAP + B — l(l; 1)] Akpk} =0 (351)

k=1

O coeficiente da poténcia k£ de p é dado por
(k+2)(k+1)Apo— (k+ 1) Ap1 + A1 — 11+ 1)Ap0 =0 (352)

para que a equacao diferencial seja satisfeita termo a termo. Diminuindo o
valorde k£ de uma unidade, temos uma relacao mais conveniente:

Apsr [+ 1)k — 11+ 1)] = (k — A) Ay (353)

20Ver, por exemplo, Dicke, Wittke, Introduction to Quantum Mechanics, pagina 161.
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ou, equivalentemente,

Apir k-
_ > 9 354
A, GrDk—iiE1) Pare k= (354)

Para os indices mais baixos temos as equagcoes
Al(l+1)=0 (355)

2—1(+1)] A+ (A—1)4; =0 (356)

A equacdo (354) é muito importante. Dela vemos que, para que a série se
interrompa em algum ponto, tornando-se um polinomio, devemos ter que
A = k. Ora, os k sao inteiros, logo, a condicao para que a série se interrompa
é que exista um inteiro n tal que

A=n (357)
Como
_[m Ze*
V2Bl &
temos 20t .
e*m
El=—F—— — 358
Bl= " (359)
ou, equivalentemente, )
Z%e*m 1
E,=—— — | 359
2h?  n2 (359)

que é a féormula de Bohr! Voltando ao célculo das autofuncdes, além da
condigdo A = n, devemos ter que \ # [, de outra forma, na equacdo (354), o
denominador se anularia ao mesmo tempo que o numerador, ndo garantindo
o anulamento do coeficiente Ay 1. Portanto devemos ter [ # n.

Vamos construir as primeiras solugoes. Tomemos A =n =1 A este valor
corresponde a energia
Z%e*m

2h*

que ¢ a energia do estado fundamental do &tomo de hidrogénio (o de energia
mais baixa). Para este valor de A podemos ter [ = 0, mas ndo [ = 1. Entdo,
das equagoes

All(l+1) = 0
2—-I(1+1)]Ay=(A-1)A4
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temos Que A; é indeterminado, e Ay = 0, assim como os coeficientes de
indice mais alto. Temos entdo, para a solucao,

Flp) = Aip (360)

R(p) = A, exp -g (361)

Em termos de r, usando

JSE
I

e introduzindo 2

e

denominado raio de Bohr, obtemos, apés calculos simples,

_ 27r
- nag

g =

Para o estado fundamental, temos, entao,

Ry(r) = Ay exp _Z (362)
Qo
que é também a funcao completa, pois Yy é constante.
Para A\ = n = 2 temos as possibilidades [ = 0 e [ = 1. Para o primeiro
caso, temos, novamente, A; indeterminado. Para A,, usamos a equagao
(353), que da

ou seja,

A solugao entao é

P =i (o= ) (363)

2
e
R(p) = A; (1 - g) exp —g (364)
Expressando em termos de 7, obtemos
AL AL
=A (1 — —) - 365
Y200 1 a4 exp 2aq (365)
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onde usamos a notagao tradicional para os autoestados do a&tomo de hidrogénio:
Ui (1,0, ¢). O leitor, neste ponto, deveria ser capaz de mostrar que

Zr Zr

Yoom = Ag— exp (——
Qg Qg

) Yo0(0, ¢) (366)
No segundo caso, | = 1,vemos, da Eq.(355), que
A1 = 0

enquanto A, é indeterminado. Az = 0, assim como os indices mais altos.
Logo,

F(p) = Asp?
A expressao em termos de r vem a ser
1 Zr AS
Ry (r) = K— —exp (——) (367)

Como vimos, a funcao radial fica definida quando se dao os valores de n e
l. Por isso ela é denotada por R,;(r). Para o caso de | = 1 a dependéncia
angular nao é trivial, pois temos

wnlm (Ta 07 ¢) = KRnl (T)nm(aa ¢) (368)
que, nesse caso da

w21m(ra 0: QS) = K% i_: exp (_QZ—GT(;)}/Im(G: QS) (369)
com m podendo tomar os valores 1, 0, e -1.

Note que a energia fica totalmente determinada por n. Entao, exceto pelo
estado fundamental, a cada nivel de energia correspondem mais de um estado
do sistema. O espectro é dito degenerado (no bom sentido!). Considere, por
exemplo, o nivel de energia com n = 2. Podemos ter [ = 0, que d4 um tnico
estado, ou [ = 1, que admite 3 valores de m. No total, entao, ha 4 estados
neste nivel de energia . Diz-se que o grau de degenerescéncia ¢é 4. E facil
provar que o grau de degenerescéncia do nivel n é n2. O numero quantico n

¢é denominado ndmero quantico principal.
A seguir apresentamos uma lista das partes radiais de algumas funcoes
de onda do atomo de hidrogénio.
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3
Z\?2 Zr
Rio(r) = (a_o) 2 exp (—a—0>
3
Z \?2 1Zr 1Zr
ma) = () 2(1-3%) = (-5%)
3
Z\* 1 Zr 1 Zr
0 = (5) e (-3%)
3 2
Z\? 27Zr 2 (Z 1 Zr
= (Z) o122 2 (20 _-ar
Rao(r) (3(10) [ 3 ag +27 0) ¢ p< 3 ag
3
Z\2® 4/2 Zr 1 Zr 1 Zr
= (=) M= (-2 -z
B (r) (300) 3 ao ( 6 ao)exp( 3 ao)
Raa(r) Z\% 2v2 (Zr 2e 1 Zr
= — — | — Xp|—5 —
527 3ag 27v/5 \ ao P\73 ag

(370)

(371)

(372)

(373)

18.3 Algumas propriedades do atomo de hidrogénio

Até agora escrevemos as func¢oes de onda assim:

d)nlm (T‘, 9; ¢) = KRnl(T)Yim(ea QS)

Como determinar a constante K7 Uma vez que os harmonicos esféricos sao

normalizados por conta prépria, pois

2T i
/ d¢/ sin 0 d6|Yim (0, )2 = 1
0 0

devemos ter

[es) T 27 o0
/ T2d7“/ sin9d0/ B[ (T, 0, 8) 2 = \K|2/ P2 dr| R ()2 = 1
0 0 0 0

Ezemplo: para o estado g,

00 27
|K|2/ drr? exp——r =1
0 Qo
Usando 07 ,
R B S
/0 drr® exp o 123
obtemos .
Z\ 2 VA
rat = (2) 222
Qo Qo
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confirmando o valor da tabela.

De posse da expressao detalhada da funcao de onda, podemos fazer per-
guntas interessantes. Qual é a probabilidade de o elétron estar, no estado
fundamental do 4&tomo de hidrogénio, entre r e r + dr? Ela é dada por

P(r)dr = <£>3 8 exp (—&> r’dr (377)

Qo Qo

Para que valor de r a probabilidade é maxima (para idéntidos dr)? No ponto
de maximo, teremos

dp(r) = 2r exp (—&) — 7“2% exp (—&> =0

dr Qg Qg o
ou 7
-
o0,
Qo
Logo, para o atomo de hidrogénio (Z = 1), temos que a probabilidade
maxima é para r = ag, o raio de Bohr!*!

Vamos calcular agora a velocidade média do elétron no estado fundamen-
tal.

-~ 2w L oo D
<p_m> = /0 d¢/(] sin (9d0/0 7‘2d7'¢100 (T, 0, d’)%"/floo (T7 0: Qs) (378)

m

Usando p, = —iha% e Yy0(0, ¢) = ——=, obtemos

47

ZE _ 8ih g 4 9 _2Z7‘ o x .
(=) (a())/o drr exp( )/0 dqﬁcosqﬁ/o dfsin“6 (379)

m 4mm ao

onde usamos x = rsin f cos ¢. Como
2
dpcosgp =0
0
temos que o valor médio da componente x da velocidade do elétron no estado

fundamental é 0. Como o estado é esfericamente simétrico, o mesmo resultado
deve valer para as outras componentes. Logo,

21Exercicio: no modélo pré-quantico de Bohr, das érbitas de momento angular L = nf,
determine o raio da menor Orbita estaciondria. Vocé devera encontrar ag, o raio de Bohr.
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Isto posto, podemos dizer que e elétron esta em repouso, no estado fundamen-
tal? Certamente ndo! Em qualquer modélo cldssico com érbita circular (qual-
quer érbita fechada, de fato) o elétron estd em movimento e sua velocidade
média é zero. Para obter mais informacoes sobre o que o elétron faz no estado
fundamental do atomo de hidrogénio, vamos calcular sua energia cinética
média. Ela é dada por:

i R -
<2p_m> = _%/dQ¢IOO(Q)V2¢1OO(Q) = (380)
2w ﬂ B} .
= _—m/o drr® Rao(r) /02 dcf)/o sin 8dfYy0(0, ¢) %82 (7“2%> —i—2 Ryo(7)
(381)

R? oo d ( ,dRy
= g )y drF()g; ( o
K2 Z\* [ A Z A A
= — 4 (—) / dr exp (——T) (27‘ exp (——T) — =2 exp (__r))
2m  \ay ag g ao ao
h? 27 Z [ 27
= —A4 ( ) { / drr exp ( T) - — drr? exp (——T>}
2m ag ag Jo ag
Usando as integrais

00 27r ad
2 _ 0
|| dre? exo (—a—o> =10

0 2Zr a,
o (22
/0 rT exp ” 177
obtemos o resultado, para Z =1,

()= n

2m

382
2ma3 (382)

Logo, o elétron nao estd parado. E nem poderia: se tivesse momento
perfeitamente definido (no caso, nulo), sua posi¢ao teria de ser totalmente
indefinida, pelo principio da incerteza. Como a incerteza na posi¢iao é da
ordem de ag e, da Eq.(382), vemos que a incerteza no momento é da ordem
de %, vemos que o produto das incerteza é da ordem de h. Ou seja, o
elétron tem o minimo movimento exigido pelo principio de incerteza. Esta
tao parado quanto é possivel!
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18.4 Exercicios

1. Os estados estaciondrios do atomo de Hidrogénio sao denotados por
Unim (1,6, $). A seguinte superposi¢ao:

w(ﬁ 05 ¢) - a'lwnlllmd (7‘, 05 ¢) + a2wn2l2,m2 (T, 9, ¢)

com ny # ng, Iy # ly, my # moy, é um estado do Hidrogénio, que nao é um

estado estaciondrio, e nao é autofuncdao nem de [ nem de [,. Dentro deste
estilo, construa

A

(a) Um estado do Hidrogénio que seja autofunc¢ao simultanea de Hel , Mas
nao de [,. o
(b) Um estado do Hidrogénio que seja autofuncao simultdnea de H e [,, mas

A

nao de [ .

2. Uma particula livre executa movimento unidimensional ao longo do eixo
x, e sua funcao de ondaem t =0 é

U(z,0) = Ae “¢ile

onde [ é uma constante real. Determine ¥(z,1).

3.(a) Um sistema fisico é descrito por um hamiltoniano

2
=5 +0

onde O é hermiteano. Mostre que ;5' ¢ hermiteano, e que se um operador é
hermiteano, seu quadrado também é. Finalmente, mostre que os autovalores
da energia do sistema sdo positivos ou nulos.

(b) E possivel um operador ser ao mesmo tempo unitério e hermiteano?
Exemplo!

(c) Demonstre que (AB)Jr — BTA*.

(d) Demonstre que se A e B sdo hermiteanos, [A B] também é.

(e) Sejam % e 45 nulos. Mostre que 4 [O, B] = 0, onde 0, o operador “zero”,
é tal que, qualquer que seja a funcao de onda 9 (7),
0y =0

Sugestao: identidade de Jacobi.

86



4.(a) Determine (r) e (r?) para o elétron no estado fundamental do dtomo de
hidrogénio. Expresse suas respostas em termos do raio de Bohr ay. Deter-
mine também ag, que é o raio da “orbita de Bohr” do estado de mais baixa
energia , no modelo de Bohr.

(b)Determine (z) e (x?) no estado fundamental sem calcular mais integrais,
usando o resultado anterior e as simetrias do estado fundamental.

(c) Determine (z?) no estado (n,l,m) = (2,1,1). Note que este estado ndo
é simétrico em x, vy, 2.

5. Qual é a probabilidade P de que um elétron no estado fundamental do
atomo de hidrogénio seja encontrado dentro do nicleo?

(a)Primeiro calcule a resposta ezata. Denote o raio do nicleo por b.

(b) Expanda o seu resultado como uma série de poténcias no niimero pequeno
€= %, e mostre que o termo de ordem mais baixa é ctibico: P ~ (4/3)(b/ag)?.
Este termo deveria ja ser uma boa aproximagao, pois b < ay.

(c) Alternativamente, poderiamos pensar que a func¢ao de onda do elétron é
essencialmente constante sobre o pequeno volume do nicleo, de modo que
P = (4/3)mb3|4(0)|?. Verifique que o resultado é efetivamente bom.

(d) Use b ~ 107"%cm e ag ~ 0.5 x 10~%cm para uma estimativa numérica
de P. Grosso modo, isto representa a fracao do tempo em que o elétron se

encontra dentro do niucleo.

6. Estime, a partir do principio de incerteza, quanto tempo um lapis pode
ficar em equilibrio vertical sobre a sua ponta.

7. Uma bola perfeitamente elastica, localizada entre duas paredes parale-
las, move-se perpendicularmente a elas, sendo refletida de uma para outra.
Perfeitamente elastica quer dizer que a energia cinética nao se altera.. Us-
ando a mecanica cléssica, calcule a variacao da energia da bola se as paredes
passam a se aproximar, lenta e uniformemente, uma da outra. Mostre que
esta variacao de energia é exatamente o que se obtém na mecéanica quantica
se o numero quantico principal n da bola permanece constante.

19 A notacao de Dirac

Neste nosso tratamento elementar de mecanica quantica, consideraremos o
simbolismo introduzido por Dirac, que tem um significado matematico nao-
trivial, como uma notacao. Para fazer total justica ao método, o leitor faria
bem em consultar a obra original de Dirac [1] . Para uma apresentagao mais
adaptada a linguagem matemdtica contemporanea, veja [2].
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Um vetor do espago dos estados é descrito por um simbolo | ), que se
pronuncia kets . Um elemento do dual desse espaco é denotado por { |, e
denominado bra. O produto escalar dos estados |a) e |b) é denotado por
(bla), e se trata de um bra(c)kets , justificando os nomes.

Seja O um operador. Denotaremos por |o) seus autoestados, de modo
que

Olo) = ofo)
onde os nimeros o sao os autovalores .
Os autoestados do operador de posigao

T=di+ 9] + 2k

sao denotados por |Z). O simbolo (Z|o) descreve o estado |0) na representagédo
das coordenadas:

(Z]0) = 1o (%)

Alguns exemplos:

O hamiltoniano H tem seus autoestados, |n), e autovalores , E,, ligados pela relacio
Hln) = En|n)

A condigédo de ortonormalidade desses autoestados é escrita

{n'[n) = Gnn
2
Os autoestados comuns a I e [, sdo denotados por |lm), e as seguintes equagles sio
satisfeitas:
(14 1)|lm)

Im) = m|lm)

g
!

Seja uma base do espago dos estados formada pelos kets s |n), |n'), |n"),
etc. e seja O um operador. Entao, os elementos de matriz de O nessa base
serao os numeros complexos

(n'|Oln)
Note-se que:
@lb) = ((bla))°
(alOb) = ((B|O"|a))"

Muito importante na notacao de Dirac é uma classe de operadores que se
escrevemn assim:
|a)(b]
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e sao definidos pela sua a¢do sobre um kets arbitrario | ):

|a)(0l(1)) = (bl ) a)

Sejam |n) autoestados de um operador hermiteano. Entao, a rela¢io de
completude se escreve

Y In)n|=1

n

Quando o espectro é continuo, por exemplo, no caso do operador de posicao,
a soma ¢ substituida por uma integral:

/df )T =1

O principal uso dessas representacoes do operador 1 é o seguinte: seja (n|n’)
um produto escalar. Entao,

(') = (i) = (nl ( [ dnayat) in
e, como (T|n) = ¥, (Z),

(i) = [ d; (@) (@)

mostrando que efetivamente se trata do produto escalar anteriormente intro-
duzido. Considere os operadores A e B e o seu produto, AB. Seja |n) uma
base. Os elementos de matriz do operador produto nessa base sao

(n|ABn') = n\A<2|n" >B|n)
= > (n|Ajn")(n"|B|n’)

n!’

que exibe a expressao correta para o produto classico de matrizes.
Seja |n) um estado qualquer. Sua fun¢do de onda na representagao das
coordenadas é, como vimos,

Un(T) = (Z|n)

Sejam |p) os autoestados do momento , e

[ 5 1 =1

sua relagao de completude. Entao, a fun¢ao de onda de |n) na representagao

do momento é
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que pode ser escrita
UalP) = [ 47 (57) ()

Daqui, por comparagao com um resultado anterior pode-se inferir que

(p7) = W exp (%ﬁ@’) (383)

Uma dedugdo direta deste resultado é a seguinte:

(p|p|=) p(plz)

L d
—zha (p|z)

Igualando os dois segundos membros, temos

~iht (ple) = piple)

. d (pl) _ i
z i
= —pdz
(plz} R
de onde segue que '
(plz) = Aetre

Para determinar A, note-se que
i
loals') = AP ex (0= 1) )
e, integrando em x,

[ dswla)tely = 147 [ dzesp (300~ )2)

Mas
[ dstplo)ale) = Glp') = 306 - )
Logo,
N 2 p 7 - 2 /
50— ') = |4P2r6(E — By = 4P 2nhs(p — o)
Logo,
A= !
27h
e
(ple) = ——ehr"
vV 27h

que é a versdo unidimensional da Eq.(383).
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20 O Spin

Para introduzir o spin vamos apresentar um tratamento mais geral do mo-
mento angular. No tratamento anterior, tinhamos obtido que os autovalores

m de [, deviam ser nimeros inteiros, sob o argumento de que as autofuncoes
de [,
1 .
P m
Um(9) = —=e"?
V2T
deviam ser periddicas, de periodo 27, na variavel ¢. Este argumento nao é
rigoroso, pois a fun¢ao de onda é determinada a menos de uma fase. Re-
tomaremos o problema agora. Descobriremos que hd novas possibilidades
para os valores de m e .
Para comodidade do leitor, repetiremos aqui alguns dos resultados que

obtivemos anteriormente para o momento angular.

A
~

I =1 -B+1, (384)

z

A

I, =1 -1P2-1, (385)

V4
~ 2 ) 72 72 , . s s
Da relagao | — I; = I3 + [;; concluimos que existe um valor mdximo para
) 22
o autovalor de [,. Seja [ este valor maximo, e v; a autofuncao comum a [ e
[, correspondente. Temos

Iy =0
Logo, .
iy =0
Usando (385),
(2 _E—Zz>¢l=0
ou X
=11+ 1)

Conclui-se que o autovalor de [ para a autofuncgdo ¢, é (I 4+ 1), onde [ é o
maximo valor possivel para m. Pasaremos a denotar por v, as autofuncoes
22

comuns a [ e [,. Vamos determinar agora o menor valor possivel para m.

~2
Em primeiro lugar, do fato de que [l ,[_] = 0, segue que

Z‘g(zlwlm) =i (?wlm) =10+ 1) (I tim)
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A

ou seja, o autovalor de [ é o mesmo para todos os ¥, com [ fixo.
Seja B o minimo valor de m. Entao

It =
I = 0

2 .
<l —EH.Z)MB: =0

1+ 1) = (B® - B)ws
Il+1)—B*>*+B = 0
(I+B)(l-B+1) =

Esta dltima tem duas solucoes, B = [ + 1, que é impossivel, pois 0 maximo
valor de m é [, e B = —[, que é o valor correto. Entao, m esta no intervalo
—1 < m <, e seus valores sucessivos diferem de uma unidade: ha, portanto,
2l 4+ 1 valores de m, para [ dado. Em conseqiiéncia, 2] + 1 deve ser um
nimero inteiro, e temos duas possibilidades:(a)l é inteiro, que é o caso que
ja haviamos estudado. Costuma-se chamar esses momento s angulares de
momento angular orbital. (b) [ é um impar dividido por dois (semi-inteiro,
na giria dos fisicos). Este tipo de momento angular é denominado spin.
Temos, entdo, spins [ = 1/2, [ = 3/2, etc.

Na verdade essa nomenclatura ndo é a usada na pratica, embora seja a preferivel, do ponto
de vista da matemadtica. Chama-se spin de um sistema o momento angular desse sistema
quando em repouso. Um elétron em repouso tem momento angular tal que | = 1/2, um
pion em repouso tem momento angular tal que [ = 0, e hd mesons, ditos vetoriais, com
momento angular em repouso tal que [ = 1. E costume, por abuso de linguagem, dizer
que essas particulas tém spin 1/2, spin 0, spin 1, etc.

20.1 Elementos de matriz

O caso mais importante do spin é aquele em que [ = 1/2. Neste caso, m
s6 pode ter os valores +1/2 e —1/2, e é conveniente tratar os operadores
de momento angular utilizando suas representagoes matriciais. Para tanto,
vamos determinar os elementos de matriz dos operadores lx, l e l Temos,
usando a notagao de Dirac,

~2
(m|l lm) =11 +1) (386)
e, como
2 .. A
I =l _+P2-1,,



2 A .
(Im|"|lm) = (Im|l,1_|Im) + (Im|%[lm) — (Im|l,|im)

Como todos esses elementos de matriz contém o mesmo valor de [, podemos
omitir este indice, ou seja, podemos abreviar a notagao para:

(m|l,|m) = (Im|l,|im)

etc.

N N 2
Obviamente (m|l,|m) = m, (m|l2jm) = m? e (m|l |m) =1(l +1). Logo,
(mll,l_|m)y =11+1) —m?+m (387)

. (m|l 1 |m) = (I+m)(l —m+1) (388)

A completude dos autoestados de l; permite escrever
> fm')(m'| =1
ml

que, inserida em (388), da

S (m|ly fm! Y m! |1 |m) = (I +m)(l —m + 1) (389)

m/’

e sabemos que (m|l,|m’) s6 é diferente de zero se m’ for igual a m — 1. Logo,
(389) se escreve

(m|lelm — 1) (m —1|i_|m) = (+m)(l = m+1) (390)
Além disso, It = [+ e
(m 1L |m) = ((mli*|m ~1))" = ((mlixJm 1)),
o que permite escrever, de (390),
(m|lm =12 =(l+m)(l—m+1). (391)

Dai tiramos que

(mllylm — 1) = &\ /(L +m) (Il —m +1) . (392)

A escolha de « estd ligada a definigao precisa dos harmonicos esféricos Y, (6, ).
Para a escolha feita anteriormente, Eq.(329), deve-se escolher @ = 0. Logo,

(mliym —1) = \/(l +m)(l —m +1) (393)
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e, como (m — 1|I_|m) = ((m|l,|m — 1))*, temos

(m—1l_|m) = \J(+m)(l —m+1) . (394)

Estes sao os lnicos elementos de matriz nao-nulos, de [, e [_. A partir deles,
podemos construir os elementos de matriz de [, e [,, pois

~ 1/~
= (L +10) (395)
~ 1 /- ~
b= 5 (L —12) (396)
De fato,
~ 1 ~ 1 ~
(mllslm =1) = 5 (m|l+|m —1) + 5 {m|l_[m — 1)

= Somliim—1) = e mE—me 1) (307)

(mlizjm — 1) = (mlifm —1)* = S\ U4 m)I—m+1)  (398)

Assim, os elementos de matriz de I, que nao sao nulos sao

(m|ly|m — 1) = (m — 1|i,|m) = %\/(z +m)l—-m+1)  (399)

Por um célculo andlogo obtém-se os elementos de matriz nao-nulos de [,:

- - i
(mllylm — 1) = —(m — 1|i,|m) = —5\/@ +m)(l—m+1) (400)
Usando as expressoes obtidas para os elementos de matriz, vamos construir

as matrizes que representam os operadores I, [, e [,. Para este tltimo, temos
que os elementos de matriz nao-nulos sao:

(1/2li;11/2) = (401)
(-1/2[l.] - 1/2) = — (402)

Os valores possiveis de m sendo +1/2 e -1/2, as matrizes terdo a forma

genérica:
aii a1 _1
< a 272 a 27 2 ) (403)



onde a;; = (i|alj). Para [,, portanto,

19 1/{1 0 1
2 — —
0 — T2\ 0 -1 27 (404)

onde introduzimos a matriz

o, = ( oY ) (405)

que é uma das matrizes de Pauli, que serao muito utilizadas no que segue.
Verifica-se facilmente que

(R -1 (0 -1
b= <<—1/2|zy|1/2> <—1/2|zy|—1/2>>‘(;' o) (406)

- ? _8> (407)

oy (408)

N = DN

onde introduzimos a matriz de Pauli oy,

0 —2
oy = ( ;0 ) (409)
Por um calculo anédlogo chega-se a
~ 1701 1
Temos, portanto,
~ 1
para i = 1,2,3, sendo (1,2,3) = (z,v, z), como de costume. As matrizes de
Pauli sao
01
Op = ( 10 ) (412)
0 —2
o, = ( i > (413)
1 0
o, = ( 0 —1 > (414)
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Representagoes matriciais de operadores sao sempre em relacao a uma base.
Qual é a base usada nas representacoes matriciais acima? Para descobri-la,
basta notar que a matriz que representa l; é diagonal. Logo, a base é a dos
autoestados de l;. Explicitamente, temos

J(6) = 2(o) s
J(1) = = () w

Desta relacao vemos que os autoestados de [, sao representados pelas ma-

VS

Ok ON-
|

N O NI= O

VR

. 1 .
trizes coluna ( o) el ] aue formam uma base das matrizes coluna
a s . .
p | comae b arbitrarios. Resta especificar o produto escalar de dois
estados quaisquer, em termos de suas representacoes matriciais. Verifica-se

facilmente que o produto escalar de ( Z ) por < 2 ) ¢é dado por

(a*,b") ( 2 ) =a‘c+b'd (417)

1
De fato, em termos deste produto escalar, os elementos da base, < 0 ) e

0 - . -
( 1 sao ortonormais, 0 que prova a questao.

20.2 As matrizes de Pauli

ot (a18)
o, = (? _é> (419)
o, — (é _?) (420)

tém propriedades especiais que facilitam o calculo das propriedades dos es-
tados de spin 1/2.
P1: Tr(o,) =Tr(oy) = Tr(o,) = 0. (Imediata).

As matrizes
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P2: 0, , 0, , 0, sdo hermiteanas. (Imediata)

P3: 02 =02 =02 =1, onde
- 10
= (o1)

Pd:o,0, = 451 + i€4pc0¢, cuja demonstracao é um exercicio simples. Esta
propriedade sintetiza a P3 e as seguintes relacoes:

0,0y = 0, (421)
0,05, = 10y (422)
0y0, = 10y (423)
0,0y = —0y0g (424)

e assim por diante.
E conveniente introduzir a notacao

7 = (0, 0y,0,)

que descreve as o; como componentes de um “vetor” denotado por . Usando
esta convencao se escreve, por exemplo, se @ for um vetor ordindrio,

0.0 = ay0, + ayoy + a + 20,

ou seja, ¢.a é uma matriz 2x2. Podemos entao enunciar a

P5:(7.d)(5.b) = @.b+ i#.(@ x b), onde o termo entre parénteses é o produto
vetorial ordindrio. Demonstracao:

Ulalo—mbm = almelO'm = albm (5lm + Z'elmno—n)
- - -7 ey ™
= d.b +ion€nimaiby, = d.b+id.(@ x b)

Teorema: Seja A uma matriz 2x2 complexa qualquer. Entao existem nimeros
Ao, Azy Ay € A, tais que

A= NI + Mo, + N\yoy + N0, (425)

Estes nimeros sao tnicos. Ou seja, 1, o, 0y € 0, sao uma base do espaco
vetorial das matrizes 2x2 complexas.
A demonstragao consiste em exibir esses nimeros. Suponhamos o problema

resolvido, isto é:
A =XoT +Xg0a + Ayoy + Az, (426)

Tomando o trago termo a termo, temos:

Tr(A) = XTr (1) + A Tr(0e) + AyTr(oy) + XTr(os) (427)
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onde usamos Tr(AA) = ATr(A), para qualquer nimero A e qualquer matriz A, temos, levando em conta a P1,
Tr(A) = ATr(I) = 2Xg (428)

ou 1
Ao = STr(4) (429)

Para calcular A\, procedemos assim: multiplicamos (426) termo a termo, & esquerda, por o, obtendo:
T2 A =200z + Aol + Ayoaoy + A\20002 (430)

Ora, os produtos o;0; com i # j, sdo matrizes de trago nulo. Logo, tomando, termo a termo, o trago de (?7), temos

Tr(oaA) = AaTr(I) = 2\, (431)
Ou,
1
Az = ET’!'(UEA) (432)
e, procedendo analogamente,
1
A = ET’I‘O','A) (433)

Demonstra-se facilmente, usando este mfodo, que T e as trés matrizes de Pauli sdo linearmente independentes. Além
disso, o espago vetorial das matrizes 2x2 complexas tem dimensdo 4. Logo, o conjunto considerado é uma base, e portanto

os coeficientes calculados acima s&o tnicos.

20.3 Interacao Eletromagnética: Formalismo Hamilto-
niano

O problema que estudaremos aqui é o seguinte: uma particula de massa m
e carga q estd sob acao de um campo eletromagnético descrito por E e B.
Determinar o Hamiltoniano da particula.

Nao fosse pelo campo eletromagnético, o Hamiltoniano seria o de uma
particula livre,

A forca que age sobre uma particula de carga ¢, devida aos campos elétrico
e magnético, é (forca de Lorentz):

F=q(E+ L x B)
c
Em termos dos potenciais, temos,
. . 104
EFE = —V¢p———
¢ c Ot
B = rotA

Logo,
F=¢{-V¢— ;[E — U x rot Al}
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Como é bem sabido,??
dA 0A oo
— = — v.V)A .
i~ TV

Como 7 X rot A = V(7.4) — (#.V)A, temos

Fo= g{-Vé— %[%f @V A= V(@A) + (3.9 A)
- o(=Fo- 1 vy (134)
ou seja, .
F=q[-V(¢- %U 1) — %% : (435)

Seja U = q(¢ — %1’)’.14). Vamos mostrar que a lagrangeana
L:T—U:T—qqﬁ—f-%ﬁ.ff (436)

descreve o movimento de uma particula sob a agao da forca F. Aqui, como
de costume, T' representa a energia cinética. De fato,
oL 0¢ O -

q .
or = Y9r T s (T

oL _ 0L 0T ¢
%:81)1 _(%m—i_cAac
doL d oT gdAw

G, dilon) T e

Logo, a equacao de Lagrange, g—’; — %% =0, da
op 0 ,q_ - d oT qdA,
—q— 4+ —(-7A) = —(=—)+ -
q8x+8x(cv ) dt(avw)+c dt

22No caso improvavel de isto ndo ser bem sabido por um aluno do CCM, af vai:

dd _ 904  0Adw

i ot Toarar T

ou seja,

etc.
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de modo que

d orT - 1. - 1dA
dr\gv,) = WV O TA) = e

Mas

de maneira que

d 0T o
%(8—%)_( )
Logo, .
- 1, - 1dA
V= q{~V(¢— ~0.4) — - = 4
mt = q{=V(¢p - -0.4) - —— (437)

-—(7v.A
' 8% 8% c 0g; (U )
a bl
—(7.A) = A;
9 (7.4)
e, entao, 5
T
pi=+ gAz
dq; ¢

Precisamos agora de uma propriedade importante das funcées homogéneas,
o teorema de Euler (ver Apéndice):

Zq a_T —
Vamos uséa-lo para calcular o Hamiltoniano H:

q. -
H = : -7 5.A
Zq 8q, L) =T +ag+ -0

— T+ vA T+qé+ 154 (438)
C
ou seja,
H=T+q¢ (439)
Ora, p; = B_Z; + %/L =mv+ %A‘, pois T' = m2772. Logo,
mi=p—214
C



e, finalmente,
1

H=—
2m

(7= A +a¢ (440)

Em palavras, no Hamiltoniano livre

H=_"—p"
2mp

substituo p por p— %/f, e adiciono g¢. Esta é a chamada substituicao minima,
ou acoplamento minimo. Se o hamiltoniano for mais geral, do tipo

onde V(7) é a energia potencial, a mesma regra vale. Adicione-se ¢® e
substitua-se p por p' — ‘—Z/Y Se houver varias particulas, de momento s pj,
faca-se a mesma substituicao para cada p;, adicionando-se termos de energia
potencial ¢;¢ para cada particula. Essas generalizacoes sao faceis de demon-
strar, seguindo exatamente o padrao do caso de uma particula livre.
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20.3.1 Apéndice: O teorema de Euler

Uma funcao f(z1,z, ..., ,) é dita homogénea de grau k se
FOZ1, ATa, oy Axn) = Mo f (21, 29, .0y T0) (441)

Por exemplo, f(z,y) = zy é homogénea de grau 2;f(z,y, z) = 2%y + 32z +
5ryz é homogénea de grau 3.
O teorema de Euler diz que, se f é uma funcao homogénea de grau k,
entao of
Ti=— =k 442
Xi: s f (442)
A demonstragao é muito simples. Derive a Eq. 441 em relagdo a A, e depois
tome A\ = 1.

20.4 Acoplamento do spin com o campo magnético

Seja
i .
H = % + V(T) (443)

o hamiltoniano de uma particula de spin 1/2 e carga e. Note-se que
(G5)G5) = P+ 5.5 % ) = P (444)

de maneira que o hamiltoniano acima pode também ser escrito

= ODED) (445)
2m
O acoplamento minimo, estudado no paragrafo anterior, consiste na substi-
tuicao de p' por p— %/Y, onde A é o potencial vetor do campo eletromagnético
que age sobre a perticula. Ora, se se realiza essa substituicdo em (443) ou
em (445), obtém-se resultados diferentes. Verifica-se que os resultados corre-
tos sao obtidos usando-se o hamiltoniano em (445). Fica claro neste ponto,
entao, que o acoplamento do spin com o campo eletromagnético que vamos
introduzir tem um carater empirico. E s6 quando se utiliza a equacao de
Dirac para descrever o spin do elétron que se obtém, diretamente da teoria
e sem a necessidade de fazer escolhas, um acoplamento definido (que corre-
sponde aquele que, aqui, foi escolhido por razdes empiricas).
Devemos, entao, descrever as interagoes eletromagnéticas da particula
usando o hamiltoniano

Hom = 2i { [5. (ﬁ— EA')] [5. (ﬁ— ZE)] } FV(P) + e (446)

m
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Como estamos interessados no campo maTnetlco vamos_ignorar o ultimo

termo. Consideremos o termo [0 (ﬁ — —A)

+ SEAE
e
_ 2ot
C
2
+ S14

Mas,

Escolhendo o gauge em ¢

[tz

ou,

Temos ainda

5.[;5><A'—|—A'><ﬁ]¢

Reunindo tudo, temos

(7= A) - (7-2A)

7 (5~ 20 Tomes

(447)

|4 = —ihV.(Ay) — ihAVy

= —ih(V. A —ihANY —ihA Ny (448)
ue V.A = 0, temos

—,

A) + (Ap)] v = —2ihAVy (449)

((F.A) + (Ap)] =245 (450)

= G.[-ihV x (AY) + A x (—ihVy)]

= & [-ih((rotA)y — A x Vo)) — ihA x Vi)

= —ihd. [By)

= —ihd. By (451)

O hamiltoniano H,,, é obtido dividindo isso por 2m:

—»

AP e - he _ =

H,,— — —Ap——37.B 4
2m  mc P 2mca ( 53)



Para o caso de um campo uniforme, temos

A= (B x7) (454)

_Q

~ p € =, he I
H,,=-—— —B. - —0.B 455
T o9m 2me (T % ]5) 2mca ( )

Finalmente, usando [=7x pes= h%, temos
_Q
A p € = = [ -

H,, =———LB—-—3B 456
T o9m 2me mcs (456)

, . , 2 ..
H& ainda, é claro, o termo E—2A2, que omitimos porque, no tratamento per-
turbativo, representa uma correcao de ordem superior as que usualmente se
calcula.

21 As desigualdades de Heisenberg

Nesta secao vamos apresentar um tratamento formal do principio da in-
certeza, e deduzir as famosas desigualdades de Heisenberg. A mais famosa
delas é:

Apz-qu == —’Lhém (457)

Em todo espago dotado de um produto escalar, vale a desigualdade de
Cauchy-Schwartz, que diz que

(¥, )|* < [¥]*|¢]* (458)

ou, mais explicitamente,

([ da@ot0)) < [dow@wio) [das@o@)  (459)

Seja O um operador hermiteano, e 1) um estado do sistema. Considere o

operador
0 - (0)1

onde

(0) = (v,00) = [ dgv* (@0 (q)
Chama-se desvio padrao de O no estado 1 0 nimero

(A0)* = (0~ (0))?) (460)
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Entre os fisicos, AO é denominada incerteza de O no estado 1. Sejam Ae

B operadores hermiteanos, e
Ya = (
v = (

dois estados.
E imediato verificar que

(AA)? = (a,¥a)
(AB)* = (¢5,¥s)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

[all*lesll* > [($a, v¥5)|*

Por outro lado, para qualquer complexo z, temos

212 = (3(2))” + (R(2))* > (3(2))* = (

Logo,

W) 2 (5 [0, 0) = (0, 0]

Ora,

(Ya,¥5) = (A = (A)%, (B — (B))y)
= (¢, ABy) — (B) (1, Ap) — A(v, By) + (A)(

Segue imediatamente que

($a,¥5) — (5, %a) = (v, [4, Bl

e, da Eq.(465), que

9allwsl? > (5:(4,B))

ou, em notacao mais familiar,

(2B > (L14.8))

que sao as relagoes de incerteza de Heisenberg.
Ezemplo: seja A = p,, e B = . Entao,

(@200 2 (it-if)
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2 2 h
(Apz)*(Az)® > 1

e, finalmente,

h
Exercicio: determine Ap, e Ax para o estado fundamental do dtomo de hidrogénio.
Mostre que:
_ _k
(a) Ap, = Pao
( Azx = \/5(10.

b)
(c) Ap,Az = 2h
d) Conclua que o movimento do elétron é ~ o minimo possivel compativel com as relag¢oes

(

de incerteza.

21.1 A relacao de incerteza energia x tempo

A relacao de incerteza energia -tempo é de natureza fundamentalmente difer-
ente daquela da relacdo de incerteza posi¢do-momento . Enquanto esta
ultima é conseqiiéncia do fato de que os operadores p, e £ ndo comutam,
isto ndo acontece no caso da energia -tempo: nem mesmo existe um oper-
ador “tempo” na mecanica quantica. O tempo que aparece na equacao de
Schroedinger é o tempo marcado por qualquer relégio, e pode ser determi-
nado, em qualquer caso, com precisao arbitraria. O fato basico na obtencao
da desigualdade

AFEAt > h (469)

é o seguinte: devido a relagdo de Planck, £ = hv, onde v é uma freqiiéncia,
temos, na mecanica quantica, que uma medida da energia é sempre
uma medida de freqiiéncia(Bohr).

A relagdo de incerteza 469 deve ser interpretada assim: uma medida
perfeita da energia de um sistema (AE = 0) leva um tempo infinito (At >
&). A expressao 469 ensina quanto deve durar, no minimo, o processo de
medida (a duracao é At) para que a precisao obtida seja AF.

Para obter 469, consideremos o processo de determinar a freqiiéncia de
uma onda. Matematicamente se sabe que a transformada de Fourier de uma
onda nos da a informagao sobre quais freqiiéncias participaram da construcao
da onda, por meio de superposi¢cio de ondas monocromaéticas (isto é, de
freqiiéncias bem definidas).

Uma onda plana monocromatica tem sua dependéncia temporal dada por
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et se sua freqiiéncia for wg.2®> Sua transformada de Fourier é
flo)= [ ettty = [~ gty (470)
—0Q0 —0oQ

logo,
f(w) =2m0(w — wp) , (471)

mostrando, como era de se esperar, que f(w) é zero exceto para w = wy.

23Estritamente, wy é a “freqgiiéncia circular”. A verdadeira freqiiéncia, que é o inverso
do periodo, é v = 2.
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Na prética, porém, a medida da freqiiéncia da onda e™°? ¢ feita observando-

se essa onda durante um intervalo de tempo finito, por exemplo, do instante
_TM até o instante %. Mas entao a onda que realmente observamos é

indistinguivel da seguinte onda wu:

—0:t<-2
u = 0: 5
At At
—iwot _
At
= 01> (472)
A transformada de Fourier da onda (472) é:
st
flw) = elw—wolt gy 473
—At
ou seja,
1 i(w—wp) At —i(w—wp) &t
) = sy @ — e (474)
o 2 At
! o . . =2v
f1(w) = 2 sinl(w —wn) 5
e, ainda,
sin[(w — wo) 2]
"(w) = At 2 475
f( ) (w _ WO)% ( )

Esta funcao tem um grafico que apresenta um pico pronunciado para w = wy,
onde tem o valor 1, e corta o eixo w, ou seja, atinge o valor zero, pela primeira

vez num ponto P tal que, nele, (w — wo)% = 7, ou seja,
2
W—wy=—". 476
0= A (476)

Este valor de w — wy pode ser definido como a metade da “largura” de f'(w).

Logo, esta largura é
4T
Aw=— 477
At bl ( )
onde At é a duracao do processo de medida de w. Aw representa a incerteza
na freqiiéncia, ou seja, informa que as freqiiéncias presentes na onda u estao

entre wy — % e wy + %. Temos, entao,

AwAt = 47 (478)
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e, multiplicando por #,
AFEAt = 4nh . (479)

E claro que podemos, neste mesmo intervalo de tempo, ser mais descuidados
e cometer erros AE maiores. Logo, o resultado geral é

AEAt > 4rh (480)

22 Teoria das perturbacoes

Quando calculamos a érbita da Terra em torno do Sol, omitimos, de nos-
sas equacoes, todos os outros planetas. No entanto, a atracao de Jupiter,
por exemplo, causa pequenas alteracoes na orbita terrestre. Para fazer uma
estimativa dessas pequenas corregoes, elaborou-se um método, na mecanica
celeste, que permitia a utilizagao, como ponto de partida, da érbita terrestre
nao perturbada, isto é, calculada omitindo-se Jupiter, calculando-se direta-
mente as modificagoes que deviam ser introduzidas na 6rbita nao-perturbada.
O aperfeicoamento dessa técnica levou até mesmo a descoberta de novos plan-
etas (Netuno, por exemplo, “traido” pela perturbacdo que causava na drbita
de Urano).

A mecanica quantica tomou emprestada a mecanica celeste essa idéia, e
surgiu assim a teoria das perturbacoes, que visa, a partir da solucao conhecida
de certos problemas, obter uma solucao aproximada de problemas que, em
algum sentido, sdo préximos ao problema resolvido. A teoria quantica das
perturbagoes, porém, é muito mais simples do que aquela classica.

22.1 Perturbacao de estados estacionarios

Seja Hy um hamiltoniano cujo problema de autovalores ja resolvemos. Con-
hecemos, entdo, as funcdes 1(”) e os ntiimeros E(®) tais que

Hop? = B¢ (481)

Seja agora H = Hy + V um novo hamiltoniano, muito préximo de Hy, no
seguinte sentido: todos os elementos de matriz V,,,, em relagao a base for-
mada pelas @, sdo pequenos em relagao aos E© Diz-se entdo que Voé
uma perturbagao, que H ¢ 0 hamiltoniano perturbado, e que H, é 0 hamil-

toniano nao-perturbado. E intuitivo que, nessas condigoes, os autovalores

de H sejam proximos dos de Hy, o mesmo acontecendo para as autofuncoes.
Procuraremos simplificar a determinagao das quantidades associadas a H
utilizando o fato de que elas sao correcoes as quantidades associadas a Hy.
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O problema de autovalores de H se escreve

Como o conjunto dos wﬁlo) ¢é completo, existe a expansao

e a Eq.(482) pode ser escrita
([:IO + V) Z Cnmwr(;(z)) = En Z Cnmlbfg) (484)
ou R R
> amHothD + > crm Vi =3 comEnthly) (485)

Vamos usar agora a ortonormalidade dos ¥(%). Multiplicando (483) & es-
querda por ¢,(CO)* e integrando, temos:

S um [ dav" A + 3 cun [ dav VD = By S o [ dau" )

(486)
Mas o .
/d‘ﬂ/fl(c )*Ho%(g) = E/S S
e
[ das®" 6D = b
Logo,
Z CnmékmE](CO) + Z Cnm Viem = En Z CnmOkm (487)
ou
cnkE](CO) + Z Crm Vim = Encn (488)

que é uma equacao exata! Vamos agora introduzir as aproximagaes.

Uma condicao bésica para o que segue é que cada nivel perturbado esteja
muito préximo de um tnico nivel nao-perturbado, de sorte que 1, seja muito
préximo de ¥{0 etc. Ou seja,

Y = O 4 ... (489)

onde os pontos denotam termos muito menores. Na expansao

wn = Z Cnml/#(,?) (490)
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teremos entao
Chm = 5nm C(l)
nm

com cg)n < 1. Ao mesmo tempo, escreveremos

E.=E9+E} +...

(1)
com %'ﬁ;—) <1.
Usando (491) e (492) na Eq.(488), temos

(6 +¢) B + 3 (69 + ) Vi = (B + ED) (8 + )
Tomemos n # k. A Eq.(493), da:

By + Vin = BV )

ou
(1) Vin
Cnk = T L) (0

Tomando n = k na Eq.(493), obtemos

n#k

B + B + Van = EY + EQ ) + BV

nn-—n

ou

E(l) - Vnn

n

(491)

(492)

(493)

(494)

(495)

(496)

(497)

O primeiro resultado importante é este: a primeira correcao ao autovalor nao
perturbado E,(LO), ¢é o valor médio do potencial perturbado, V,,,,, na funcao de

onda nao perturbada correspondente aquele valor de n.

A construcao da funcdo de onda perturbada ainda nao é possivel, pois
temos apenas os cgk) para n # k. Falta determinar c{}). Veremos agora que

cl) pode ser tomado igual a zero. De fato, temos
ou, usando os resultados ja obtidos,
o = U0+ iy

an
= O = gt + vl

m#n ET(IS) - Ln
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ou

tn = (1+c5) 9 - Z 7%") (500)
m#£n Em
Impondo que 9, seja normalizada a menos de termos de segunda ordem,
temos
/dqw:(qwn(q) =
1)= * V;m * 1 Vmn
/dq { (1+eRr) vl - Z#: PO vl } {(1 +el)) wl® - Z#: PON=] w(o)}
— /dQ¢£LO)*¢$LO) +/dq (05373* +C$L173) 1/)510)*11)5[0)
= 1 (4 e®) =
Logo,
b+l =0 (501)
ou
cnn(l) =i (502)

onde « é um nimero real. Assim, o primeiro termo de (500) é
Y = (1+ia)p® + ... (503)
que, nesta ordem, é indistinguivel de
n =P + .. (504)

Ou seja, o termo c}) s6 contribui para uma mudanca de fase de {9, que, de
qualquer forma, é definido a menos de uma fase. Logo, podemos legitima-
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mente por cg) = 0. Os resultados entdo sdo, até primeira ordem?*,

n

an
e = O =D~ (505)
m#n Lm- — Ln
E, = EO 4V, (506)

22.2 Exemplo trivial: Oscilador Harmoénico com per-

turbacao linear
Seja Hy = p2/(2m) o hamiltoniano ndo-perturbado, e
7
2m

H + 1/2(k + Ak)z?

o hamiltoniano perturbado. Neste caso o problema de autovalores de H , 0
hamiltoniano perturbado, pode ser resolvido exatamente, pois é essencial-
mente igual a fIO, com um diferente valor de k. De fato, seus autovalores
sao

E, = hw+ Aw)(n+1/2) (507)

w—l—Aw:\/w (508)
m

E feita, adicionalmente, a hipotese de que

LS
k

com

240 leitor arguto estard perguntando: mas eu posso mudar a fase s6 do zm(lo)? A mudanga

de fase permitida ndo é uma mudanca de fase simultinea para todos os estados? Sim, leitor

arguto. Examinemos a Eq.(505) em maior detalhe. O resultado obtido, para c%lg =iaq, é

an
EY - EY

Yn = (1+ia)yl = 3 2

m#n

Mas, até primeira ordem, isto é o mesmo que

¥ = (1 + i) (1#5?’ -y %wﬁf:’)

pois os termos

sdo de segunda ordem!
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de maneira que

2 Ak 2 Ak
w+ALU—\/%<1+T> ~w<1+%> (509)

onde usamos o resultado de Newton (sim, Sir Isaac!):
1+z)*~1+azr, (510)

para |z| < 1.
Logo, podemos escrever

Ak 1
E, =hw (1 + ﬁ) (n + 5) (511)
e, portanto,
Ak
E,=EO 14+ = 12
o (1+5) (512)
e, finalmente, lembrando que E®) = A(n + 1/2),
Ak
EW = gO) =2 1
Para o estado fundamental,
hw Ak
EN =222 14

Vaos agora obter este mesmo resultado usando o formalismo perturbativo 2.
Na notacao perturbativa, temos, para o estado fundamental de Hy,

l mw:cz
bo(w) = (%)4 e 5 (515)
¢ 1
V= Ak 7’ (516)
Temos .
1 /mw\3z [ mwa? ANk
- _ (== dr r2e” = 1
Vo= (T) [Lteee™ = o1
Logo,
h hAK
BV = XAk = (518)

4k 4/ mk

que coincide com (514).

25Gim, leitor arguto. E redundante! Mas, didaticamente, é 1til, porque é simples, e é
um caso em ue se pode verificar o resultado.
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22.3 Correcgoes de segunda ordem

Voltemos a Eq.(488):

an:E](gO) + Z Vim = EncCng

(519)

e escrevamos a expansao de 1, nas fungoes de onda nao-perturbadas até

segunda ordem:

Un = Z (5nm + CS& + 07(127%) ¢§7(1))
Analogamente, para as correcoes a energia , teremos:
Eu= B + B+ B

Usando (520) e (521) em (519), temos

(b 4 c2) B + 3 (b 8+ 20) Vi =

= (BQ + ED + ED) (8u + ¢ + )
Igualando os termos de ordem zero:
Sk By = 6 BQ)
Igualando os de ordem um:
B + Vi = LB + ED5,
E os de ordem 2:

B+ 2 Vi = B + e B + 6, ED

(520)

(521)

(522)

(523)

(524)

(525)

As relagoes de ordem zero e um ja foram exploradas. Vamos as de ordem 2.

Para n = k, temos, lembrando que c{}) = 0,

Z C%Vnm = E7(L2)
m#£n

ou ViV,
Er(?) —_ _ __mn’nm
ER EQY — EY
e, lembrando que V,,,, = V%
Vin|?
E7(l2) — M
wgn ’f(ZO) - E”(g)
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23 Perturbacoes de um nivel degenerado

Recomendamos ao leitor, neste ponto, a leitura do Apéndice Matematico
1, que se encontra no fim destas notas.

Vimos que o nivel E,, do atomo de hidrogénio tem uma degenerescéncia
de ordem n?. Isto é, existem n? estados diferentes do 4tomo de hidrogénio
com energia FE, (se contarmos o spin, serdo 2n?). Quando se aplica um
campo externo ao atomo, pode acontecer de esses estados interagirem de
maneira diferente com o campo, e entdao a degenerescéncia é quebrada: em
lugar de um nivel passaremos a ter varios, possivelmente até 2n?, se o campo
externo for suficientemente complicado. Diz-se, entdo, que a degenerescéncia
foi removida.

Nao podemos aplicar cegamente os resultados obtidos até aqui pelo seguinte
motivo: a correcao de primeira ordem a funcao de onda nao-perturbada que

obtivemos,
an
ELEDY © _ 00 s (529)

m#n
contém, no caso de niveis degenerados, situagoes em que ET(,?) = ET(LO), para
n # m, ou seja, na férmula acima, apareceriam denominadores nulos.

23.1 Reobtendo as férmulas gerais

Para obter as correcoes correspondentes para niveis degenerados, precisamos
de uma adaptacao do método anterior a esta nova situacao. Para evitar um
excesso de indices, vamos reobter as férmulas bésicas sob forma ligeiramente
diferente.

Seja H o hamiltoniano perturbado, e vamos escrevé-lo em uma série de
poténcias de um parametro pequeno, A, desta forma[10]:

H=HO ) \AD + X2F® 4 (530)

Note-se que, no nosso tratamento anterior, o termo HM) era denotado por V, e os demais, 1:1(2), 1:1(3), etc, eram omitidos.
Aqui sdo incluidos mais por razdes estéticas do que por real utilidade. E claro que o a0 daqui é o I:Ig do tratamento

anterior.
Seja ¢ a funcao de onda perturbada, que queremos calcular. Sera escrita
também como uma série de poténcias em A:

¢ = ¢ + AV + A% + . (531)
e também para a energia se escreverd

E=E9 £ \EW £ N2E@ 4 (532)
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A equacao de Schrodinger para as quantidades perturbadas é
(H-—E)$p=0 (533)

que, pelo uso das expansoes acima, se escreve

{Z A (H™ — W)} {Z Am¢<m>} =0 (534)
ou, por extenso,
{(HO - EO) 4 X (HV - EO) + 32 (H? - E®) + ...} x
{¢(0) + 26D + A2 4 } =0 (535)

Igualando a zero os coeficientes da varias poténcias de A, temos

(E© —E®)¢® =0 (536)
(B = BO) ¢ + (A0 — gO) ¢< ) — 0 (537)
(B© = EO) 6@ + (O = B0 ¢® 4 (A — ) ¢©) = ¢(538)

e assim por diante.
Da primeira, tiramos, evidentemente, que

HO$O = 5O 0

que é a equacao de autovalores do hamiltoniano nao-perturbado, por hipétese
j& completamente resolvida. Na segunda, Eq.(537), multiplicamos a esquerda
por ¢(©*(g) e integramos, obtendo

/ dgd " (q) ( HO _ E(o> q) + / dgd® ( WL _ E(l)) $©(g) =0
) (539)
Mas, pela hermiticidade de H®, temos
[ das®"(q) (H® ~ E) 6)(q) = [ dg [(A ~ EO) 6O (q)] 6 (q) =
(540)

Logo, de (539),

[ das® —E0) ¢ (q) =0

ou
D — <ﬁ[(1)>

de acordo com o resultado obtido anteriormente.

I
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23.2 Quando o nivel é degenerado. ..

Suponhamos que o nivel E© seja g-vezes degenerado. Isto é, existem g
funcoes qﬁ , (j=1,...,9) tais que

HO4O = EO g0 (541)

Neste caso, qualquer combinacao linear desses q5§-0) serd também uma funcao
de onda de energia E®. De fato,

9 g g

. g
(0) Z chﬁg-O) _ Z ch(0)¢§~0) _ Z ch(O)d)§~0) - g© Z qusgo)
j=1

j=1 j=1 j=1

A idéia do método é esta: procurar as combinacoes lineares das funcoes ¢§_0)
que sejam tais que o efeito da perturbacdo em primeira ordem seja pequeno.
A luz da Eq.(529), isto significa que, para compensar os denominadores que
se anulam, quando E,(lo) = Efr?) com n # m, devemos escolher as combinagoes
lineares das ¢§0) que fazem o numerador correspondente também se anular?®
Suponhamos o problema resolvido, e seja

S0
=3 co; (542)
7j=1

a combinacao linear procurada.
Note-se que supomos as ¢§0) normalizadas. Entdo a ¢(0) da Eq.(542) serd normalizada se Ej \c]-|2 =1.

Considere a equagao

[ﬁ(O) _ E(O)] o) + [ﬁ[(l) _ E(l)] =0 (543)
ou g
[ﬁ(o) _ E(o)] oM 4+ [g(l) _ E(l)] 3 cj,q5§-9) =0 (544)
j'=1
Multiplicando a esquerda por gb(-o)* e integrando, obtém-se:
/dq¢§0)*(q) (A© — gO] )+ /dq¢ ¢) [HD — EO] ch =0
(545)

O primeiro termo do primeiro membro é zero, usando-se a hermiticidade de
H® como na Eq.(540). Entdo segue que

> [ dag? vy [ @@ =0 (546)

26Qu seja, as combinagdes lineares escolhidas devem diagonalizar a matriz de elementos
Vam, na notacdo da Eq.(529).
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e, introduzindo o simbolo

A

O 0
“,_/d¢ QHD O

podemos escrever (546) como

ZCJ'H() 1)_]':0 para j=1,...,¢ (547)
ou ainda,
SN O .
z (Hjj’ - F 5jj’) Cj/:O para j :1,”"9 (548)
j'=1

Este é um sistema de g equagbes homogéneas a g incégnitas (os coeficientes
¢j), cuja solugao trivial é c; = 0 para todo j. E claro que esta solucao nao
tem nenhum interesse fisico. Para que existam outras solugoes, é necessario
que

Ay — EW65) =0 (549)

onde, se A;; é uma matriz, |A4;;| é o determinante da matriz.
A equagao (549) é denominada, por razoes histéricas, equacao secular.
Vamos a um exemplo. Para g = 2, a matriz em questao é

H(l) E(l) H(l) 550
0 20 po (550)
21 22
A equacao secular entao da:
AV _po goh ~ (1 ~ (1 (1) (1
det | U . 12 — (D _ gOY (Y _ gOY_FO FD —
(™77 me )= (@ - ) (8 - o)~
(551)
ou X X o o
EM? — (A + B EY + (B - B AY) =0 (552)

H4 duas solucoes,

ED = ; (A + 7)) +

1 ~ ~ ~ ~
b + ARy 4 (B0AY - APAY)  (553)

B0 = ;(ﬁ()+H2())+

- (A LAY 4 (AR - AR AD) e
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Logo, o nivel de energia E© se desdobra em dois, de energia s E® + E®M e
EO 4 p)y

De uma maneira geral, se a degenerescéncia for de ordem g, teremos uma
equacdo algébrica de ordem ¢, com g solucdes para E(). Se forem todas
diferentes, o nivel se desdobrard em g novos niveis, e a degenerescéncia sera
completamente removida.

23.3 O efeito Zeeman anomalo

Como aplicagao vamos calcular a acao de uma campo magnético fraco sobre
o estado fundamental do dtomo de hidrogénio. Sabe-se que quando se liga
um campo magnético externo, o nivel n = 1, que corresponde ao estado
fundamental, desdobra-se em um par de niveis. A interpretacao fisica é a
seguinte: devido ao spin, o elétron comporta-se como um pequeno ima. A
energia de interacdo de um dipolo magnético de momento de dipolo ji com
um campo magnético B &
E=—-iB
e depende, portanto, da orientagao relativa dos dois. Como o spin quantico
s6 pode ter duas orientagoes, correspondentes as componentes z iguais a h%
ou —h%, hé dois valores possiveis para a energia FE, que, grosso modo, é
adicionada & energia do estado fundamental. Surgem assim os dois niveis.
Este fenomeno chama-se efeito Zeeman anomalo.
Esta interpretacao superficial é confirmada por uma andlise mais cuida-
dosa, baseada no calculo perturbativo.
Vimos na equacao (456) que o termo de interacao do elétron no estado
fundamental do dtomo de hidrogénio (I = 0), é
~ eh _ =

V=H,,=-——3B (555)
mec

onde § é o operador de spin, cuja representacao matricial na base formada

pelos estados
1
v = (o) (556)

Y = (?) (557)

é, por exemplo, para a componente z, s, = %am, com

oy = (‘1] é) (558)
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Levando-se em conta o spin, o estado fundamental é degenerado, e, por isso,
é preciso utilizar o formalismo desenvolvido especialmente para este caso.
Como s6 o spin interessa neste caso, vamos denotar por Hi7" = Vj; o elemento
de matriz genérico entre autoestados da projecao z do spin. Para dar um
exemplo nao excessivamente trivial, tomaremos o eixo = ao longo da direcao
do campo magnético, suposto uniforme e constante no tempo.

O termo de interacao é entdao dado pela matriz

eh
=-"06,B
V=—so, (559)
cujos elementos sao
eh eh 01 1
‘/11 2ch+J$X+ ch( 50) ( 1 0 > ( 0 > 0 (560)
eh 01 0
. eh 0 1\[/0\ ek
Usando agora as equacoes (553) e (554), obtemos
1 eh
) _ —
EW = y[4VioVy = o (563)
I
o — & 4
2mec (564)

Logo, a diferenca de energia entre os dois niveis, uma vez removida a de-
generescéncia, é
eh

mc

AE =FY - O = (565)

em muito bom acordo com a experiéncia, para campos magnéticos fracos.

23.4 Exercicios

1. No fim desta lista hd uma tabela de valores de quantidades como a carga

e massa do elétron, velocidade da luz, h, etc. Consulte-a para resolver as
questoes que seguem.

(a)Calcule, em ev (eletronvolts) o potencial de ionizagao do &tomo de hidrogénio,
que ¢ a energia necessaria para extrair um elétron do estado fundamental.
(b)Calcule, em ev, a diferenga de energia entre o estado fundamental e o
primeiro estado excitado do 4tomo de hidrogénio.
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(c) Calcule a razdo entre 2B e as quantidades calculadas acima, sendo B
o campo magnético da Terra. Isto dard uma idéia do tamanho do efeito
Zeeman anémalo (ver Notas) em relagdo a duas energia s tipicas do dtomo
de hidrogénio.

2. Considere o po¢o quadrado infinito que estudamos em detalhe: duas
paredes inpenetraveis, paralelas, a uma distancia ¢ uma da outra. Calcule o
efeito sobre o estado fundamental de uma mola de constante eldstica muito
pequena que prende a particula a parede em x = 0: correcao a energia e a
funcao de onda, até primeira ordem.

3. Mesmo problema, mas, agora, o movimento da particula no pogo é afetado
por uma forca constante muito fraca, da esquerda para a direita.

4. Qual é a dificuldade em introduzir a “resisténcia do ar”, isto é, uma
forca proporcional a velocidade, dessa forma?

5. Efeito Stark no atomo de hidrogénio: uma perturbagdo dada por um
potencial eletrostatico
V=eFz,

onde F' é o médulo de campo elétrico, age sobre o a&tomo. Calcule os novos
niveis de energia com n = 2. Resposta:

me* 1
2hn% 4
_me'l
2h% 4
me* 1
—2—h21+36FCL
me* 1
_Q—hQZ —3€FCL

23.4.1 TUnidades e fatores de conversao

1 erg = 6.2 x 10" eV
h =1,05 x 10" %erg.s
¢ =3 x10"%m/s
me= 9,1 x 10~28g

Magneton de Bohr (52-)=9,3 x 10~*'erg/gauss
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Campo magnético da Terra = 0, 3gauss.

6.0 préton nao é um ponto. Uma representacao aceitavel para ele é como uma
esfera de raio R muito menor do que o raio do atomo. Quando calculamos
os estados estacionarios do dtomo de hidrogénio, supusemos o préton como
um ponto. Seja a o raio do dtomo. Para R < r < a, a energia potencial
do elétron é a mesma, seja o préton um ponto ou uma esfera de raio R.
Mas no intervalo 0 < r < R, a energia potencial do elétron é diferente.
Calcule o efeito da extensao do préton sobre os niveis de energia do d&tomo de
hidrogénio considerando como perturbacao a diferenca de energia potencial
devida a extensao do préton. Mais precisamente:

(a)Mostre que o potencial perturbador é

V(T)={ —2:;32(R2_§)’ T<R’}

0, r>R

(b)Calcule a corregio a energia do estado fundamental. De quantos por cento
é alterada?

7. Considere um oscilador linear unidimensional de massa m e carga e. Sua
energia potencial é escrita como
1

v(z) = §mw2x

2

e a energia irradiada é desprezivel. Um campo elétrico fraco, constante no
espaco e no tempo, é aplicado na direcao x. Mostre que,

(a) Em primeira ordem de perturbagio, os niveis de energia nao sio alter-
ados.

(b) Calcule a corregao em segunda ordem para o estado fundamental.

(c) Resolva o problema exatamente, e mostre que a solucdo exata coincide
com (b).

(d) Analise o problema cléssico eqiiivalente e compare as solugoes exatas para
o problema nao-perturbado e perturbado.

8.A linha espectral de A = 18504 do mercirio resulta da transicio de um
estado excitado para o estado fundamental !S;. Um campo magnético de
0,27 divide essa linha em trés componentes com uma separacao de 0, 00324
entre linhas vizinhas. O que se pode dizer do estado excitado?

9. (Dedicado a Douglas Cancherini) Correcoes relativistas
aos niveis atomicos.
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A energia de uma particula relativista livre é dada pela conhecida expressao
E? = p’c® + m*c* (566)

A parte desta energia que permanece quando p = 0 é dita “energia de re-
pouso”, e é dada pela famosissima expressao

E =mdc? (567)

A diferenca entre as energia s dadas por (566) e (567) é a energia cinética da
particula. A eq.(566) pode ser escrita

E = \/p?c® + m2c* (568)

e, na maioria dos casos, 0 termo que descreve a energia em repouso é muito
maior do que o outro. Entao podemos proceder assim:

1
22 2 2
Ez\lm204<1+pc>:m02<1+ P ) (569)

m2ct m2c?

que pode ser calculada aproximadamente usando a férmula do binomio de
Newton:

-1 -1)...(a— 1
(1+x)“:1+am+%x2+...a(a ) p‘(a P )x”-l-... (570)

Usando (570) em (569), temos

E:ch-i-p—Q—1 v

om  Smic T (571)

Subtraindo a energia de repouso de (571), temos uma expressao para a ener-
gia cinética que ja inclui algumas correcoes relativistas, pois a energia cinética
ndo-relativista é dada por %.
Calculamos os niveis de energia do atomo de hidrogénio resolvendo a

equacao de Schrodinger para estados estaciondrios com o hamiltoniano

R p2 Z€2

H = o . (572)
Para avaliar a importancia das correcoes relativistas, podemos utilizar a teo-
ria das perturbagoes, considerando como perturbacao V= —%mpT;.
(a) Obtenha a Eq.(571).
(b) Calcule a corregao a energia do estado fundamental de um dtomo hidro-
gendide de Z qualquer, e exiba a dependéncia em Z. Para que valor de Z se
teria uma correcao de 1%?
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23.4.2 Exercicio resolvido

1. Considere o poco quadrado infinito usual, com paredes impenetraveis em
x =0 e x = a. Calcule o efeito sobre a energia de um estado estacionario
qualquer de uma mola de constante eldstica muito pequena (a energia poten-
cial perturbadora deve ser muito menor do que a separacdo entre os niveis)
que prende a particula a parede em x = 0, em primeira ordem de perturbacao.

Solucgao: os niveis de energia nao-perturbados sao:

hQ
com ni
by = —

a

sendo a funcao de onda correspondente

Yn(z) = \/gsin %Tx

A perturbacao é dada por

e a separacao de niveis é

[nZ —(n— 1)2] - 2hm7;22 [2n — 1]

K22

2ma?

E,—E, 1=

A condicdo de validade da teoria da perturbagdo, mencionada acima, é
(mostre!)
R*r?(2n — 1)

m2a*
Note-se que a condicdo depende do nivel. Uma perturbacao pequena para os
niveis baixos pode nao o ser para niveis altos.

A corregao a energia é

2 ra nt 1 mw? [a L onm
E = —/ sin? —z —mw?z? = / dx sin? —zx
aJo a 2 a Jo a

w? K

Para n inteiro a integral

3
a . o NTX a

/ dxxz? sin? = 23 [2n37r3 — 3n7r]
0 a 12n3m

Obtém-se assim, para a corre¢ao,

E(l)_mwQa2 [1 1 ]
2 13 2n2p?
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23.4.3 Exercicio resolvido (Enrico Fermi, 1954)

Efeito Stark no atomo de hidrogénio: uma perturbacao dada por um
potencial eletrostdtico
V =eFz

onde F', constante, € o mddulo do campo elétrico, age sobre o dtomo. Calcule
0s novos niveis de energia com n = 2.

Solucao: o nivel n = 2 é degenerado, de ordem 4. As fung¢des de onda
correspondentes $a0:1911, Y910, Wo1_1, Yago- Vamos denotar os elementos de
matriz de V por

[e7e] T 2T
(211|V|210) = / r2dr / sinfdd [ dowty, (r, 0, d)eF 2o (r, 6, )
0 0 0

e assim por diante.
A equacao secular é:

(11|V)11y — B (11|V]10) (11| V]1 —1) (11|V]00)
gt | (10IVILD) (10|V[10) — E  (10[V|1 — 1) (10|V]00) —o
Cloa-1viy  @-1vjiey (1-1vi-1)-E (1-1vijoo) |
(00[V'|11) (00[V'|10) (00|V]1 — 1) (00[V'[00) —

onde omitimos o indice 2, que é sempre o mesmo. Um elemento de matriz tipico é

el / d* iy (r,0,0)220(r, 0, ¢)

Muitas dessas integrais sao nulas por causa do seguinte fato:
se f(xvyv Z) = —f(—.T, —-Y, _Z)a entao

/_adx/dy dyf(z,y,z) =0

A troca de 7 por —7, ou seja, de (z,v, z) por (—z, —y, —z) chama-se inversao
espacial. Em coordenadas esféricas esta transformacao é:

r = r
g — 7w—40
o — o+

Em relagdo a inversao espacial, os harmonicos esféricos tém a seguinte trans-
formacao (veja a prova abaixo):

Yim(0,0) = (=1)Yyu(m — 0,6 + )
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Em conseqiiéncia, as seguintes integrais sao nulas:

/dWﬁszZi/)nlm = /dqzhﬁnlm\? =0

POIS |Ynim|? é par e z é impar, ou seja, o integrando é impar, sendo o intervalo
de integragaop simétrico, pois é o espaco todo. Logo, na equacdo secular, os
elementos de matriz diagonais sao todos nulos.

Na realidade, o mesmo fenémeno acontece com os elementos de matriz de
z entre estados de mesmo [, por exemplo:

(210|V|211) = 0

A matriz se simplifica para

—E 0 0 (11|V|00)
0 —E 0 (10V7|00)
det | 0 —E (1 —1viooy | =Y

(00|V[11) (00|V|10) (0O|V|1—1) —F
Esta equacao da
E4 - E2 {“/11,00|2 + ‘%0,10‘2 + |%0,1 *1‘2} =0

que tem como solucées £ =0, E=0¢e

E= i\/|V11,00|2 + [Voo,10/% + [Voo, —1/?

Finalmente, notando que [V, [,] = 0, é facil provar (veja a prova abaixo) que
os elementos de matriz de V' entre estados de valores distintos de m sao nulos.
Em conseqiiéncia,

E = +[Voo,10
Usando as fungoes de onda
1 T r
— —— (9_)e¢ =
Y200 30m a8 ( a) €
1 r
Po10 = 726_% cos 6

V32mad a

mostre que os demais valores de E sao:

E =43eFa

A conclusao é que o nivel n = 2 divide-se em trés niveis: um, com a mesma
energia anterior, que é ainda degenerado (de ordem 2), outro com energia
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igual a energia de Bohr adicionada de 3eF'a, e um terceiro, com a energia de
Bohr subtraida de 3eFa.

Prova 1:

Para maior clareza, vamos denotar os harmonicos esféricos assim:

<13y

Yim(0,9) = Yim(-)

onde 7 € o vetor unitdrio na dire¢do determinada pelos angulos 6 e ¢. Entdo, o que
queremos provar é que

— —

Ylm(g) = (_1)lY2m(_£)

Para o caso em que [ = m, temos

Yu(0,¢) = K (wtiy)l
e, como (—z +i(—y))! = (—1)!(z + iy), segue que
Yu(;) = (—1)lY21(—E)

Para completar a prova, lembre-se de que
1—
Vim =K ()" Yy
Mas
I_=1,—1l
e todas as componentes l; sdo invariantes pela inversdo temporal (por exemplo, I, =

—i (yZ — 22 ) ndo se altera se os sinais de y e z sdo invertidos). Logo
0z oy )

— — —

Vim(=0) = K (1) V(=) = (=K (10" ¥a(D) = (-1)¥im (D)

Prova 2: [I,,2] = 0, logo, [V,l,] = 0. Considere o elemento de matriz (I, m|[V,[,]l',m'},
que é obviamente zero, ja que o comutador é zero. Ent3o,

0 = ({mlV,L]|I',m') =
— Z (l,m|V|l”,m”)(l”,m"|lz|l',m') _ Z (l,m|lz|l",m”)(l”,m"|V|l',m')
Ur,m! ",m"

m/ (L, m|V|l',m') —m{,m|V|l')m') =0

Logo,
(m' —m){{,m|V|l',m') =0

Daqui se vé que, se m #m/', ([, m|V|l',m') = 0, como se queria demonstrar.
Sem usar a notagdo de Dirac, a prova seria assim:

0 = / dqYy s [V 1] Vim
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= /ﬁﬁﬁwvgmm—/ﬁﬁﬁwgvnm

m/@WWW%—/MWWWYWm

m/qu}T,m,VYlm —m'/quﬁ‘m,V}/}m

(m — m')/quﬁym,VYlm

23.4.4 Prova simulada

1. Efeito Stark do estado fundamental do atomo de hidrogénio

O elétron do atomo de hidrogénio acha-se sob a acao de um campo elétrico
externo que lhe confere uma energia potencial eF'z.

(a) Mostre que o efeito Stark para o nivel n = 1 é, em primeira ordem de
perturbacao, nulo.

(b) Calcule a contribuicdo de segunda ordem, levando o célculo até onde
puder.

1
(c) A partir de Y;(0,¢) = K (m—tzy) , calcule Y; (6, ¢), determinando também
a constante de normalizacao.

2.0 atomo dos pobres

Um elétron estd preso dentro de uma esfera 6ca de paredes impenetraveis,
de raio a. Nao ha outras forgas agindo sobre ele.

(a) Existem estados estaciondrios esfericamente simétricos? (b) Determine
os autovalores da energia desses estados.

(c) Determine a func¢do de onda do estado esfericamente simétrico de menor
energia .

(d) Existem estados estaciondrios desse elétron que nao sejam esfericamente
simétricos?

3. Oscilador preso a uma parede
Uma particula de massa m possui a energia potencial

Lex? >0
V(x):{;o <0

(a) Escreva o hamiltoniano para este sistema. e determine as autofungoes
Yn(x) e autovalores E,. (b) Calcule o valor esperado (x) para o estado fun-
damental deste sistema e compare com o valor da mesma quantidade para o
oscilador verdadeiro. Comente a diferenca. (¢) Mesma coisa para (p).
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4. Um sistema fisico tem, num certo instante, uma funcao de onda cuja
tinica dependéncia em ¢ (quando expressa em coordenadas esféricas) é dada

por um fator
4
S, (0) = ”3_7r cos® ¢

(a) Quais os possiveis valores para uma medida de l;?
(b)Qual o valor médio (l,)?

23.4.5 Solucgoes de alguns problemas

Atomo dos pobres

O laplaceano em coordenadas esféricas pode ser escrito:

A

2
Vi) = L 9 ( 26—¢) _ b (573)

=——r
r2or or r2

onde [ é o operador de momento angular total.
A equagao de Schrodinger para estados estacionarios do sistema descrito

é, entao,
R |10 [ ,00 52
Qm{a ( 5) e }W (574)
Procuremos solucoes da forma
P(r,0,¢) = R(r)Yim(0, ¢) (575)

Inserindo esta expressao em (574), temos, visto que

~2

_mld (ﬁ%) L WD ) — BRGY (576)

2m r? dr 2m r?

Introduzindo a funcao u(r) tal u(0) =0 e

a equacao (576) da, para u(r), a equagao

d;:g) B l(l:; Uu(r) _ _Q_mEu(r) (577)
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Para maior clareza, vamos apender o indice [ as solugoes desta equagao.
Entao, reescrevemos:
d*uy(r) (1 +1) 2

m
a2 “l(T):—?Elul(T) (578)

Os itens (a) e (b) podem ser respondidos imediatamente. Como as solugoes

sao da forma “lT(T)Ylm(Q, ¢), as eventuais solugoes de simetria esférica tém de

corresponder a [ = 0, ja que o unico harmonico esférico com esta simetria é
o Ygo. A equagao relevante é, entao, (577) com [ = 0, ou seja,

Tl — () (579
onde pusemos
ki = i—mEo (580)
A eq.(580) tem a solucao geral
uo(r) = Acos kor + B sin kor (581)

mas, como 4(0) = 0, devemos tomar A = 0. Logo,
uo(r) = Bsin kor (582)

Além disso, o &tomo dos pobres tem raio a, e entao a condi¢ao adicional
up(a) = 0 deve ser imposta. Com isto, obtemos

Bsin kga = 0 (583)

cuja solucao mais geral é
knoa = nm (584)

onde n é um inteiro. Resolvemos, de novo para maior clareza, apender um
novo indice, n, as solucoes. Temos, entdao, muitas solucoes esfericamente
simétricas, caracterizadas por

Uno(r) = Bsinkyr
B sin ko7
no(r) = ———Yoo(0, 6) (585)

sendo as energia s dadas por

K2 n2n2

2m a?

Eoo (586)
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Evidentemente a solucao esfericamente simétrica de menor energia é dada
por t1o(r).

As demais questoes sobre o atomo dos pobres podem ser resolvidas sem
dificuldade pelo leitor. As solucoes sem simetria esférica satisfazem a equacao

dup 1141
erl It 2 )ul(r) = —Kk%uy(r) (587)
Reescrevendo em termos da func¢do Ry(r) = “’T(T), temos

PRy, 2dR; _1(1+1)

dr? 7 dr r2 R = k'R, (588)

As funcoes de Bessel esféricas sao solucoes da equacao diferencial

dQngl"(J) + ;d]zlgar) _ l(l:; 1)jl(7,) = —j(r) (589)

de onde se deduz sem dificuldade que
Ry(r) = ji(kr) (590)
Logo, as solucoes sem simetria esférica tém a forma

wnlm(rv 97 d)) = A]l(kT)Yim(ev QS) (591)

A condic¢ao de contorno é
Ji(ka) =0, (592)

que é satisfeita por certos valores de k, denotados por k,, para os quais (592)
é satisfeita. Matematicamente, trata-se entao de fazer com que a quantidade
ka coincida com os zeros da funcao de Bessel esférica j;, que sdo encontrados
em tabelas. Sejam z; < z5 < ... < 2, ... numeros tais que

Ji(zi) =0

Entao teremos o
ki = EZ (593)

sendo a energia deste estado estacionario dada por

Eil = —kil (594)
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23.4.6 Mais exercicios resolvidos

Calcular as correcgoes relativistas aos niveis de energia como corregoes
perturbativas. (Exercicio 9, Secao 20.4 das notas de aula).

Solugao: o hamiltoniano nao-perturbado é

N P> A
H, = p___e

2m T

enquanto que o perturbado é, como vimos em aula,

1 pt
8 m3c2

H=Hy+V =~H,—

A correcao a energia em primeira ordem ¢é, entao,

8m32

/dqd)m l1,m1 (T‘ 0 ¢) < ! p ) ¢n1,l1,m1(r 0 ¢)

Mas L
p4w — p2p2w — h4v2v2w

e V2 é um operador hermiteano (por que?). Entao,

Bt .
E(l) - _8m302 /dqwzl liyma (7‘ 0 ¢)v2v2wn1,l1,m1 (T 0 ¢)
= 8m302 /dq V2’¢)n1,l1 my ('f' 0 ¢)) v2¢n1,l1,m1 ('r 0 qﬁ)

= s [ A i 5,0, 0)
A equacao de Schrodinger é

h? =, Ze?
_Q—V ¢n1,l1,m1 (7‘ 0 ¢) r wm,ll,’rm (T, 07 ¢) = Em ¢n1,l1,m1 (T‘, 07 ¢)

logo,

2mZ e 2m

6217bn1,ll,ml (7”, 07 ¢) = h djnl,ll,ml (’I‘ 0 QS) h2 En1 ¢n1,l1,m1 (T: 97 d))

Logo, .
|V2wn1,l1,m1 (Tv 0, d’) |2 =

. 2mZe? 2m
Eﬂl) ,l/}n1,l1,m1 (T’ 9’ ¢) (

2mZe?  2m
- W W

W + ? ) wnl,ll,ml (T 0 ¢)
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4m2Z2 4 8m2Z62En1
- |¢n1,l1,m1 (’I” 0 ¢)‘
Rir Rir

Para a correcao da energia temos, entao,

Z%et 1 Ze*E, 1 E?
B =~ 25 [ag—s i = == [dafu - 25 [ gl

2mc?

ou,
Z%t 1 Ze? 1 E,,
()= B () -

2me? ‘r? mez "My 2mc?
Para uma anadlise qualitativa, podemos por:

EL — _

Z%* 1 Ze? 1 E,,
i o
2mcat  me?2 "ag  2mc?

EL — _

Verifique cuidadosamente esses cédlculos (foram feitos as pressas). Em
particular, verifique a validade de

(r) = ao
Q= o
(2 = 2

Determine explicitamente a dependéncia total em Z (hd uma escondida
em ag?).

Justifique o folklore que diz: correcoes relativistas sao importantes para
nicleos pesados, em suas Orbitas internas.

Como nao ha dérbitas, que historia é essa de “Orbitas internas”?

24 Perturbacoes dependentes do tempo

Até agora estudamos o efeito de pequenas perturbacoes sobre um sistema
fisico, sob a hipdétese de que essas perturbacoes fossem independentes do
tempo, como um campo magnético constante, etc. Muito importante para
o estudo das propriedades de dtomo é investigar o que acontece com ele
quando, por exemplo, uma onda eletromagnética o atinge. A luz do Sol, por
exemplo, é um campo eletromagnético que varia muito rapidamente mas que,
em condigOes normais, ¢ muito menos intenso do que os campos elétricos e
magnéticos do préprio atomo. Entao a luz é uma perturbacio, mas uma
perturbacao dependente do tempo. Seja

H=H,+V(t) (595)
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o hamiltoniano perturbado, escrito como a soma de um hamiltoniano I:IO, nao-
perturbado, sobre o qual sabemos tudo, e de uma perturbacgao V(t), onde
a perturbacao, agora, depende do tempo. Esta é uma dependéncia explicita
no tempo. Vamos explicar por meio de um exemplo: suponha dois elétrons,
interagindo sob a acao de seus campos elétricos. A repulsao eletrostatica
fard com que, a medida que o tempo passa, eles estejam cada vez mais longe
um do outro. Portanto, do ponto-de-vista de cada um dos elétrons, o campo
do outro varia com o tempo. Nao se trata desta dependéncia no tempo,
conseqiiéncia do movimento, o que estamos estudando aqui. Trata-se de uma
dependéncia no tempo adicional a esta, e que aconteceria, por exemplo, se a
carga de um dos elétrons fosse aumentando com o tempo. Se os dois elétrons
estivessem no interior de um capacitor cujo campo elétrico fosse alteravel
por meio de um reostato, teriamos um campo com dependéncia explicita no
tempo. Uma onda de luz que incide sobre um elétron, ja citada acima, é
outro exemplo de perturbagao com dependéncia explicita no tempo. Neste
caso, nio hd conservacao da energia >’ e o hamiltoniano perturbado nio ters,
em geral, estados estaciondrios. Supoe-se, porém, que o hamiltoniano H, os
tenha, e 0 objetivo é calcular as funcoes de onda do sistema perturbado como
correcoes aos estados estacionarios do sistema nao-perturbado.
Sejam 4
(7 t) = up(F)e 7P (596)

as fungoes de onda dos estados estacionarios do sistema nao-perturbado.
Entao uma solucao arbitraria da equacao de Schrodinger para o sistema nao-
perturbado pode ser escrita na forma

0
¥ =3 axf (597)
k
2"De fato, a férmula .
X 1 A oA
=—|H
0 = 31i1,0],
precisa, quando hd dependéncia explicita no tempo no operador O, ser modificada, dando
s 80 i o
= — H

Aplicando-se esta tltima equacdo ao hamiltoniano H , tem-se

. OH oV
H = — = —
ot ot

que é diferente de zero. Na mecanica quantica, lembre-se, a conservagdo da energia é

sumarizada pela relagdo H = 0, que, neste caso, ndo é verdadeira.
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Vamos agora procurar uma solucao da equagao perturbada

ih%—\f = (Ho+ V)4 (598)

na forma de uma soma

=3 a(t) (599)

onde os ay, agora, diferentemente daqueles da Eq.(597), sdo funcoes do tempo.
Para ser mais esoecifico, seja 1, a funcao de onda do sistema perturbado que
é uma correcao da funcao de onda nao perturbada w%o)_ A equacao (599) é
agora escrita assim:

Vo= g ()1 (600)
k
Levando a Eq.(600) a Eq.(598), e lembrando que as 1/11(;)) satisfazem a equacao
o R
w0 = Al (601)
obtemos 5
g > kn ()0 v = (Ho+ V(1)) Z pen ( (602)
k
ou d
Qkn
Z P =3 (O V () (603)
k

Multiplicando ambos os lados da equagao a esquerda por v, (0)

temos

e integrando,

d
amn Z mG CL]m (604)
onde X .
= [ @V dg = Vipyeiom (605)
5O_pO ) o )
COM Wy = —"——*%—, sdo os elementos de matriz da perturbagao, incluindo as

exponenciais que contém a dependéncia temporal. Deve-se notar ainda que,
como V depende explicitamente do tempo, as quantidades V,,; sao também
funcoes do tempo. O fato de que ), é proxima de w,(lo) ¢ expresso por

U (1) = O + all) () (606)
Inserindo (606) em (604), temos

da)
ih# =Y 6k Vit = Vinn(2) (607)
k
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Note-se que

Vink (t) = Vipre™ms! (608)
A equagao (607) pode entao, por causa de (608), ser escrita:
da® )
77, mn __ o tWmnt
th—, e (609)
Integrando, obtém-se:
A (t) = == [ dtVipe et (610)

O caso mais importante é de uma perturbacao com dependéncia periédica
no tempo, . .
V = Fe ™+ Ge™? (611)

a qual devemos, evidentemente, impor a condi¢ao de hermiticidade. Como

V]‘ FT iwt +GT —iwt (612)
e ~ ~
V=Vv, (613)
segue que . R
F=aG" (614)

Para os elementos de matriz, temos a relagao:

(@) = (F)pm (615)
ou seja, ' ‘
Vien = Frpe ™" + EJ e (616)
Usando isto em (610), temos
i —iwt *  _twt) twmnt
() = — & / dt (Fne™" + Flpe™") em (617)
h
ou .
o (t) = _%an / dtei@mn—)t _ h Fr / dte@nn+olt  (618)
e, integrando,
i 1 i 1 .
o 1) = __an H(wmn—w)t _F* (wmn —w)t 619
o (1) " i(wmn — w) B " i(wmn + w)6 (619)
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ou ainda,
an ei(wmn—w)t F* (wmn-l-w)

R(wmn — w) (Wimn + w)

Esta expressdo assinala que alguma coisa importante acontece quando

tyn (1) = — (620)

EV —EO = +hw | (621)

embora, estritamente, a teoria de perturbacoes nao se aplique neste caso, ja
que os efeitos sao grandes. Em todo o caso, é claro que a agdo de um campo
perturbador de freqiiéncia dada por (621) é muito mais intensa do que para
quaisquer outras freqiiéncias. Este fendomeno é denominado ressondncia.

25 Perturbacao periédica préxima a ressonancia

Considere a perturbacao periédica

A~

V — F —iwt G twt

de freqiiéncia w tal que EY) — E©) = fi(w + ¢) onde € é pequeno. A equagio
bésica é (604),

zhda—m S Vi (£) (622)
k

com .
Vink (1) = Frape @it 4 Fr i omiteolt (623)

Esta expressao contém expoentes de tamanhos diversos, um dos quais, €, é
particularmente pequeno, aparecendo nas combinagoes Wy, — W € Wy + W.
Como a solugdo de (604) envolve uma integracdo do segundo membro no
tempo, usaremos o fato de que, quando um integrando possui varios termos
oscilantes, a contribui¢ao dominante é a daquele termo que oscila menos. A
base matemadtica rigorosa para isto é o lema de Riemann-Lebesgue®®. Pode-
mos, entao, aproximar as equagoes (604) por

da, .
zh% = B, e @m0t = | citg (624)
¢ d
m% = F e “a, (625)

28(Q) leitor acharg uma descricio breve em
http://mathworld.wolfram.com/Riemann- LebesgueLemma.html
e uma longa em qualquer livro que trate de integral de Lebesgue.
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Introduzindo a quantidade auxiliar

by = ape’
temos, para (624),
iy = Fypnby - (626)
Substituindo, em (625), a,, em termos de b, ficamos com
ind (bue ™) = Fpe an, (627)
dt mn
ou .
ih (by — ieby ) = Fyptim (628)
Derivando mais uma vez,
ih (by — ieby ) = Fpim (629)
que, usada em (626), da
. i 1
b, — ieb, + ﬁ\anan =0 (630)

Trata-se agora de resolver esta equacao diferencial linear a coeficientes con-
stantes. Para isto existe um algoritmo bem conhecido: como todas as
solugoes de equagoes deste tipo podem ser escritas como exponenciais, procura-
se a solucao como uma exponencial genérica, escrita como

b, =¢e

com a a determinar. Temos b, = ae® e b, = a?e®. Inserindo estas expressdes
em (630) e cancelando a exponencial comum, obtemos

1
h2

que é um equacgao do segundo grau. As solucoes sao

o ie + \/—622— | P |2

a® —iea + —|Fon)* = 0 (631)

(632)

Para simplificar esta expressao introduzimos algumas abreviagdes:

o Fon
"=y
62
Q = & 2
4+|77|



Usando esta notagao as solugbes (632) podem ser escritas

.€ .
a; = Z§+ZQ

o = % — ZQ
e, portanto,
B2 = (5t (634)
Como a,, = b,e™**, obtemos
o) = o) (635)
a® = eil-59) (636)
Finalmente, introduzindo
o = —g =+ Q
Qo = % + Q
chegamos a
al) = Aeit (637)
a® = Bete2t (638)
Ahay
o) = —F—*O‘lemlt (639)
Bh 4
a® = ﬁemt (640)
onde, para obter as duas ultimas, usamos a eq.(625).
Note-se que um par (a), a{!)) representa uma funcio de onda
Dy + ag o) (641)

A solucao mais geral é dada por uma combinacao linear dessas solugoes, para
t = 1e2 = 2. Como cada uma j4 foi escrita com uma constante multiplicativa
arbitraria, temos

v =(a +a?) 0 + (af)) +alY) v (642)
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ou

: . Ahoy Bh ;
w — (Aezalt + Befzazt) %(10) + (_ FT{jil ezalt + F;;LO;Z ezazt) wﬁr?) (643)
Como condicao inicial, queremos que, para t = 0, ¢ = 1/)52). Tomando ¢ = 0
na eq.(643), vemos que devemos ter

A+B = 0 (644)
Fl;fm (—Aa; + Bw) = 1 (645)

Conseqiientemente, I
B A= erﬁaz) (646)

Note-se ainda que aq + as = 2€). A expressao para 1 é, entao:

W = % (aleioat + aQefiazt) 7/17(7?) _ ;_726 (eimt _ efmt) wr(lo) (647)

O coeficiente de /(%) na equagdo anterior, depois de alguma &lgebra, é escrito:

et [cos Ot — ;—; sin Qt] (648)
e o de ® di
—z’%e—i%t sin Q¢ (649)
de modo que
Y =e 3! [(cos Ot — % sin Qt) PO — z% sin Qt {0 (650)

O sistema inicia (em ¢ = 0) no estado 1{?). A probabilidade de ele estar, no
instante ¢, no estado ¥(?), é dada pelo quadrado do médulo do coeficiente de
¥, que é
In* sin? Qt = ma — cos 20t) (651)
w? 2022
Na ressonancia, isto é, para € = 0, temos Q = /< + [n2 = ||, logo, a
probabilidade da transicao é dada por

1
5(1 — cos 2|n|t) (652)

que varia periodicamente entre 0 e 1. Isto significa que, na ressonancia, o
sistema realiza transi¢oes periddicas entre 1[17(3) e w}ﬁ). Note que a frequéncia
dessas transicoes nao depende de nenhuma das freqiiéncias presentes: ela é
determinada por ||, ou seja, pela intensidade da perturbagao.
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26 Sistemas compostos

Qual é a probabilidade de, lancando-se um dado, obter-se o niimero 3? Todo
o mundo sabe que é 1/6. Qual é a probabilidade de, langando-se o mesmo
dado duas vezes, obter-se duas vezes o nimero 37 Como sao eventos inde-
pendentes, a probabilidade é o produto, 1/36, portanto. Considere agora o
seguinte problema: lanca-se o dado uma primeira vez, obtendo-se n;. Qual é
a probabilidade de que, num segundo arremesso, a leitura, ns, seja maior do
que n,1?7 Ou seja, qual é a probabilidade de, arremessando-se um dado duas
vezes, obter-se o par (ni,ng), com ny > n;? Agora ndo se trata de eventos
independentes, e a probabilidade ndo é um simples produto. Num sistema
formado por duas particulas, dizemos que elas sao independentes se a prob-
abilidade de uma estar em uma certo elemento de volume for independente
da posicao da outra. Neste caso, cada particula possui a sua prépria funcao
de onda. Sejam (7)) e ¥y(7) essas func¢oes de onda. Entao a fungao de
onda do sistema é, simplesmente,

Y(r, 72) = 1 (1) Pa(7s) (653)

De fato, desta forma a probabilidade de a particula 1 estar entre 7} e 71 +d°7,
e da particula 2 estar entre 75 e 7y + d7 é dada por

(7, To) PP A>T = (7)) | 1o (F) |PdPT d° 7y (654)

e a probabilidade do evento composto (particula 1 aqui e particula 2 ali) é
o produto das probabilidades dos eventos individuais, o que caracteriza, na
linguagem das probabilidades, a independéncia dos eventos.

Se as particulas interagem, essas probabilidades nao sao mais indepen-
dentes, e a funcao de onda do sistema composto ndo é mais o produto das
funcoes de onda dos sistemas elementares.

Sejam

Up(f1), n=1,2... (655)

funcoes que formam uma base do espaco F; de estados da particula 1, e
On(F2), n=1,2... (656)

funcoes que formam uma base do espaco Fs de estados da particula 2. Con-
sideremos o conjunto dos produtos

Un(71) b (72) (657)
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para todos os valores possiveis de n e m. O conjunto de todas as combinacoes
lineares, com coeficientes complexos, desses produtos, é um espaco vetorial®®.
Os elementos desse espaco vetorial sao, entao, expressoes da forma

(7, 72) = A1 (71) 1 (75) + Baba(71) p3(72) (658)

por exemplo. Mais geralmente,

onde os A,,, sao nimeros complexos.
O produto escalar neste espaco é definido assim: para elementos da base,

(wn (F1)¢m (F2)= djn’ (F1)¢m’ (7_"2)) = (wn (Fl)a %' (Fl)) (¢m (FQ): ¢M’ (FQ)) (660)

A extensao a um elemento geral é feita usando a bilinearidade do produto
escalar, isto é,

(a+0b,¢) = (a,c) + (b,c) (661)
(a,b+c) = (a,b) + (a,c) (662)

Desta maneira,

(U(F, ), O'(7,72)) = D D Ap Boww (¥n(71), U (71)) (9 (72), e (72))

’ (663)
onde

(Wn(72), Yo () = [ T (7)o (73) (664)

e assim por diante.

Os mesmos resultados se aplicam no caso de se ter, em lugar de duas
ou mais particulas, dois ou mais conjuntos de variaveis independentes. Por
exemplo, uma particula livre no espaco tridimensional, descrita por coorde-
nadas cartesianas. As coordenadas z, y e z sao independentes, e a funcdo de
onda da particula é escrita, num estado de momento definido,

i(ksz+kyy+k:z) — ikaT

U(z,y,z) =e ke etkyygikzz (665)

Outro caso semelhante é o do spin. Na mecénica quantica nao-relativistica (e
na auséncia de campos magnéticos) as coordenadas espaciais e as varidveis
de spin sao independentes: a probabilidade de um elétron estar em uma

29Dito produto tensorial dos espacos E; e Es, e denotado, quando se quer assustar os
estudantes, por F; ® Es.
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determinada posicao e ter, por exemplo, componente z do spin igual a +1/2,
é o produto das duas probabilidades. A funcao de onda de um elétron é entao
o produto

P(7)Xo (666)
onde x, é uma das duas matrizes coluna

(o) = (7)

e ¥ (7) é a fungao de onda espacial.

Se o hamiltoniano de um sistema for constituido de um termo que depende
das coordenadas espaciais e outro que depende das varidveis de spin, por
exemplo

H=—-—V?+—0,B (667)

com B constante, o elemento de matriz de H entre dois estados do tipo que
aparece na eq.(666), é

(W (Fxes Hio(x-) = X [ [ @i (——W) a7 )]
+ o g [ @R (o]
= [xix ] [ / i (7) (—j—mV) wg(f’)] +

+ [xlox ] [%B / d3fwr(mw2(f>] (668)

A extensao deste formalismo para um niimero arbitrario de particulas é 6bvio,
e fica ao encargo do leitor.

Como um exemplo final, vamos examinar de novo o 4tomo de hidrogénio,
mas sob um aspecto mais realista: a interacao de uma particula de massa
meo e carga —+e, o proton, com um elétron de massa m; e carga -e. O nosso
tratamento anterior deste mesmo problema considerava a massa do proton
(que é cerca de 2000 vezes maior que a do elétron) como infinita, desprezando,
assim, a reagao do elétron sobre o proton. Uma descri¢cao mais acurada do
problema, entdo, considera um sistema de duas particulas ligadas por um
potencial coulombiano. Sejam 7 e 7% as posicoes do elétron e do préton,
respectivamente. O potencial coulombiano serd da forma V(|7 — 7)), e a
equacao de Schrodinger serd

(_%w R ) B 7) + V(7 — Pl (7, 1) = B (R, 7)
(669)
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Introduzimos as novas variaveis

T = T —Ts (670)
B o= Mt mer (671)
mi + me
sendo as transformagoes inversas dadas por

— m —

o= MQT +R (672)
— m — =g

7 = —er +R (673)

com M = mq + ms.

Reconhecemos B como a posicao do centro-de-massa, na mecanica classica.
A outra variavel, 7, é, obviamente, a posicao do elétro em relagdao ao préton.
Na mecéanica classica sabemos que essas variaveis sao independentes: en-
quanto o movimento relativo pode complicar-se a vontade, o centro-de-massa
segue serenamente seu movimento retilineo e uniforme. Isto nos sugere, na
mecanica quantica, procurar solucoes da equagdo de Schrodinger (669) que
sejam produtos de uma fungdo de 7 por uma funcio de R. Mas, primeiro,
vamos escrever (669) em termos dessas novas varidveis. Ap6s um célculo nao
muito complicado, descrito abaixo em letras mais miidas, obtemos, para

(669),
h2 7 h2
Aqui aparece a nova variavel u, a massa reduzida, definida por

1 1 1

KoMy My

Procuremos agora solucoes da forma

(7, R) = ¢(F)x(R) - (675)

Inserindo o segundo membro de (675) em (674) obtemos

) (~ 592007 = o17) (g Vil ) + XAV (17)6(0) = B

(676)
que pode ser reescrita assim:
R o1 Rl -, =
—— V2 + V(f]) — E = ———=V4x(R 677
55 V20 + V() g Ve 6T
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O segundo membro nao depende de 7, e é igual ao primeiro membro, que
nao depende de R. Logo, o segundo membro nao depende nem de 7 nem
de R, ou seja, é constante. O primeiro membro, por consegiiinte, é também

constante. Logo,
o1l oo,

- Vix(R) = -K (678)
2M x(R) "
com K constante. Isto é a mesma coisa que
- ., 2M - S
VEX(E) = S5 Kx(B) = —k*x() (679)

onde pusemos k% = 271—1‘2/11(' . Isto é permitido, com k real, porque (679) pode
ser escrita

—

PQ

oM

com P hermiteano. Logo, K é positivo.
Voltando & eq.(679), sua solucdo é

(R) = Kx(R) (680)

x(R) = AeR (681)

com |k2 = 2K. Conclui-se que o centro-de-massa move-se como uma

particula livre em estado de momento bem definido. Existe, portanto, um

sistema de referéncia inercial em que o centro-de-massa estd em repouso.
Para ¢(7) temos agora a equagao

R 1 o, . _
5507 VR V() — B = K (652)
~ 59707+ V(7o) = (B = K)o (1) (683)

Desta equacao vemos que, aparte o movimento do centro-de-massa, o prob-
lema foi reduzido a um problema de uma particula, de massa u, que se move
sob a acao de um campo que lhe d4 uma energia potencial V (|7. A partir de
agora basta reproduzir, mutatis mutandis®®, a solucdo anterior para o dtomo
de hidrogénio. }

Vamos agora ao célculo prometido acima. Tudo estd em escrever Vi em termos de
T e fé, a mesma tarefa devendo ser realizada também para ﬁ% Trabalhando com as
componentes ao longo do eixo z j4 podemos adivinhar a expressdo geral. Temos

0 0 my 0
oz, 0z = M oX

30Um latinzinho faz sempre bem! Quer dizer, mudando o que deve ser mudado.
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onde, como é ébvio,  é a componente de 7, e X a componente de R. Usamos, nesta
primeira passagem, a relacio
0 Oz 0  0X 0

911 Dz 02 | 011 OX

P (0 moN(0 mo
0z \O0xr MOX)\orxr M oX
o _o  am &m0
ox?  Ox? M 0z0X = M? dx?

Logo,

ou

~ 7 2 ’
com uma expressao analoga para %, que é dada por
2

o _gm & mi &
0z}  Oz2 M 0x0X = M?2 92

Portanto,

my 022 mo 0z3

L@ 1 (1 1\& 12
0r2 M oX?2

que, somada as contribuicoes analogas das outras componentes, da o resultado utilizado

mq mo
acima.

26.1 Exercicios

1. Calcule o raio médio ((r)) do “4tomo de hidrogénio muénico”, em que
o elétron foi substituido por um g_, uma particula que tem as mesma pro-
priedades eletromagnéticas que o elétron, a nao ser a massa, que é 480 vezes
a massa do elétron.

2. Calcule o espectro, raio médio, e tudo que lhe ocorrer, do positréonio, um
“atomo” formado por um positron e um elétron. O pdsitron tem a mesma
massa que o elétron, e a carga igual a do proton. Despreze o fendmeno de
aniquilacao particula-anti-particula.

27 Particulas idénticas

Na mecanica quantica se diz que duas particulas sao idénticas se a operagao
de trocar uma pela outra nao tem qualquer efeito fisico no sistema ao qual
pertencem: nao hd maneira de realizar uma medida fisica que detete se tal
mudanca foi realizada. Para explorar as conseqiiéncias disso de maneira for-
mal, introduzimos o operador P;5 de troca de particulas. Seja (7, §1; s, §)
uma func¢ao de onda do sistema onde incluimos as varidveis de spin, s;. O
operador de troca atua assim:

Proth(71, 81575, 85) = (75, 85; 71, 51) (684)
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Se as particulas sdo verdadeiramente idénticas, o hamiltoniano H deve ser
simétrico em relacao as variaveis de posicao e spin das particulas idénticas,
de maneira que nao haja qualquer mudanca na energia do sistema quando a
troca ocorre.

Neste caso,

P12f{1l1(771, §1;75,89) = P12f{¢(7_"2, §o; 7, 81) = ﬁP12¢(F1,§1;F2, 3y) (685)

ou seja, X
[Plg, H] - 0 (686)

para todo hamiltoniano simétrico pela troca de particulas idénticas.
Seja 1(1,2) uma autofun¢ao do operador Pis:

Pioy(1,2) = ay(1, 2) (687)
Temos
Poy(1,2) = 4(2,1) (688)
Pp(2,1) = 9(1,2) (689)
logo,
¥(1,2) = ?(1,2) (690)

de onde se tira que o = £1. Logo, as autofungoes do operador P;5 sao tais
que
Ple(la 2) = 1/1(1, 2) (691)
ou
P12¢(17 2) = _1/)(17 2) (692)

isto é, sao as funcoes pares e impares pela troca de um par de particulas
idénticas. Como [Pis, I:I] = 0, o operador %PH = 0, e o valor médio de P
é constante, o que se estende para os autovalores . Portanto, o autovalor de
Pi5 é uma constante do movimento.

Particulas para as quais a eq.(691) sdo ditas bosons , e satisfazem a
estaistica de Bose-Einstein; particulas para as quais a eq.(692) é satisfeita
sao ditas férmions, e satisfazem a estatistica de Fermi-Dirac. Empiricamente
se verifica que os bosons sao particulas de spin inteiro, enquanto que os
férmions sdo particulas de spin 1/2, 3/2, etc. Os elétrons sdo férmions, os
fétons sao bosons .
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27.1 O principio de Pauli

O tipo de estatistica satisfeita por uma particula tem conseqiiéncias bem
definidas sobre seu movimento. Examinemos a funcao de onda de dois
férmions idénticos, e imaginemos que eles ocupassem ambos a mesma posicao,
tendo 0 mesmo valor para a componente z do spin. Ou seja, 7} = 75 € §] = So.
Entao, se a fun¢ao de onda do sistema for

W(7, §1; 72, So) = —(7, §2; 71, §1) (693)
Nas condicoes acima, teriamos

W(7, 51571, 51) = —(71, 81571, §1) (694)
ou

Y(r, 51;71,51) =0 (695)

mostrando que a probabilidade de dois férmions ocuparem o mesmo estado (o
estado, aqui, é completamente definido pela posicao e pela componente z do
spin) é zero. Isto é denominado principio de exclusio, ou principio de Pauli.
Um exemplo importante é o seguinte: considere dois elétrons movendo-se em
um campo de forcas, como, por exemplo, no a&tomo de Hélio. Desprezando a
interacao entre os elétrons, e denotando por u; e us dois estados estacionarios
de 1 elétron nesse campo, a funcao de onda de um estado estacionario ad-
missivel seria

¢ = % [Ul(Fl, §1)U2(F2, §2) — U3 (772, §2)U2(F1, §1)] (696)

A funcao de onda (698) satisfaz a propriedade

Pioth = —1p (697)

e se anula identicamente se u; = uo. Em contraposi¢ao, o “estado” de funcao
de onda

]‘ - = - = - - - =
Y = —= [u (71, §1)ua(, S2) + ui (72, §2)ua (7, §1)] (698)
V2
que tem a propriedade
Puwl = w' (699)

nao existe na natureza, assim como nenhum outro que nao esteja antis-
simetrizado. A expressao costumeira desta lei é que duas particulas idénticas
de spin semi-inteiro ndo podem estar em um estado em que se movem na
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mesma “orbita” e com os spins paralelos. Dois elétrons podem estar na
mesma “6rbita”, desde que seus spins sejam anti-paralelos3!.

No atomo de Hélio, se ignorarmos a interacao entre os elétrons, tudo se
passa como se cada elétron estivesse sob a agao de uma campo coulombiano,
e as funcoes de onda individuais de cada elétron seriam as de um elétron
do dtomo de Hidrogénio (com a diferenga que Z = 2). Entdo, nessa aprox-
imacdo, no estado fundamental, poderia haver dois elétrons no estado 1qq,
um com “spin para cima”, o outro com “spin para baixo”’. O elemento de
7 = 3 é o Litio. Na mesma aproximagao (de desprezar a intera¢io entre os
elétrons), ndo seria possivel adicionar mais um elétron no estado n = 1. Este
teria de ser acomodado em um estado com n = 2. E claro que desprezar a
interacao entre os elétrons é tanto mais grave quanto mais numerosos eles
sao, de modo que vamos parar por aqui.

27.1.1 Adicao de momento s angulares

O problema é este: dadas duas particulas em estados de momento angular
bem definido, qual o valor, ou valores, do momento angular do sistema com-
posto pelas duas? Como a solugao é consideravelmente técnica, vamos nos
limitar aqui a dar os resultados.

Seja Y1, m, o estado de uma das particulas, e ¥y, n, 0 estado da outra.
A2

Isto quer dizer que, se l_; e l;z (1 = 1,2) forem os operadores de momento
angular total e componente z do momento angular, teremos

~2
ll wll,ml = ll(ll + 1)wl1,m1

(700)
lAlzwllﬁm = m1¢11,m1 (701)
~2

l2 1/)l2,m2 - l2(l2 + 1)1/)l2,m2 (702)
o Vim, = M2y my (703)

Considerando agora o sistema composto, teremos que o momento angular
total pode ter todos os valores entre [ + 15 e |l; — 5|, variando de um em um.
Para a componente z do momento angular total, a regra é mais simples: a
componente z do momento angular total é a soma algébrica das componentes
my e My.

Exemplo: dois elétrons em estados de momento angular orbital 0, portanto tendo como

31Linguagem de mesa de bar. Corretamente, isto se diria assim: dois elétrons podem
estar em estados ¥, para os mesmos valores de n, [ e m, desde que suas componentes z
do spin tenham sinais opostos. Mas néo se fala assim num bar...
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momento angular apenas o spin, sdo considerados como um sistema: em que estado (I,m)
se encontram? A resposta é: ha duas possibilidades. O momento angular total pode ter
qualquer dos valores 3 + %, 2 +1 —1,.. . até atingir |3 — 1|, ou seja, os valores possiveis
sdo 1 e 0. Assim, o estado de momento angular do sistema composto serd, em geral, uma
superposi¢do de um estado de momento angular total 1 com um estado de momento angu-
lar total 0. . Para saber mais, temos de olhar para as componentes z dos spins individuais.
Se os dois elétrons tiverem spins paralelos, entdo mi + mo serd 1 ou —1. Esses valores sdo
incompativeis com momento angular total 0, de maneira que, neste caso, pode-se afirmar
que os elétrons formam um sistema composto de momento angular total I = 1. Se as
componentes z tiverem sinais opostos, porém, o momento angular total pode ser tanto
I =1 quanto I = 0. Um estudo mais detalhado permite determinar as probabilidades,
neste caso, de se achar, numa medida de momento angular total, cada um desses valores
possiveis.
Para um tratamento completo desta questao, veja [3].

28 O caso quase-classico

Iniciamos o nosso curso com o estudo do atomo de Bohr, centrado na regra
de quantizacao, para érbitas circulares,

L =nh (704)
com n inteiro, que d&, para a energia ,

me* 1

En = T a%2 9
2h?% n?

(705)
a famosa férmula de Bohr.

Na verdade, (705) é o caso particular, para érbitas circulares, das re-
gras de Bohr-Sommerfeld, que podem ser enunciadas assim: seja um sistema
periédico descrito por coordenadas generalizadas ¢;, ¢ = 1,...,n. Entao

]{Pz‘déh =n;h (706)

onde h é a constante de Planck, e os n; sao inteiros. No caso do atomo de
hidrogénio, o movimento, em érbita circular, pode ser inteiramente descrito
pela coordenada angular 6, do par (r,f) de coordenadas polares no plano da
6rbita. Como a lagrangeana do sistema, é

. 72
L= (7 +r0) - = (707)
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temos que
oL

00
onde L é o momento angular. Além disso, py é constante, pois a variavel 6
nao aparece na lagrangeana. Entao,

Do mr?0 = L (708)

27
74 pedd = [ Ldo =2qL =nh (709)
0

ou seja,
L= no- (710)
que ¢ a regra de Bohr usual.

Estamos agora muito distantes dessa versao simples de uma mecanica
quantica. Orbitas nao existem, de modo que a regra de Bohr nem pode
ser enunciada, com o vocabuldrio da mecéanica quéantica. No entanto,(705)
permanece valida, embora obtida de maneira totalmente diferente.

Nesta secdo queremos investigar se existem condi¢bes em que a regra
de Bohr seja aproximadamente valida. Sistemas que satisfazem a essas
condi¢des serao chamados quase-cldssicos®®. No estilo que temos adotado
sistematicamente, estudaremos este problema no contexto dos estados esta-
ciondrios e, para simplificar, para sistemas unidimensionais.

Uma particula de massa m possui uma energia potencial U(z). A equagdo
de Schrodinger para estados estacionarios é:

——7+U($)¢=E’l,b (711)
que, naturalmente, pode ser escrita como

R d*y B
e+ (B-U)y =0 (712)

Procuraremos solucées escritas na forma
i

Y =er’ (713)
onde ¢ é uma funcao complexa, e tal que

o] >h . (714)

320 método tratado nesta se¢io é também conhecido como Aprozimacio WKB (Wentzel,
Krames, Brillouin).
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Note-se que, sendo o complexa, temos
)= er(or¥ioi) — o=goiggor (715)

ou seja, (713) é uma expressdo geral para a fungdo de onda. Ea condicao
(714) que nos dirige ao caso que nos interessa, ja que é uma realizagdo do
limite formal & — 0, supostamente a situagao em que a mecanica quantica
tende & mecanica classica (as relagoes de incerteza inexistem, nesse limite).

Inserindo na eq.(712) a expressao (713), obtemos a seguinte equagdo para
o (completamente equivalente a equagdo de Schrodinger):

2 . 2
RS <d0> thdo o (716)

om \dz)  2m dz2

Vamos agora utilizar a condi¢ao (714). Suponhamos que exista a ex-
pansao

h AN
U:O’O—f—za'l—f—(;) 09+ ... (717)

com 0y, 01, 03 finitos (ou seja,de médulos muito maiores do que k). Entéo
(714) estara garantida desde que |og| > h.

Exemplo: 1(z) = e#P?, a funcio de onda de um estado estacionério de particula livre, é
tal que

= erPT — gh” (718)
de onde segue que
o =px (719)
A condicéo (714) é
pr  hkx
—=—>1 720
e (720)

é garantida se kxz > 1. Ela falha, portanto, para k = 0.

Utilizando (717) em (716), obtemos

2 2
! hl h !

1

2m

2m dxz?

; 2
th d (O’O—f—?()’l—f—...):E—U

(721)
onde a derivacao em relacao a x é denotada por um /7. Igualando os coefi-
cientes da poténcia 0 de A, temos

5 (0h)} = B~ Ulz) (722)
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que da
g0 = + / J2em(E — U)dz (723)

2
E=2 4vu
2m

A relacao

permite escrever

p(z) = \/2m(E - U(x))

de maneira que (723) pode ser escrita

oy = j:/p(x)da: (724)
Voltando a (721), igualemos os coeficientes da poténcia 1 de h:
20401 + 05 =0 (725)
Como, de (724),
o = (),
temos " ,
! 99 p
=—00=—— 726
o1 20y 2p (726)
ou
! logp = log ! (727)
o1 = —— e B —
1 5 N
Temos, portanto, até esta aproximacao,
/()d + P og (728)
o= [ pr)dr+ —log—
VP
ou ,
e:l:% fpd:c
h(r) = —F—— (729)

N/
Mais precisamente, a solugao geral é dada por uma combinagao linear das
solucoes exibidas acima, ou seja,

( ) e%fpdm ef%fpdw ( )

1ﬁ xXr) = Cl + CQ 730
VP VP

As condicoes de validade da aproximacao quase-classica sao obtidas insistindo-

se em que, na equacao (716), o segundo termo do primeiro membro seja muito

menor que o primeiro isto é:

ﬂdzg
2m d.
??é) ; <1 (731)
2m \ dx
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Isto é equivalente a

O_II

0.12

i (5

Aqui encontramos mais uma vez uma situacao importante em que a aprox-
imagao quase-cldssica nao é valida: quando o momento se anula, a eq.(733)
nao ¢é satisfeita.

Suponhamos que a nossa particula possua uma energia potencial U(x), e
que sua energia total seja £. Como temos

p(z) = \/2m (E - U(x))

vemos que, nos pontos em que £ = U(z), p(z) é igual a zero, e a aproximacao
quase-classica falha.

h <1 (732)

ou ainda,

<1 (733)

U(x)

Na figura acima vemos os pontos a e b, em que E = U(z), e a aproximagao
quase-classica falha. Classicamente sao os pontos em que a particula para e
volta, os “pontos de retorno”’. Nas vizinhancas desses pontos nao podemos
utilizar a expressdo (730). H4 uma série de métodos para contornar esta
dificuldade. O mais elementar é o seguinte: seja xq um ponto de retorno, ou
seja, E — U(xg) = 0. A equagao de Schrodinger é

R ()
2m  dx?

+({U(z) — E)yY(z) =0 (734)



Expandindo a fun¢ao F(z) = U(z) — E em torno do ponto z, temos
F(z) = F(z0) + (x — z0) F' (o) (735)
com F(xy) = 0. Como F(zg) =0, temos
U(r) — E = (z — x0)U'(x0) (736)
Logo, nas vizinhangas do ponto de retorno, a equagao de Schrodinger é

_I ()

om drz T U @)@ —20)y(a) =0 (737)

que ¢é a equacdo de Schrodinger para uma particula sobre a a¢do de uma forca
constante. Mas esta equacao pode ser resolvida exatamente (veja Apéndice),
de maneira que podemos proceder assim: a uma certa (pequena) disténcia do
ponto de retorno, usamos a fun¢ao de onda quase-classica. Mais para perto
do ponto de retorno, usamos a solucao exata (737). Tudo o que precisamos
fazer é achar, dentre as solugoes de (737),aquela que se acopla continuamente
com a solucao semi-classica.

Este método utiliza fungdes transcendentes (a fungao de Airy, por exem-
plo), e um pouco de andlise complexa, o que estd acima do nivel deste curso.
Assim, sendo, limitar-nos-emos a enviar o leitor ao apéndice, para os detalhes
do céalculo, e a dar a regra de transi¢ao, 1a obtida.

Nas regioes classicamente inacessiveis, temos E — U(z) < 0, logo,

p(x) = \/2m(E — U(x)) = ir/2m(|E - U()]) - (738)

Uma repeticao simples dos célculos leva a

o [ n@)lda ok [ Ip@)lde
P(r) =Cr——F—— + Co———— (739)
| |
Temos,portanto,
v = o T b (140)
xT = _— > i
1 \/]_7 2 \/]—)
ot [Ip(@)/dz ok [ Ip@)ds
) = Cl——— +C—————  E<U(z) (741)

p| p|
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28.1 Regra de transicao

Vamos nos limitar a enunciar a regra de transicao, ilustrando-a com exemplos.
Seja x = a um ponto de retorno, ou seja, tal que E' = U(a). Entao,

C l‘fampda:' — QCOS{l
v \n

- g} (742)

28.2 Exemplo

U(x)

A figura acima mostra um poco de potencial e os pontos, b e a, de retorno
de uma particula de massa m e energia E.

Considere o ponto de retorno a. A sua direita a funcao de onda deve
decrescer exponencialmente, ja que se trata de uma regiao classicamente
proibida, com E < U(z). Dentre as solugoes de (743), a que nos serve é
escrita

C

2y/lp

logo, a esquerda de a, teremos

w(aj):%cos{%/jpda:—%} (743)

x
o~ [, Ipldz

Y
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Passemos ao ponto de retorno b. A sua esquerda temos uma regiao clas-
sicamente proibida. Devemos, entio, ter uma funcao de onda que, & medida
que nos aprofundamos nessa regiao (isto é, & medida que z se torna mais e
mais negativo), decresce exponencialmente. Dentre as catalogadas em (743)
a que tem essas propriedades é

C

C tlfipa| _ _C %[l
e h p POT| — ehr Jo pldz (744)
2y/Ip| 2y/Ip|

logo, a fun¢ao de onda a direita de b serd

¢(x)=%cos{%/bzpdx—%} (745)

Conseqiientemente temos, na regido b < x < a, as expressdes (743) e (745)
para a funcdo de onda. Essas duas expressoes devem entao coincidir:

C 1 fe ™ C’ 1 fe T
%cos{ﬁ/bpd:r—Z}—%cos{ﬁ/apd:r—Z} (746)

Tomando x = a, obtemos

1 fe ™ g T
Ccos{ﬁl pdm—z}—CcosZ (747)
que leva a
1 a
- /b pdr = (n+1/2)x (748)
c = (=)'

A regra de Bohr-Sommerfeld contém uma integral num circuito fechado.
Neste caso, isto seria

yfpdx=2/bapdx=(n+1/2)27rh:(n+1/2)h (749)

Obtemos uma relagao que coincide com a regra de Bohr para grandes valores
de n, quando se pode desprezar o termo 1/2.

28.3 Exemplo: oscilador harmoénico

Neste caso a energia potencial é



p(z) = \/Qm (E — %mw%ﬂ) (750)

Os pontos de retorno acontecem quando a energia coincide com a energia
potencial, isto é

E == 2.2
2mwx

0 que acontece para r = i%,l%. A integral que aparece em (748) é

VE mE
/p dx = /_%\/%\/QmE — miw?r?dr = j (751)
e temos, entao,
E
% = (n+1/2)7h (752)
ou
E=n+1/2)hw, (753)

em completa coincidéncia com o resultado exato!

29 O poco duplo.

A energia potencial U(x) consiste de dois pogos de potencial simétricos, sep-
arados por uma barreira. Na figura abaixo os pocgos sao as regioes I e 11, e
a barreira tem altura Uy. Se a barreira fosse impenetravel, haveria niveis de
energia relativos ao movimento da particula em um ou outro dos dois pogos,
ou seja, duas familias de niveis iguais, uma em cada pogo. O fato de que
o tunelamento através da barreira existe na mecanica quantica faz com que
cada um dos niveis relativos ao movimento em um dos pocos se separe em
dois niveis proximos, correspondendo agora a estados da particula em que
ela estd nos dois pocos.
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a T

A determinacao deste desdobramento de niveis é simples no caso em que
se pode usar a aproximagcao quase classica. E o que faremos agora. Uma
solugao aproximada da equagao de Schrédinger para a energia potencial U(x),
desprezando a probabilidade de passagem pela barreira, pode ser construida
com a funcao quase-cldssica 1g(x), que descreve o movimento com uma certa
energia Fy em um dos pogos (digamos, o pogo I), e que é exponencialmente
decrescente em ambos os lados do poco I. A normalizacao aproximada desta
funcao é

/ W2dr = 1 (754)
0
Portanto, para 1)y, temos satisfeita a equagao de Schrédinger

d? 2m

T84 28 (B~ U@) dolw) =0 (755)

no seguinte sentido: para x < 0 a equagdo é aproximadamente satisfeita
porque, tanto ¥y(z) quanto sua derivada segunda, nesta regiao, sao aprox-
imadamente nulas. Estaremos usando, sem mencionar mais, os seguintes fatos: no

caso de um sistema unidimensional confinado, isto é, impedido de alcancar o infinito, a
funcdo de onda pode ser tomada como real, e os niveis de energia ndo sdo degenerados.
O produto ¢y(z)1e(—z), para x > 0, é desprezivel. O potencial como um

todo é simétrico. A equacdo de Schrodinger

Py om

dz? + 72 (E—U(z))p(z) =0 (756)
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permanece valida quando se troca & por —z. Logo, se ¥(z) é uma fungao
de onda, 1(—z) também o é, para o mesmo valor de E. Como ndo ha
degenerescéncia, temos

Y(—z) = e**(z) para o real (757)
Logo, ' .
)(z) = eP(—z) = *Y() (758)
e portanto e%® = 1, de onde segue que o = nw. Temos, em conseqiiéncia,
P(—z) = ¥(2) (759)
ou
U(-z) = —1)(z) (760)

As autofuncgoes da energia deste sistema sao, portanto, fungoes pares ou
impares de z. Isto é uma conseqiiéncia de que U(—z) = U(z). As fungoes
de onda corretas, na aproximagao quase-classica, sao obtidas construindo, a
partir de 1)y, as funcoes 11, simétrica, e 1), anti-simétrica:
1
Pi(z) = 7 [tho(x) + tho(—2)] (761)

1
NG

Note que a fung¢do 9y(x) ndo é autofungdo do hamiltoniano com a energia
potencial U(x), simétrica: é a fungdo de onda que terfamos de a barreira
fosse impenetravel. Tanto que 1(—x) é desprezivel, enquanto que ¥y (z) nado
o é. De novo, como os niveis nao sao degenerados, devemos ter energia s
diferentes para 1; e 9. Sejam

() = [Yo(2) — Yo(—2)] (762)

dzwl 2m

122 + 7 (Ey —U(x)) () =0 (763)
a equacao de Schrodinger para vy, e

d? 2m

W‘”j + 7 (Be = U(@) () = 0 (764)

aquela para 1. Multiplicando (755) por 3, e (763) por 1, e subtraindo,
temos

Yrl — ol + 2 (B = By) oty = 0 (765)
ou d 9
m
dr (V1¥hp — thoty) = W (Er — Eq) Yot (766)
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Integrando de 0 a oo:

/ da: — (19— wot) = 2m (B1 — Ey) /Ooodwowl (767)

2m

by — o)y = 7 (B = o) 5 [ o (o) + a(~)XT68)

2 1 00
h—?(El — Eo)%/o vy

onde usamos o fato de ¢y(z)1(—x) ser muito pequeno. Lembrando que as
funcdes que aparecem no primeiro membro se anulam no infinito, temos

&

! / m
¥0(0)41(0) — 1 (0)%(0) = W(El — Ep) (769)
Seja f(r) uma funcdo par. Entdo,
f(=2) = f(x) (770)
Consideremos agora a fungdo dfd(;). Trocando z por —z,
df (z) df (—z)
P i (771)
o (o) __df(@)
df(—z)  df(x
de ~  dz (772)
ou seja, se f é par, f' é impar.
Voltando & (769),
1
$1(0) = V2[0(0) + %o(0)] = V240 (0) (773)
enquanto
P =0, (774)
levando a
E - Ey = ——wo( )%5(0) (775)

Repetindo agora o célculo com 1, e 1)y, obtemos, ao longo dos mesmos passos,

By~ By = " yn(0)4(0) (776)
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Subtraindo, obtemos
2n*
E2 - E1 == Wwo’lf)o (0) (777)
Um célculo mais refinado leva ao resultado

By — By = Cen Lalrle (778)

onde C é uma constante, e —a e a sdo indicados na figura. A eq.(778) torna
explicito o papel do tunelamento na separacao dos niveis de energia .

30 Sistemas de dois niveis

Embora os sistemas da natureza tenham, em geral, um grande nimero de
niveis, ha situacoes em que apenas dois deles sao relevantes. Um exemplo
importante é este: uma onda eletromagnética, monocromatica, de freqiiéncia
w+ € (com €/w < 1) incide sobre um dtomo (de infinitos niveis de energia ),
que tem, entre eles, dois de energia s tais que F; — Fy = hw. A freqiiéncia
da onda é muito préxima da diferenga de niveis dividida por i. Mostramos
anteriormente que, neste caso, apenas os niveis F; e Ey participam do pro-
cesso, sendo, os outros, “espectadores”, que podem, para este fim especifico,
ser ignorados.

Nesta secao vamos estudar sistemas idealizados que tém somente dois
niveis de energia . Supondo que esses niveis nao sejam degenerados, conclui-se
que todo conjunto completo e linearmente independente de vetores de estado
deste sistema possui apenas dois elementos: o conjunto de todos os estados
forma, com as operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo por um numero
complexo, um espaco vetorial complexo de dimensao 2, e o hamiltoniano,
bem como todos os operadores lineares, podem ser representados por matrizes
complexas 2 x 2.

A equacao de Schrodinger é escrita

L O0x
X —H
ih 5 X (779)

e, supondo-se que o hamiltoniano nao dependa explicitamente do tempo,
pode-se-a integrar formalmente, obtendo

X(1) = e 7t (0) . (780)

Por causa da simplicidade do sistema, é possivel escrever explicitamente o
operador exp (—z Ht). Os autoestados da energia , |[E;) e |E») satisfazem as
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equagoes

e todo estado x pode ser expandido em termos deles®3:

x(t) = [x(2)) = (1E0)(Er| + | E2){E2]) (1)) (783)
= (Ex[x(0))| Ex) + (E2|x(1))| E2) = C1(t)|Er) + Ca(t)| Ez) (784)
Uma fun¢do f(H) do hamiltoniano é definida assim:

FH)[x(®) = Ci (&) f(H)|Er)+ Co(t) f(H) | Eo) = Cr(2)f (Br)|Er) + Co(t) f(Ba)| E2) (785)

Usando-se esta operacao mostra-se facilmente que

E—H Ed-H
H)=f(E)——+— Ey)—— 786
FH) = (B o + FE) S5 (786)
que, usada para o operador de evolucao temporal, da:
—iHt _ —iEt _ — iyt
i = (Epe i1t — Eyem i) (787)
H — it —iEt
+ g (e

De posse deste resultado, podemos formular a pergunta: suponhamos que o
sistema se encontre, em ¢t = 0, em um estado |x(0)). Qual é a probabilidade
de que, decorridos ¢ segundos, ele permanecer no mesmo estado?

Se, em t = 0, o estado é x(0), teremos, no instante t,

x(t) = e"#Hx(0) (788)
e, usando a expressao acima,

Est _ o~ E1t

X0 (789)

e_%

0 i i

Seja
x(0) = C1|Ey) + Co|Es) (790)

33Como é usual entre os fisicos, estaremos, indiferentemente, denotando o estado por x
ou |x). Em geral usa-se esta ultima forma quando se vai fazer uso de algum dos truques
da genial notagdo de Dirac
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entao,

Ci|Ey) + Cy|Es)

X(t) — E2 El (E267;;E1t . Elef%Emt) (791)
e~ #E2t _ —fEut
= B, — E, (ClEl‘E1> + 02E2|E2>)

A probabilidade de o sistema, em ¢, estar no mesmo estado, é obtida assim:
existe uma base do espaco dos estados formada por |x(0)) e outros estados,
ortogonais a ele. Expandimos |x(t)) nesta base:

X)) = a(®)[x(0)) + ... (792)
A probabilidade pedida é |a(t)|?. Ora,
(x(0)Ix(2)) = a(®)(x(0)[x(0)) = a(?) - (793)

Logo, a probabilidade é |{x(0)|x(t)}|>. Vamos calcular {x(0)|x(¢)), a ampli-
tude de probabilidade. Usando (788), temos

KOXD) = 5 (B #5 — B ™) (799
2 — 41
e~ Bt _ o—fEnt .
t g XOIHX0)

Como
(x(0)|H|x(0)) = (C;{E\| + C3(Es|) H (C1|E1) + Cs|Es)) = |C1[*E1+|Cs* Es

Entao,

<X(O)|X(t)> = E E (EQC_EEIt — Ele_EE2t)
2 — 41
e_%EQt _ 6_%E1t
+ (|01|2E1 + ‘C2|2E2) B, _E (795)

Suponhamos que |C;]? =1 e |Cy|?> = 0. Entao, apés uma algebra simples,

(x(0)|x(t)) = e"F Pt (796)

logo,

[ O)[x(®)I* =1 (797)
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isto é, um sistema que estd num estado estaciondrio permanece nele (daf se
chamar estaciondrio!).

E facil mostrar que os estados estaciondrios sao os Unicos que possuem
esta propriedade. De fato, se

X() = e #x(0) (798)
x(0) = Ci|Ey) + Cs|Es) (799)
IX(#)) = Cie w1t Ey) + Che™ 72| Ey) (800)
XO)X(E) = [CrPe 7Pt +|Cyf2e P2t (801)
KOOI = Gt + [Cof* + 2]C1PICo cos +(Br — By}t (302)

h

Para que [{x(0)|x(¢))|*> = 1 para todo t, temos de ter ou C; = 0 ou Co = 0.
Em qualquer dos casos o outro coeficiente ¢ de médulo 1, pois |C}|? + |Cy|? =
1. Logo, x(0) = [E1) ou x(0) = [Ey).

Tomemos agora uma base arbitraria do espaco dos estados, formada por
|p1) e |¢p2). O estado |x(t)) é expandido, nesta base, como

X)) = (I¢1)(@1] + |92)(d2]) [x(2)) = (1]x(2))|¢1) + (B2l x(1))[42) (803)

Introduzindo a notacao

xi(t) = (dilx(1)) ,

temos
X)) = x1(t)[¢1) + xa2(t)[#2) (804)
A equagao de Schrodinger é
P fn) = w0 Alo) oAl (509

e, tomando os produtos escalares com |¢;),

ih%((ﬁﬂX(t)) = x1(6){(d1|H|d1) + x2(t){d1| H|P2) (806)
O(GI0) = a(O(lHIb) +xat) ol o) (807)

Denotando (¢; H|¢;) por H;;, temos

0
zh% = Huxi+ Hiaxe (808)
0
zh% = Hyixi + Haxo (809)
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Para estados estaciondarios, Hio, = Hy; = 0. Logo, os elementos de matriz
Hy e Hi5 promovem as transi¢oes entre estados.
De fato, seja |¢1) um dos estados da base.

61(1)) = e 7)) (810)

e~ Bt _ o—pEit
H|g(p11)

e n
E, — E;

¢1) —ipt — LBt
= ———— (Fye n7 — Fiemn72%) +

&_&(2 1 )
Qual é a probabilidade de que, em algum ¢, o sistema se encontre em |¢)?
A amplitude é dada por

e—%Egt _ e_%Elt

Ey — By

($2l61(2)) = (¢a|Hl:1) (812)
Nao ha transicdo se Hy; = 0.

As equagdes (812) sdo as Eqs.(8.43) do Volume IIT das “Feynman Lec-
tures on Physics”, que as utiliza para um grande nimero de aplicagoes inter-
essantes. Vamos fazer o mesmo.

31 A molécula da amonia

A molécula de aménia, N Hj, é formada por trés atomos de hidrogénio e um
de nitrogénio, dispostos nos vértices de uma piramide, como mostra a figura.
Esta molécula pode ser excitada de muitos modos: pode ser posta a girar,
por exemplo, em torno de um eixo passando pelo nitrogénio e perpendicular
a base oposta, que é um eixo de simetria, ou pode-se também excitar seus
muitos modos normais de vibragao. Aqui vamos considerar uma transicao
que é particularmente interessante porque nao pode existir classicamente. Na
fisica classica, as duas configuragoes exibidas acima s6 podem se transformar
uma na outra por rotacdo da molécula. Na mecanica quantica, porém, o
nitrogénio pode tunelar para o outro lado, uma transicao que ndo pode existir
classicamente. Como problema andlogo, considere o po¢o duplo mostrado na
figura abaixo. Para energia s como FEj, classicamente, o problema se reduz a
um unico poco. Ou seja, para energia inferiores a V,,, classicamente, temos
dois pocos independentes. Se o potencial for simétrico, teremos os mesmos
niveis de energia de um de do outro lado da barreira.

Na mecanica quantica, porém, existe o tunelamento entre os dois pocgos.
Em conseqiiéncia disso, os niveis de energia individuais dos pocos deixarao
de existir, e aparecerao niveis do poc¢o duplo.
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32 A Mecanica Quantica Relativista

32.1 Introducao

Estas notas reproduzem parte das transparéncias apresentadas no curso de
verao de 2003 do Instituto de Fisica da USP. A parte relativa a equacao
de Dirac e a anti-matéria é reproduzida in toto. Resolvemos substituir a
parte que tratava de neutrinos e do problema solar por indicacoes a liter-
atura existente, principalmente na internet, que é de facil acesso e excelente
qualidade.

Para o estudo do problema dos neutrinos solares, recomendamos o en-
dereco:

http://www.hep.anl.gov/ndk/hypertext/nuindustry.html

Muitas outras informagcdes sobre o tema, e sobre fisica em geral, podem ser
encontradas no meu site:

http://hfleming.com

O estudo da equacao de Dirac na linha aqui apresentada encontra-se em
Sakurai, “Advanced Quantum Mechanics”, Addison-Wesley Press
e em
T. D. Lee, “Particle Physics and Introduction to Field Theory”.
Um tratamento elementar, mas de qualidade, sobre a fisica dos neutrinos
encontra-se em
C. Sutton, “ Spaceship Neutrino”

32.2 A equacao de Schrodinger livre

I — —ihV
FE — zhé
ot
152 1 h2 o2
5 2
— VU =FU V2O = jh—
2m - QmV ot
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32.3 A equacao de Klein-Gordon

E? = S +m2t
B0 = (p°F +m’c)¥
0*U -
—hzw = —CQhZVQ\II + m204\11

2.2
oE)e - o

A equagdo de Klein-Gordon é de segunda ordem no tempo, o que cria
dificuldades com o postulado basico da Mecanica Quantica que diz que o
estado de um sistema estd completamente determinado (inclusive em sua
evolucdo) se se conhece a fun¢do de onda em um instante qualquer. Além
disso, a conservacgao da probabilidade, expressa pela equacao da continuidade

0 -
a—f +divj =0 (813)
é satisfeita para
1(_ov* ov
= — |V - U —
FP=c ( ot ot )
i = (Ve -—uvw)
0
8_5 +divj =
Problemas

1. p pode ter qualquer sinal.
2.A equacao de Klein-Gordon nao é de primeira ordem no tempo.

32.4 A equacgao de Dirac

Procura-se: equagao relativista de primeira ordem no tempo. Uma expressao

geral é:
* oz Y oy “ 0z h e Ot

onde oy, oy, a, e B sao matrizes quadradas 4x4, e ¥ é uma matriz coluna
de 4 elementos.

(814)
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Exemplo:

A B C D 0V, /0
| E F @ H 0V, /0
w¥=| 7 5 K I Vs /0x (815)

Em termos dos elementos de matriz a equagdo é:

ov, ov, ov, wmc 109,

XU: ((aw)paﬁ + (ay)paa—y + (Oéz)pag + 7(5%0‘1’0) =T

Todos os elementos das a’s e de 8 devem ainda ser determinados. Para

isso vamos impor a condi¢ao que, para cada componente V¥, valha a equacao
de Klein-Gordon, ou seja,

= 1 02 m?c?
<V2 — —2—) V,=—"Y,
c? ot? h
A motivagao é a seguinte. Considere as equagoes de Maxwell (escritas no

sistema CGS, como todo fisico que se preza faz!) na auséncia de cargas e
correntes:

divé = 0
divE = 0
. 10B
th = —-
ro c Ot
q 10E
tB = ~——
ro c Ot

E um sistema de equacoes lineares, de primeiro grau, que mistura as varias
componentes de E e B. Tomando o rotacional da tltima e usando a pentltima,
obtemos .
1 0’B

t rotB = ———
Tol TO 62 81&2

ou

que é a mesma coisa que
0B, =0

para todo p. Obtém-se, de modo analogo, que

0°E, =0
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para todo p.

Ora, a teoria de Maxwell é relativisticamente invariante, e essas duas
ultimas relagoes mostram uma propriedade que essas equacoes devem sat-
isfazer. Mas elas nao sao senao as equagoes de Klein-Gordon para m = 0.
Logo, justifica-se a exigéncia de que, para cada componente de ¥, a equagao
de Klein-Gordon seja satisfeita. Resumindo, se ¥ é uma solucao da equacao

de Dirac, exigiremos que
2.2
, m-c

para todo p.

32.4.1 Interpretacao probabilistica

Preliminarmente precisamos de uma interpretacao probabilistica. Gostariamos
de ter
= Z v
g

por ser esta uma quantidade positiva e que generaliza o p = |¥|? da teoria
de Schrodinger. Como
/ drp=1

(se a integral é sobre todo o espago), teremos

dt/pd%_o_ /d3 (a‘y* \1/,’;88‘1;”)

Da equacao de Dirac se tira

109, p OV,  .mc
~——QKa, — — . U\IIO'
¢ Ot ;(é%aaxk—mhﬁp )
Inserindo esta na peniltima,
o}
- —czzfd?’ (Z AT, @ﬁﬂqf v )

_czz / B (X:%xy aq’* hcﬁﬂxp;%)

de onde segue que

ﬁ;)\ = /8)\0
k k
Ay = Oy,
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ou seja, [ e as a’s sao hermiteanas.
Mais precisamente, temos que, com

p = > U,
i = c(T*av)
onde @ é o “vetor” de componentes (ay, oy, @), vale

dp

o + divi =0

32.4.2 Determinagao das matrizes de Dirac

Reescrevendo a equacao de Dirac como

;00 imc 10V
oz, + Tﬁ\ll T 0 (816)

«

(onde o primeiro termo representa uma soma sobre 7) e multiplicado & es-

querda pelo operador
0 mme 10

J i

“on, T h T cor

temos, ap6s alguns cancelamentos,

i 0% +imc jIBB‘II +z’mcIB i8\11+
oo —adf—+ —fPa
_m220252\p — l@z\lf —
h 2 Ot?
Para que isto se reduza a
2.2
(m? . mhf ) =0
devemos ter:
g =
o'B+Bat = 0
ool +dlat = 20,5

Uma solugao para essas equagoes pode ser construida da seguinte maneira:

sejam
10
(0 1)
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(1 0
3=10 -1

As matrizes de Dirac sao matrizes 4x4 definidas, em termos das anteriores,

assim:
0 oF
k _
‘= 7)

- (1)

ou, mais explicitamente,

0001
Jg_|00 10
0100
100 0

e assim por diante.

32.4.3 Formulagao covariante da equacao de Dirac

Queremos colocar a equagao de Dirac numa forma em que o tempo e as co-
ordenadas aparecam simetricamente. Notagao:

ry = T
To =Y
T3 = Z
T4 = ict

Assim, o invariante relativistico z? +y? + 2% — ¢*t? ¢ escrito =2 + x3 + 23 + 273,
ou T,z,, que é a mesma coisa que

4
> T,
p=1
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A euqcao de Dirac é:

0V zmc 10¥
! —pV + =0
“om T h VT
onde o g\p é uma abreviacao para

iai oV
i—1 8$Z
Multiplicando a equacdo de Dirac & esquerda por (—if3) e introduzindo a
notacao

7 =B
,Yk: — —i,BOék
para k =1, 2,3, temos
OV mc ov
il =\ -
7 oz; * h +ﬁ8(ict)
ou Lo
mc
— 4+ —U=0
7 oz, + h
com

T+ = 200
32.4.4 Corrente de Probabilidade
Seja ¥ uma solucao da equacao de Dirac. Definindo
U(z) = Ui(x)y,
Entao obtém-se, da equacgao de Dirac,

o meg
oz, T

O quadrivetor densidade de corrente de probabilidade, j, = 1%,V é tal que

O _ dp _
9z, (81& +dZUj> =0

que é a forma 4-dimensional da equacao da continuidade.
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32.4.5 Solucgoes especiais: particula em repouso

Para uma particula em repouso,
pk\I’ =0

onde p; é o operador “componente £ do momento ”. Equivalentemente,

—Zha—xk =0

para k = 1,2, 3. Logo, para a particula em repouso,

ov me
77 Ty
™ 83:4 h
Explicitamente, temos
10 0 O U, (t) U, (t)
00 -1 0 Jicot| s(t) |~ &h | Ts(t)
00 0 -1 U, (%) Wy (1)
Autoestados da energia tém a forma
U(t) = w(0)e +"*
Logo, para essas fungoes,
10 0 O a a
l 01 0 0 b ge_iEt o _@ b 6_%Et
ic] 00 -1 0 c | Ot h c
00 0 -1 d d
Cancelando as exponenciais reduz-se a
a a
El b | _mec| b
he| —c | B c
—d d
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Logo,

ou seja, as solucoes sao

o O O

32.4.6 Solucoes de energia negativa

Surpreendentemente, porém, a equacao

a a
El b | _mc| b
he| —¢ | R | c
—d d
admite a classe de solucoes
E = mc
a = 0
b = 0

como se verifica facilmente. Logo, temos ainda como solugoes as combinagcoes
lineares
i Zt

Emc

Us(t) =

O = O O
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i

eﬁmczt

\114 (t) ==

_— o O O
|

Note que se trata de solucoes correspondentes a particulas livres e em re-
pouso. Além das solugoes esperadas, com energia E = mc?, encontramos
outras, totalmente inesperadas, com energia de repouso dada por E = —mc?!

32.4.7 Interacao com o campo eletromagnético

Usando, na equacao de Dirac

o acoplamento minimo,
e
Pu = Pu — EAu

(veja <http://fma.if.usp.br/“fleming/eletromag/index.html>).

Como
0
= _ih—
Pu ! Oz,
A, = (A5, Ay, A, 00)
obtém-se:

0 e me
—— —A U+ —U =
(6:1:“ he “) Tu¥ F R 0

32.5 A anti-matéria

A proposta de Dirac para resolver o problema dos estados de energia negativa
é: todos os estados de energia negativa estdo preenchidos, e esta situagao é
o que chamamos vacuo. Isto faz sentido porque os elétrons sao férmions,
e, como se sabe, “s6 cabe um férmion em cada estado”. Vivemos no meio
dos estados de energia negativa mas nao os vemos. No entanto, quando um
desses elétrons de energia negativa recebe energia suficiente para pular para
um estado de energia positiva (esta energia é, no minimo, 2mc?), deixa, no
“mar de estados de energia negativa” um buraco, e este é observado (como
uma particula de energia positiva e carga positiva, isto é, oposta a do elétron).
Logo, quando um elétron de energia negativa pula para um estado de energia
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positiva, aparecem duas coisas: o proprio elétron, agora “visivel”, e o buraco:
chama-se isso de producao de um par elétron-pésitron. O buraco deixado pelo
elétron é um poésitron, o primeiro exemplo de anti-matéria.

32.5.1 As solugoes de onda plana

Estas solugoes, que sao estados de momento e energia definidos e arbitrarios,
podem ser obtidas das de repouso por transformacoes de Lorentz. Vamos
nos limitar a apresentar uma tabela delas. E um exercicio simples verificar
que as expressoes a seguir efetivamente satisfazem as equagoes de Dirac.

Energia positiva:
2 .
U= /%u(m) (§)er PE-E)

1

E +mc?

(1) —
u(p) 2mc?

E +mc?

(2) —
= (p) 2mc?

Energia negativa:

0
p3c
E+mc?
(p1+ip2)c

E-+mc?

(p1—ip2)c
E-+mc?
—pac
E-+mc?

mc? i
\If = - (3)4) ﬁ(p$+|E|t)
\EV" (P)e

[|E| + mc?
ut? (p) = 2mc?
@ |E| + mc?
u™(p) = 2mc?
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32.5.2 A funcao de onda do buraco

Dada a equacao

0 e me
w

queremos mostrar que, para cada ¥ que a resolve, existe uma ¥¢ que é solucao

de: 5
mc
Ay ) e+ Poge =
<8xu+h ) TR =0

com a propriedade
=S.vu*

onde S, é anti-unitdrio®*. Vamos determinar S,. Tomando o complexo-
conjugado da equagao de Dirac, temos

0 0 e e | MC

Aplicando S, a esquerda, termo a termo, tomando o complexo conjugado e
aplicando, & esquerda, (S¥)!, obtemos

0 1 0 _1 me
v —A * * Gy v A * xgry 4 O
<a$k he k) (Sc) ’YkSc + ( 8$4 + he 4) (Sc) 7450 + i 0

Para que esta equagao reproduza Eq.(817), devemos ter

(SZ‘)‘WZS* = %
(S:) VZ = N

A solugao é
Sc =72
com S, = S = (S?)~". Logo,

\ch = ")/2\1/*

V= vaul(p er”

345,81 = 81S, =1, mas S,(A\¥) =

Exemplo:




() =T
Assim, dada uma solucao ¥ de energia negativa E, ¥¢ é uma solugao de

energia (—F), positiva, de momento —p, carga —e e spin no sentido oposto.
Trata-se do buraco, que é um pdsitron.

33 Apéndice Matematico 1

33.1 Operadores e suas representacoes matriciais

Seja O um operador linear num espaco vetorial £ sobre os nimeros com-
plexos. Seja {€;}, com i = 1,...,n, uma base desse espago, que, portanto,
tem dimensao n. Aplicando-se O a um elemento da base, por exemplo, €,
tem-se um novo vetor do espaco, que pode ser expandido na base dada. Esta
expansao € escrita

06.= 30, 19
j=1

onde os Oj; sao nimeros complexos, denominados elementos de matriz de O
na base {€;}.
Seja ¥ um vetor qualquer de F, tal que

7= v . (819)

Temos

07 =03 v& =3 v08 (820)

e, usando (818),
017 = Z Z Uinigj (821)

A equacao (821) mostra que, de posse dos elementos de matriz de O, é
possivel determinar a acao deste operador sobre qualquer vetor. Ou seja,
escolhida uma base, o operador pode ser substituido pelo conjunto de seus
elementos de matriz. Convenciona-se escrever o conjunto desses elementos
de matriz da seguinte forma:

Oy Oy ... O

Oni Opz ... Oy
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Uma segunda maneira de ler a eq.(821) é : as componentes do vetor Ov' em
relacao a base dada sao os nimeros complexos

Se representarmos os vetores por matrizes coluna cujos elementos sao as suas

componentes,
U1

- V2
U & (824)
Un
podemos representar a agao de um operador sobre um vetor assim:

O11 O ... Opn U1
AL Oy Oy ... O
OF < 21 22 2n ) (825)
Oni Opa ... Oy Un
onde, para calcular o segundo membro, usam-se as regras de produtos de
matrizes usuais.

O leitor, como exercicio, poderd mostrar que a representacao matricial
do operador 0105, produto dos operadores O; e O,, é dada pelo produto,
no sentido de matrizes, das matrizes que representam (O; e Oy, nesta or-
dem. Recordemos que o produto das matrizes A, de elementos A;; e B, de
elementos B;;, ¢ a matriz de elementos

n
k=1
regra que pode ser obtida facilmente da equagdo (818).
Seja {f;} uma segunda base. Podemos escrever

Oﬁ = Z (Of)ji f; (827)

08 =3 (0.);: (828)

onde indicamos com Oy e O, as matrizes que representam O nas bases { ﬁ}
e {€;} respectivamente. As matrizes Oy e O, representam o mesmo operador
em bases distintas. Matrizes com esta propriedades sao ditas equivalentes.
O que caracteriza matrizes equivalentes?
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33.1.1 Transformacoes entre bases

Um elemento qualquer da base (f) pode ser expandido na base (e):
fi = 3 fmi€im (829)

e analogamente,

gs = Zgrs.ﬁ (830)

Logo, segue que .
€ = Zg'rsfr = Zgrs merém (831)
ou

=Y (z fmrgm) ‘, (532)

m

de onde segue, imediatamente, que

Z fm?"grs = 6ms (833)

Invertendo os papeis das bases (e) e (f), obtém-se, da mesma maneira,
Z grmfmi = (51'1' (834)

Seja F' a matriz cujos elementos sao f,;, € G aquela cujos elementos sao g,,.
Entao as equagoes (833) e (834) sdo escritas, respectivamente,

FG =1 (835)

GF =1 (836)

Quando, entre duas matrizes, existe este par de relacoes, uma € o inverso da
outra. Ou seja,
G=F" (837)

ou, equivalentemente,

F=G" (838)

A condicdo necessaria e suficiente para que uma matriz tenha inverso é que
seu determinante seja diferente de zero.
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33.1.2 Matrizes equivalentes

Sejam Oy e O, duas representagoes matriciais do operador O, ou seja, duas
matrizes equivalentes. Temos

Oﬁ = Z (Of)ji ﬁ = Z (Of)ji Zfljé} (839)
j rl

J J
Por outro lado,

Oﬁ = O Z fngm = Z fmzégm = Z fmz Z (Oe)lm é’l (840)
m m m l

Igualando (839) e (840), temos

Z flj (Of)ji = z (Oe)lm Jmi (841)
J m
ou, na linguagem das matrizes,
FO; =0.F (842)
ou, na forma mais comum,
O, = FO;F! (843)

Em palavras, duas matrizes A e B sao equivalentes se existir uma matriz
nao-singular (isto é, que tem inversa) F' tal que

A=FBF! (844)

Uma relagdo desse tipo entre matrizes A e B é dita também uma trans-
formacao de eqiiivaléncia, ou de semelhanca. A riqueza de sinonimos revela
a idade do problema!

Exercicios:

1. Mostre que, se o operador 0 possui inverso e se a representacido matricial dele em uma
determinada base é a matriz A, entdo a representacido matricial de O~! nesta mesma base
é a matriz A1,

2. Mostre que duas matrizes equivalentes tém o mesmo trago e o mesmo determinante.

Por isso essas duas quantidades sao ditas invariantes de uma matriz.
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33.1.3 Autovalores de uma matriz

Sejam O um operador linear e ¥ # 0 um vetor tais que
OF = \7 (845)

onde A\ é um nimero complexo. Diz-se que ¥ é um autovetor de O, e que A
é um autovalor de O. A equacao acima pode ser escrita assim:

(O-A)5=0 (846)

A~

Suponhamos que o operador O — Al tenha inverso, denotado por U =
~ A\ —1 ~
(O — )\1) . Entao, aplicando-se U a esquerda de (846), temos

U(0-M)v=5=0 (847)

o que é absurdo, pois ¥, como autovetor, deve ser nao-nulo. Conclui-se que
o operador (O — )\i) é singular, ou seja, nao tem inverso. Em conseqiiéncia,
suas representacoes matriciais também nao terao inverso.

A versao matricial da eq.(846) é

D (0ij = Aoij) vj =0 (848)

J

onde O;; é o elemento ij da matriz O, que representa o operador O em
alguma base, e d;; é o elemento ij da matriz que representa o operador 1.
Em conseqiiéncia da conclusdo acima, o primeiro membro da eq.(848) deve
ser uma matriz singular (sem inverso). Logo, devemos ter

que é uma maneira simplificada de dizer que o determinante da matriz cujo
elemento genérico é O;; — Ad;; é zero.

Esta equacao, A sendo a incégnita, é uma equacao algébrica de ordem
igual a dimensao n do espaco, ou, o que é o mesmo, igual a ordem da ma-
triz. Em prinipio tem n solugoes, mas nao necessariamente distintas. Estas
solucoes sao os autovalores do operador, e sao também chamadas de auto-
valores da matriz que representa o operador. A equagao (849) é conhecida
como equacdo secular.
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33.2 Diagonalizagcao de uma matriz

Neste capitulo, diferentemente do que ocorreu nos anteriores, omitiremos o0s sinais de
somatdria, usando a convengdo de que indices repetidos indicam a soma sobre todos os
valores desses indices.

Seja A uma matriz, de elementos A;;, que sdo nimeros complexos. Seja
A1 um autovalor da matriz A. Isto quer dizer que existe ¥ tal que3®

AT = N7 (850)
ou

Apor + Agug + ...+ Apv, = Ay
A12’01 + AQQ’UQ 4+ ...+ Agnvn = )\11)2

Alnvl + Agnvg —+ ...+ Annvn = )\1Un (851)
Mais geralmente, seja U 0 autovetor correspondente ao autovalor A,
Aty = MUk (852)

Escrevendo a relacdo acima em componentes, temos

(Aﬁk)i = A (U)z (853)
ou
Aij (T); = Ak (T), (854)
Considere a matriz cujos elementos sao
Pik = (610)1 (855)
Entao
Ay (V) ; = Aijpjk = Arpin (856)
ou, definindo a matriz diagonal A, de elementos
Aij = Ajoij (857)
(Ap)ik: = (pA)ik (858)

35Por abuso de linguagem estamos representando pelo mesmo simbolo, ¥, tanto o vetor
quanto a matriz coluna que o representa numa base.
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ou, como uma equacao matricial,
Ap = pA (859)

Se a matriz p for inversivel, isto é, se existir p—!, obtemos, aplicando p~! &
esquerda,
p tAp=A (860)

A matriz A foi transformada, por uma “transformacao de semelhanca”, numa
matriz diagonal. Seja Ao operador linear que, em relacao a uma determinada
base, possui a representagdo matricial A. A equacdo (860) mostra que, no
caso de p possuir inversa, existe uma outra base na qual Aé representado
pela matriz diagonal A.

Que matriz é p? Sejam

Vk1
T (861)
Vkn

os autovetores de A, para k = 1...n. Seja a matriz construida justapondo-se
essas matrizes colunas designada por v. Entao

V11 V21 ... Upi
Vi2 V22 ... Up2

v = n (862)
Vin V2n .- Unpn

A matriz p é a transposta de v, ou seja,

V11 Vi2 ... Uip
V21 V22 ... V2

p= " (863)
Unit Un2 -.- Upn

Condicdo necessdria e suficiente para que exista p ' é que o determinante

de p seja diferente de zero. Ora, uma condicdo suficiente para que o deter-
minante de uma matriz seja nao-nulo é que suas linhas sejam linearmente
independentes. Como as linhas de p sao os autovetores vy, conclui-se que
uma condicao suficiente para que exista p~' é que os autovetores de A sejam
linearmente independentes. Um coroldrio é que, se A é hermiteana, ela é
diagonalizavel, pois o conjunto dos autovetores de uma matriz hermiteana
forma uma base, o que significa que os autovetores sao linearmente indepen-
dentes.
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33.2.1 Exemplo

Diagonalizar a matriz complexa?®

A:(? é) (864)

A equagao secular (849) é, neste caso,

det{<(1) é)—/\<(1) ?)}:det<_)1\ _i):o (865)

M—-1=0 (866)

ou

cujas solugoes sao
A==1 (867)

Entao a matriz, quando estiver na forma diagonal, serd

(é _(1] ) . (868)

Contudo, vamos construir explicitamente a transformacao de semelhanca que
leva A a forma diagonal. Para isso precisamos determinar os autovetores de
A. Seus autovalores ja foram determinados: sao \; = +1 e Ay = —1. Temos
Seja U; o autovetor associado ao autovalor \;. Entao,

AT, = M7 (869)
ATy = oty (870)

Denotando o vetor v; pela matriz coluna

()
( o ) ( EZS; ) B ( 2232 ) (871)

Realizando o produto de matrizes do primeiro termo, temos

temos, para (869):

36Sim, leitor! Trata-se de uma matriz complexa, embora nio pareca. Lembre-se de que
1 é um ntmero complexo, pois pode ser escrito como 1 + 0!
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( 83? ) - ( 832 ) (872)

Como a igualdade de matrizes implica na igualdade, um a um, dos termos
de mesmos indices, temos

(v1)2 = (v (873)
(vi)1 = (01)e (874)

A solugao mais geral dessas equagoes é a matriz coluna

¥ = ( Z ) (875)

onde a é qualquer niimero diferente de zero. Esta ambigiiidade era esperada,
pois, pela linearidade dos operadores em questao, se ¥ € um autovetor cor-
respondendo a um determinado autovalor, qualquer multiplo nao-nulo seu
também o é. Uma maneira de levantar a ambigiiidade ¢é exigir que o vetor
seja normalizado. Isto se faz assim: o produto escalar de v consigo mesmo é

(a*,a") ( Z ) =a*a+a‘a=2a?=1 (876)

Logo, devemos ter a = LQ (a fase, como sempre, é escolhida arbitrariamente).

Portanto,

Um célculo analogo leva a
1 1
Uy = — 878
V2 ( -1 ) (&7%)

BTy = %(1, 1) ( B ) ~0 (879)

que mostra que os autovetores sao ortogonais, e, portanro, linearmente inde-
pendentes. A matriz p procurada €, entao,

(2 1)

Como detp = —1, ela possui inversa, que é

pr=p (881)

Note-se que



Resta mostrar que
1, (1 0

De fato,
11 1\[fo 1)1 /1 1Y _
2\1 -1 1 0 2.1 -1 N
0
_1> (883)

33.2.2 Exercicios

1.Ache a equagfo secular (também chamada de equacdo caracteristica) e os autovalores
da matriz

1 11
A= 1 2 2
1 2 3

n=(5 )

é transformada em uma matriz diagonal

2. Mostre que a matriz

C =TyB(Tp)™"
onde Ty é
T, — cosf sinf
=\ —sin® cos@
¢ o
tan 20 = ——
an 3

(transformagéo de Jacobi).

3. Determine os autovalores e autovetores da matriz

2 -2 2
M=|1 1 1
1 3 -1

Resposta: Ay =1, 2 = —2,A3 = 3.

4. No caso | = 1, escreva a representacdo matricial [, do operador l; na base em que
I, é diagonal. (S&o os elementos de matriz que calculamos em aula). Determine a trans-
formacgdo de semelhanca que diagonaliza [, e exiba a matriz diagonalizada. Mostre que
esta transformacgio de semelhanga “desdiagonaliza” (perddo, Luis de Camdes!) a matriz
l,.
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34 Apéndice matematico 2

Entre as muitas exceléncias do grande livro Quantum Mechanics, de L. D.
Landau e E. M. Lifshitz[3], estd o apéndice denominado Mathematical Appen-
dices, onde, de uma forma unificada, sdo tratadas varias das funcoes especiais
necessarias ao longo do texto. Essa unificagao é tornada possivel pelo uso
do método de Laplace, uma genial técnica de resolucao de certas equagoes
diferenciais ordinarias inventada pelo grande matematico francés enquanto
redigia seu Théorie analytique des probabilités.

O método faz uso intenso da integracdo no plano complexo, o que abre
caminho para a utilizagdo do método do ponto sela, para o estudo do compor-
tamento assintético das solugoes. E esta combinacao de técnicas que faz com
que os métodos apresentados no apéndice citado se destaquem pela elegancia
e concisao, para nao mencionar a poténcia.

O tratamento dado por Landau é talvez excessivamente breve, o que
torna o material do apéndice acessivel para poucos. Este artigo pretende,
estendendo-se mais longamente sobre o tema, torna-lo acessivel a um nimero
maior de estudantes.

Minha principal fonte foi o grande tratado de Edouard Goursat[4], Cours
d’Analyse Mathématique. Uma exposicao mais detalhada e ambiciosa, es-
crita com a graga de sempre, encontra-se em Hille[5], abundante em notas
historicas e aplicagoes elegantes. Para o método do ponto sela minha re-
feréncia preferida é Courant, Hilbert[6]. Para saber mais sobre Laplace e seu
tratado de probabilidades veja o notavel Dictionary of Scientific Biography|7|
ou, mais especificamente, a biografia de Laplace por Gillispie[8], um dos ed-
itores do dicionério citado.

34.1 A equacao de Laplace

Laplace, apés ter inventado a transformacao que leva o seu nome®’, generalizou-
a de varias formas. A que nos interessa aqui, uma generalizacao para o plano
complexo, serve para resolver certas equacdes diferenciais ordinarias muito
comuns nas aplicacées. Sao equacgoes da forma

'y _
dxm

d
(ap + box)y + (a1 + blx)—y + ...+ (an + byx)

0 884
- (884)

que vamos também, de forma abreviada, denotar por

F(y)=0

37A famosa transformada de Laplace!
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Vamos procurar solucoes da forma

y:/CZe dz (885)

onde Z é uma funcao de z a determinar, e o contorno C', independente de z,
também deve ser determinado. Como veremos, a determinagao do contorno
é parte essencial na construcdo da solucdo, e aqui estd talvez a principal
inovacao dessa “transformada de Laplace” complexa. Note-se que

dky

- J VA k zx

Tk /c 2"e**dz
Como

n dky
Fy) = (a + bkx)ﬂ
k=0 x
temos,
F(y) = / 7> (ay, + byz)2Fe™dz
¢ k=0
ou .
F(y) = / 7 (Z ag2® + bkzkx) e**dz

¢ \k=0

ou
F(y) = / Z(Qz + P)e*dz (886)
c
com .
Q="> b
k=0
€ n
P = Z akzk
k=0

Podemos entao escrever F(y) como uma soma de duas integrais:
F(y) = [ PZedz+ | 2Qued: (887)
c c

A segunda dessas integrais pode ser escrita assim:

/CZQ:Ee”dz:/(/‘ZQ%eza:dz:/cdiz(ZQe”) dz—/ce”% (ZQ) dz
(888)
Podemos agora escolher o contorno C' de tal sorte que a primeira integral
do segundo membro se anule. De fato, trata-se da integral de uma derivada;
logo, o valor da integral ’e a diferenca dos valores do integrando nos dois
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extremos. Escolhemos o contorno, entao, ou como um contorno fechado, ou
como um contorno aberto em cujos dois extremos a funcao

V(z) = ZQe*™ (889)

tenha o mesmo valor (No caso do contorno fechado isto acontece automati-
camente). Com essa escolha de contorno,

d
/ ZQze*dz = —/ e”—(ZQ) dz
c c dz
Obtemos assim para a fun¢ao F'(y) a expressio:

F(y) = /C dz (PZ - d%(ZQ)> e (890)

Queremos determinar Z de tal forma que F'(y) = 0. Para tanto, o integrando
da Eq.(890) deve se anular. Assim,

d P d
PZ=—(Z —7Q =—(Z 891
T2Q) ou 57Q = (20) (391)
o que nos leva & equacao diferencial
1 d P
— —(Z0) = — 2
76579 =g (392)
Equivalentemente,
P
dlog(ZQ) = =dz
Q
elog(ZQ) = [ gdz, ou ainda,
ZQ = eJ gdz
e, finalmente,
7 = Lebe (893)
Q
A solugao procurada é entao
1 [ £dz
= [ —el e%e*d 894
vw) = [, el ez (894)
ou, para maior clareza,
L 0% 7
= [ —ela a0 ( 895
y(w) = [ el oo teds (895)

onde a é, por exemplo, um dos zeros de P(t).
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34.2 O Oscilador Harmoénico
Considere a equacao
Py _ o,

122 2:5% +2ny =0

(896)
que aparece na solucao do problema de determinar os estados estacionarios

do oscilador harmonico. Aqui n é um nimero qualquer, nao necessariamente
um inteiro, apesar da nota¢ao. Colocando-a na forma

d
(ag + box)y + (a1 + byx)——

d

Y
A
dz?
b():O a0:2n
b1:—2 a1=0

bg =0 a9 = 1
Temos, entao,

= 2n+ 2
Q(z) —2z
e . ,
Z(Z) = —e_%fz tzndz
—2z
e, Como
2 2 2
/dzz ren Z—+2nlogz,
z 2
_22
ef gdz — 67%(%+2nlogz) — €
Zn
Logo,
le s le s
e 1 e
7 R — - __
(2) 2z 2" 2 zntl
e

(897)

2

_ esz zz g

(898)
Como estamos calculando uma funcao de onda, constantes multiplicativas
nao tém importancia. Por isso, simplificamos para

)= [ et

e (899)
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Passemos agora a determinagdo do caminho de integracao. Como vimos, ele
deve ser tal que a funcdo ZQe** tenha o mesmo valor nos dois extremos.
Essa funcgao é, neste caso,

22

ezl'*f

2T __
ZQe*" = o (900)
Por argumentos fisicos os casos de interesse sao restritos a n > —% (Veja
nota38). Para esses valores os contornos C; e (5 das figuras abaixo sao
adequados.

A
4

A
U

N
L/

Seja z = X +iY. O termo dominante no integrando é e " = ¢~ (X"~ Y?)i2XY
Para Y pequeno em moédulo, e X garante que a funcao V se anula nas
extremidades de ambos os contornos.

Se n for um racional nao inteiro, a origem z = 0 serda um ponto de
ramificacdo, e haverd cortes ao longo do eixo real. Se o corte for tomado
ao longo do semi-eixo real negativo, o primeiro contorno nao é permitido (a
curva atravessa o corte). O segundo é aceitavel. A integracdo é complicada,
e ndo garante que y(z) seja um polinémio, como é requerido. Quando n for
inteiro, a situacao ¢ muito mais simples. Facamos, neste caso, a mudanca de
variavel

z=2(x—u)

onde introduzimos a nova varidvel complexa u. Uma substituicdo simples

mostra que
2
e’ du 2

y(x) = 5 me*“ (901)

onde o novo contorno C' é descrito na figura abaixo.

38Isto quer dizer que as energia s consideradas sdo positivas, como é o caso para um
oscilador harmonico de energia potencial %kxz
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Que o contorno deve ser este, segue dos seguintes fatos:a transformacao
é linear; uma transformacao linear transforma retas em retas e circulos em
circulos®®; a particular transformacao acima inverte o sentido de percurso
no contorno e leva pequenos valores da parte imagindria de z em pequenos
valores da parte imaginaria de u; o ponto z = 0 corresponde ao ponto u =
no novo contorno.

Para n inteiro e £ # u o integrando ndo tem singularidades. Por isso, o
contorno pode ser deformado para

©

A integral é, entao,

2 w2 du
y(x) = e j[e P (902)
Ora,
L‘y{ e " du _da e
omi J (u—z)vti dan
onde usamos a formula de Cauchy. Portanto,
P 271 dn _x?
y(z) =e Tt = Yn () (903)
Mas, uma maneira de definir os polinomios de Hermite é:
s
Hn = (=1)" 2 Yz
() = (-1’ e
Logo,
Yn(z) = KHy(x) (904)

onde K é uma constante arbitraria, a ser determinada posteriormente pela
normalizacao da funcao de onda.

39Bem, transforma circulos em elipses, mas, no caso, a transformacio é isotrépica, e
transforma circulos em circulos. . .
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34.3 O Campo Uniforme

Nada supera em importancia, na génese da mecanica Newtoniana, o prob-
lema da queda livre, seja da maca, seja da Lua, em seu movimento em redor
da Terra. No entanto raramente se vé, num curso de mecanica quantica, esses
problemas tratados, nem mesmo no caso simplificado de um campo gravita-
cional constante. Nesta sec¢ao vamos resolver o problema do movimento de
um ponto material sob a acdo de um campo uniforme: a queda da maca, se
a altura da queda nao for muito grande. O método de Laplace para resolver
a equacao diferencial obtida serd essencial.

Uma particula de massa m (a “macgd”)se move sob a a¢do de um campo
uniforme ao longo do eixo z, o que lhe d4 uma energia potencial

U(x)=—Fzx.

Logo, age sobre ela uma forca na direcdo x, de médulo F'. O movimento da
particula é também restrito (por escolha das condigdes iniciais) ao eixo .
A equacao de Schrodinger para os estados estacionarios desse sistema, é:

h? d*y
_ C _Fyx=FE 905
2m dx? Y v (905)
ou 2y 2
m
Y L T Fe+ By =
I + 72 (Fx+ E)y =0 (906)

E conveniente introduzir a variavel adimensional

(e B) ) wr

Temos entao

> (2mF>% a4
de2  \ R de?
e, ap6s algumas substitui¢oes simples,
d*y

d—g2+§1/120, (908)

como nova equac¢ao de Schrodinger .
Trata-se de uma equacao de Laplace. Na notagao convencional, temos

d?y

(@0-+ o)) + (o1 + BT + (aa + 06) 5

i =0 (909)
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a qual o método que vimos acima pode ser aplicado. Contudo, para aproveitar
os estudos prévios sobre uma funcdo que ird aparecer no problema (a fungao
de Airy), vamos estudar nao a equac¢ao acima, mas uma estreitamente ligada
a ela,

d*y

dg?
que é muito conhecida na fisica-matemdtica. Se ®(&) for solucdo desta
equagdo, ®(—¢&) serd solucao da Eq.(908). A Eq.(918) é escrita, a maneira
de Laplace, assim:

—&y(€) =0 (910)

d d?
(a0 + bo€)y(€) + (a1 + blg)d—g + (s + ng)d—;Q’ =0 (911)
comay=0,by=—1,a, =b; =0, by =0, a; = 1. Segue que
P(2) 2
Q) = -1
e, como g = —22, :
P
exp / édz = exp —% (912)
e entao

y(&) = /CeXp (fz - ?) dz (913)

Como vimos, o contorno de integracao deve ser escolhido de maneira que a

funcao
3

V(z) = ZQ = exp (2 — %) (914)

tenha valores idénticos nos dois extremos. Neste caso tomaremos um con-
torno que vai ao infinito, sendo os valores de V' (z) nos dois extremos iguais
a zero. Seja z = u + . Entao

2,3

1
exp—— = exp —g(u + iv)?

= exp (—h a3 + 300+ 00

] :
= exp (—gu(qf — 31)2) exp (—%(31121) + v3)>
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O contorno deve ser tal que a exponencial leve o integrando a zero nos dois
extremos. Para isso, devemos ter:

u > 0
e

u? — 30 > 0
ou

u < 0
e

u? =3 < 0
Consideremos primeiro o caso u > 0. Devemos entao ter
(u—V3v)(u+V3v) >0

Esta é uma regido do plano (u,v) delimitada pelas retas

V= ———=u
V3

Na figura abaixo estdo representadas essas duas retas. Sobre elas temos
u? — 3v? = 0. Uma pequena reflexdo com ajuda da figura convencerd o leitor
de que a regido entre as retas é aquela em que u? — 3v2 > 0. A regido I é
aquela em que temos u? — 3v? > 0 e u > 0. A regido simétrica & tracejada
em relacdo ao eixo v, isto é, a regido II, é aquela em que temos u? — 3v% > 0
e u < 0. Logo, a regiao em que u? — 3v? < 0 e u < 0 é a complementar
dessa regiao IT no semiplano que contém o eixo real negativo, e é constituida
pelas regioes III e IV. Essas regioes estendem-se ao infinito, embora isto
nao seja (nem possa ser!) representado na figura. Em principio o contorno
de integracao pode comecar em qualquer das regioes tracejadas, e terminar
em qualquer outra tracejada.
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Fig.1
Regioes permitidas

Na figura estao indicados, em cinza, trés contornos possiveis: C, C; e Cs.
Desses, (5 é problemdtico, pois se estende na regidao em que a variavel z
atinge valores reais e positivos. Entao o termo

e.’.CZ
que aparece na expressao de y(§), pode, para x grande e positivo, complicar
a convergencia da integral. Por isso tomamos os contornos que comecam na
regiao IV e terminam na ITI. Em particular, o caminho C' pode ser ao longo
do eixo imaginario. Entao, tomando z = iv,
3

y(© = [ exp (m - (ig)3>idv - z/_o:o dv exp (m + z%) (915)

—0o0

ou
3

0 3 S
y(€) = @/ dv exp <ixv + z%) + 2/ dv exp (ixv + Z%) (916)
oo 0

ou ainda
3

0 v 00 v3
y(€) = _i/ dv exp (—ixv — z§> +z’/ dv exp (ixv + z§>
o0 0

e, finalmente,

y(€) = i/ooo dv cos (mv + %3> (917)
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A funcao de Airy, bem conhecida na literatura matemadtica, é definida por

O(z) = %/000 dv cos (%3 +xv> . (918)

¥(€) = K(=¢) (919)

Logo,

34.3.1 Comportamento Assintético

As funcgoes descritas pelas Eqs.(918) e (919) estao expressas como uma rep-
resentacao integral, e, sendo assim, nao se pode ter uma idéia imediata de
seu comportamento. Nos casos em que x — o0 e £ — —0o0 obtém-se com-
portamentos assintoticos mais reveladores. Vamos a eles.

Para x positivo e muito grande na fungio de Airy (correspondendo a x
negativo e de médulo muito grande para a fun¢io de onda) temos de achar
um contorno de integracao que permita utilizar o método do ponto sela.
(Veja o Apéndice dedicado a este método).

E conveniente voltar & expressdo exponencial

y(z) = /C exp <x(t— %)) dt (920)

Pondo f(t) =t — % temos % =1- % e a condicao % = 0 implica em
t = +4/z, que sdo os possiveis pontos sela. Na regido permitida, temos s6
o valor t = —\/z. A seguir faremos a escolha de um caminho de integracao
que passe pelo ponto sela e seja de maximo aclive. Na realidade, é suficiente

que o caminho seja de maximo aclive nas vizinhancas do ponto sela. Vamos

entao expandir f(¢) em série de Taylor em torno de ¢t = —y/z. Temos,
df  (t++x)*df
f@) = f(—Vz)+ [t + V) + M—Q + ...
dt 2 dt
as derivadas sendo calculadas no ponto ¢t = —y/z. Facilmente se obtém que
2
f(=Vz) = —g\/E
e que
d*f 2
dtZ t:—ﬁ B \/5

Naturalmente a derivada primeira é zero nesse ponto, pois ele é ponto sela.
Entao,
o 1

- (921)

flt) = =3vE+ 6+ V)

S
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Para separar as partes real e imagindria de f(t¢) escrevo
t=u+w

o que da

f(t) = —gﬁ—i- +% (u2 —v? 4+ 1+ 2¢/7u + i(2uv + 2\/51)))

Entdo, nas vizinhancas de t = —/z, temos:
2 1 9 o 1
f)=—5va+ 7 (u? = v* + 2v/au) + 7 (2uv + 2/av)

ft) = —§ﬁ+ %(uZ—vQJrz\/Eu)Jr %v(w\/:?) (922)

Considere a reta u = —/x. Ao longo dela, Im f(t) = 0. Logo, é uma curva
de maximo aclive.

Re f(t) = %\/E + ix (z + 2va(—V7)) —

7 % (923)

ou, simplificando,

Vrooov?
Re f(t) = — — — 924
Entao a linha de maior aclive é a paralela ao eixo imaginario passando por
—+/z. Pondo t = —/z + iv, temos

o0 . . \3
y(z) :/ (Va5 (—VEtiv) g (925)

3 0 i
y(z) = ie_%“/ dve~VEv'=3v? (926)

e podemos omitir a exponencial imagindria do integrando, pois a parte gaus-
siana, para grandes valores de z, restringe de tal forma o trecho do contorno
que conta para a integral, que es?’ pode ser substituida por seu valor em
z = 0. Entao,

Wl

3 ] 3 3
y(z) = je”3"° / dve~ Vo = je=30% [T _  frp-ieie? (927)
—0oQ

VT

Levando em conta a definicdo da funcao de Airy, temos o comportamento
assintotico

(928)



Como a funcao de onda do sistema sob a a¢ao do campo uniforme é
P& =@(=¢)

o comportamento assintotico que obtivemos é o esperado, uma vez que, para
& negativo e de grande moédulo, estamos na regido classicamente inacessivel,
e a exponencial negativa é bem-vinda.
Consideremos agora o comportamento assintético para grandes valores de
&, o que corresponde, na funcao de Airy, a £ negativo e de frande mddulo.
Neste caso ‘;—’; =0da
2
1—-—=0
x

ou seja, t2 = x, com  negativo. Entéo,
t = +iy/|z| (929)

Aqui os dois pontos sela devem ser considerados, ja que estao, ambos, em
regioes onde a integral converge. Vamos, primeiro, ao ponto t = iy/|z|.

Expandindo a fungao f(t) =1t — %% em torno do ponto sela, temos:

7(t) = Fliyflal) + L1 (_%m) (930)

2 x

onde omitimos o termo contendo a derivada primeira, ji que ela se anula no
ponto sela. Apés um célculo simples, obtém-se:

f(t) = %z\/m-l— % (t2 — 2it/|z| - |x|) (—% |:c|> (931)

Usando t = u + v,

ft) = @ (2uv —QUM) +1 (;M— @ (u2 —v2+2v\/m+x>)

Segue que
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ou

Im f(t)z—%@—@(zf—?ﬂ) + 2v (935)

Ao longo dareta v = u+ \/m temos I'm f(t) = const., logo, este é o primeiro
trecho do caminho, aquele que passa pelo ponto sela t = i4/|z|.
Consideracoes inteiramente andlogas levam a conclusao que o segundo
trecho do contorno é areta v = —u+ \/m , Oll, mais precisamente, o segmento
que comeca no eixo real, em \/m evai a v = —oo. Assim, o contorno de

integracao adequado para o comportamento assintético para x negativo e de
grande médulo é o que estd representado na figura abaixo.

Contorno para o cdlculo do comportamento
assintético para z negativo, de grande

moédulo.

A contribui¢ao do trecho superior do contorno a integral é:

3 — o0 _

/ ew(ti‘z’_’”)dt = Q/ due_’%ew< 2
1 2 J/|=l

= @e—i%xv\z\—i% _oodue—2\/|xlu2 (937)

5 e
VIl i(gevieies) [T (938)
2 7]

N e—i(%m \z|+§)

Pk

Vel
Eh) e (936)

(939)
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Alguma algebra elementar leva este resultado a forma:

V2 i(zed+s)

e 940
20¢]4 0
onde pusemos x = —&. A contribuicdo do outro trecho é perfeitamente
analoga, dando como resultado
. . 3
_ZV_Qfe‘“(%f“Z) (941)
2[¢|
Somando as duas, temos
A . 2 3 m
¥(e)= poin (552 + Z) (942)

Vamos nos deter agora um pouco na interpretacgao fisica do resultado, com-
parando a solucao com a solugao classica para o mesmo problema. E pre-
ciso ressaltar que o que calculamos foram as fungoes de onda dos estados
estaciondrios de um corpo sob a agdo de uma forga constante (queda livre,
por exemplo). Classicamente nunca, ou raramente, estudamos estados esta-
ciondrios, o que torna a comparacao entre os resultados mais dificil. Para
realizar estados estacionarios em queda livre na mecanica classica, temos que
recorrer a um conjunto de muitas particulas. Um bom modelo de queda
livre em estado estaciondrio na mecanica cldssica é uma cachoeira sem tur-
buléncia, um lengol homogéneo de dgua em queda livre. Cada gota de dgua
estard em movimento, mas o conjunto de todas as gotas forma uma figura
que, no conjunto, parece imével. Vamos mostrar que a solu¢ao quantica que
obtivemos possui algo em comum com a solugao classica. Isto é mais facil de
ver usando-se a expressao assintGtica da Eq.(942).
De fato, usando a Eq.(942) temos que

[T =1A] (943)
O sistema classico correspondente é uma particula de massa m em queda
livre (ou, antes, uma enorme quantidade delas). A conservagdo da energia
da

muv?

- T mgr = E (944)

2
= —/FE 4
v m\/ + mgx (945)
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e, portanto,

1 1
PV (946)

vooVE
Para o sistema classico, a probabilidade de se encontrar a particula em torno
de uma posicdo x € inversamente proporcional a velocidade dela naquela
posicao, pois é diretamente proporcional ao tempo que a particula em torno
da posigao. Quanticamente esta probabilidade é dada por |¥(z)[?>. Compara-
ndo a Eq.(943) com a Eq.(946), vemos que a dependéncia em % comparece
nas duas.

34.4 Apéndice do apéndice: O Método do Ponto Sela
Seja
g(x) =/ eIz (947)
C

onde C' é um contorno aberto com a propriedade de que Re(f(z)) tenda
a —oo em ambas as suas extremidades. A partir de agora escreveremos o
nimero complexo f(z) assim, decomposto em sua parte real e imaginaria:

f(2) = fr(z) +ifi(2) (948)
Consideremos valores positivos e grandes de . Como

1@ — IR (2) giofi(2)

e |ef1)] = 1, 0 médulo do integrando na Eq.(947) é dado por e*/r(),
Esta funcao, para um dado z, varia de um valor maximo, atingido quando
fr(2) é méximo, até zero, pelo menos nos extremos. Para z > 0 e muito
grande, temos um “pico” muito elevado, de onde o valor da integral cai
rapidamente para o “vale” (regiao de baixos valores). Além disso, podemos
utilizar a possibilidade de deformar o contorno, para fazer com que ele fique
“a maior parte do tempo” nos vales, subindo ao pico pelo caminho mais
ingreme. Desta maneira, apenas uma pequena parte do contorno contribuird
efetivamente para a integral. O método do ponto sela é isto: achar o contorno
mais ingreme, passando pelo pico. Note que sdo os valores muito grandes de
x que acentuam essas propriedades extremas. Logo, o método se presta para
calcular valores assintoticos.

A determinagao do caminho mais ingreme passando pelo pico pode ser
feita assim: considere as curvas de nivel de fr(z), ou seja, as curvas ao
longo das quais fr(z) é constante. O que procuramos sao as curvas que
cortem essas curvas de nivel ortogonalmente: sao estas as que “sobem mais
rapidamente”. Ora, essas curvas sao, como se sabe da teoria de funcoes
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analiticas de uma varidvel complexa, as curvas ao longo das quais fr(z) é
constante. Logo, temos de achar a curva dessa familia que passa pelo “pico”.
No “pico” (que é o ponto sela) temos ifR(z) = 0 Vimos agora que, pelo
caminho escolhido, f;(z) é constante, e, portanto, 7 4 f1(z) = 0. Logo, o ponto
sela satisfaz a equagao complexa

df ()
dz

=0 (949)

Seja zp 0 ponto em que essa equagdo é satisfeita (pode haver varios). Ex-
pandindo a fungao em torno desse ponto, temos

f(2) = f(2) + (2 — ) (%)zo + (2_27,’20)2 (%)ZO (950)

mais termos de ordem superior. A derivada primeira é nula, por defini¢ao de
ponto sela. Logo, temos, para a parte real do integrando,

(z=20)” (ﬁz)
Z0

(@) = grf(z0)g  * \4 (951)

com (ﬁ) > 0, ao longo do contorno, por ser um maximo de fr(z). Logo,
20

dz?
/ [y = * ZO)/ _|_i‘zo(z oo dz (952)

que, em geral, por ser a integral de uma gaussiana, pode ser calculada facil-
mente.
34.4.1 Exemplo simples

Considere a funcao
—Q 22 -1
g(a):/ e g, (953)
c

onde o contorno C, ilustrado na figura, comeca e termina no eixo real, em
—00 e 00, respectivamente.
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A funcao é da forma

/ ez
c
com f(z) dada por
1
=22 954
f) =~ — (954)
Um calculo simples mostra que
2,2 2
fR(z):—x2+y2—( x Yy +a (955)

22 —y? 4 a?)? + 422y?

enquanto que

Fi(2) = —2ay (1 _ ! ) (956)

(22 — 42 + a?)? + 42242

Como a integral converge, ja que fr(z) tende a zero para z? tendendo a
infinito com y limitado, as singularidades de g(«) sdo as singularidades do
integrando. A fun¢do f(z) tem polos em z = £ia. O contorno C esta entre
1a e o eixo real. Logo, podemos deformé-lo a vontade nessa regiao.

O ponto sela é determinado pela equagao

4 _

=0 957
7 (957)
ou seja,
1
2z(1 — =0 958
0~ Gy (958)
que tem a solugao
z2=0 (959)



A derivada segunda de f(z) é

d’f 2 822
24 __9 —
dz? TErer @ty 260

e, no ponto sela, tem o valor

(£h) -+

A familia de curvas f;(z) = cte. é muito complicada. No entanto, para a
curva y = 0 com z qualquer, temos f;(z) = 0, e, portanto, constante. Como
esta curva passa por z = 0, ela é a curva de méaximo aclive procurada. Ou
seja, para o calculo do valor assintético de g(a) é conveniente deformar o
contorno de maneira a fazé-lo coincidir com o eixo real. Portanto, temos

g(a) = /_o:o d:refa(wu“i‘”) (962)

Podemos agora expandir f(z) em torno do ponto sela. Como a derivada
primeira é nula no ponto sela, resulta que

f(z) = f(0) + %2 (%)Z_O (963)
o que dé
f(z) = —% — 2 (1 — %) (964)
Temos entdo para g(a):
(@) ~ /C e~ eo(1=71)2 gy (965)

e agora a integral pode ser calculada facilmente. De fato,
g(a) ~ 67%2/ dzeo(1-21)e’ (966)

Usando o resultado conhecido ( integral de Gauss)
e S , 967
/. /5 (967)

(968)

obtemos

glo) me | — T
a(1- %)

que é o resultado procurado, valido para grandes valores de a.
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35 Apéndice 3: Otica geomeétrica

A ébtica geométrica é o limite da é6tica ondulatéria para A = 0. Na reali-
dade, a dtica geométrica é uma aproximacao que vale quando a difragao é
desprezivel. Isto ocorre quando os obstaculos que as ondas de luz encontram
tém dimensoes grandes em relacao ao comprimento de onda delas. Uma
maneira de garantir que isto sempre se verifique é tomar ondas de compri-
mento bem pequeno. Por isso se diz “no limite A = 0.

35.1 Equacoes de Maxwell

Suponhamos que a propagacao da luz se dé em um meio material simples,
descrito por uma constante dielétrica ¢ e uma permeabilidade magnética .
Se o meio for homogéneo e se 7 =0 e p = 0, teremos as equagoes de onda

-, 1 0%E
para o campo elétrico, e
., = 10°B

com

Estas equagoes seguem diretamente das equagoes de Maxwell, como vimos
anteriormente. Se a onda for monocromatica, a dependéncia temporal sera

—iwt

e
e a equacao 969 fica
2
— — w —
V?E + FE =0 (971)
e, pondo k = % =, /ep?, temos
V2E+kE =0. (972)

Vamos nos restringir a ondas escalares, ou seja, vamos ignorar que os
campos sao vetores. Perderemos com isso toda a variedade de fenomenos
associados a polarizacao. No entanto, muitos fendmenos, aqueles que sao
diretamente associados ao carater ondulatério, ao fendmeno da interferéncia,
serao ainda razoavelmente descritos. Seja u o campo escalar (por exemplo,
uma das componentes de E) A equacao é

Viu+ku=0. (973)
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35.2 A equacao do eikonal
Vamos procurar solugoes da forma
u = Ae*oS (974)

com kg = %, onde A e S sdo fungoes de z,y, z que variam lentamente e que
nao tendem a oo quando kg cresce.

ou . 08 Olog A
0%u oS log A 0?log A0S 0?8
-7 —k2 M2 — k' 2 hdad k il
0x? { Ou(ax) Vot ox ) Hu or Ox T Ou(?acQ +(976)
. 0S0logA Olog A,
+ zkouax Ee + u( e )
0? logA}
O0x?
com termos andlogos para as derivadas em y e z. Assim, temos
> oS 0S oS
2, _ g 2.9\ (O0 OD
Vi = (Rl + () () (977)
. Olog A0S 0OlogAdS 0OlogAodS
2ikou(———— — —
+ Zikou( ox 8x+ oy 8y+ 0z 82)

+ ik u(825+625+825)+
0% 0z2 oy?  0z?
OlogA ., OlogA ., OlogA,,

+ () (R (R +
0?log A 0?logA  0?log A

u( 0x? * oy? + 072 )}

Isto pode ser abreviado assim:

V? = —k2uV 5.V S+2ikouV log A.V S—+ikouV2S+uV log A.V log A4+uV?log A
(978)

Logo, a equacao fica:

k2 = k3VS.VS — 2ikgV 1og AVS — ikgV2S — Vieg A.V1log A — V2 log A
(979)
ou ainda,

2 - .
K 9595 - 2 10g AVS — 75— L Flog AV log A — - log A
k() kO ko kO

k3
(980)
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No limite ky — oo, temos

VS.VS = n? (981)
e
27; .l — 1 _;2
de maneira que as equacoes sao:
Vleg AVS = —%625 (983)
VSVS = n? (984)

que s3o as equacoes basicas da 6tica geométrica.*”

35.3 Exemplos

35.4 n é constante
VS.VS = cte

de onde segue que VS = cte, ou seja,

S =n(azx + Py + 7z)

Neste caso
VS =n(aVz + Vy + yVz) = n(ai + 87 + k)
€ — —
VS.VS =n’(a®+ 8+ ) =n’ (985)
Logo,
o+ B+ =1, (986)
e as superficies
S =n(azx + By + yz) = cte. (987)

sao planos. Ora, as superficies S = cte. sao as frentes de onda, logo a
propagacao aqui descrita é a de ondas planas Note se que, se 7 é um vetor
unitdrio, isto é, se 7.77 = 1, temos, com 7 = xi + yj + zk

.7 = Ng® + NyY + Ny2

40Note que

onde n é o indice de refracdo do meio.
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2 2 02 _
ny +n,+n, =1

Comparando com a Eq.(986) vemos que n, = no, n, = nf e n, = nvy, razao
pela qual alpha, 8 e v s3o os “ cosenos diretores” da direcao 7.

35.5 Dois meios homogéneos

Vamos ver agora o casode dois meios homogéneos separados por um plano
em z = 0 Temos

(85

oz

as
Oy

6_5
0z

k
(k_1)2 para x < 0 (988)
0

)+ (52 + (52)

05y 05y 0S5, k2
(G + (G + (50 = () paraa >0 (989)

Seja S um plano cuja normal ndo tem componente ao longo de z. Entao

k
S(z,y) = k—l(x costh +ysinf;) z <0 (990)
0
ko :
S(z,y) = k—(ac cosy +ysinfy) = >0 (991)
0
Para z = 0,
k k
“Lysinf, = —2ysin b, (992)
ko ko
ou
nq sin 91 = N9 sin 92 (993)

que ¢ a lei de Snell-Descartes.

35.6 Simetria esférica

Considere a seguinte solucao da equagao do eikonal, dotada de simetria

esférica:
S =nr (994)

onde n = |fi| e r = |7|. Temos VS = nVr = nt e, portanto, VS.VS = n?.
As superficies S = cte. sao, neste caso, as superficies r = cte., ou seja, as
frentes de onda sao superficies esféricas com centro na origem. Para que se
trate verdadeiramente de uma solugao da equacgao do eikonal, é preciso ainda
que a Eq.(984) seja satisfeita:

S - 12
VliogA.VS = —EVQS (995)
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Ora,

- = = r 1 b b d ].
V.VS  =V.(nl =n{-V.i+7V-)
r r r
3 T 3 1
= — + _— — _
n(S 47 (- =nl> - )
_2n
o7
ou
g2 = 20
r
E necessdrio entdo que
n
ViegA VS = ——
r
ou, que
Viog A nl ="
r
Segue entao que
ViegAr=—1
Portanto,
v logA=——
r
Mas ﬁlogA = %6/1 = —TL; e, conseqiientemente,
1
A=-
r

Podemos entdo contruir a onda u = Ae™*%(ver Eq.(974)).

leikonr 1 tkr iensr

U= =—-e" =e
T T

que é a parte espacial de uma onda esférica.

35.7 Curvatura dos raios de luz

(996)

(997)

(998)

(999)

Considere a curva descrita pela extremidade do vetor 7(s), onde s é o com-
primento da curva. Seja § o vetor tangente a curva em cada ponto. Se a
curva for uma reta, a tangente em todos os pontos tem a mesma dire¢ao.
Em curvas que nao sao retas, a tangente “gira” quando se percorre a curva.
Este movimento da tangente é usado para definir a curvatura de uma curva

como o vetor g5
- S

K=—

ds
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;s = 3 2= . z
Como o vetor tangente é § = £, vemos que a curvatura ¢ 4%, ou seja é a
“aceleracao”, se s for tomado como o tempo.
Considere, por exemplo, um circulo, de equacao z? + 2 = R%. Temos

z = Rcosf
= Rsiné
dr = —Rsinfdf

dy = Rcosfdf
e segue facilmente que

ds? = R?sin® 0d6? + R? cos® 0dh? = R?db?

ou,
ds = Rd#
Como 7= Rcos i + Rsin 0], temos
dr dé - df -
§= d—z = —Rsin 9£i + Rcose%j
que da
§= —sin#i 4+ cosfy
Para a curvatura entao temos:
5 ds 1 - -
K= d—z = (= cos 067 — sin thetadt)
ou .
_, R
K= I (1001)
A curvatura é, entdo, um vetor, cujo médulo é
1
K=—
R

A curvatura do circulo é tanto maior quanto menor o raio, o que mostra que
a definicao acompanha a idéia intuitiva.

Voltemos ao caso geral. Como o vetor tangente 5’ tem médulo 14!, de 5.5 =1
segue que

ds
§F— =0 (1002)
ds
. = r - = Fodr 2 - 7
1Pois §= 4 temos que 5.5 = 497 = 5, — ] onde usamos que di.dif = ds?
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ou seja, % é perpendicular a §. Logo,% pode ser escrito na forma

ds

o= Ax§ (1003)
onde A é um vetor a determinar*2De fato, considere o vetor

A=arots (1004)
onde a é uma constante. Temos % =arot§x §e

ds ds; 0Os;dr'  0s; | .
(G5 = a5 = oards ~oar® = 000 (1005)

enquanto

(’f'Oth 5)1 = Gz'jk(T'Otgjjgk = Eijijlm(alSm

= (Oki0im — Okm0it) (Orsm)sk =

e 0 ultimo termo é nulo, pois (8;sx)sk = 50;(5)?, e §.§ = 1. Conseqiiente-
mente,

)sk

(8l8i)5l - (3i81c)8k
ds
ds

Até agora falamos genericamente de curvas. Consideremos agora curvas que

sejam raios de luz. Como vimos anteriormente, os raios de luz sao ortogonais

as superficies S = cte., ou seja, tém, em cada ponto dessas superficies, a
direcao de VS. Em simbolos,

rot§ X § (1006)

Vs (1007)

o1
§=—
n
Dai decorre que

rot(ns) =0 (1008)

onde usamos o fato conhecido rot grad = 0. Da Eq.(1008) segue que

nrots+Vnx3 = 0
]_ —
rot§ = —(§xVn)
n
e, portanto, que
ds 1 -
— = —(§xVn) x
e n(s n) X §
ds -
— = (§xVn)x
o (5 n) X §
(5.

42Em outras palavras, existe um vetor A tal que a Eq.(1003) é satisfeita.
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e, finalmente,
nK =Vn — (5.Vn)§ (1009)

onde K é o vetor curvatura do raio. Uma conseqiiéncia imediata da Eq.(1009)
é que em meios homogéneos (n constante) a curvatura é nula, e os raios sao
retas. Uma outra aplicacao ¢ a seguinte: quando o Sol estd muito baixo,
no nascente ou no poente, os raios que atingem um observador sdo aprox-
imadamente horizontais. O indice de refracao da atmosfera diminui com a
altitude, logo vn aponta para o centro da Terra, ou seja, é vertical. Entao, na
Eq.(1009), o segundo termo do segundo membro é muito pequeno. Conclui-
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se que a curvatura desses raios é paralela a ﬁn, apontando para o centro da
Terra. Os raios, isto é, se curvam para baixo. Em conseqiiéncia, o obser-
vador, que interpreta sempre o raio como uma reta, “vé” o Sol mais alto do
que estd na realidade. De fato, isto explica por que se vé o Sol ainda um
pouco depois de ele ter se posto.

Curvaturade um raio de luz

35.8 Lentes esféricas

No tratamento elementar da 6tica geométrica obtém-se, por constrg¢oes geométricas
utilizando a lei de Snell-Descartes, a equagao

it (1010)

sendo a a distancia do objeto & lente (supostamente de espessura desprezivel),
b a distancia da imagem a lente, e f a distancia focal da lente, que é dada

por

1 1 1

7 (n—1)( 7 Rz)

sendo n o findice de refracdo do vidro, R; e Ry os raios das superfiicies
esféricas da lente. O significado de f pode ser obtido facilmente da Eq.(1010):

tomando-se a = oo, tem-se
1.1 (1011)
b f
que mostra ser f a distancia a que se forma a imagem quando o objeto esta
no infinito. Na Eq.(1010) a lente é suposta de espessura zero, e a distancia

3 lente é confundida com a distancia ao centro da lente.
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Vamos tratar esse problema com o uso da equacao do eikonal. Nao havera
qualquer dificuldade em tratar o caso de lentes espessas, e o caminho estara
aberto também para o tratamento de lentes cujas faces nao sejam superficies
esféricas. O ponto P da figura designa a posicao do objeto, de coordenadas
r=0,y=0ez=0. O eixo z é a direcao de incidéncia: é a reta que une P
ao centro da lente, O.

Um raio partido de P e incidente sobre a lente, encontra-a no ponto 7,
pertencente a uma superficie esférica de raio R; (a primeira face da lente).
O centro dessa superficie esférica estd no ponto de coordenadas z = 0, y = 0,
z =a+ Ry. As coordenadas de T'sao z =0, y = 0, 2 = a. Um ponto vizinho
a lente tem coordenada z = a + ¢, com |a| > [(]

As ondas esféricas emitidas de P tém o eikonal

s =nr =mny/a? +y? + 22 (1012)

com n = 1 (regido externa a lente), ou seja, mais explicitamente,

s=/a? +y>+ 22 (1013)

Perto da primeira face da lente o eikonal é

S =224y + (a+)’
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Restringindo-nos a pequenas aberturas, basta considerar valores pequenos de

z e y. Entao,
2 4 2
TV (1014)

¢(a+<)2+x2+y2=¢(a+<)2(1+ CEYE

-

2 4 .2 2 4 .2

= @+ |1+ (Z:gy)z ~ (a+<)(1+29(”a7j:3é)2)

ou seja, \ \
x
S=a+(+ ;;y (1015)
A equacao da superficie da primeira face da lente é

(1016)

P+ +(z—a—R)*=R?

Podemos agora resolver o problema da primeira refracao na lente
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35.9 A primeira refracao

A figura mostra um raio saindo de P e incidindo sobre a lente, e o raio
refratado (que existe sé dentro da lente). Prolongando-se o raio refratado até
que atinja o eixo da lente, determina-se o ponto ;. Esse raio, T'Q), existiria
se a propagacao se desse num meio homogéneo de indice de refragao igual ao
da lente, n. O eikonal do raio refratado é, entao,

S:n\/x2+y2+(z—a+r)2 (1017)

pois as coordenadas de @)y sdo x = 0, y = 0, z = —(r — a). Para pontos
préximos a primeira face da lente temos z = a + ¢, com |a| > [(|. Entao,

Szn\/xQ—i-yQ—l—(r—l—C)Q (1018)
ou, aproximadamente,
22 4 2
S=n(r+¢+ 27}’ ) + So (1019)

onde Sy é uma constante. Em geral essa constante aditiva é desnecessaria,
embora esteja sempre presente, ja que, sendo a equacao do eikonal uma
equacao para 65, se um S é solucdo, S + Sy também o serd, Sy sendo
uma constante arbitraria. Neste problema que estamos estudando, impore-
mos a continuidade do eikonal numa determinada superficie, e, para isso ser
possivel, é necessario incluir o Sy.

A condigao de contorno é que o eikonal (a fase!) varie continuamente ao
atravessar a face da lente. Se isto nao lhe parece intuitivo, note que é sob
essa condicao que se obtém a lei de Snell-Descartes para a refragao numa
superficie plana, o que pode ser considerado uma “verificagao experimental”
do fato. Para pequenas aberturas os pontos que satisfazem a Eq.(1016) da
superficie sao tais que

#*+y*+ (¢ - R)* = R} (1020)

220



ou, como R; > [(],

2 +y° + Ri(1 - Ri)2 = R? (1021)
1
ou ainda,
Ty (1022)
2R,

Devemos ter a coincidéncia dos dois eikonais sobre a superficie da lente.
Entao,

22 4y 22 4y
{fa+¢+ % Ysup = {n(r + ¢+ o ) + So} sup (1023)
que leva a
24y’ 2?4 y? 2?4 y? 22 4 o2
= S 1024
a+ SR, + g nr+Sp+n o, +n 5 ( )
ou seja,
So+nr=a (1025)
¢ 11
n n
4 =4 1026
2R1 + 2a 2R1 + 2r ( )
ou ainda

n—1 1 n
= - — — 1027
R, a T ( )

Esta equgao resolve o problema da refracao por um dioptro esférico.

35.10 A segunda refracao

A equacao da segunda face, se Ry é o seu raio e C' o seu centro, é
(@ —2c)’+ (Y —ye)* + (2 — 20)* = R) (1028)
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ou
>+ 9+ (z—(Ry—a—d))*=R;

Para pontos préximos a segunda face, temos
z=a+d+(
com |¢| < |a + d|. Entao,
P+ + (a+d+C=(a+d—Ry))’ =R}

ou
2+ + ((+ Ry)* = R}

e, usando o fato de que || é pequeno,

2
+y+ R(1+ —C)2 = R;
Ry

e, finalmente,
22 +y? +2(Ry =0

que podemos por na forma

% +y?
2R,

CZ_

O eikonal do segundo raio refratado é

S = —\/x2 + 42+ (2 — 20,)?

onde zp, =a+d+ b, o que da

S:—\/:E2+y2+(z—a—d—b)2

(1029)

(1030)

(1031)

(1032)

(1033)

(1034)

(1035)

(1036)

O sinal (-) é devido ao fato de se tratar de uma onda esférica que estd se contraindo

para o ponto Oa. De fato, uma onda esférica que sai da origem é

ei(kr—wt)

r
ao passo que uma onda esférica que chega na origem é dada por
ez’(—kr—wt)
r

Perto da segunda face da lente, temos

S=—\a?+y?+(a+d+(—a—d— by
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ou

S = /a2 +y2+ (¢ b (1038)

Para pequenas aberturas,

S = —J -0+ 7
= -0+t
- ~b-crigth
h S=-{b—C+ x22+by2} (1039)

O eikonal do primeiro raio refratado, quando ele atinge as proximidades da
segunda face da lente, é

S'=nyfz?+y?+ (a+d+(—a+r)? (1040)

onde resolvemos denoté-lo por S’ para distingui-lo do eikonal do segundo raio
refratado. Temos, apds uma simplificagao,

S'=nyfa? +y2+ ((+d=1)2 (1041)

Para pequenas aberturas,

x4+ y?
S = d 214 —————
nd(r+ +¢)%(1 + rtd+0)
T2 + y?
= d 1ae 2 T9
it d Ot S ar o)
ou, finalmente,
2 + 92
"= 1042
S n(r+d+§+2(r+d)) (1042)
Devemos entao ter, na segunda face,
22 4y 22 42
=—(b— — 104
n(r+d+C+2(T+d) + S0) sup (b—C+ 5 ) Sup (1043)

onde o célculo deve ser feito para os pontos da segunda superficie da lente,
ou seja, para
2 +y?

¢=- 2R,

(1044)
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Temos entao

2 4,2
n(r—i—d—x )

22 442 22 442
So) = —(b
R, e ra) T =0+ g,
que da as equacoes
nr+nd+nSy+b=0
e
LR N
2R,  2(r+d) 2R, 20
ou
n—1 1+ n
Ry, b

r+d
35.11 A equacao dos focos conjugados

+—x2;;y2) (1045)
(1046)

(1047)

(1048)

A solucdo do problema consiste em combinar as Eqs.(1027) e (1048) para
eliminar . Da Eq.(1027) temos

o 1
e
e, da Eq.(1048),
r+d 1

que é a equagao dos focos conjugados para uma lente de espessura d e para
pequenas aberturas. Se d = 0, obtém-se

1 1
4=

1 1 1
== 1)

+ =) ==
Ry Rz) f
que é a equacao usual, para lentes delgadas.
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