GEOMETRIA ESPACIAL:
ESFERAS

ESFERA

A esfera é um solido formado por infinitos pontos que possuem
uma mesma caracteristica: sendo O o centro da esfera e R o raio
da mesma, dizemos que o conjunto de pontos que estdo a uma
distancia para o centro O igual ou menor do que R sdo pontos que
formam a esfera. Assim como o cilindro e o cone, é também um
solido de revolugao. Considere a figura abaixo, em que temos um
semicirculo de raio R com seu didametro alocado sobre um eixo
vertical denominado por e.

Assim, fazendo a rotagao desta figura em torno do eixo e, todos
os pontos interceptados nesta rotagao formarao a esfera, que tera
0 mesmo centro do semicirculo, assim como mesmo raio.

FORMULAS PARA UMA ESFERA

Néo faz sentido para nds a criagdo de uma férmula que
expresse a area da base de uma esfera, visto que a mesma tem
um ponto como base. Como um ponto é adimensional, nao ha
area da base e consequentemente n&o ha area lateral. As férmulas
que desenvolvemos sdo as férmulas de Area Total da Esfera e
Volume da Esfera. Para o célculo do volume da esfera, podemos
utilizar o Principio de Cavalieri, que demonstrou que quando temos
dois solidos de mesma altura e com segdes paralelas as bases
equivalentes, teremos dois solidos de volumes iguais. Assim, a
férmula do volume da esfera pode ser calculada com a equivaléncia
a um solido que possui um cilindro de raio da base igual ao raio
da esfera e altura igual ao diametro da esfera. Quando fazemos
a diferenca do volume deste cilindro e dois cones de mesmo raio
da base e altura igual ao raio da esfera, encontramos o volume
da mesma. A formula da drea total da esfera pode ser dada pela
derivada da férmula do volume da mesma.
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SECAO DA ESFERA

Uma secéo feita em uma esfera de raio R a uma distancia d do
centro da mesma produzird um circulo de raio r. Observe a figura:

A partir do triangulo retangulo da figura, teremos:

R2=d?+r2

AREA DO FUSO ESFERICO

Considerando uma esfera de raio R, consideraremos um fuso
criado a partir de uma abertura com angulo a. A drea desse fuso
serdigual a:

a o
Acyso = 3600 AmR* > Acyso = 90° nR?

VOLUME DA CUNHA ESFERICA

A partir de uma esfera de raio R, consideraremos uma cunha
esférica criada a partir de uma abertura com angulo a. O volume
dessa cunha serd igual a:

VCUNHA=L'£'“'R3_)VCUNHA= L.“.R:i
360° 3 270°
EXERCICIO RESOLVIDO

01. (UERJ) Na figura abaixo observa-se que a bola de
basquete — supostamente esférica —
nao vai passar pelo aro da cesta.

Se 0 raio do aro mede 9 cm e a
distancia entre os centros do aro e da
bola é igual a 12 cm, calcule:

a) oraio da bola.

b) o perimetro do aro.
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Resolucao:

a) Teremos um tridngulo retdngulo em que a hipotenusa
terd medida igual ao raio da esfera (R) e os catetos terdo
medidas iguais ao raio do aro (9 cm) e a distancia entre o
centro da bola e o centro do aro (12 cm). Assim, aplicando
o Teorema de Pitagoras, teremos:

R2=92+1722 R2=81+144 > R2=225>R=15¢cm

b) O perimetro do aro serd o comprimento de uma
circunferéncia de raio 9 cm. Assim:
2p,0 =219 = 18T cm

02. (UFRJ) Um cubo de aresta 10 cm tem os quatro vértices
A, B, C e D de uma de suas faces, F, sobre a superficie de uma
esfera S de raio r. Sabendo que a face oposta a F é tangente a
esfera S no ponto P, calcule o raio r. Justifique.

Resolugao:

Ligando o centro da esfera ao centro da face inferior do cubo
e deste ponto até o vértice A, teremos um triangulo retangulo
cuja hipotenusa terd a mesma medida do raio da esfera (R).
Os catetos deste triangulo retangulo terao medidas iguais a

metade da diagonal da base do cubo (642 cm) e a diferenga
entre a aresta do cubo e o raio da esfera (10 — R). Assim,
aplicando o Teorema de Pitagoras, teremos:

R? = (5+/2)2 + (10 — R)2 > R? = 50 + 100 — 20R + R? >
>20R=150>R=75cm

02. (UFRJ) Um cubo de aresta 10 cm tem os quatro vértices
A, B, C e D de uma de suas faces, F, sobre a superficie de uma
esfera S de raio r. Sabendo que a face oposta a F é tangente a
esfera S no ponto P, calcule o raio r. Justifique.
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Resolugao:

Ligando o centro da esfera ao centro da face inferior do cubo
e deste ponto até o vértice A, teremos um triangulo retangulo
cuja hipotenusa terd a mesma medida do raio da esfera (R).
Os catetos deste triangulo retangulo terao medidas iguais a
metade da diagonal da base do cubo (5 2 cm) e a diferenca
entre a aresta do cubo e o raio da esfera (10 — R). Assim,
aplicando o Teorema de Pitagoras, teremos:

R2 = (5+4/2)2 + (10 - R)> > R2 = 50 + 100 — 20R + R? > 20R
=150 >R=75cm

03. (UERJ) Uma cuba de superficie semiesférica, com
diametro de 8 cm, esta fixada sobre uma mesa plana. Uma
bola de gude de forma esférica, com raio igual a 1 cm,
encontra-se sob essa cuba.

Desprezando a espessura do material usado para fabricar a
cuba, determine:

a) amaior area, em cm?, pela qual a bola de gude podera se
deslocar na superficie da mesa;

b) o volume, em cm?, da maior esfera que poderia ser
colocada embaixo dessa cuba.

Resolucao:

¢) a)Ligando o centro da esfera ao centro da cuba, tragamos
a hipotenusa de um tridngulo retangulo, que terd medida
igual a diferenga entre o raio da cuba e o raio da esfera,
ou seja, 3 cm. Os demais catetos terdo medidas iguais
ao raio da esfera (1 cm) e ao raio da maior circunferéncia
que essa esfera poderd percorrer. Assim, aplicando o
Teorema de Pitagoras, teremos:

32=72+R29=1+R2>R2=8

A area que podera ser percorrida pela bola de gude sera
de:

Acerconmon = TR? = .8 = 8m cm?

d) b) A maior esfera que pode ser colocada sob a cuba tem
didmetro com a mesma medida que o raio da cuba. Ou
seja:
2r=4->r=2cm
Seu volume sera de:

Vi = ﬂrc-23: 3in cm?
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ANOTAGOES

04. (UFRJ) Ping Oin recolheu 4,5 m? de neve para construir um
grande boneco de 3 m de altura, em comemoragao a chegada
do verdo no Podlo Sul. O boneco sera composto por uma
cabega e um corpo ambos em forma de esfera, tangentes,
sendo 0 corpo maior que a cabega, conforme mostra a figura
a sequir. Para calcular o raio de cada uma das esferas, Ping

Oin aproximou Tt por 3.

Calcule, usando a aproximagédo considerada, os raios das
duas esferas.

Resolugao:

Teremos soma dos diametros igual a 3 metros. Assim:
2R+2r=3>R+r=156>R=15-r

Teremos soma dos volumes igual a 4,5 m3. Assim:
4R +4r3=45>4-(15-1)2+4r3 =45
4.(3,375—6,75r +4,5r2-r3) +4r3 =45

135 —27r+18r2-4r3+4r3-45=0
18r2-27r+9=0

2r2-3r+1=0

Comor<R,teremosr=05m

Assim, teremosR=15-05=1m

Logo, 0s raios das esferas medem:0,5me 1 m

05. (UFRJ) Considere um retangulo, de altura 'y e base x, com
x >y, e dois semicirculos com centros nos lados do retangulo,
como na figura a sequir.

< ¥ >

Calcule o volume do sdlido obtido pela rotagdo da regiao
sombreada em torno de um eixo que passa pelos centros dos
semicirculos. Justifique.

Resolucao:

O volume gerado com esta rotagcéo pode ser expresso por
meio da diferenga entre o volume de um cilindro (de raio

da base 0,5y e altura x) e uma esfera (de raio da base 0,5y).
Assim:
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