Faculdade de Engenharia Sao Paulo — FESP
Engenharia Civil
CE2 — Estabilidade das Construcdes |l

CARGAS MOVEIS

Autor: Prof. Dr. Alfonso Pappalardo Jr.
Coord. Geral: Prof. Dr. Antonio R. Martins

Sao Paulo
2011



SUMARIO

LINTRODUGRO . ... 1
2 LINHAS DE INFLUENCIA DE VIGAS ISOSTATICAS ... ... ... oo 3
2.1 LINHAS DE INFLUENCIA PARAVIGAEM BALANGO . ... ... ... ... . 3
2.2 LINHAS DE INFLUENCIA PARA VIGA SIMPLESMENTE APOIADA . ... ... 4
2.3 LINHAS DE INFLUENCIA PARA VIGA BIAPOIADA COM BALANGCOS ... ... ..o 6
2.4 LINHAS DE INFLUENCIA PARA VIGAS ASSOCIADAS ISOSTATICAS .. .. ............................. 8
2.5 OBTENGAO DOS ESFORCOS . . . oo e 9
2.6 EXERCICIOS DE PROPOSTOS . . . oo 10
3 LINHAS DE INFLUENCIA DE VIGAS CONTINUAS ... ... . ... ... ... .. . . . . . . . ... 13

3.1 METODO DA PROPAGACAO . ... .. 13
3.2 EXEMPLOS DE APLICAGCAO ... o 15
3.3 LINHAS DE INFLUENCIA ..o 17
3.4 EXEMPLO DE APLICACAO . . .o 18
3.5 EXERCICIOS DE PROPOSTOS . . .. oo 22
4ENVOLTORIA DE ESFORCOS . ... ..o 27
5 REFERENCIAS. ... 28
ANEXOS

ANEXO A LINHAS DE INFLUENCIA DE MOMENTO FLETOR E FORGCA CORTANTE . ...................... 29
ANEXO B LINHAS DE INFLUENCIA DE REACAO VERTICAL PARA O APOIO ESQUERDO . ... .............. 30
ANEXO C FUNCOES MOMENTO FLETOR E FORCA CORTANTE . ... ..o 31
ANEXO D REACOES DE APOIO . ..o 32

ANEXO E RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS ... ... 33



Estabilidade das Construgdes Il
Cargas Moéveis

CARGAS MOVEIS

1 INTRODUGAO

No contexto da andlise de estruturas diversos carregamentos devem ser considerados, podendo
classifica-los em dois tipos: cargas permanentes e cargas acidentais.

As cargas permanentes tém posi¢do fixa e atuam com mesma intensidade durante toda a vida util da
estrutura. Como exemplos de cargas de agdo permanente, pode-se citar: peso proprio da estrutura,
paredes fixas, elementos arquitetonicos fixos a estrutura, forros, pisos e contra-pisos, dentre outras.
Para estruturas carregadas apenas por cargas permanentes a andlise dos esforgos para o
dimensionamento das mesmas, utiliza-se os Diagramas de Estado (momento fletor e torgor, forca
cortante, forga normal). A partir dos Diagramas de Estado obtém-se os esforgos mais desfavoraveis
atuantes na estrutura. Os deslocamentos limites podem ser verificados de maneira mais simples, pois os
deslocamentos ocorridos por agdo das cargas permanentes ndo variam com o tempo, portanto sdo
Unicos para toda a vida util da estrutura.

As cargas acidentais podem variar no tempo e espaco. Para aquelas de variagdo temporal, ditas cargas
dinamicas, o estudo aqui apresentado ndo pode ser utilizado. Nestes casos deve-se recorrer a Teoria
Dindmica das Estruturas (CLOUGH, 2003). Por outro lado, para as cargas que tém variagdo espacial, ditas
cargas moveis, deve-se verificar as posicdes mais desfavoraveis que estas poderdo ocupar
simultaneamente de modo a resultar numa situagdo de maximo ou minimo esforgo solicitante numa
dada sec¢do do elemento estrutural. Alguns exemplos de cargas méveis sdo: carregamentos rodoviarios e
ferroviarios, multiddo de pessoas sobre arquibancadas e passarelas, pontes rolantes para transporte de
carga em edificios industriais, dentre outras. A Figura 1 apresenta alguns veiculos considerados em
projetos de estradas.

(a) (b) (c)
Figura 1 Cargas moveis (a) caminhdo trator trucado + semi-reboque de 4 eixos (b) caminhdo
+ reboque de 4 eixos (c) caminhdo trator trucado + semi-reboque de 5 eixos

(Fonte: Limites legais. http://www1.dnit.gov.br/Pesagem/qfv%20pdf.pdf )

O dimensionamento de estruturas sob a acdo de cargas modveis exige que a analise dos esforgos seja
feita a uma andlise rigorosa. O procedimento geral consiste em se determinar a posi¢do das cargas
modveis em uma estrutura que provocam os valores limites de determinado esforgo interno em uma
dada segdo transversal. Este procedimento é feito com o auxilio das linhas de influéncia. (MARTHA,
2010).
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2 LINHAS DE INFLUENCIA DE VIGAS ISOSTATICAS

Uma linha de influéncia registra a variagdo de um determinado esfor¢o, deslocamento ou reagdo em
fungdo da posi¢do de uma forga unitaria que percorre a estrutura.

Imaginando uma célula de carga, que indica a forga vertical (tipo balanga), instalada no apoio A da viga
apresentada na Figura 2. Uma carga unitaria de 1 kN percorre o vdo AB da viga enquanto a célula de
carga registra a reagdo no apoio A, levando a linha de influéncia mostrada na Figura 2.

41.0 LINHA DE INFLUENCIA DE
REAGAO VERTICAL DO APOIO A

Figura 2 Carga movel unitaria e linha de influéncia de reagdo do apoio A
da viga isostdtica simplesmente apoiada

Observa-se que a expressdo matematica que mostra a variacdo da reagdo de apoio A em fungdo
distancia da carga unitaria do apoio esquerdo, definida pela distancia a indicada na Figura 3, é uma
funcdo linear que varia de 1 kN (quando a carga unitaria esta sobre o apoio A) até 0 kN (quando a carga
unitdria esta sobre o apoio B).

Figura 3 Variagdo das reacGes de apoio em fungdo da posicdo da carga

No caso de vigas continuas a obteng¢do da linha de influéncia para uma determinada reagdo de apoio
torna-se mais complexa devido a hiperestaticidade do sistema estrutural. A resposta de uma estrutura
hiperestdtica passa a ser nao-linear que exige calculos avangados baseados em métodos de energia ou
propagacdo. Estes ultimo sera visto adiante.

Figura 4 Linha de influéncia de reagdo do apoio A
da viga continua de dois vaos
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2.1 LINHAS DE INFLUENCIA PARA VIGA EM BALANCO

Figura 5 Viga em balango de vao L

A fungdo para descrever a variagdo do momento fletor em C em relagdo a posi¢do da carga unitaria, é
dada por:

x=0: M¢g=-z

Mc=-1-(z-x) —
c ( ) X=2: Mc=0

e a fungdo para a forga cortante em C em relagdo a posigdo da carga, vale:

x=0: Vg =-1
VC =1 >
X=2: Vg=-1

As linhas de influéncia de momento fletor e de forga cortante em C sdo obtidas a partir do grafico as
fungbes anteriormente mencionadas. As linhas de influéncia sdo mostradas na Figura 6.

Figura 6 Linha de influéncia de momento fletor em C
para a viga em balango

Figura 7 Linha de influéncia de forga cortante em C
para a viga em balango

Pagina 3 de 33



Estabilidade das Construgdes Il
Cargas Moéveis

2.2 LINHAS DE INFLUENCIA PARA VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

Figura 8 Viga simplesmente apoiada de vao L

A descrigdo da variagdo do momento fletor em C em relagdo a posi¢do da carga unitdria, para o caso da
viga simplesmente apoiada, é obtida por meio de duas fun¢des, apresentadas a seguir.

2.2.1 Carga unitaria no Trecho AC (para 0<x<z)

Analisando-se pelo Teorema do Corte a sub-estrutura a direita de C (Figura 8), o momento fletorem C é
dado por:

x=0: Mc=0

Mc = %-(L—z) -
X=2z: Mg :E~(L—z)

assim como a forga cortante em C, que vale:
x=0: Vo =0

VC = —>
X=2: Vg=-z/L

2.2.2 Carga unitaria no Trecho CB (para z<Xx<L)

Figura 9 Viga simplesmente apoiada de vao L
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Partindo da Figura 9 e procedendo-se de forma andloga ao trecho anterior, o momento fletor em C é
dado por:

. X=1: MC=£~(L—Z)
Mc=2-(L-x) > L

x=L: M¢c=0

assim como, a forga cortante em C, vale:
(L) X=2" VC:M
Ve=—" > L
L

x=L: Vg =0

A partir das expressGes anteriores pode-se tragar as linhas de influéncia de momento fletor e de forga
cortante na sec¢do transversal C da viga simplesmente apoiada, conforme mostram as Figuras 10 e 11.

Figura 10 Linha de influéncia para momento fletor em C
para a viga simplesmente apoiada

Figura 11 Linha de influéncia para forca cortante em C
para a viga simplesmente apoiada
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2.3 LINHAS DE INFLUENCIA PARA VIGA BIAPOIADA COM BALANGOS

Figura 12 Viga simplesmente apoiada de vdo L com balango a esquerda

Neste caso, a descricdo da variagdo do momento fletor e forga cortante em C em relagdo a posi¢ao da
carga unitdria contempla a existéncia de balangos de ambos os lados.

2.3.1 Carga unitaria no balango a esquerda

Analisando-se pelo Teorema do Corte a sub-estrutura a direita de C (Figura 12), o momento fletor em C é dado por:

—-a-(L-2)
x=0: MC:
Mo = —@0 (L= L
L
Xx=a: Mg =0
e a forga cortante em C vale:
x=0: Ve =all

L

2.3.2 Carga unitaria no balango a direita

Figura 13 Viga simplesmente apoiada de vdo L com balango a direita

Por outro lado, analisando-se pelo Teorema do Corte a sub-estrutura a esquerda de C (Figura 13), o
momento fletor em C é dado por:
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-b-z

x=0: M¢ =
Mo = ==Xz | L

L
Xx=b Mc—o
e a forga cortante em C vale:
x=0: Vg =-b/l
VC:# -
x=hb: Vg =0

A partir das expressdes anteriores pode-se tragar as linhas de influéncia de momento fletor e de forga
cortante na sec¢do transversal C da viga biapoiada com balangos, conforme mostram as Figuras 14 e 15.

Figura 14 Linha de influéncia para momento fletor em C para a viga biapoiada com balangos

Figura 15 Linha de influéncia para forga cortante em C para a viga biapoiada com balangos
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2.4 LINHAS DE INFLUENCIA PARA VIGAS ASSOCIADAS ISOSTATICAS

As estruturas associadas sdo compostas por uma série de vigas interligadas por consolo curto e dente
Gerber. Os tramos isostaticos levam a uma série de facilidades construtivas, no caso de estruturas de
pontes, conforme o esquema da Figura 16. A Unica diferenga que ha entre as linhas de influéncia de
vigas biapoiadas com balangos e as vigas associadas isostaticas é que a linha de influéncia tende a zero
na ligacdo adjacente, conforme se observa nas Figuras 17 e 18.

Figura 16 Vigas isostaticas associadas (a) esquema estatico (b) ligagdo consolo curto e dente Gerber

Figura 17 Linha de influéncia de momento fletor na segdo transversal C para a viga continua associada

Figura 18 Linha de influéncia de forga cortante na secdo transversal C para a viga continua associada
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2.5 OBTENGAO DOS ESFORGOS

No caso de cargas moveis concentradas, para a obtengdo de um determinado esfor¢o numa certa segao,
basta multiplicar o valor da ordenada da linha de influéncia correspondente ao esforgo desejado pela
intensidade da carga concentrada.

(a) (b)

Figura 19 Esforgos de flexdo na segdo transversal C devidos (a) a carga concentrada (b) a carga uniforme

J4 para o caso de cargas moveis uniformemente distribuidas, para a obten¢do de um determinado
esfor¢co numa certa seg¢do, basta multiplicar o valor da area da projecao do carregamento distribuido da
linha de influéncia correspondente ao esforco desejado pela intensidade da carga uniforme.

De modo, pode aplicar os carregamentos, estrategicamente, de modo a gerar os esfor¢os mais
desfavoraveis na se¢do analisada. No caso da Figura 20 o carregamento modvel uniformemente
distribuido foi aplicado estrategicamente na viga continua, somente na regido positiva, de modo a
produzir o maximo momento fletor na segdo transversal S. Analogamente, na Figura 21, o carregamento
movel foi aplicado para produzir o minimo momento fletor na se¢do transversal S.

lllllilllllllllllglllllq CRRARRARRARRRARRAAN!

| e -
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Figura 20 Posicionamento da carga mdvel uniforme para provocar o maximo
momento fletor na se¢do transversal S (MARTHA, 2010)
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Figura 21 Posicionamento da carga mével uniforme para provocar o minimo
momento fletor na segdo transversal S (MARTHA, 2010)
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2.6 EXERCICIOS PROPOSTOS

EXERCICIO 2.1

Determinar os esforgos mais desfavoraveis na seg¢do transversal C, para momento fletor e forga
cortante, devidos aos carregamentos indicados a seguir. Considere a carga movel trafegando nos dois

sentidos.

EXERCICIO 2.2

Determinar os esforgos mais desfavoraveis na seg¢do transversal C, para momento fletor e forga
cortante, devidos aos carregamentos indicados a seguir. Considere a carga moével trafegando em sentido

Unico.

EXERCICIO 2.3

Determinar os esforgos mais desfavoraveis na seg¢do transversal C, para momento fletor e forga
cortante, devidos aos carregamentos indicados a seguir. Considere a carga moével trafegando em sentido

Unico.
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EXERCICIO 2.4

Determinar os esforgos mais desfavoraveis na seg¢do transversal C, para momento fletor e forga
cortante, devidos aos carregamentos indicados a seguir. Considere a carga moével trafegando em sentido
unico.

EXERCICIO 2.5

Para a viga simplesmente apoiada, indicada na figura abaixo, sujeita as agdes permanente e acidental
indicadas, pede-se: (a) os momentos fletores maximo e minimo na segdo transversal C; (b) as forgas
cortantes maxima e minima na segdo transversal C; (c) as reagdes mdaxima e minima no apoio A.
Considere a carga mével trafegando em sentido Unico.

EXERCICIO 2.6

Para a viga simplesmente apoiada, indicada na figura abaixo, sujeita as agdes permanente e acidental
indicadas, pede-se: (a) os momentos fletores maximo e minimo na segdo transversal C; (b) as forgas
cortantes maxima e minima na secdo transversal C; (c) os momentos fletores maximo e minimo na
secdo transversal M (no meio do vdo); (d) as forgas cortantes maxima e minima na segdo transversal M
(no meio do vao); (e) as reagdes maxima e minima no apoio A. Considere a carga movel trafegando nos
dois sentidos em incrementos de 1 metro.
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EXERCICIO 2.7

Para a viga biapoiada com balangos sujeita as agdes permanente e acidental, indicadas na figura abaixo,
determine: (a) os momentos fletores maximo e minimo na segdo transversal C; (b) as reagGes maxima e

minima no apoio B.

EXERCICIO 2.8

Para a viga biapoiada com balango sujeita as a¢gdes permanente e acidental, indicadas na figura abaixo,
determine: (a) os momentos fletores maximo e minimo no apoio A; (b) as forgas reativas maxima e
minima no apoio B; (c) os momentos fletores maximo e minimo na se¢do transversal.

EXERCICIO 2.9

Para a viga biapoiada com balancgos, sujeita as a¢Ges permanentes e acidentais, indicadas na figura
abaixo, pede-se: (a) os momentos fletores maximo e minimo no apoio A; (b) as forgas reativas maxima e
minima no apoio B; (c) os momentos fletores maximo e minimo na se¢do transversal. Considere a carga

moével trafegando em sentido Unico.
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3 LINHAS DE INFLUENCIA DE VIGAS CONTINUAS

Conforme se mostrou anteriormente, para o caso de vigas continuas a obtenc¢do da linha de influéncia
para um determinado esforgo torna-se mais complexa devido a hiperestaticidade do sistema estrutural
devendo-se recorrer a métodos adequados para este tipo de estrutura. Diversos métodos analiticos
para o calculo de vigas hiperestaticas podem ser utilizados, por exemplo, o Método de Cross, o Método
dos Pontos Fixos, a Equagdo dos Trés Momentos, o Método da Propagacgdo, dentre outros. Neste estudo
sera apresentado o Método da Propagacao.

3.1 METODO DA PROPAGACAO

O método da propagacgdo decorre da aplicacdo direta a Equagdo dos Trés Momentos. As relagdes entre
0s momentos de apoio, assim obtidas, permitem que sejam definidos coeficientes propagacdo de
momentos de um apoio para outro. Deste modo, um carregamento aplicado em um tramo de uma viga
continua, por meio dos termos de carga a esquerda e a direita deste tramo, propagara esfor¢os em
todos os pontos da estrutura. Este método é recomendado para a obtengdo de linhas de influéncia de
esforgos em vigas continuas, devido a facilidade de se considerar apenas um tramo carregado (no caso
com a carga movel unitdria) e os demais descarregados, além da convergéncia para a solugdo exata em
apenas uma iteragdo.

Figura 22 Extremidade esquerda da viga continua de n tramos

Considerando-se uma viga continua de n tramos, sendo que somente o i-ésimo tramo esteja carregado.
A Equacgdo dos Trés Momentos para o primeiro e o segundo tramo descarregados, mostrado na Figura
22, é dada por:

Mo'X1+2'M1'(X1+X2)+M2'X2 =0

sendo x;=1L;/ I; arelagdo entre comprimento do vio i dividido pelo respectivo momento de inércia.
Como na extremidade esquerda da viga continua é livre de um momento aplicado externamente, entdo
M, =0 . Isolando-se M, da equagao anterior, chega-se a:

X
My=———2—|-M, =—ay-M,.
1 |:2~(X1+X2):| 2 21 2

Analogamente, para o segundo e o terceiro tramo descarregados, mostrados na Figura 22, tem-se:
M- Xo+2-My (X, +%X3) + M3 -%3=0
(=01 M3y)- X +2-My - (X, +X3) + M3 - X3 =0

e se isolando M, da expressdo anterior, chega-se a:

X3
My =+ ‘Mg =-az-Ms.
{2'(X2+X3)—X2'0‘21
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Genericamente, para qualquer tramo descarregado pode-se escrever o coeficiente de propagagdo da
direita para a esquerda como sendo:

1
(04 n-1=
mh 2+(Xn—1/xn)'(2_an—1,n72)

Figura 23 Extremidade direita da viga continua de n tramos

Procedendo-se da mesma forma, a partir da extremidade direita do n-ésimo tramo descarregado,
conforme ilustrado na Figura 23, pode-se obter o coeficiente de propagacdo da esquerda para a direita,
pela expressdo:

1
o =
nin 2+(Xn+1lxn)'(2_an,n—l)

Por outro lado, escrevendo-se a Equag¢do dos Trés Momentos para o Unico tramo carregado,
esquematizado na Figura 24, chega-se nas expressoes:

Mi_2-Xi1 +2-Mi_g-(Xig + %)+ M; - % =—Ej-X
e Mi_g- X +2-Mj - (X + Xi12) + Miyg - Xy =—Dj - X

nas expressdes acima os parametros E; e D;, relativos ao i-ésimo tramo carregado, sdo conhecidos como
termos de carga que sdo dados em fungdo do carregamento.

Figura 24 /-ésimo tramo carregado da viga continua de n tramos

A partir das expressGes em que foram definidos os coeficientes de propagagdo, apresentadas
anteriormente, tem-se:

Mi_x =-ajqi2 - Miy e Mi1=-ajiq M

e se introduzindo nas equagdes anteriores, pode-se encontrar duas expressées que relacionam M;_; e
M. A partir dai, isolando-se M,_; das expressdes encontradas e se igualando as mesmas chega-se a:
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M;

_ Qi (E; Qi D;)

1-(aj g -atij1)

Repetindo-se 0 mesmo procedimento anterior, isolando-se M; das expressoes e se igualando os termos

chega-se a:

aij1-(Di @i —Ei)

Mi_1 =

1- (e aia)

3.2 EXEMPLOS DE APLICAGCAO

EXEMPLO 3.2.1 (KALMUS, 1984) Utilizando-se o Método da Propagagdo, determinar os momentos nos
apoios da viga continua esquematizada abaixo. Em seguida, tracar o diagrama de momentos fletores.
Sdo fornecidos os termos de carga para o carregamento uniformemente distribuido.

Coeficientes de propagacao:

X1=Xy :x3:$:400
1 1
_ - ~0,25
O (/%) (2—ap) 2+ (400/400)-(2—0)
1 1 8

A3 = = =
2+(Xp/%3)-(2—apy) 2+(400/400)-(2-0,25) 30
Termos de carga para o carregamento uniforme:

2
E, =D, =228 _ 160 kN-m
4

e momentos fletores nos apoios do vao carregado:

_ap(Dy-e1p—Ep) _ 0,25-(160-0,25-160)

M
! 1—(a21-a12) 1—(0,250,25)

M. = 212 (E-ap—D,)  0,25-(160-0,25-160)
2 1—(&12 '0!21) 1—(0,250,25)

M1:—32 kN-m

M2 =-32KkN-m
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VAN VAN

48

EXEMPLO 3.2.2 Utilizando-se o Método da Propagagdo, determinar os momentos nos apoios da viga
continua esquematizada abaixo e tracar o diagrama de momentos fletores.

120

32
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3.3 LINHAS DE INFLUENCIA

Para a obtencdo da linha de influéncia de esforgos solicitantes e forgas reativas em vigas continuas sera
utilizado o Método da Propagacgdo. Seja uma carga movel unitaria aplicada nos quintos dos vdos, de
acordo com a Figura 25, e a partir dos termos de carga a esquerda e a direita para carga pontual (Figura
26), obtém-se os momentos nos apoios correspondentes ao vao carregado, que serdo transmitidos por
meio dos coeficientes de propagacdo aos apoios subsequentes. De posse dos momentos nos apoios,
pode-se obter os momentos fletores no vao, as forgas cortantes e as reagdes de apoio.

Figura 25 Carga mdvel unitaria e coeficientes de propagacdo da viga continua de 4 vdos

Figura 26 Termos de carga a esquerda e a direita para carga pontual
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3.4 EXEMPLO DE APLICACAO

EXEMPLO 3.4.1 (KALMUS, 1984) Determinar as linhas de influéncia para momentos fletores nos apoios
da viga continua, esquematizada abaixo, utilizando-se o Método da Propagagdo. Na Figura 26, sdo
fornecidos os termos de carga para a carga movel pontual em fungdo da sua posi¢do no vdo. Considere
a carga movel pontual trafegando em sentido Unico (esquerda para a direita), em incrementos de dois
metros.

Coeficientes de propagacao:

X1=X9=X3 2%2500

a 19 =0,5 (engaste)

a 34 =0,5 (engaste)

1 1 2

O (% /%p)-(2—aqg) 2+ (500/500)-(2-05) 7

e 1 ~ 1 7
3 2 (Xp/x3)-(2—ary)  2+(500/500)-(2—2/7) 26

1 1 26
O3 ) (Xa/%a)-(2—arzp) 2+ (500/500)-(2-7/26) 97

Os demais coeficientes sdo obtidos por simetria. A figura a seguir sintetiza todos os coeficientes calculados.

Os termos de carga para a carga unitdria (modvel) em cada posi¢do em relagdo ao vdo, sdo tabelados a
abaixo. Devido a simetria, os termos de carga apresentados sdo os mesmos para os quatro vaos.

Posicio | E; = % -10+x) | D; = % .10+ %)
0 0 0
1 72/25 48/25
2 96/25 84/25
3 84/25 96/25
4 48/25 72/25
5 0 0
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Os momentos fletores My e M, relativos aos apoios do 12 vao, carregado pela carga mével unitaria, sdao
expressos por:

My = 0 (Dy- g1 ~Ey) _05-(26/97-Dy - ;) _2.(26/97.[)1_&)

1 (g - @0p) 1-(05-26/97) 168

M _(ZOl'(El'(Z]_O—Dl)_26/97'(0,5'E1—D1)_E.(OS.E —D)
1= = = ’ 1 1
1—(ergq - 0) 1-(26/97-0,5) 42
POS Mo M1 M> M3 Ma

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1 -1,366 -0,149 0,040 -0,011 0,006
2 -1,697 -0,446 0,120 -0,034 0,017
3 -1,346 -0,669 0,180 -0,051 0,026
4 -0,663 -0,594 0,160 -0,046 0,023
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Os momentos fletores M; e M, nos apoios do 22 vao, carregado pela carga mdvel unitaria, sdo dados
por:

_ap-(Dp-a1p—Ep) _2/7-(7/26-D,—E,) 13

M ===.(7/26-D,-E
' 1- (a1 - 17) 1-(2/7-7/26) 42 (7/26-D, - E,)
M, =2 (B2 2= D2) =7/26'(2/7"52—[32):l.(2/7.E2—D2)
1-(a1z - az1) 1-(7/26-2/7) 24
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POS Mo M1 M, M3 Mgy
0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1 0,366 -0,731 -0,320 0,091 -0,046
2 0,454 -0,909 -0,660 0,189 -0,094
3 0,360 -0,720 -0,840 0,240 -0,120
4 0,177 -0,354 -0,680 0,194 -0,097
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Por simetria, para o 32 vao carregado pela carga mdvel unitaria, pode-se escrever:
M, =l-(2/7- E;-D3) e
24

M3=%(7/26-D3-E3),

gue conduzem aos momentos nos demais apoios em func¢ao da posicdo da carga unitaria. Os momentos

nos apoios foram obtidos por meio dos coeficientes de propagagdo. Os resultados sdo mostrados a
seguir.

POS Mo My M. M3z My
0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1 -0,097 0,194 -0,680 -0,354 0,177
2 -0,120 0,240 -0,840 -0,720 0,360
3 -0,094 0,189 -0,660 -0,909 0,454
4  -0,046 0,091 -0,320 -0,731 0,366
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Também por simetria, para o 42 vao carregado pela carga mével unitdria, pode-se escrever:

13
M3:E-(O,5-E4—D4) e

97
M, _@-(ZG/QT Dy —E4)

gue implica na obtencdo dos momentos nos demais apoios em fung¢do da posicao da carga unitdria. Os
resultados sdo mostrados a seguir.
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POS Mo M1 My M3 \Y/
0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1 0,023 -0,046 0,160 -0,594 -0,663
2 0,026 -0,051 0,180 -0,669 -1,346
3 0,017 -0,034 0,120 -0,446 -1,697
4 0,006 -0,011 0,040 -0,149 -1,366
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

As figuras a seguir correspondem aos valores das linhas de influéncia de momentos fletores Mgy a M.

-2,00

-1,50

-1,00

-0,50

0,00

0,50

1,00

~1,697

/2\
[\
|

+0,026

-1,00

0,40

+0,018

+0,018

LIMo

LIM4

LIM,

Pagina 21 de 33



Estabilidade das Construgdes Il
Cargas Moéveis

- Py =
[V [\
f L\

2 4 6 8 1 12 14 16 18 20

B N
0,00

’ -0,051 \ /
0,20

040 LIM;

-1,697
-1,50 / \
-1,00
0,50

2 4 6 8 10 12 14 /16 18 &)
0,00 o o m . . . .

+0,026 0,120 v
0,50

100 LIM,

3.5 EXERCICIOS PROPOSTOS

Nesta secdo serdo sugeridos alguns problemas relativos as vigas continuas, apresentadas nesta se¢do,
para determinagdo do posicionamento das cargas moveis e obten¢do dos esforcos mais desfavoraveis
de flexao e cortante e forgas reativas.

EXERCICIO 3.1 (ENC, 2000)

No projeto de uma passarela para pedestres, cujo sistema estrutural é de uma viga continua de dois
vdos, adota-se a carga movel (multiddo) uniformemente distribuida 10 kN/m. Na figura abaixo esta
representada a linha de influéncia de momento fletor para a se¢do transversal S, situada na metade do
vao esquerdo da viga. Sejam A;=9,38 m’ e A,=3,13 m’, respectivamente, as areas positiva e negativa da
linha de influéncia, pede-se: os momentos fletores maximos positivo e negativo na segdo transversal S,
para a carga movel dada.

S

e X'T’T—F[%M‘
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EXERCICIO 3.2

Utilizando-se o Método da Propagag¢do, determinar os momentos nos apoios da viga continua
esquematizada abaixo, cujo vdo intermediario tem o dobro da inércia dos demais. Comparar com os
momentos fletores obtidos no Exemplo 3.2.1. Sdo fornecidos os termos de carga para o carregamento
uniformemente distribuido.

EXERCICIO 3.3

Determinar as linhas de influéncia para momentos fletores nos apoios (1) e (2) da viga continua,
esquematizada abaixo, utilizando-se o Método da Propagacdo. Considere a carga movel pontual
trafegando em sentido Unico (esquerda para a direita), em incrementos de dois metros.

EXERCICIO 3.4

Determinar as linhas de influéncia para MOMENTO FLETOR na secdo transversal S; da viga continua a
4 metros do Apoio 1, conforme mostrado abaixo, a partir dos resultados obtidos no Exemplo 3.4.1.
Utilizar as expressdes apresentadas no Anexo C.

%4m7r

S1
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EXERCICIO 3.5

Determinar as linhas de influéncia para FORCA CORTANTE na se¢do transversal S, da viga continua a
4 metros do Apoio 2, conforme mostrado abaixo, a partir dos resultados obtidos no Exemplo 3.4.1.
Utilizar as expressdes apresentadas no Anexo C.

%4mvr

Sz

EXERCICIO 3.6

Determinar as linhas de influéncia para REACAO VERTICAL NO APOIO 2 da viga continua, conforme
esquematizada abaixo, a partir dos resultados obtidos no Exemplo 3.4.1. Utilizar as expressGes

apresentadas no Anexo D.

EXERCICIO 3.7

Determinar os momentos fletores My (maximo e minimo), referentes ao apoio extremo esquerdo da
viga continua esquematizada abaixo, para os carregamentos uniformemente distribuidos permanente
de 5 kN/m e acidental de 20 kN/m. A linha de influéncia de momento fletor My e suas respectivas areas

sdo fornecidas abaixo.
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EXERCICIO 3.8

Determinar os momentos fletores M; (maximo e minimo), referentes ao apoio (1) da viga continua
esquematizada abaixo, para os carregamentos uniformemente distribuidos permanente de 5 kN/m e
acidental de 20 kN/m. A linha de influéncia de momento fletor M; e suas areas sdo fornecidas abaixo.

EXERCICIO 3.9

Determinar os momentos fletores M, (maximo e minimo), referentes ao apoio (2) da viga continua
esquematizada abaixo, para os carregamentos uniformemente distribuidos permanente de 5 kN/m e
acidental de 20 kN/m. A linha de influéncia de momento fletor M, e suas areas sdo fornecidas abaixo.
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EXERCICIO 3.10

Determinar os momentos fletores My (maximo e minimo), referentes ao apoio extremo esquerdo da
viga continua esquematizada abaixo, para o carregamento uniformemente distribuido permanente de
10 kN/m e a carga movel concentrada acidental de 50 kN. A linha de influéncia de momento fletor Mg e

suas areas e ordenadas sdo fornecidas abaixo.

EXERCICIO 3.11

Determinar os momentos fletores M; (maximo e minimo), referentes ao apoio (1) da viga continua
esquematizada abaixo, para o carregamento uniformemente distribuido permanente de 10 kN/m e a
carga mével concentrada acidental de 50 kN. A linha de influéncia de momento fletor M; e suas areas e
ordenadas sdo fornecidas abaixo.
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EXERCICIO 3.12

Determinar os momentos fletores M, (maximo e minimo), referentes ao apoio (2) da viga continua
esquematizada abaixo, para o carregamento uniformemente distribuido permanente de 10 kN/m e a
carga moével concentrada acidental de 50 kN. A linha de influéncia de momento fletor M, e suas areas e
ordenadas sdo fornecidas abaixo.

4 ENVOLTORIA DE ESFORGOS

Com base no tragado de linhas de influéncia, é possivel obter as envoltérias de esforgos, sendo estas
necessarias para o dimensionamento de estruturas sujeitas a acao de cargas moveis. As envoltérias de
esforgcos descrevem os valores maximos e minimos de um determinado esfor¢co que ocorre em uma
se¢do transversal. A interpretacdo das envoltérias de esforcos é idéntica aquela dos diagramas de
esforgos para carregamentos permanentes (MARTHA, 2010).

A construgdo da envoltdria de esforcos consiste em se combinar, para cada se¢do transversal, os
esforgos decorrentes das agGes permanentes e acidentais, sendo estas ultimas aplicadas nas posi¢des
mais desfavoraveis de modo a produzir os esforgos maximos e minimos na secdo transversal estudada.
Repete-se o procedimento para as demais se¢Bes transversais, definidas a partir de um incremento de
modo a varrer todas as se¢des relevantes no modelo estrutural. A envoltéria de esforgos permite a
visualizagdo das solicitagdes extremas que poderdo ocorrer ao longo da vida util da estrutura.

Considerando-se o Exemplo 2.5, apresentado na pdagina 11, foram obtidos os esforgos de flexao maximo
+600 kN'm e minimo +120 kN'm para a Se¢do C, mediante a utilizagdo da linha de influéncia de
momentos fletores para a segdo C e, consequentemente, a aplicagdo dos carregamentos permanentes e
acidental nas posi¢cGes mais desfavordveis. Realizando este estudo para as demais se¢des da viga, por
exemplo, uma segdo transversal a cada metro, pode-se obter a envoltdria de momentos fletores que
apresenta os esforgos de flexdo maximo e minimo em cada segdo transversal considerada.
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Figura 27 Envoltéria de momentos fletores para os carregamentos
permanente e acidental da viga simplesmente apoiada

Considerando-se o Exemplo 2.7, apresentado na pagina 12, foram obtidos os esfor¢os de flexao maximo
+200 kN'm e minimo 0 kN'm para a Segdo C, mediante a utilizagdo da linha de influéncia de momentos
fletores para a se¢do C. Realizando este estudo para as demais se¢Ges da viga, espagadas a cada metro,
obtém-se a envoltdria de momentos fletores, que apresenta os esforgos de flexdo maximo e minimo em
cada segdo transversal considerada.

" 2000 75,0 200.0

Devido ao consideravel custo operacional, as envoltérias de esforgos sdo obtidas utilizando-se
programas de andlise de estruturas reticuladas (FTOOL, 2002) e de andlise por elementos finitos
genéricos com barras (1-D), placas e cascas (2-D) e sélidos 3-D (SAP2000, 2009).
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ANEXO A LINHAS DE INFLUENCIA DE MOMENTO FLETOR E FORCA CORTANTE
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ANEXO B LINHAS DE INFLUENCIA DE REAGAO VERTICAL PARA O APOIO ESQUERDO
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Situagao

Fungdes momento fletor e forga cortante
na segdo transversal S

Vao descarregado

Vao carregado com carga
mével a esquerda de S

Vao carregado com carga
moével a direita de S
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Situagao

Reagdes de apoio

Vao descarregado

Vdo carregado
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ANEXO E RESPOSTAS DOS EXERCICIOS COMPLEMENTARES

EXERCICIO 2.1

Mc e [-90 kN'm; —300 kN'm]
Vce[-30 kN; —120 kN]
EXERCICIO 2.2

Mc € [-180 kN'm; —840 kN'm]
Ve [-60 kN; =340 kN]
EXERCICIO 2.3

Mc e [-45 kN'm; —470 kN'm]
Vce [-70 kN; —320 kN]
EXERCICIO 2.4

Mce [-125 kN'm; =270 kN'm]

Ve [+50 kN; +180 kN]

EXERCICIO 2.5

Mc [+120kN'm;+600 kN'm]
V¢ [-46 kN; +106 kN]

Ra [+50 kN; +160 kN]

EXERCICIO 2.6

(a) Mc e [+540 kN'm; +936 kN'm]
(b) Vc e [-46,33 kN; +4,33 kN]

(¢c) My € [+562,5 kN'm; +972,5 kN'm]

(d) Ve [-25,33 kN; +25,33 kN]
(e) Rae [+75 kN; +130,33 kN]
EXERCICIO 2.7

(a) Mce [0 kN'm; +200 kN'm]
(b) Rge [+172 kN; +278 kN]
EXERCICIO 2.8

(a) M, [—200 kN'm; =160 kN'm]
(b) Rg [+127,7 kN; +114,6 kN]
(¢) Mc [+276,9 kN'm; +332,3 kN'm]

EXERCICIO 2.9

(a) Ma [-40 kN'm; +80 kN'm]
(b) Rg [+86,9 kN; +306,7 kN]
(c) Mc [+7,5 kN'm; +202,2 kN'm]

EXERCICIO 3.1

Ms e [-31,3 kN'm; +93,8 kN'm]

EXERCICIO 3.2

1
215 (800/400) - (2-0)

1 12
a32

T 2+(400/800)-(2-1/6) 35

1/6-(160-1/6-160)
1-(1/6-1/6)

My =M, =-16/7 kN-m

M;i=M, =

22.86 22.86

el N

5714

EXERCICIO 3.3

EXERCICIO 3.4
N s ol 3
N L 00368041 002700091 R
Toes 321 T o
15910
EXERCICIO 3.5

-0.3880
-0
3 —DD0510.01540.0230.0206 /ﬁﬁ/‘ ~0.0754.084%,0568 3180
0.041%,084% 1086057 %
15762

06120

EXERCICIO 3.6

—00750.0849,0560.0189 R

158!
73752
16120

18326
1.0000

EXERCICIO 3.7 M, [ 256 kN'm; +16 kN'm]
EXERCICIO 3.8 M; [ 288 kN'm; —12 kN'm]
EXERCICIO 3.9 M, [- 240 kN'm; 0 kN'm]
EXERCICIO 3.10M, [- 170,85kN'm;—56 kN'm]
EXERCICIO 3.11M, [- 161,45kN'm;—68 kN'm]
EXERCICIO 3.12M, [- 164 kN'm; 78,2 kN'm]
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