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1) Teoria dos Conjuntos e Conjuntos Numéricos: - Representacédo de conjuntos,
subconjuntos, operacdes: unido e intersecao, diferenca e complementar. Conjunto
universo e conjunto vazio; conjunto dos nimeros Naturais e Inteiros: operacdes
fundamentais; Nameros primos, fatoracdo, nimero de divisores, maximo divisor
comum e minimo multiplo; Conjunto dos nimeros Reais: Operacdes fundamentais,
modulo, representacdo decimal, operagdes com intervalos reais; sistema de

numeracao na base 10 e em outras bases; e nUumeros complexos: Operacdes, modulo,
conjugado de um numero complexo, representacdes algébrica e trigonométrica.
Representacéo no plano de Argand-Gauss, Potencializacéo e radiciagcédo. Extracéo de
raizes. Formulas de Moivre. Resolucéo de equagfes binomiais e trinomiais.

CONJUNTOS

E uma reunido, agrupamento de pessoas, seres, objetos, classes..., que possuem a mesma
caracteristica, nos dé ideia de colecgéo.

= Nog¢des Primitivas

Na teoria dos conjuntos trés noc¢des sao aceitas sem definicdes:
- Conjunto;

- Elemento;

- E a pertinéncia entre um elemento e um conjunto.

Um cacho de bananas, um cardume de peixes ou uma porgdo de livros sdo todos exemplos de
conjuntos.

Conjuntos, como usualmente sao concebidos, tém elementos. Um elemento de um conjunto pode ser
uma banana, um peixe ou um livro. Convém frisar que um conjunto pode ele mesmo ser elemento de
algum outro conjunto.

Em geral indicaremos os conjuntos pelas letras mailsculas A, B, C, ..., X, e os elementos pelas letras
minusculas a, b, ¢, ..., X, Y, ..., embora ndo exista essa obrigatoriedade.

A relagc@o de pertinéncia que nos da um relacionamento entre um elemento e um conjunto.

Se x € um elemento de um conjunto A, escreveremos X € A.
Lé-se: x é elemento de A ou x pertence a A.

Se x ndo é um elemento de um conjunto A, escreveremos X ¢ A.
Lé-se x ndo é elemento de A ou x ndo pertence a A.

= Como representar um conjunto

1) Pela designacdo de seus elementos:
Escrevemos os elementos entre chaves, separando os por virgula.

Exemplos:
{a, e, i, 0, u} indica o conjunto formado pelas vogais
{1, 2,5,10} indica o conjunto formado pelos divisores naturais de 10.

2) Pela sua caracteristica

Escrevemos o conjunto enunciando uma propriedade ou caracteristica comum de seus elementos.
Assim sendo, o conjunto dos elementos x que possuem a propriedade P é indicado por:

{X, | (tal que) x tem a propriedade P}
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Exemplos:
- {X| x é vogal} € o mesmo que {a, €, i, 0, u}
- {x | x séo os divisores naturais de 10} € o mesmo que {1,2,5,10}

3) Pelo diagrama de Venn-Euler
Os elementos do conjunto séo colocados dentro de uma figura em forma de elipse, chamada diagrama
de Venn.

B
Exemplos:
- Conjunto das vogais
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- Conjunto dos divisores naturais de 10

=> Igualdade de Conjuntos

Dois conjuntos A=B s&o ditos iguais (ou idénticos) se todos o0s seus elementos sdo iguais, e
escrevemos A=B. Caso haja algum que ndo o seja dizemos que estes conjuntos sao distintos e
escrevemos A#B.

Exemplos:

1) A={3,5,7} e B= {X| x é primo e 3=x<7}, entdo A=B.

2) B={6,9,10} e C = {10,6,9}, entdo B= C, note que a ordem dos elementos ndo altera a igualdade dos
conjuntos.

= Tipos de Conjuntos

- Conjunto Universo

Reunido de todos os conjuntos que estamos trabalhando.

Exemplo:

Quando falamos de numeros naturais, temos como Conjunto Universo os nameros inteiros positivos.

- Conjunto Vazio

Conjunto vazio é aquele que ndo possui elementos. Representa-se por 0 ou, simplesmente { }.
Exemplo:

A = {x| x & natural e menor que 0}

- Conjunto Unitério

Conjunto caracterizado por possuir apenas um unico elemento.

Exemplos:

- Conjunto dos numeros naturais compreendidos entre 2 e 4. A={3}

- Conjunto dos numeros inteiros negativos compreendidos entre -5 e -7. B={-6}
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- Conjuntos Finitos e Infinitos

Finito= quando podemos enumerar todos 0s seus elementos. Exemplo: Conjuntos dos Estados da
Regido Sudeste, S= {Rio de Janeiro, S&o Paulo, Espirito Santo, Minas Gerais}

Infinito = contrario do finito. Exemplo: Conjunto dos nameros inteiros, Z={...,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...}. A
reticéncias representa o infinito.

= Relacédo de Pertinéncia

A pertinéncia é representada pelo simbolo € (pertence) ou ¢(nao pertence). Ele relaciona elemento
com conjunto.

Exemplo:

Seja o conjunto B={1,3,5,7}
*1leB,3€B,5€¢B
*2¢B,6¢2B,9¢B

= Subconjuntos

Quando todos os elementos de um conjunto A sdo também elementos de um outro conjunto B, dizemos
gue A é subconjunto de B.

Podemos dizer ainda que subconjunto é quando formamos varios conjuntos menores com as mesmas
carateristicas de um conjunto maior.

Exemplos:
-B={2 ,4} —A={2,3,4,5,6},pois2 € {2,3,4,5,6}e4 e {2, 3,45 ,6}

- C={2, 7, 4z A={2, 3, 4, 5, 6}, pois 7 ¢{2, 3, 4, 5, 6}
- D={2,3}  E={2,3}, pois 2 € {2,3} e 3 € {2,3}
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1) Todo conjunto A é subconjunto dele proéprio;

2) O conjunto vazio, por convencao, é subconjunto de qualquer conjunto;
3) O conjunto das partes é o conjunto formado por todos os subconjuntos de A.
Exemplo: Pegando o conjunto B acima, temos as partes de B:

B= { }.{2},{4}.B}

Podemos concluir com essa propriedade que: Se B tem n elementos entdo B possui 2" subconjuntos
e, portanto, P(B) possui 2" elementos.
Se quiséssemos saber quantos subconjuntos tem o conjunto A (exemplo acima), basta calcularmos

= Relacédo de incluséo

Deve ser usada para estabelecer relagcado entre conjuntos com conjuntos, verificando se um conjunto
€ subconjunto ou ndo de outro conjunto.

Representamos as relacdes de inclusdo pelos seguintes simbolos:

—— Esta contido > — Contém
z— Nao esta contido 2 _y N&o contém

= Operac¢Oes com Conjuntos

- Uni&o de conjuntos

A unido (ou reunido) dos conjuntos A e B é o conjunto formado por todos os elementos que pertencem
a A ou a B. Representa-se por AV B.

Simbolicamente: AUB = {x | xe A ou xe B}

AUB

Exemplos:
-{2,3}u{4,5,6}={2,3,4,5,6}
-{2,3,4}U{3,4,5}={2,3,4,5}
-{2,3}u{1,2,3,4}={1,2,3,4}
-{ab}v ¢ ={ab}

- Interseccao de conjuntos
A interseccdo dos conjuntos A e B é o conjunto formado por todos os elementos que pertencem,
simultaneamente, a A e a B. Representa-se por A~ B. Simbolicamente: AnB ={x | xe A ou xe B}
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Exemplos:
-{2,3,4}~{3,5}={3}
-{1,2,3}{2,3,4}={2,3}
-{2,3}~{1,2,3,5}={2,3}
-{2,4}{3,5,7}=¢

Observacdo: Se AnB=¢, dizemos que A e B s&o conjuntos disjuntos.

A

o> AIB=0

- Propriedades dos conjuntos disjuntos

HNAUANB)=A

2) ANAUB)=A

3) Distributiva da reunido em relagao a intersecgdo: AUBUC)=(AUB)N(AUC)
4) Distributiva da intersecgao em relagdo a uniao: AN (BUC)=(ANB)U(ANC)

- Niumero de Elementos da Uni&o e da Intersec¢do de Conjuntos
Dados dois conjuntos A e B, como vemos na figura abaixo, podemos estabelecer uma relagdo entre
0S respectivos numeros de elementos.

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB)

Note que ao subtrairmos os elementos comuns (n(A n B)) evitamos que eles sejam contados duas
vezes.

Observagdes:

a) Se os conjuntos A e B forem disjuntos ou se mesmo um deles estiver contido no outro, ainda assim
arelacdo dada sera verdadeira.

b) Podemos ampliar a relacdo do numero de elementos para trés ou mais conjuntos com a mesma
eficiéncia.

Observe o diagrama e comprove:
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n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C) —n(ANnB)—n(AnC)—n(BNC)+n(AnBNC)

- Propriedades da Uniéo e Interseccdo de Conjuntos

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades:
1) Idempotente: AUA=AeANA=A

2) Elemento Neutro: AUG=AeANU=A

3) Comutativa: AUB=BUAeANB=BNA

4) Associativa: AUBUC)=(AUB)UCeANBNC)=(ANB)NC

- Diferenca
A diferenca entre os conjuntos A e B é o conjunto formado por todos os elementos que pertencem a A
e ndo pertencem a B. Representa-se por A — B. Para determinar a diferenca entre conjuntos, basta
observamos o que o conjunto A tem de diferente de B.
Simbolicamente: A—B ={x| X eA e x¢B}
A-B

Exemplos:

-A={0,1,2,3}eB={0,2} 2A-B={1,3}eB-A=¢
-A={1,2,3}eB={2,3,42>2A-B={1}eB-A={4}
-A={0,2,4teB={1,35}2A-B={0,24eB-A={1,3,5}

EEEEE

- Complementar
Dados dois conjuntos A e B, tais que B c A (B é subconjunto de A), chama-se complementar de B
em relacdo a A o conjunto A - B, isto é, o conjunto dos elementos de A que nao pertencem a B.

Dizemos complementar de B em relacédo a A.
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A A-B

BcA > A-B=(,B

Exemplos:
SejaS ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ent&o:

a)A=1{2,3 4 =A={0, 1,56}
b)B={3,4,5 6} =B={0, 1, 2}
)C=¢=C=S

= Resolucado de Problemas Utilizando Conjuntos

Muitos dos problemas constituem- se de perguntas, tarefas a serem executadas. Nos utilizaremos
dessas informagfOes e dos conhecimentos aprendidos em relagdo as operagdes de conjuntos para
resolvé-los.

Exemplos:

1) Numa pesquisa sobre a preferéncia por dois partidos politicos, A e B, obteve-se os seguintes
resultados. Noventa e duas disseram que gostam do partido A, oitenta pessoas disseram que gostam do
partido B e trinta e cinco pessoas disseram que gostam dos dois partidos. Quantas pessoas responderam
a pesquisa?

Resolucédo pela Férmula

» Nn(A UB) =n(A) + n(B) — n(A N B)

»N(AUB)=92+80-35

» n(A UB) =137

Resolucéo pelo diagrama:

- Se 92 pessoas responderam gostar do partido A e 35 delas responderam que gostam de ambos,
entdo o niumero de pessoas que gostam somente do partido A é: 92 — 35 =57.

- Se 80 pessoas responderam gostar do partido B e 35 delas responderam gostar dos dois partidos,
entdo o numero de operarios que gostam somente do partido B é: 92 — 35=57.

- Se 57 gostam somente do partido A, 45 responderam que gostam somente do partido B e 35
responderam que gostam dos dois partidos politicos, entdo o nimero de pessoas que responderam a
pesquisa foi: 57 + 35 + 45 = 137.

n(A UB) =57 + 35 + 45
n(A U B) = 137

2) Num grupo de motoristas, ha 28 que dirigem automovel, 12 que dirigem motocicleta e 8 que dirigem
automoveis e motocicleta. Quantos motoristas ha no grupo?

(A) 16 motoristas

(B) 32 motoristas

(C) 48 motoristas

(D) 36 motoristas
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Resolucéo:

Os que dirigem automaoveis e motocicleta: 8

Os que dirigem apenas automovel: 28-8 = 20

Os que dirigem apenas motocicleta: 12-8= 4

A quantidade de motoristas € o somatoério: 20+8+4 = 32 motoristas.
Resposta: B

3) Em uma cidade existem duas empresas de transporte coletivo, A e B. Exatamente 70% dos
estudantes desta cidade utilizam a Empresa A e 50% a Empresa B. Sabendo que todo estudante da
cidade é usuério de pelo menos uma das empresas, qual 0 % deles que utilizam as duas empresas?

(A) 20%

(B) 25%

(C) 27%

(D) 33%

(E) 35%

Resolucéo:

70 - 50 = 20.
20% utilizam as duas empresas.
Resposta: A.

Questdes

01. (CAMARA DE SAO PAULO/SP — TECNICO ADMINISTRATIVO — FCC/2014) Dos 43 vereadores
de uma cidade, 13 dele nao se inscreveram nas comissdes de Educacado, Saude e Saneamento Basico.
Sete dos vereadores se inscreveram nas trés comissoes citadas. Doze deles se inscreveram apenas nas
comissfes de Educacdo e Saude e oito deles se inscreveram apenas nas comissfes de Saude e
Saneamento Basico. Nenhum dos vereadores se inscreveu em apenas uma dessas comissées. O numero
de vereadores inscritos na comissao de Saneamento Basico é igual a

(A) 15.

(B) 21.

(C) 18.

(D) 27.

(E) 16.

02. (EBSERH/HU-UFS/SE - Tecn6logo em Radiologia - AOCP /2014) Em uma pequena cidade,
circulam apenas dois jornais diferentes. O jornal A e o jornal B. Uma pesquisa realizada com os moradores
dessa cidade mostrou que 33% Ié o jornal A, 45% Ié o jornal B, e 7% leem os jornais A e B. Sendo assim,
quantos por centos ndo leem nenhum dos dois jornais?

(A) 15%

(B) 25%

(C) 27%

(D) 29%

(E) 35%

03. (TRT 192 — TECNICO JUDICIARIO — FCC/2014) Dos 46 técnicos que estdo aptos para arquivar

documentos 15 deles também estdo aptos para classificar processos e os demais estdo aptos para
atender ao publico. H& outros 11 técnicos que estéo aptos para atender ao publico, mas ndo sédo capazes
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de arquivar documentos. Dentre esses ultimos técnicos mencionados, 4 deles também sao capazes de
classificar processos. Sabe-se que agueles que classificam processos sdo, ao todo, 27 técnicos.
Considerando que todos os técnicos que executam essas trés tarefas foram citados anteriormente, eles
somam um total de

(A) 58.

(B) 65.

(C) 76.

(D) 53.

(E) 95.

04. (METRO/SP — OFICIAL LOGISTICA -ALMOXARIFADO | — FCC/2014) O diagrama indica a
distribuicdo de atletas da delegacao de um pais nos jogos universitarios por medalha conquistada. Sabe-
se que esse pais conquistou medalhas apenas em modalidades individuais. Sabe-se ainda que cada
atleta da delegacédo desse pais que ganhou uma ou mais medalhas ndo ganhou mais de uma medalha
do mesmo tipo (ouro, prata, bronze). De acordo com o diagrama, por exemplo, 2 atletas da delegacéo
desse pais ganharam, cada um, apenas uma medalha de ouro.

£
[N

A andlise adequada do diagrama permite concluir corretamente que o nimero de medalhas
conquistadas por esse pais nessa edi¢cdo dos jogos universitarios foi de

(A) 15.

(B) 29.

(C) b2.

(D) 46.

(E) 40.

05. (PREF. CAMACARI/BA - TEC. VIGILANCIA EM SAUDE NM - AOCP/2014) Qual € o numero de
elementos que formam o conjunto dos multiplos estritamente positivos do nimero 3, menores que 31?

(A)9

(B) 10

©) 11

(D) 12

(E) 13

06. (PREF. CAMACARI/BA — TEC. VIGILANCIA EM SAUDE NM — AOCP/2014) Considere dois
conjuntos A e B, sabendoque ANB ={3},AUB ={0;1; 2;3;5} e A — B = {1; 2}, assinale a alternativa que
apresenta o conjunto B.

(A) {1,2;3}

(B) {0;3}

(C) {0:1,2;3;5}

(D) {3;5}

(E) {0;3;5}

07. (INES — Técnico em Contabilidade — MAGNUS CONCURSOS/2014) Numa biblioteca séo lidos
apenas dois livros, K e Z. 80% dos seus frequentadores leem o livro K e 60% o livro Z. Sabendo-se que
todo frequentador é leitor de pelo menos um dos livros, a opcdo que corresponde ao percentual de
frequentadores que leem ambos, é representado:

(A) 26%

(B) 40%

(C) 34%

(D) 78%
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(E) 38%

08. (METRO/SP — ENGENHEIRO SEGURANCA DO TRABALHO — FCC/2014) Uma pesquisa, com
200 pessoas, investigou como eram utilizadas as trés linhas: A, B e C do Metr6 de uma cidade. Verificou-
se que 92 pessoas utilizam a linha A; 94 pessoas utilizam a linha B e 110 pessoas utilizam a linha C.
Utilizam as linhas A e B um total de 38 pessoas, as linhas A e C um total de 42 pessoas e as linhas B e
C um total de 60 pessoas; 26 pessoas que ndo se utilizam dessas linhas. Desta maneira, conclui-se
corretamente que o numero de entrevistados que utilizam as linhas AeB e C é igual a

(A) 50.

(B) 26.

(C) 56.

(D) 10.

(E) 18.

09. (INES - Técnico em Contabilidade — MAGNUS CONCURSO0S/2014) Numa recepcéo, foram
servidos os salgados pastel e casulo. Nessa, estavam presentes 10 pessoas, das quais 5 comeram pastel,
7 comeram casulo e 3 comeram as duas. Quantas pessoas ndo comeram nenhum dos dois salgados?

(A)O

(B)S

©)1

(D)3

(B)2

10. (Corpo de Bombeiros Militar/MT — Oficial Bombeiro Militar — COVEST — UNEMAT/2014) Em
uma pesquisa realizada com alunos de uma universidade publica sobre a utilizacdo de operadoras de
celular, constatou-se que 300 alunos utilizam a operadora A, 270 utilizam a operadora B, 150 utilizam as
duas operadoras (A e B) e 80 utilizam outras operadoras distintas de A e B.

Quantas pessoas foram consultadas?

(A) 420

(B) 650

(C) 500

(D) 720

(E) 800

Respostas

01. Resposta: C.

De acordo com os dados temos:

7 vereadores se inscreveram nas 3.

APENAS 12 se inscreveram em educacao e saude (o0 12 ndo deve ser tirado de 7 como costuma fazer
nos conjuntos, pois ele ja desconsidera 0s que se inscreveram nos trés)

APENAS 8 se inscreveram em salde e saneamento basico.

S&o0 30 vereadores que se inscreveram nessas 3 comissoes, pois 13 dos 43 ndo se inscreveram.

Portanto, 30—-7-12-8=3

Se inscreveram em educacao e saneamento 3 vereadores.

[

S6 em saneamento se inscreveram: 3+7 + 8= 18
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02. Resposta: D.

26+ 7+ 38+x=100
Xx=100-71
X=29%

03. Resposta: B.

Técnicos arquivam e classificam: 15

Arguivam e atendem: 46 — 15 = 31

Classificam e atendem: 4

Classificam: 15 + 4 = 19 como sé&o 27 faltam 8

Dos 11 técnicos aptos a atender ao publico 4 séo capazes de classificar processos, logo apenas 11 -
4 = 7 técnicos sdo aptos a atender ao publico.

Somando todos os valores obtidos no diagrama teremos: 31 + 15 + 7 + 4 + 8 = 65 técnicos.

arquivar, Classificar

04. Resposta: D.

O diagrama mostra 0 niumero de atletas que ganharam medalhas.

No caso das intersec¢des, devemos multiplicar por 2 por ser 2 medalhas e na interseccéo das trés
medalhas multiplica-se por 3.

Interseccoes:
6:2=12
1-2=2
4-2=8
3:3=9

Somando as outras:
2+5+8+12+2+8+9=46

05. Resposta: B.

Se nos basearmos na tabuada do 3, teremos o0 seguinte conjunto
A={3,6,9,12, 15, 18, 21, 24, 27, 30}

10 elementos.

06. Resposta: B.

A interseccao dos dois conjuntos, mostra que 3 é elemento de B.
A-B séo os elementos que tem em A e ndo em B.

Entéo de A U B, tiramos que B ={0; 3; 5}.
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07. Resposta: B.

80—-x+x+60-—x=100
-x =100 - 140
X = 40%

08. Resposta: E.

Ivro K

a0-x

110-{42-x+3x+60-x)

92-[38-x+x+42-X]+94-[38-¢+x%+60-X]+110-[42-x+x+60-X]+(38-%) +x+(42-x)+(60-x)+26=200

92-[80-X] + 94 -[98 - ] + 110 - [102 - ] + 38 + 42 — x + 60 — X + 26 = 200
92 — 80 43+ 94 — 98 +x+ 110 — 102 + X + 166 -2x-= 200

X+ 462 — 180 = 200 = x + 182 = 200 =» x = 200-182 =» x = 18

09. Resposta: C.

2+3+4+x=10
x=10-9
x=1

X
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10. Resposta: C.

300 — 150 = 150
270 - 150 =120
Assim: 150 + 120 + 150 + 80 = 500(total)

CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS - N

O conjunto dos numeros naturais € representado pela letra mailscula N e estes nimeros sao
construidos com os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, que também s&o conhecidos como algarismos
indo-arabicos. No século VII, os arabes invadiram a india, difundindo o seu sistema numérico.

Embora o zero ndo seja um numero natural no sentido que tenha sido proveniente de objetos de
contagens naturais, iremos considera-lo como um ndmero natural uma vez que ele tem as mesmas
propriedades algébricas que os numeros naturais. Na verdade, o zero foi criado pelos hindus na
montagem do sistema posicional de numeracao para suprir a deficiéncia de algo nulo.

Na sequéncia consideraremos que 0s naturais tém inicio com o nimero zero e escreveremos este
conjuntocomo: N={0, 1, 2, 3,4,5,6, ...}

0 1 ]
———
unidade
As reticéncias (trés pontos) indicam que este conjunto ndo tem fim. N é um conjunto com infinitos
ndameros.

N={0,1,23,4,..]}

// %/ N

5 )
T

3

 J

IS

Excluindo o zero do conjunto dos nimeros naturais, o conjunto sera representado por:
N*={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ...}

>

Subconjuntos notaveis em N:

1 — Numeros Naturais nao nulos 2 — Numeros Naturais pares
N* ={1,2,3,4,....,n,..}; N*=N-{0} | N, ={0,2,4,6,....2n,...}comn €N

3 - NUmeros Naturais impares 4 - Numeros primos
Ni={1,3,5,7,...,2n+1,..} comn € N P={2,3,5,7,11,13...}

= A construcdo dos Numeros Naturais

- Todo nimero natural dado tem um sucessor (numero que vem depois do nimero dado), considerando
também o zero.

Exemplos: Seja m um ndamero natural.

a) O sucessor de m é m+1.

b) O sucessor de 0 é 1.

c) O sucessor de 3 é 4.
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- Se um numero natural é sucessor de outro, entdo os dois niumeros juntos sdo chamados nimeros
consecutivos.

Exemplos:

a) 1 e 2 s&o numeros consecutivos.

b) 7 e 8 s&o nUmeros consecutivos.

c) 50 e 51 s&o nameros consecutivos.

- Varios numeros formam uma cole¢cdo de nimeros naturais consecutivos se o segundo € sucessor do
primeiro, o terceiro é sucessor do segundo, o quarto é sucessor do terceiro e assim sucessivamente.

Exemplos:

a)l, 2, 3, 4,5, 6 e7 sdo consecutivos.

b) 7, 8 e 9 sdo consecutivos.

c) 50, 51, 52 e 53 s&o consecutivos.

- Todo ndmero natural dado N, exceto o zero, tem um antecessor (nimero que vem antes do numero
dado).

Exemplos: Se m € um numero natural finito diferente de zero.

a) O antecessor do nimero m é m-1.

b) O antecessor de 2 € 1.

c) O antecessor de 56 é 55.

d) O antecessor de 10 é 9.

O conjunto abaixo é conhecido como o conjunto dos niumeros naturais pares. Embora uma sequéncia
real seja outro objeto matematico denominado funcdo, algumas vezes utilizaremos a denominacao
sequéncia dos numeros naturais pares para representar o conjunto dos numeros naturais pares: P = {0,
2,4,6,8,10, 12, ...}

O conjunto abaixo € conhecido como o conjunto dos nimeros naturais impares, as vezes também

chamados, a sequéncia dos numeros impares. | ={1, 3,5, 7, 9, 11, 13, ...}
= OperacOes com Numeros Naturais

Na sequéncia, estudaremos as duas principais operacdes possiveis no conjunto dos numeros naturais.
Praticamente, toda a Matematica é construida a partir dessas duas operacdes: adicdo e multiplicacao.

- Adicao de Nameros Naturais
A primeira operacao fundamental da Aritmética tem por finalidade reunir em um s6é nimero, todas as
unidades de dois ou mais numeros.
Parcela — 5

Parcela — i 4

-Subtracdo de NUmeros Naturais

E usada quando precisamos tirar uma quantia de outra, é a operacao inversa da adicdo. A operagao
de subtracdo s6 é valida nos naturais quando subtraimos o maior nimero do menor, ou seja quando a-b
tal que a> b.

2:54 —MINUENDO
-19 3 —SUBTRAENDO
0 6 1 —DIEERENCA
Obs.: 0 minuendo também é conhecido como aditivo e o subtraendo como subtrativo.

- Multiplicagéo de Numeros Naturais
E a operacéao que tem por finalidade adicionar o primeiro numero denominado multiplicando ou parcela,
tantas vezes quantas sdo as unidades do segundo niumero denominadas multiplicador.
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x 5 —~Galor

1) — Produlo

- 2 vezes 5 é somar 0 niUmero 2 cinco vezes: 2x5=2+2+ 2+ 2+ 2 =10. Podemos no lugar do “x”

(vezes) utilizar o ponto “. “, para indicar a multiplicag&o).

- Divisdo de Nameros Naturais

Dados dois nimeros naturais, as vezes necessitamos saber quantas vezes o segundo esta contido no
primeiro. O primeiro numero que é o maior € denominado dividendo e 0 outro nimero que é menor é 0
divisor. O resultado da divisdo € chamado quociente. Se multiplicarmos o divisor pelo quociente
obteremos o dividendo.

No conjunto dos numeros naturais, a divisdo ndo é fechada, pois nem sempre € possivel dividir um
namero natural por outro niamero natural € na ocorréncia disto a divisdo ndo € exata.

alb a=hb.q+r
= r<b

Rela¢bes essenciais numa divisdo de nUmeros naturais:

- Em uma diviséo exata de nameros naturais, o divisor deve ser menor do que o dividendo.
35:7=5
- Em uma diviséo exata de nameros naturais, o dividendo € o produto do divisor pelo quociente.
35=5x7
- A divisdo de um numero natural n por zero néo é possivel pois, se admitissemos que o quociente
fosse g, entdo poderiamos escrever: n + 0 = g e isto significaria que: n =0 x g = 0 0 que ndo é correto!
Assim, a divisdo de n por 0 ndo tem sentido ou ainda é dita impossivel.

= Propriedades da Adicao e da Multiplicacdo dos niumeros Naturais

Paratodoa, beceN

1) Associativa da adicdo: (a+ b)+c=a+ (b +c¢)

2) Comutativa da adigdo: a+b=b+a

3) Elemento neutro da adicdo: a+ 0 =a

4) Associativa da multiplicagéo: (a.b).c = a. (b.c)

5) Comutativa da multiplicacédo: a.b = b.a

6) Elemento neutro da multiplicacdo: a.1 = a

7) Distributiva da multiplicacéo relativamente a adicdo: a.(b +c ) =ab + ac

8) Distributiva da multiplicacdo relativamente a subtracao: a .(b —c) = ab —ac

9) Fechamento: tanto a adicdo como a multiplicagdo de um ndmero natural por outro nimero natural,
continua como resultado um ndmero natural.

Questdes

01. (SABESP — APRENDIZ — FCC/2012) A partir de 1° de margo, uma cantina escolar adotou um
sistema de recebimento por cartdo eletrénico. Esse cartdo funciona como uma conta corrente: coloca-se
crédito e vAo sendo debitados os gastos. E possivel o saldo negativo. Enzo toma lanche diariamente na
cantina e sua mae credita valores no cartdo todas as semanas. Ao final de margo, ele anotou o seu
consumo e 0s pagamentos na seguinte tabela:
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Valor Gasto | Valor Creditado
1% semana RS 27,00 RS 40,00
22 semana R% 33,00 R$ 30,00
3% semana RS 42,00 RS 35,00
4* zemana RS 25,00 RS 15,00

No final do més, Enzo observou que tinha
(A) crédito de R$ 7,00.

(B) débito de R$ 7,00.

(C) crédito de R$ 5,00.

(D) débito de R$ 5,00.

(E) empatado suas despesas e seus créditos.

02. (PREF. IMARUI/SC — AUXILIAR DE SERVICOS GERAIS - PREF. IMARUI/2014) José, funcionério
publico, recebe salario bruto de R$ 2.000,00. Em sua folha de pagamento vem o desconto de R$ 200,00
de INSS e R$ 35,00 de sindicato. Qual o salério liquido de José?

(A) R$ 1800,00

(B) R$ 1765,00

(C) R$ 1675,00

(D) R$ 1665,00

03. (Professor/Pref.de Itaborai) O quociente entre dois nimeros naturais € 10. Multiplicando-se o
dividendo por cinco e reduzindo-se o divisor a metade, o quociente da nova divisao sera:

(A) 2

(B) 5

(C) 25

(D) 50

(E) 100

04. (PREF. AGUAS DE CHAPECO - OPERADOR DE MAQUINAS — ALTERNATIVE CONCURSOS)
Em uma loja, as compras feitas a prazo podem ser pagas em até 12 vezes sem juros. Se Jodo comprar
uma geladeira no valor de R$ 2.100,00 em 12 vezes, pagara uma prestacao de:

(A) R$ 150,00.

(B) R$ 175,00.

(C) R$ 200,00.

(D) R$ 225,00.

05. PREF. JUNDIAI/SP — AGENTE DE SERVICOS OPERACIONAIS — MAKIYAMA/2013) Ontem, eu
tinha 345 bolinhas de gude em minha colegdo. Porém, hoje, participei de um campeonato com meus
amigos e perdi 67 bolinhas, mas ganhei outras 90. Sendo assim, qual a quantidade de bolinhas que tenho
agora, depois de participar do campeonato?

(A) 368

(B) 270

(C) 365

(D) 290

(E) 376

06. (Pref. Niteroi) Jodo e Maria disputaram a prefeitura de uma determinada cidade que possui apenas
duas zonas eleitorais. Ao final da sua apuracéo o Tribunal Regional Eleitoral divulgou a seguinte tabela
com os resultados da eleicdo. A quantidade de eleitores desta cidade é:

12 Zona 22 Zona

Eleitoral Eleitoral
Joao 1750 2245
Maria 850 2320
Nulos 150 217
Brancos 18 25
Abstencdes 183 175
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(A) 3995
(B) 7165
(C) 7532
(D) 7575
(E) 7933

07. (PREF. JUNDIAI/SP — AGENTE DE SERVICOS OPERACIONAIS — MAKIYAMA/2013) Durante
um mutirdo para promover a limpeza de uma cidade, os 15.000 voluntérios foram igualmente divididos
entre as cinco regides de tal cidade. Sendo assim, cada regido contou com um numero de voluntarios
igual a:

(A) 2500

(B) 3200

(C) 1500

(D) 3000

(E) 2000

08. EBSERH/HU-UFGD - Técnico em Informatica — AOCP/2014) Joana pretende dividir um
determinado niumero de bombons entre seus 3 filhos. Sabendo que o nimero de bombons é maior que
24 e menor que 29, e que fazendo a divisao cada um dos seus 3 filhos recebera 9 bombons e sobrara 1
na caixa, quantos bombons ao todo Joana possui?

(A) 24.

(B) 25.

(C) 26.

(D) 27.

(E) 28

09. (CREFITO/SP — ALMOXARIFE — VUNESP/2012) O sucessor do dobro de determinado nimero é
23. Esse mesmo determinado numero somado a 1 e, depois, dobrado sera igual a

(A) 24.

(B) 22.

(C) 20.

(D) 18.

(E) 16.

10. (Prefeitura Municipal de Ribeirdo Preto/SP — Agente de Administracdo — VUNESP/2014) Em
uma gréfica, a maquina utilizada para imprimir certo tipo de calendéario estd com defeito, e, apds imprimir
5 calendarios perfeitos (P), o préximo sai com defeito (D), conforme mostra o esquema.

Plp|P|P|P|D|P|P|P|P|P|D

Considerando que, ao se imprimir um lote com 5 000 calendérios, os cinco primeiros sairam perfeitos
e 0 sexto saiu com defeito e que essa mesma sequéncia se manteve durante toda a impresséo do lote, é
correto dizer que o numero de calendarios perfeitos desse lote foi

(A) 3 642.

(B) 3 828.

(C) 4 093.

(D) 4 167.

(E) 4 256.

Respostas

01. Resposta: B.

Crédito: 40 + 30+ 35+ 15=120
Débito: 27 + 33 + 42 + 25 =127
120-127=-7

Ele tem um débito de R$ 7,00.
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02. Resposta: B.
2000 — 200 = 1800 — 35 = 1765
O salario liquido de José é R$ 1.765,00.

03. Resposta: E.

D= dividendo

d= divisor

Q = quociente = 10
R=resto = 0 (diviséo exata)
Equacionando:
D=dQ+R
D=d10+0=> D=10d
Pela nova divisédo temos:

5D = %. Q —5.(10d) = %. Q , isolando Q temos:

50d 2
Q=g ~Q=50d7 —Q=502 Q=100
2

04. Resposta: B.

20— 175
12

Cada prestacéo sera de R$175,00

05. Resposta: A.

345 - 67 =278
Depois ganhou 90
278 + 90 = 368

06. Resposta: E.

Vamos somar a 12 Zona: 1750 + 850 + 150 + 18 + 183 = 2951
23 Zona: 2245 + 2320 + 217 + 25 + 175 = 4982

Somando os dois: 2951 + 4982 = 7933

07. Resposta: D.

15000
5 3000

Cada regiao tera 3000 voluntarios.

08. Resposta: E.
Sabemos que 9. 3 = 27 e que, para sobrar 1, devemos fazer 27 + 1 = 28.

09. Resposta: A.
Se o sucessor é 23, o dobro do nimero é 22, portanto o nUmero é 11.
11+1)2=24

10. Resposta: D.

Vamos dividir 5000 pela sequéncia repetida (6):

5000/ 6 =833 + resto 2.

Isto significa que sairam 833. 5 = 4165 calendarios perfeitos, mais 2 calendarios perfeitos que restaram
na conta de divisao.

Assim, séo 4167 calendarios perfeitos.

CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS -Z

Definimos o conjunto dos nimeros inteiros como a reunido do conjunto dos nimeros naturais N = {0,
1, 2,3, 4,.,n,.}, 0 conjunto dos opostos dos nimeros naturais e o zero. Este conjunto é denotado pela
letra Z (Zahlen=nimero em alemao).
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Z=4..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

I

3 1 0 1

\4

3
IN C Z

O conjunto dos numeros inteiros possui alguns subconjuntos notaveis:

- O conjunto dos numeros inteiros nao nulos:
Z*={.., -4,-3,-2,-1,1,2,3,4,.};
Z* =27 —-{0}

- O conjunto dos numeros inteiros ndo negativos:
Z,={0,1,23,4,.}
Z.é o préprio conjunto dos nimeros naturais: Z. = N

- O conjunto dos numeros inteiros positivos:
*={1,23,4,..}

- O conjunto dos numeros inteiros ndo positivos:
Z ={.,-5-4,-3, -2 -1, 0}

- O conjunto dos numeros inteiros negativos:
zx ={.,-5,-4,-3,-2,-1}

Moédulo: chama-se modulo de um numero inteiro a distancia ou afastamento desse numero até o zero,
na reta numérica inteira. Representa-se o maédulo por | |.

O moédulo de 0 € 0 eindica-se |0] =0

O médulo de +7 é 7 e indica-se |+7| = 7

O modulo de —9 é 9 e indica-se |-9| =9

O modulo de qualquer nimero inteiro, diferente de zero, é sempre positivo.

Numeros Opostos: Dois numeros inteiros sao ditos opostos um do outro quando apresentam soma
zero; assim, 0s pontos que os representam distam igualmente da origem.

Exemplo: O oposto do nimero 3 é -3, e o opostode -3 € 3, pois3+(-3) =(-3) +3=0

No geral, dizemos que o oposto, ou simétrico, de a é — a, e vice-versa; particularmente o oposto de
zero é o proéprio zero.

Origem

Numeros inteiros negativos Numeros inteiros positivos

AL AL
£ X

b
4

e t %
3-2-1 01 2 3 4

= Adicdo de Numeros Inteiros

Para melhor entendimento desta operacdo, associaremos aos numeros inteiros positivos a idéia de
ganhar e aos numeros inteiros negativos a idéia de perder.

Ganhar 5 + ganhar 3 = ganhar 8 (+5) + (+3) = (+8)
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Perder 3 + perder 4 = perder 7 (-3) + (-4) = (-7)
Ganhar 8 + perder 5 = ganhar 3 (+8) + (-5) = (+3)
Perder 8 + ganhar 5 = perder 3 (-8) + (+5) = (-3)

O sinal (+) antes do nimero positivo pode ser dispensado, mas o sinal (—) antes do nUmero negativo
nunca pode ser dispensado.

=»Subtracdo de Nameros Inteiros

A subtracdo é empregada quando:

- Precisamos tirar uma quantidade de outra quantidade;

- Temos duas quantidades e queremos saber quanto uma delas tem a mais que a outra;

- Temos duas quantidades e queremos saber quanto falta a uma delas para atingir a outra.

A subtracdo é a operacgdo inversa da adicao.

= Observe que em
uma subtracao o
sinal do resultado é

W\ do maior ndmeralt

Considere as seguintes situagdes:

1- Na segunda-feira, a temperatura de Monte Sido passou de +3 graus para +6 graus. Qual foi a
variacdo da temperatura?
Esse fato pode ser representado pela subtragcéo: (+6) — (+3) = +3

2- Na terca-feira, a temperatura de Monte Si&o, durante o dia, era de +6 graus. A Noite, a temperatura
baixou de 3 graus. Qual a temperatura registrada na noite de ter¢a-feira?
Esse fato pode ser representado pela adicdo: (+6) + (—3) = +3

Se compararmos as duas igualdades, verificamos que (+6) — (+3) € o mesmo que (+6) + (-3).
Temos:

(+6) — (+3) = (+6) + (-3) = +3

(+3) — (+6) = (+3) + (-6) =-3

(-6) - (-3) = (-6) + (+3) = -3

Dai podemos afirmar: Subtrair dois nimeros inteiros € 0 mesmo que adicionar o primeiro com o oposto
do segundo.

Figue Atento: todos parénteses, colchetes, chaves, nimeros, ..., entre outros, precedidos de sinal
negativo, tem o seu sinal invertido, ou seja, € dado o0 seu oposto.

= Multiplicacdo de Numeros Inteiros

A multiplicacdo funciona como uma forma simplificada de uma adicdo quando os ndmeros sao
repetidos. Poderiamos analisar tal situacdo como o fato de estarmos ganhando repetidamente alguma
quantidade, como por exemplo, ganhar 1 objeto por 30 vezes consecutivas, significa ganhar 30 objetos e
esta repeticdo pode ser indicada por um x,istoé: 1+1+1..+1+1=30x1=30

Se trocarmos o nimero 1 pelo nimero 2, obteremos: 2+2+2+ ... +2+2=30x2 =60

Se trocarmos o0 numero 2 pelo nimero -2, obteremos: (-2) + (-2) + ... + (-2) = 30 x (-2) = —60

Observamos que a multiplicagdo € um caso particular da adicdo onde os valores séo repetidos.
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Na multiplicacdo o produto dos numeros a e b, pode ser indicado por a x b, a. b ou ainda ab sem
nenhum sinal entre as letras.

=» Divisdo de NUmeros Inteiros

Dividendo I Divisor

Resto z
Quociente

5

Dividendo "> Divisor . Quociente + Resto
Resto < Divisor

- Diviséo exata de numeros inteiros.

Veja o calculo:

(-20): (+5) = q = (+5).q=(-20) = q = (-4)
Logo: (-20) : (+b) =+4

Considerando os exemplos dados, concluimos que, para efetuar a divisdo exata de um numero inteiro
por outro nimero inteiro, diferente de zero, dividimos o0 médulo do dividendo pelo médulo do divisor.

Exemplo: (+7) : (-2) ou (-19) : (-5) séo divisdes que ndo podem ser realizadas em Z, pois o resultado
ndo é um numero inteiro.

- No conjunto Z, a divisdo ndo € comutativa, ndo € associativa e ndo tem a propriedade da existéncia
do elemento neutro.

- N&o existe diviséo por zero.

- Zero dividido por qualquer nimero inteiro, diferente de zero, € zero, pois o produto de qualquer
namero inteiro por zero é igual a zero.

Exemplo: 0:(-10)=0 Db)0:(+6)=0 ¢)0:(-1)=0

=p Sinais iguais

s o
SAS

@
=) Sinais diferentes @ e
0 ©

= Potenciagcdo de Numeros Inteiros
A poténcia a" do nimero inteiro a, é definida como um produto de n fatores iguais. O nimero a é
denominado a base e o nimero n € o expoente.a"=axaxaxax...xa, a & multiplicado por a n vezes

EXPOENTE OU
POTENCIA
% BASE

EsPCEx




Exemplos:

F=B)x[3)x(3) =27

(-5)° = (-5) x (-5) x (-5) x (-5) x (-5) = -3125
(77 =(7)x(-7) =49

(+9)? = (+9) x (+9) = 81

- Toda poténcia de base positiva € um numero inteiro positivo.
Exemplo: (+3)? = (+3) . (+3) =+9

- Toda poténcia de base negativa e expoente par € um numero inteiro positivo.
Exemplo: (- 8)? = (-8) . (-8) = +64

- Toda poténcia de base negativa e expoente impar é um ndmero inteiro negativo.
Exemplo: (-5)° = (-5) . (-5) . (-5) = -125

- Propriedades da Potenciacao:

1) Produtos de Poténcias com bases iguais: Conserva-se a base e somam-se os expoentes. (-7)3
LGN = (T = (7)Y

2) Quocientes de Poténcias com bases iguais: Conserva-se a base e subtraem-se o0s expoentes. (-
13)8: (-13)® = (-13)8-° = (-13)?

3) Poténcia de Poténcia: Conserva-se a base e multiplicam-se os expoentes. [(-8)°]? = (-8)°-2 = (-8)1°
4) Poténcia de expoente 1: E sempre igual & base. (-8)' = -8 e (+70)' = +70

5) Poténcia de expoente zero e base diferente de zero: E igual a 1.
Exemplo: (+3)°=1e (-53)° =1

= Radiciacdo de Numeros Inteiros
A raiz n-ésima (de ordem n) de um numero inteiro a é a operacdo que resulta em outro nimero inteiro
ndo negativo b que elevado a poténcia n fornece o nimero a. O nimero n € o indice da raiz enquanto
gue o numero a é o radicando (que fica sob o sinal do radical).
A raiz quadrada (de ordem 2) de um ndmero inteiro a é a operacao que resulta em outro namero inteiro
ndo negativo que elevado ao quadrado coincide com o numero a.
@

Nao existe a raiz quadrada de um
numero inteiro negativo no conjunto

’, D\\‘ dos numeros inteiros.
’
2
Ja A 7

A\ A A
Erro comum: Frequentemente lemos em materiais didaticos e até mesmo ocorre em algumas aulas

aparecimento de:
\/5 = +3, mas isto esta errado. O certo é: \/5 =43

Observamos que ndo existe um numero inteiro ndo negativo que multiplicado por ele mesmo resulte
em um ndmero negativo.

A raiz cubica (de ordem 3) de um nUumero inteiro a € a operacao que resulta em outro numero inteiro
gue elevado ao cubo seja igual ao nUmero a. Aqui ndo restringimos 0s nossos calculos somente aos
ndameros Nao negativos.
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Exemplos:

(@) 38 = 2, pois 23 = 8.

(b) 3/~8 =2, pois (-2)* = -8.
(©) i/f= 3, pois 33 = 27.

(d) 3/-27 = -3, pois (=3)3 = -27.

Observacao: Ao obedecer a regra dos sinais para o produto de nimeros inteiros, concluimos que:
(1) Se o indice da raiz for par, ndo existe raiz de nimero inteiro negativo.
(2) Se o indice da raiz for impar, é possivel extrair a raiz de qualquer numero inteiro.

= Propriedades da Adi¢cédo e da Multiplicacdo dos niumeros Inteiros

Paratodoa, beceZ

1) Associativa da adicdo: (a+b)+c=a+(b+c¢)

2) Comutativa da adigdo: a+b =b +a

3) Elemento neutro da adicdo: a+0=a

4) Elemento oposto da adi¢do: a + (-a) =0

5) Associativa da multiplicagéo: (a.b).c = a. (b.c)

6) Comutativa da multiplicagdo : a.b =b.a

7) Elemento neutro da multiplicacdo: a.1 = a

8) Distributiva da multiplicacao relativamente a adicao: a.(b +c ) = ab + ac

9) Distributiva da multiplicacéo relativamente a subtracéo: a .(b —c) = ab —ac

10) Elemento inverso da multiplicagdo: Para todo inteiro z diferente de zero, existe um inverso

zl=l/zem Z, talque,zxzt=zx(1/z) =1

11) Fechamento: tanto a adicdo como a multiplicagdo de um numero natural por outro numero natural,
continua como resultado um namero natural.

Questdes

01. (TRF 22 — TECNICO JUDICIARIO — FCC/2012) Uma operagéo A é definida por:
w! = 1 — 6w, para todo inteiro w.

Com base nessa definicdo, é correto afirmar que a soma 2*+ (1*) *é igual a

(A) -20.

(B) -15.

(C) -12.

(D) 15.

(E) 20.

02. (UEM/PR — AUXILIAR OPERACIONAL - UEM/2014) Ruth tem somente R$ 2.200,00 e deseja
gastar a maior quantidade possivel, sem ficar devendo na loja.
Verificou o prego de alguns produtos:

TV: R$ 562,00

DVD: R$ 399,00
Micro-ondas: R$ 429,00
Geladeira: R$ 1.213,00

Na aquisi¢cao dos produtos, conforme as condi¢des mencionadas, e pagando a compra em dinheiro,
o troco recebido sera de:

(A) R$ 84,00

(B) R$ 74,00

(C) R$ 36,00

(D) R$ 26,00

(E) R$ 16,00

03. (BNDES - TECNICO ADMINISTRATIVO — CESGRANRIO/2013) Multiplicando-se 0 maior nimero
inteiro menor do que 8 pelo menor nimero inteiro maior do que - 8, o resultado encontrado sera
(A)-72
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(B) - 63
(C) - 56
(D) - 49
(E) - 42

04. (SEPLAG - POLICIA MILITAR/MG - ASSISTENTE ADMINISTRATIVO - FCC/2012) Em um jogo
de tabuleiro, Carla e Mateus obtiveram os seguintes resultados:

Carla
12 partida Ganhou 520 pontos
22 partida Perdeu 220 pontos
32 partida Perdeu 485 pontos
42 partida Ganhou 635 pontos

Ao término dessas quatro partidas,

(A) Carla perdeu por uma diferenga de 150 pontos.
(B) Mateus perdeu por uma diferenga de 175 pontos.
(C) Mateus ganhou por uma diferenca de 125 pontos.

(D) Carla e Mateus empataram.

Mateus
12 partida Perdeu 280 pontos
22 partida Ganhou 675 pontos
32 partida Ganhou 295 pontos
42 partida Perdeu 115 pontos

05. (Operador de magq./Pref.Coronel Fabriciano/MG) Quantos sdo os valores inteiros e positivos de
. 15 . P . .
X para os quais % € um ndmero inteiro?

(A)O
(B) 1
(€2
(D)3
(E)4

06. (CASA DA MOEDA) O quadro abaixo indica 0 niumero de passageiros num voo entre Curitiba e
Belém, com duas escalas, uma no Rio de Janeiro e outra em Brasilia. Os nUmeros indicam a quantidade
de passageiros que subiram no avido e o0s negativos, a quantidade dos que desceram em cada cidade.

O numero de passageiros que chegou a Belém foi:

(A) 362
(B) 280
(C) 240
(D) 190
(E) 135

Curitiba +240
Rio de Janeiro -194
+158
Brasilia -108
+94

07. (Pref.de Nitergi) As variagdes de temperatura nos desertos sado extremas. Supondo que durantes
o dia a temperatura seja de 45°C e a noite seja de -10°C, a diferenca de temperatura entre o dia e noite,

em °C sera de:

(A) 10
(B) 35
(C) 45
(D) 50
(E) 55
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08. (Pref.de Niterdi) Um trabalhador deseja economizar para adquirir a vista uma televisdo que custa
R$ 420,00. Sabendo que o mesmo consegue economizar R$ 35,00 por més, o nUmero de meses que ele
levara para adquirir a televisdo sera:

(A) 6

(B)8

(C) 10

(D) 12

(E) 15

09. (Pref.de Niteroi) Um estudante empilhou seus livros, obtendo uma Unica pilha 52cm de altura.
Sabendo que 8 desses livros possui uma espessura de 2cm, e que os livros restantes possuem espessura
de 3cm, o numero de livros na pilha é:

(A) 10

(B) 15

(C) 18

(D) 20

(E) 22

10. (FINEP - Assistente — Apoio administrativo — CESGRANRIO/2014) Um menino estava parado
no oitavo degrau de uma escada, contado a partir de sua base (parte mais baixa da escada). A escada
tinha 25 degraus. O menino subiu mais 13 degraus. Logo em seguida, desceu 15 degraus e parou
novamente.

A quantos degraus do topo da escada ele parou?

(A) 8

(B) 10

(©) 11

(D) 15

(E) 19

Respostas

01. Resposta: E.

Pela definicéo:

Fazendow =2

22 =1-6-2=-11
1*=1-6-1=-5

(1)) =1-6-(-5)=31
24+ (1) = —11+31 =20

02. Resposta: D.

Geladeira + Micro-ondas + DVD = 1213 + 429 + 399 = 2041

Geladeira + Micro-ondas + TV = 1213 + 429 + 562 = 2204, extrapola o orgamento

Geladeira + TV + DVD = 1213 + 562 + 399 = 2174, é a maior quantidade gasta possivel dentro do
orgcamento.

Troco:2200 — 2174 = 26 reais

03. Resposta: D.

Maior inteiro menor que 8 € 0 7
Menor inteiro maior que -8 é o0 - 7.
Portanto: 7-(-7) = - 49

04. Resposta: C.

Carla: 520 — 220 — 485 + 635 = 450 pontos
Mateus: - 280 + 675 + 295 — 115 = 575 pontos
Diferenca: 575 — 450 = 125 pontos

05. Resposta: C.
Fazendo substituicdo dos valores de x, dentro dos conjuntos do inteiros positivos temos:
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16 . e 17 e
x=0 ;? =3 x=1 - —naoe inteiro . x=2 — =ndoé inteiro

20 ;. , . .~ , . ,
x=5 o 2 , logo os unicos numeros que satisfazem a condigédo € x = 0 e x = 5, dois numeros

apenas.

06. Resposta: D.
240 - 194 + 158 - 108 + 94 = 190

07. Resposta: E.
45 — (-10) =55

08. Resposta: D.
420 : 35 = 12 meses

09. Resposta: D.

Sao 8 livros de 2 cm: 8.2 =16 cm

Como eu tenho 52 cm ao todo e os demais livros tem 3 cm, temos:
52 - 16 = 36 cm de altura de livros de 3 cm

36 :3 =12 livros de 3 cm

O total de livros da pilha: 8 + 12 = 20 livros ao todo.

10. Resposta: E.

Ao contar os degraus, devemos descontar um deles, pois é o que se encontra parado.
(8-1)+13=7+13=20

(20-1)-13=19-13=6

25-6=19

CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS - Q

, . , . m ~ , . .
Um numero racional € o que pode ser escrito ha forma — , onde m e n sdo numeros inteiros, sendo
n

gue n deve ser diferente de zero. Frequentemente usamos m/n para significar a divisdo de m por n.

Como podemos observar, numeros racionais podem ser obtidos através da razao entre dois nimeros
inteiros, razdo pela qual, o conjunto de todos 0s nimeros racionais € denotado por Q. Assim, € comum
encontrarmos na literatura a notagao:

Q={": menemZ n diferente de zero}
n

Q

No conjunto Q destacamos 0s seguintes subconjuntos:
- Q* = conjunto dos racionais nao nulos;

- Q+ = conjunto dos racionais nao negativos;

- Q*: = conjunto dos racionais positivos;

- Q _ = conjunto dos racionais ndo positivos;

- Q*_ = conjunto dos racionais negativos.
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= Representacdo Decimal das Fragdes

. . P . . .
Tomemos um numero racional a , tal que p ndo seja multiplo de g. Para escrevé-lo na forma decimal,

basta efetuar a divisdo do numerador pelo denominador.

Nessa divisdo podem ocorrer dois casos:
1°) O numeral decimal obtido possui, apos a virgula, um numero finito de algarismos. Decimais Exatos:

2°) O numeral decimal obtido possui, apés a virgula, infinitos algarismos (nem todos nulos), repetindo-
se periodicamente. Decimais Periddicos ou Dizimas Periddicas:

1_0333.

3

1 —0,04545...
22

167 _ 5 53030..
66

= Representacdo Fracionaria dos Numeros Decimais

Trata-se do problema inverso: estando o numero racional escrito na forma decimal, procuremos

escrevé-lo na forma de fragdo. Temos dois casos:
1°) Transformamos o numero em uma fracédo cujo numerador € o numero decimal sem a virgula e o
denominador é composto pelo numeral 1, seguido de tantos zeros quantas forem as casas decimais do

numero decimal dado:

0’9 = g
10
57= z
10
0,76 = 7_6
100
3,48 = %
100
0,005 = i: i
1000 200

2°) Devemos achar a fragdo geratriz da dizima dada; para tanto, vamos apresentar o procedimento
através de alguns exemplos:

Exemplos:
1) Seja adizima 0O, 333....

Veja que o periodo que se repete é apenas 1(formado pelo 3) = entdo vamos colocar um 9 no
denominador e repetir no numerador o periodo.

3 —— numero do periodo gue se repete
9 —— representa o numero de digitos do
periodo
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Assim, a geratriz de 0,333... é a fragéo g :

2) Seja adizimab, 1717....

O periodo que se repete € 0 17, logo dois noves no denominador (99). Observe também que 05 é a
parte inteira, logo ele vem na frente:

17 1
5® — temos uma fragdo mista, tranformando — (5.99 +17) = 512,logo : 59

Assim, a geratriz de 5,1717... é a fragéo 59_192

] Neste caso para transformarmos uma dizima
periddica simples em frac&o basta utilizarmos o digito
. 9 no denominador para cada quantos digitos tiver o

periodo da dizima.

3) Seja adizima 1, 23434...

O numero 234 é a juncédo do ante periodo com o periodo. Neste caso temos um dizima periddica é
composta, pois existe uma parte que ndo se repete e outra que se repete. Neste caso temos um ante
periodo (2) e o periodo (34). Ao subtrairmos deste nUmero o ante periodo(234-2), obtemos 232, o
numerador. O denominador é formado por tantos digitos 9 — que correspondem ao periodo, neste caso
99(dois noves) — e pelo digito 0 — que correspondem a tantos digitos tiverem o ante periodo, neste caso
O(um zero).

ante periodo
,—periodo

1),12[34[34 ...
T—par‘te inteira

232 1222
1% — temos uma fragio mista, tranformando —a — (1.990 + 232) = 512,logo : 590

e,

611

Simplificando por 2, obtemos x = 295" a fragdo geratriz da dizima 1, 23434...

= Mdbdulo ou valor absoluto: E a distancia do ponto que representa esse nimero ao ponto de
abscissa zero.

-3/2 32

Y Y

A distancia € a mesma até o zero(0)

1+
2l |2

EsiPCae =

Exemplos:

1) Médulo de — = é = . Indica-se

N W
N W




2) Modulo de + 3 é g Indica-se

2

3 |3
+— = |=
2l |2

= Numeros Opostos: Dizemos que —g e g s&80 numeros racionais opostos ou simétricos e cada

um deles é o oposto do outro. As distancias dos pontos — g e g ao ponto zero da reta sdo iguais.

( )
b

= Representacdo geométrica dos Niumeros Racionais

-n

bn
,a¢0=<—) ,b+0
a

oy SN el 3 % e 31 ¥ 14
2 3 2 2 3 38 9 2 3
Y PR LT P e .
Branry By ROy I W INER VAN RO I P -
-2,5 -1,3 -0,5 0,56 0,6 1,6 2,2 3,5 4,6

Observa-se que entre dois inteiros consecutivos existem infinitos nimeros racionais.
= Soma (Adicao) de NiUmeros Racionais
Como todo numero racional € uma fragdo ou pode ser escrito na forma de uma fracdo, definimos a

adicdo entre os numeros racionais %e % , damesma forma que a soma de fracdes, através de:

_ ad + bc

+ &
d bd

olo

= Subtracdo de Nameros Racionais
A subtracdo de dois numeros racionais p e q € a prépria operacado de adicdo do nimero p com o
opostode q, istoé: p—q=p + (-Qq)
_Cc _ad-bc
d bd

a
b

= Multiplicacdo (Produto) de Niumeros Racionais
Como todo namero racional é uma fracao ou pode ser escrito na forma de uma fragéo, definimos o

. , . . a C ~ ,
produto de dois numeros racionais b e E da mesma forma que o produto de fracfes, através de:

a
— X

€ _ ac
b d bd

O produto dos numeros racionais a/b e c/d também pode ser indicado por a/b x c/d, a/b.c/d . Para
realizar a multiplicagdo de nimeros racionais, devemos obedecer & mesma regra de sinais que vale em
toda a Matematica:

Podemos assim concluir que o produto de dois numeros com o mesmo sinal é positivo, mas o
produto de dois niumeros com sinais diferentes é negativo.
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= Propriedades da Adi¢cdo e Multiplicacdo de Niumeros Racionais

1) Fechamento: O conjunto Q é fechado para a operacado de adi¢do e multiplicacao, isto €, asoma e a
multiplicacdo de dois nimeros racionais ainda é um nuamero racional.

2) Associativa da adi¢éo: Paratodos a, b,cem Q:a+(b+c)=(a+b)+c

3) Comutativa da adicdo: Paratodosa, bem Q:a+b=b+a

4) Elemento neutro da adigédo: Existe 0 em Q, que adicionado a todo g em Q, proporciona o proprio g,
istoé:q+0=q

5) Elemento oposto: Para todo g em Q, existe -g em Q, talque g+ (-q) =0

6) Associativa da multiplicagéo: Paratodos a, b,cem Q:ax(bxc)=(axb)xc

7) Comutativa da multiplicacéo: Paratodos a, bem Q:axb=Dbxa

8) Elemento neutro da multiplicagdo: Existe 1 em Q, que multiplicado por todo g em Q, proporciona o
proprio q, isto é: qx 1 =q

9) Elemento inverso da multiplicacdo: Para todo g = % em Q, g diferente de zero, existe :

q'lzgemQ;qxq'lzl ExE:l
a b a

10) Distributiva da multiplicacdo: Paratodos a, b,cem Q:ax(b+c)=(axb)+(axc)

= Divisdo(Quociente) de Niumeros Racionais
A divisdo de dois numeros racionais p e g € a propria operacdo de multiplicagdo do niumero p pelo
inversode g, istoé:p+q=pxq*

o

SR
aln
SRS

= Potencia¢cdo de NUmeros Racionais

A poténcia q" do namero racional g € um produto de n fatores iguais. O nimero q é denominado a
base e o nUmero n é o expoente.

g"=gxgxqgqxqx..xq, (gqaparecen vezes)

G000
(- ) [

- Propriedades da Potenciagéo:

1) Toda poténcia com expoente 0 € igual a 1.




0
[+ Ej =1
5
2) Toda poténcia com expoente 1 € igual a propria base.

J— 9 ' = 9
4 4
3) Toda poténcia com expoente negativo de um numero racional diferente de zero € igual a outra

poténcia que tem a base igual ao inverso da base anterior e 0 expoente igual ao oposto do expoente
anterior.

(32
5 3 9
4) Toda poténcia com expoente impar tem o0 mesmo sinal da base.
2 3_ 2 (2 2\ 8
3) (3)'(3)'\3) 27
5) Toda poténcia com expoente par € um nimero positivo.
35 )=
5 5/ 5/ 25

6) Produto de poténcias de mesma base. Para reduzir um produto de poténcias de mesma base a uma
SO poténcia, conservamos a base e somamos 0s expoentes.

2y z} [z zj(z 2 zj (3) (z}
5) (5 55)555) \5 5
7) Quociente de poténcias de mesma base. Para reduzir um quociente de poténcias de mesma base

a uma so poténcia, conservamos a base e subtraimos os expoentes.
33333

SRt eI

8) Poténcia de Poténcia. Para reduzir uma poténcia de poténcia a uma poténcia de um s6 expoente,
conservamos a base e multiplicamos os expoentes.

OT-EEE-E @G-y

= Radiciacdo de NUmeros Racionais
Se um numero representa um produto de dois ou mais fatores iguais, entdo cada fator € chamado raiz

do ndmero.
Exemplos:
2
1) 1 Representa o produto 1 1 ou 1 .Logo, 1 € araiz quadrada de 1 :
9 3 3 3 9

3
Indica-se ,[—=
9

Wik
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2) 0,216 Representa o produto 0,6 . 0,6 . 0,6 ou (0,6)3. Logo, 0,6 é a raiz cubica de 0,216. Indica-se
/0,216 = 0,6.

Um numero racional, quando elevado ao quadrado, da o nimero zero ou um numero racional positivo.
Logo, os nimeros racionais negativos ndo tém raiz quadrada em Q.
O numero _%O ndo tem raiz quadrada em Q, pois tanto _13? como +l_??, guando elevados ao

quadrado, dao %

Um numero racional positivo so tem raiz quadrada no conjunto dos numeros racionais se ele for um
quadrado perfeito.

. 2 . . o . .
O numero 3 ndo tem raiz quadrada em Q, pois ndo existe numero racional que elevado ao quadrado

o
D
wIiN

Questdes

01. (PREF. JUNDIAI/SP — AGENTE DE SERVICOS OPERACIONAIS — MAKIYAMA/2013) Na escola
onde estudo, ¥4 dos alunos tem a lingua portuguesa como disciplina favorita, 9/20 tém a matematica como
favorita e os demais tém ciéncias como favorita. Sendo assim, qual fragdo representa os alunos que tém
ciéncias como disciplina favorita?

(A) 1/4

(B) 3/10

(C) 219

(D) 4/5

(E) 3/2

02. (UEM/PR —= AUXILIAR OPERACIONAL — UEM/2014) Dirce comprou 7 lapiseiras e pagou R$ 8,30,
em cada uma delas. Pagou com uma nota de 100 reais e obteve um desconto de 10 centavos. Quantos
reais ela recebeu de troco?

(A) R$ 40,00

(B) R$ 42,00

(C) R$ 44,00

(D) R$ 46,00

(E) R$ 48,00

03. (FUNDAQAO CASA — AGENTE DE APOIO OPERACIONAL — VUNESP/2013) De um total de 180
candidatos, 2/5 estudam inglés, 2/9 estudam francés, 1/3estuda espanhol e o restante estuda alem&o. O
namero de candidatos que estuda aleméao é:

(A) 6.

(B) 7.

(©) 8.

(D) 9.

(E) 10.

04. (FUNDACAO CASA — AGENTE DE APOIO OPERACIONAL — VUNESP/2013) Em um estado do
Sudeste, um Agente de Apoio Operacional tem um salario mensal de: salario-base R$ 617,16 e uma
gratificacdo de R$ 185,15. No més passado, ele fez 8 horas extras a R$ 8,50 cada hora, mas precisou
faltar um dia e foi descontado em R$ 28,40. No més passado, seu salario totalizou

(A) R$ 810,81.

(B) R$ 821,31.

(C) R$ 838,51.

(D) R$ 841,91.

(E) R$ 870,31.

05. (Pref. Niterdi) Simplificando a expressédo abaixo
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1,3333+§
Obtém-se .
1,5+§
(A) ¥

(B)1

(C) 312

(D) 2

(E)3

06. (SABESP - APRENDIZ - FCC/2012) Em um jogo matematico, cada jogador tem direito a 5 cartdes
marcados com um numero, sendo que todos o0s jogadores recebem 0s mesmos numeros. Apos todos os
jogadores receberem seus cartdes, aleatoriamente, realizam uma determinada tarefa que também é
sorteada. Vence o jogo quem cumprir a tarefa corretamente. Em uma rodada em que a tarefa era colocar
0S numeros marcados nos cartdes em ordem crescente, venceu o jogador que apresentou a sequéncia

(4) — 4 —1; V16; \/2_5;13—4
(B) —1; —4; V16; ?; V25
©) —1; —4; 13—4; V16;; V25
(D) —4; —1; \/E;%; V25
(E)—4 —1; 13—4; V16;v25

07. (Sabesp/SP — Agente de Saneamento Ambiental — FCC/2014) Somando-se certo numero
positivo x ao numerador, e subtraindo-se 0 mesmo ndimero x do denominador da fracdo 2/3 obtém-se
como resultado, o nimero 5. Sendo assim, x é igual a

(A) 52/25.

(B) 13/6.

(C) 7/3.

(D) 5/2.

(E) 47/23.

08. (SABESP — APRENDIZ — FCC/2012) Mariana abriu seu cofrinho com 120 moedas e separou-as:
- 1 real: Y4 das moedas

- 50 centavos: 1/3 das moedas

- 25 centavos: 2/5 das moedas

— 10 centavos: as restantes

Mariana totalizou a quantia contida no cofre em
(A) R$ 62,20.

(B) R$ 52,20.

(C) R$ 50,20.

(D) R$ 56,20.

(E) R$ 66,20.

09. (PM/SE - SOLDADO 32CLASSE - FUNCAB/2014) Numa operacéo policial de rotina, que abordou
800 pessoas, verificou-se que 3/4 dessas pessoas eram homens e 1/5 deles foram detidos. J& entre as
mulheres abordadas, 1/8 foram detidas.

Qual o total de pessoas detidas nessa operagéo policial?

(A) 145

(B) 185

(C) 220

(D) 260

(E) 120

10. (PREF. JUNDIAI/SP — AGENTE DE SERVICOS OPERACIONAIS — MAKIYAMA/2013) Quando
perguntado sobre qual era a sua idade, o professor de matematica respondeu:

“O produto das fragbes 9/5 e 75/3 fornece a minha idade!”.

Sendo assim, podemos afirmar que o professor tem:
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(A) 40 anos.
(B) 35 anos.
(C) 45 anos.
(D) 30 anos.
(E) 42 anos.

Respostas

01. Resposta: B.

Somando portugués e matematica:
1.9 _5+9_14_7

420 20 20 10

O que resta gosta de ciéncias:

“710 10

02. Resposta: B.

83-7 =581

Como recebeu um desconto de 10 centavos, Dirce pagou 58 reais
Troco:100 — 58 = 42 reais

03. Resposta: C.
2 2 1

5 9 3
Mmc(3,5,9)=45

18+10+15 _ 43
45 45 B
O restante estuda aleméao: 2/45

180- 2 =38
45

04. Resposta: D.

salario mensal: 617,16 + 185,15 = 802,31
horas extras: 8,58 = 68

més passado: 802,31 + 68,00 — 28,40 = 841,91
Salario foi R$ 841,91.

05. Resposta: B.
1,3333=12/9 = 4/3
1,5=15/10=3/2

06. Resposta: D.

V16 =4

V25=5

13—4 = 4,67

A ordem crescente é : —4; —1; \/16;13—4; V25

07. Resposta B.
2+x

3—x
15—-5x=24+x
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==\ [ ) \<
6x =13
13
*=%

08. Resposta: A.
1
1real:120- 7 = 30 moedas
50 centavos:g- 120 = 40 moedas

25 centavos:%- 120 = 48 moedas

10 centavos: 120 — 118 moedas = 2 moedas
30+40-0,5+48-0,25+2:0,10 = 62,20

Mariana totalizou R$ 62,20.

09. Resposta: A.
800 - % = 600 homens

600 - % = 120 homens detidos

Como 3/4 eram homens, 1/4 eram mulheres
800 - i = 200 mulheres ou 800-600=200 mulheres

200 - é = 25 mulhers detidas

Total de pessoas detidas: 120+25=145
10. Resposta: C.

975 _675_ .
5 3 = 15 = anos

CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS - R
O conjunto dos nameros reais R é uma expansao do conjunto dos niameros racionais que engloba
nao so6 os inteiros e os fracionarios, positivos e negativos, mas também todos os numeros irracionais.
Assim temos:

R=QUI,sendoQNI=@ (Seum namero real é racional, ndo irracional, e vice-versa).

1 *y2 1
°2
3 3
-0,76¢ ox

Lembrando que N C Z C Q, podemos construir o diagrama abaixo:
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O conjunto dos nimeros reais apresenta outros subconjuntos importantes:
- Conjunto dos numeros reais nado nulos: R* = {x € R| x # 0}

- Conjunto dos numeros reais ndo negativos: R: = {x € R| x = 0}

- Conjunto dos numeros reais positivos: R*. = {x € R| x > 0}

- Conjunto dos numeros reais ndo positivos: R. = {x € R| x < 0}

- Conjunto dos numeros reais negativos: R*.= {x € R| x < 0}

= Representacdo Geométrica dos numeros reais

-9 4 - >} 23 B
T T T T ST 2
S /2/9[0/\1 \2\3 4 6

-225 -1.3 05 05 0,75 15 25

V3 = 1,732057..
‘ 13 3
0 241 2 2

5

3/ a4 5

/Y100 = 4,64158../
V10 = 3,1622778...

E valido todas as propriedades anteriormente vistos nos outros conjuntos, assim como 0S conceitos
de modulo, nimeros opostos e nimeros inversos (quando possivel).

= Propriedades

= Ordenacdo dos numeros Reais

A representacdo dos nimeros Reais permite definir uma relacdo de ordem entre eles. Os ndmeros
Reais positivos sdo maiores que zero e 0s negativos, menores. Expressamos a relagdo de ordem da
seguinte maneira: Dados dois nimeros Reais a e b,

as<beb-az=20

Exemplo: -15< - 5-(-15) 20
5+15=20

= OperacBes com numeros Reais
Operando com as aproximagdes, obtemos uma sucessdo de intervalos fixos que determinam um
namero Real. E assim que vamos trabalhar as operacfes adicdo, subtracdo, multiplicacdo e

divisdo. Relacionamos, em seguida, uma série de recomendacdes Uteis para operar com nimeros Reais.

=» Intervalos reais

O conjunto dos numeros reais possui também subconjuntos, denominados intervalos, que séo
determinados por meio de desiguladades. Sejam os numeros ae b, com a<b.

1° - Intervalo aberto de extremos a e b € conjunto Ja,b[ ={ x € R| a< x < b}
Exemplo: 13,5[ ={x€ R| 3<x < 5}
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BS[~xER|Z3<x < 5

LTI TS

3 5
Note as “bolinhas vazias”™.

]

2° - Intervalo fechado de extremos a e b € o conjunto [a,b] ={ xe R|a< x<b}
Exemplo: [3,5] ={x e R| 3= x< 5}

[3,5]=~IxER|3=x=5)

——— g PRI

3 5
Note as “bolinhas cheias”™.

v

3° - Intervalo aberto a direita ( ou fechado a esquerda) de extremos a e b € o conjunto [a,b[ ={ xe R| a
< x<b}
Exemplo: [3,5[ ={x€ R|3<x< 5}

[3,5[=IxER|[3=x < 5

— .

3 5

4° - Intervalo aberto a esquerda( ou fechado a direita) de extremos a e b € o conjunto Ja,b] = {xe R| a
<x < b}
Exemplo: 13,5 = {x € R| 3 <x < 5}

3.5]=x€E€RI3<x =5

\

a 5
59-]-»,a]l={xeR|x<a}

Exemplo: ] -=, 3] ={xeR| x=< 3}

Joe, 3] = ix € R|x = 3}

6°-]-»,a[={xeR|x<a}
Exemplo: ] -, 3[ = {x € R| x< 3}

Jee, 3[ = Ix E R|x < 3)

3
7°-[a+~[={xeR|x=a}
Exemplo: [3,+ »[={x e R| x= 3}

(3, +o[ = Ix € R|x = 3)

-------------------

8°-Ja+2[={xeR|x>a}
Exemplo: ]13,+ « [={x e R| x> 3}

13, +eo[ = Ix € R|x > 3

L LT E LTI OSSP -

Em termos gerais temos:
- A bolinha aberta = a intervalo aberto (estamos excluindo aquele numero), utilizamos os simbolos:

>:<; 1,1
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la,b[={zxeR|a=<ux<hb}

\—p exclui a

exclui a ..4—‘ |—> exclui b
a b

- A bolinha fechada = a intervalo fechado (estamos incluindo aquele nimero), utilizamos os simbolos:
25551051
[3.b]={xeR|agxgb}

# incluia

incluia .,i—l I—) incluib
—OwWwWwW——r

a b

E assim sucessivamente paratodos os intervalos, sejam eles de ambos os lados, como apenas aberto/
fechado de um dos lados.

* Observacéo {5 Podemos utilizar () no lugar dos [ ], para indicar as extremidades abertas
N dos intervalos.
[a,b[ =[a,b); ]a,b] = (a,b] ; elab[ =(a,b)
1‘-"’-‘ - “
AL AN

Questdes

01. (EBSERH/ HUPAA — UFAL — Analista Administrativo — Administragcao — IDECAN/2014) Mario
comecgou a praticar um novo jogo que adquiriu para seu videogame. Considere que a cada partida ele
conseguiu melhorar sua pontuagéo, equivalendo sempre a 15 pontos a menos que o dobro marcado na
partida anterior. Se na quinta partida ele marcou 3.791 pontos, entdo, a soma dos algarismos da
quantidade de pontos adquiridos na primeira partida foi igual a

(A) 4.

(B) 5.

©) 7.

(D) 8.

(E) 10.

02. (Pref. Guaruja/SP — SEDUC - Professor de Mateméatica — CAIPIMES/2014) Considere m um
nuamero real menor que 20 e avalie as afirmagdes |, Il e llI:

[- (20 —m) é um numero menor que 20.

[I- (20 m) é um numero maior que 20.

[1I- (20 m) é um numero menor que 20.

E correto afirmar que:

A) I, Il e lll séo verdadeiras.

B) apenas | e 1l séo verdadeiras.

C) I, Il e lll séo falsas.

EsPCEx |




—

D) apenas Il e lll s&o falsas.

03. (Pref. Guaruja/SP — SEDUC - Professor de Matemética — CAIPIMES/2014) Na figura abaixo, o
ponto que melhor representa a diferenca % - % na reta dos numeros reais é:

P Q R _S
1 Mdmeros Reais

(A) P.
(B) Q.
C)R.
(D) S.

04. (TJ/PR - Técnico Judiciario — TJ/PR/2014) Uma caixa contém certa quantidade de lampadas. Ao
retird-las de 3 em 3 ou de 5 em 5, sobram 2 |lampadas na caixa.

Entretanto, se as lampadas forem removidas de 7 em 7, sobrard uma uUnica lampada. Assinale a
alternativa correspondente a quantidade de lampadas que ha na caixa, sabendo que esta comporta um
maximo de 100 lampadas.

(A) 36.

(B) 57.

(C) 78.

(D) 92.

05. (MP/SP - Auxiliar de Promotoria | — Administrativo — VUNESP/2014) Para ir de sua casa a
escola, Zeca percorre uma distancia igual a% da distancia percorrida na volta, que é feita por um trajeto

. . A . . . N s . 7
diferente. Se a distancia percorrida por Zeca para ir de sua casa a escola e dela voltar é igual a : de um

quildbmetro, entdo a distancia percorrida por Zeca na ida de sua casa a escola corresponde, de um
quilémetro, a

SE
®)2
©)5
(D)<

E)2

06. (TJ/SP - AUXILIAR DE SAUDE JUDICIARIO - AUXILIAR EM SAUDE BUCAL - VUNESP/2013)
Para numerar as paginas de um livro, uma impressora gasta 0,001 mL por cada algarismo impresso. Por
exemplo, para numerar as paginas 7, 58 e 290 gasta-se, respectivamente, 0,001 mL, 0,002 mL e 0,003
mL de tinta. O total de tinta que serd gasto para numerar da pagina 1 até a pagina 1 000 de um livro, em
mL, sera

(A) 1,111.

(B) 2,003.

(C) 2,893.

(D) 1,003.

(E) 2,561.

07. (Camara de Sédo Paulo/SP — Técnico Administrativo — FCC/2014) Um funcionario de uma
empresa deve executar uma tarefa em 4 semanas. Esse funcionario executou 3/8 da tarefa na 1a semana.
Na 2 a semana, ele executou 1/3 do que havia executado na 1la semana. Na 3a e 4a semanas, 0
funcionario termina a execucado da tarefa e verifica que na 3a semana executou o dobro do que havia
executado na 4 a semana. Sendo assim, a fragdo de toda a tarefa que esse funcionario executou na 42
semana € igual a

EsPCEx




(A) 5/16.
(B) 1/6.
(C) 8/24.
(D)1/ 4.
(E) 2/5.

08. (Sabesp/SP — Agente de Saneamento Ambiental — FCC/2014) Somando-se certo numero
positivo x ao numerador, e subtraindo-se 0 mesmo ndimero x do denominador da fracdo 2/3 obtém-se
como resultado, o nimero 5. Sendo assim, x é igual a

(A) 52/25.

(B) 13/6.

(C) 7/3.

(D) 5/2.

(E) 47/23.

09. (METRO - Assistente Administrativo Janior — FCC/2014) Quatro nimeros inteiros serao
sorteados. Se o numero sorteado for par, ele deve ser dividido por 2 e ao quociente deve ser acrescido
17. Se o nimero sorteado for impar, ele deve ser dividido por seu maior divisor e do quociente deve ser
subtraido 15. ApGs esse procedimento, os quatro resultados obtidos deverdo ser somados. Sabendo que
0s numeros sorteados foram 40, 35, 66 e 27, a soma obtida ao final é igual a

(A) 87.

(B) 59.

(C) 28.

(D) 65.

(E) 63.

10. (UNESP - Assistente de Informatica | — VUNESP/2014) O valor de uma aposta em certa loteria
foi repartido em cotas iguais. Sabe-se que a ter¢a parte das cotas foi dividida igualmente entre Alex e
Breno, que Carlos ficou com a quarta parte das cotas, e que Denis ficou com as 5 cotas restantes. Essa
aposta foi premiada com um determinado valor, que foi repartido entre eles de forma diretamente
proporcional ao nimero de cotas de cada um. Dessa forma, se Breno recebeu R$ 62.000,00, entdo Carlos
recebeu

(A) R$ 74.000,00.

(B) R$ 93.000,00.

(C) R$ 98.000,00.

(D) R$ 102.000,00.

(E) R$ 106.000,00.

Respostas
01. Resposta: D.

Pontuacédo atual = 2 . partida anterior — 15
* 42 partida: 3791 =2.x-15

2.x=3791 + 15
x=3806/2

X = 1903

* 32 partida: 1903 =2.x-15
2.x=1903 + 15
x=1918/2

X =959

* 28 partida: 959 =2.x-15
2.x=959 + 15

x=974/2

X = 487

* 18 partida: 487 =2.x—15
2.x=487 +15
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x=502/2
x =251
Portanto, a soma dos algarismos da 12 partidaé 2 + 5+ 1 = 8.

02. Resposta: C.

I. Falso, pois m é Real e pode ser negativo.
Il. Falso, pois m € Real e pode ser negativo.
[ll. Falso, pois m é Real e pode ser positivo.

03. Resposta: A.
3 1 3-2 1_025
=2=0

4 2 4

04. Resposta: D.

Vamos chamar as retiradas de r, s e w: e de T o total de lampadas.

Precisamos calcular os multiplos de 3, 5 e de 7, separando um multiplo menor do que 100 que sirva
nas trés equacgdes abaixo:

De3em 3: 3.r+2=Total

De5emb5: 5.s+2=Total

De7em7: 7.w+1=Total

Primeiramente, vamos calcular o valor de w, sem que o total ultrapasse 100:

7.14+1=99,mas 3.r+2=99 vaidar que r = 32,333... (ndo convém)

7.13+1=92,e 3.r+2=92vaidar r=30e5.s+2=92vaidars=18.

05. Resposta: E.
lda+volta=7/5.1

3 7

- X+x=-

4 5

5.3x+ 20x=7.4
20

15x + 20x = 28
35x = 28

x=2= (77

35

x = g (volta)

Ida;

Al w
SRS

06. Resposta: C.

1 a9 =9 algarismos = 0,001-9 = 0,009 ml

De 10 a 99, temos que saber quantos nimeros tem.
99 - 10+ 1=90.

OBS: soma 1, pois quanto subtraimos exclui-se o primeiro nimero.
90 ndmeros de 2 algarismos: 0,002-90 = 0,18ml

De 100 a 999

999 — 100 + 1 = 900 nimeros

900-0,003 = 2,7 ml

1000 = 0,004ml

Somando: 0,009 + 0,18 + 2,7 + 0,004 = 2,893

07. Resposta: B.
Tarefa: x
Primeira semana: 3/8x

1 3 1
2semana---x =-x
3 8 8
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3 1 4 1
l2e228semana-x+-x=-x =-x
8 8 8 2

Na 32 e 42 semana devem ser feito a outra metade.

33semana: 2y
43 semana: y

2y+y:%x
3y:%x

1
y=gx

08. Resposta: B.
2+x _

3—x
15—-5x=24+x
6x =13

13

X=?

09. Resposta: B.

* numero 40: é par.
40/2+17=20+17=37

* numero 35: é impar.

Seu maior divisor é 7.
35/35-15=1-15=-14

* nimero 66: é par.
66/2+17=33+17=50

* numero 27: é impar.

Seu maior divisor é 27.
27/27-15=1-15=-14

* Por fim, vamos somar os resultados:
37-14+50-14=87-28 =59

10. Resposta: B.
Vamos chamar o valor de cada cota de ( x ). Assim:

* Breno:

§ .x = 62000

N | =

.Xx=62000

Q=

X =62000. 6
x = R$ 372000,00
* Carlos:

% .372000 = R$ 93000,00

SISTEMA DE NUMERACAO DECIMAL E ROMANA
= Sistema de numeracao Decimal
O sistema de numeracdo que normalmente utilizamos é o sistema de numeracdo decimal.
Os simbolos matematicos utilizados para representar um nimero no sistema decimal sdo chamados de
algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ou algarismos indo-arabico (utilizados pelos hindus e arabes) que
séo utilizados para contagem.

- Leitura dos numeros decimais

Numeros com parte inteira e decimal:
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Cada algarismo, da parte inteira ou decimal, ocupa uma posicdo ou ordem com as seguintes

denominagdes:

. , . e Décimos ||Centésimos||, ,.,. . .
Décim ntésimos||Milésim S P Milionésim
Centenas||Dezenas ||Unidades|Décimos ||Centésimos ésimos milésimos|imilésimos onésimos

Partes inteiras Partes decimais

Lemos a parte inteira, seguida da parte decimal, acompanhada das palavras:

JECIMOS ...ovviiiiiiie e : quando houver uma casa decimal;

CENtESIMOS......cccviiieie e : quando houver duas casas decimais;

MIIESIMOS. ...ccoiiiiiiiiiie e : quando houver trés casas decimais;

décimos milésimos ...........ccccceee.n. : quando houver quatro casas decimais;

centésimos Milésimos ................... : quando houver cinco casas decimais e, assim sucessivamente.

- NUmeros com parte inteira:

Classes Milhdes Milhares Unidades
Simples
c|d|u|lc|d|u|c|d]u
2|7]5|6

5171712 1|0|5]7
3/7/6|1|0|3]0|3]|5

Podemos ler os seguintes algarismos acima com maior facilidade:

2.756 = Dois mil setecentos e cinquenta e seis.

57.721.057 =» Cinguenta e sete milhdes, setecentos e vinte e um mil e cinquenta e sete.
376.103.035 =>» Trezentos e setenta e seis milhdes, cento e trés mil e trinta e cinco.

= Sistema de numeragdo Romana

E o sistema mais usado depois do decimal, utiliza-se para:- designacio de séculos e datas;
- indicacédo de capitulos e volumes de livros;

- nos nomes de papas e imperadores.

- mostradores de alguns reldgios, etc.

Utilizam-se sete letras maitsculas(simbolos) para designa-los:

Letras H Valores
] 1

| 100
| 500
| 1000

90| X<

- Regras para escrita dos nimeros romanos:

1 — Se a direita se escreve um simbolo de igual ou maior valor somamos ao valor dessa:
Exemplos:
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VI=(5+1)=6
XX = (10 + 10 + 1) = 21
LXVII = (50 + 10 + 5 + 1 + 1) = 67

2 — Se a esquerda se escreve um simbolo “I” , “X” ou “C” subtraimos:
Exemplos:

IV=(5-1)=4

IX=(10-1)=9

XL = (50 -10) =40

XC =(100 - 10) =90

CD = (500 - 100) = 400

CM = (1000 - 100) = 900

3 — N&o se pode repetir o mesmo simbolo por mais de trés vezes seguidas:
Exemplos:

Xl =13

XV =14

XXX =33

XXXIV = 34

4 - Aletra "V", "L" e a "D" ndo podem se duplicar, pois as letras “X”,"C” e “M” representam um valor
duplicado.

Exemplos:

XX =20(10 + 10)

CC = 200(100 + 100)

MM = 2.000 (1000 + 1000)

5 - Se entre dois simbolos quaisquer existe outra menor, o valor desta pertencera a letra seguinte a
ela.

Exemplos:

XIX =19(X =10 + IX = 9;19)

LIV =54(L=50 + IV = 4;54)

CXXIX =129 (C =100+ XX =20 + X =9; 129)

6 - O valor dos nimeros romanos quando multiplicados por mil, colocam-se barras horizontais em cima
dos mesmos.
Exemplos:
M = 1.000.000

Tabela dos nUmeros Maiores que 2100

3000 MMM 30000 XX 300000 ccC
4000 v, 40000 XL 400000 cD
5000 v 50000 L 500000 D
6000 VI 60000 X 600000 DG
7000 Vil 70000 XX 700000 DCC
8000 Vil 80000 XXX 800000 DCCC
9000 X 90000 XC 900000 M
10000 X 100000 C 1000000 M
20000 XX 200000 ce
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Questdes

01. (AUX.JUD./TRT-62 REG/FCC) Se X é o menor numero natural que tem cinco algarismos e Y €
namero natural que tem quatro algarismos distintos, a diferenca de X-Y é

(A) divisivel por 4.

(B) multiplo de 6.

(C) maior que 150.

(D) quadrado perfeito.

(E) primo.

02. (AUX.JUD./TRT-232 REG/FCC) O numero 0,0202 pode ser lido como:
(A) duzentos e dois milésimos.

(B) duzentos e dois décimos de milésimos.

(C) duzentos e dois centésimos de milésimos.

(D) duzentos e dois centésimos.

(E) duzentos e dois décimos

03. (AUX.JUD./TRT-12 REG/FCC) Ao preencher corretamente um cheque no valor de R$ 2010,50,
deve se escrever por extenso:

(A) dois mil e cem reais e cinquenta centavos.

(B) dois mil e dez reais e cinquenta centavos.

(C) dois mil e dez reais e cinco centavos.

(D) duzentos reais e dez reais e cinquenta centavos.

(E) duzentos e um reais e cinco centavos.

04. (MARINHA DO BRASIL — APRENDIZ — MARINHEIRO — EAM/2013) Qual é a representacdo do
namero 745 em algarismos romanos?

(A) CDXLV

(B) DCCXLV

(C) DCCXV

(D) CDXV

(E) DCCCXXV

05. (BANCO DO BRASIL - ESCRITURARIO — FCC) O esquema abaixo apresenta a subtracéo de
dois numeros inteiros e maiores que 1 000, em que alguns algarismos foram substituidos por letras.

A15B
- 2CD3

4218

Se a diferenca indicada é a correta, os valores de A, B, C e D s&o tais que:
(A)A<B<C<D.
(B)B<A<D<C.
(©O)B<D<A<C.
(D)D<A<C<B.
(E)D<A<B<C.

Respostas

01. Resposta: A.
Como X & o menor numero natural de 5 algarismos temos que:

X=10000
E Y € o maior natural de 4 algarismos distintos:
Y=9876

Logo a diferenga X-Y:
10000 - 9876 = 124, que é divisivel por 4

02. Resposta: B.
Como temos 4 casas decimais, lemos entdo com décimos de milésimos,
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Logo: duzentos e dois décimos de milésimos.

03. Resposta: B.
Dois mil e dez reais e cinquenta centavos.

04. Resposta: B.
Sabemos que precisamos decompor o numero para forma-lo:

500-D
200 -CC
45 — XLV

Juntando tudo temos 745 = DCCXLV

05. Resposta: C.

Temos que:

A1l5B-2CD8=4218

A15B=4218+2CD3
1 1
4218
2CD3
A15B

+ somando as unidades 8+3=11=2B=1;1+1+D=5=2D=5-1-1 = D=3 = 2+C-=
11 = C=11-2 = C=9=2>1+4+2=A=2>A=7

1<3<7<9

B<D<A<C

BASE NAO DECIMAIS

A base de um sistema de numeracédo € a quantidade de algarismos utilizados para a escrita de todos
0s numeros. O sistema mais utilizado é de base 10, ou decimal, mas ndo € o Unico. Abaixo estdo
relacionados alguns sistemas normalmente utilizados.

= Sistema de Base 2 (Binério)

Este sistema € muito utilizado no cotidiano, sendo facil de manipular, trata-se do sistema utilizado pelos
computadores. Utilizamos apenas dois algarismos: 0 e 1.

- Transformacao de Decimal para Binario

Exempilo:
1) Passar 14 decimal para base 2.

14hase1n) = 1110ihaze2)

14/2=7FrestoD
7/2=73resto1
3/2=1resto1

2) Passar 12 decimal para base 2.

Observe que fazemos vérias divisdes por 2 =»0 numero é formado pelo quociente da Ultima divisao e

(0 respectivos restos.
12]2
0 6|2
0 3|2
1 1

1100
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Conversao de binario para decimal

Exemplo:
10001].'?] - 35(10]

Ix22+0x2%+0x23+0x22+1x2'+1x2°

32+ 0 + 0 + 0 + 2 + 1 =354

Pega-se cada unidade decimal e transforma-se em um poténcia de base 2.Efetuando-se as
potenciacdes e somando-se o0s resultados, obtemos a conversao.

= Sistema de Base 3 (Ternério)

Neste sistema agrupamos os niumeros de 3 em 3. Utilizamos apenas 3 algarismos: 0,1 e 2.
Transformacédo de Decimal para Ternario

O processo de transformacéo € o mesmo do binario.

Si3l L3

21110011

= Sistema de Base 4 (Quaternario)
Neste sistema agrupamos os numeros de 4 em 4. Utilizamos apenas 4 algarismos: 0,1,2 e 3.
= Sistema de Base 8 (Octal ou octagenario)

Neste sistema agrupamos os numeros de 8 em 8. Utilizamos apenas 8 algarismos: 0,1,2,3,4,5,6 e 7.
Transformacé&o de Decimal para Octal

1) Converter o numero 157 para base octal

157 8

157 Decimal = 235 Octal

Conversao de Octal =» Decimal
43(8) = 35(10)

N

4 x81+ 3 x8°
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= Base 16
Seriam 10 algarismos usados na base 10 e mais os simbolos A, B, C, D, E e F representando

respectivamente 10,11,12,13,14 e 15.

Conversao de Base 16 =>» Decimal
1) Converta o numero AB3E816) em base decimal.

E> Como:A=10;B=11

e E =14, teremos:

D 10x16+11 =171

|::> 171x16+3=2739

) 2.739x 16 + 14 = 43.838

) 43.838x16+8=701.416

11 10

= Para demais bases
De modo geral, temos que uma base (b) qualquer utilizara b algarismos, onde b variaentre 0 e b — 1.
Utilizamos sempre os mesmos critérios de transformacéo e conversédo par todas elas.

Questdes

01. (CEFET RJ) Escreva o numeral 745 no sistema de base 16, sabendo que, nesse sistema, 0s
simbolos séo: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D, E, F.

(A) A4B5

(B) 2E9

(C) 2BA1

(D) 21CD

(E) 1EF

02. Transforme o nimero 269 da base decimal para base 5.
03. Escreva o numero 531 da base decimal na base 8.
04. Escreva o nimero 97 da base decimal na base 2.

05. Transforme 1246 para base decimal.
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06. Transforme 102123 para base decimal.
Respostas
01. Resposta: B.

Efetuamos a divisdo sucessiva de 745 por 16 até chegar a um quociente menor que 16.

745 |16
g 48 |16
14 2

E

Efetuamos a leitura do numero de tras para frente, e considerando, apenas o ultimo quociente e os
demais restos, substituindo o 14 pela letra E, teremos a nossa solucdo: 745 = 2E9. (dois, E, nove na base
16)

02. Resposta: 2034

Efetuamos a divisao sucessiva de 269 por 5 até chegar a um quociente menor que o divisor.
269 |5
4 53 |5
3 10 |5
0 2

Efetuamos a leitura do nimero de tras para frente, e considerando, apenas o Ultimo quociente e os

demais restos, teremos a nossa solucdo: 269 = 2034,. (Esse nimero n&o pode ser lido como dois mil
e trinta e quatro na base cinco, ja que essa leitura é especifica da base decimal. O correto sera: dois,
zero, trés, quatro na base cinco).

03. Resposta: 1023,
Efetuamos a divisao sucessiva de 531 por 8 até chegar a um quociente menor que o divisor.

531 |8

3 66 |8
2 8 |8
\0_1

Efetuamos a leitura do numero de tras para frente, e considerando, apenas o Ultimo quociente e os
demais restos, teremos a nossa solugéo: 531 = 1023. (um, zero, dois, trés na base 8).

04. Resposta: 1100001,
Efetuamos a divisdo sucessiva de 97 por dois até chegar a um quociente menor que o divisor.
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Efetuamos a leitura do numero de tras para frente, e considerando, apenas o Ultimo quociente e o0s

demais restos, teremos a nossa solugéo: 97 = 1100001 ). (um, um, zero, zero, zero, zero, um na base
2).

05. Resposta: 475

Neste caso € para passar base 7 para base 10, temos que multiplicar uma poténcia de 7 pelos
respectivos algarismos 1, 2, 4 e 6. Como o niUmero 12467 tem 4 algarismos, a primeira poténcia de 7
serd 4 — 1.

1741+ 274 244743+ 674 4= 1.7P + 2.2+ 47" +6.7° =
=343 +2.49+4.7+6.1=343+ 98+ 28 + 6 =475 (base 10 ndo € necessario escrever 475.q)).

06. Resposta: 104

Neste caso € para passar base 3 para base 10, temos que multiplicar uma poténcia de 3 pelos
respectivos algarismos 1, 0, 2, 1 e 2. Como o numero 102123, tem 5 algarismos, a primeira poténcia de
3serab-1.

1.35-1+0.3%24+23-3+1.3%4+2355=213*+0.33+232+1.3'+23°=

=181+027+29+13+21=81+0+18+3+2=104

CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS —-C

Quantas vezes, ao calcularmos o valor de Delta (b?- 4ac) na resolucéo da equacgédo do 2° grau, nos
deparamos com um valor negativo (Delta < 0). Nesse caso, sempre dizemos ser impossivel a raiz no
universo considerado (normalmente no conjunto dos reais- R).

No século XVIII, o matemaético suico Leonhard Euler passou a representar v/—1 por i, convencéo que
utilizamos até os dias atuais.

Assim:v/—1 =i, que passamos a chamar de unidade imaginaria.

A partir dai, varios matematicos estudaram este problema, sendo Gauss e Argand os que realmente
conseguiram expor uma interpretagdo geométrica num outro conjunto de niumeros, chamado de nimeros
complexos, que representamos por C.

Numeros Complexos

Chama-se conjunto dos numeros complexos, e representa-se por C, o conjunto de pares ordenados,
ou seja:

z=(x,y)

ondexeaReyeaR.

Entdo, por definicdo, se z = (x, y) = (x,0) + (y, 0)(0,1) onde i = (0,1), podemos escrever que:
Z=(X,y)=x+yi

Exemplos:
(5,3)=5+3i
2,1)=2+i
(-1,3)=-1+3i

Dessa forma, todo o nUmeros complexo z = (X, y) pode ser escrito na forma z = x + yi, conhecido como
forma algébrica, onde temos:

X = Re(z), parte real de z

y =Im(z), parte imaginaria de z

Igualdade entre nimeros complexos: Dois nimeros complexos sdo iguais se, e somente se,
apresentam simultaneamente iguais a parte real e a parte imaginaria. Assim, se z;=a + bi e z,=c + di,
temos que:

z1=2,<==>a=ceb=d
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Adicdo de numeros complexos: Para somarmos dois numeros complexos basta somarmos,
separadamente, as partes reais e imaginarias desses numeros. Assim, se z; = a + bi e z,= ¢ + di, temos

que:
z1t+z,=(a+c)+ (b +di

Subtracdo de numeros complexos: Para subtrairmos dois nUmeros complexos basta subtrairmos,
separadamente, as partes reais e imaginarias desses numeros. Assim, se z; = a + bi e z;= ¢ + di, temos
que:

z1—-2;=(a-c)+(b-d)i

Multiplicagdo de numeros complexos: Para multiplicarmos dois numeros complexos basta
efetuarmos a multiplicacdo de dois bindmios, observando os valores das poténcia de i. Assim, se zz=a +
bi e z, = ¢ + di, temos que:

z1.z; =a.c +a.di + b.ci + b.di®

Como i? = -1, temos:

Z1.2,= ac + adi + bci - bd

Agrupando os membros:

Z1.Z,= ac — bd + adi + bci 2 (ac — bd) + (ad + bc)i

Nota: As propriedades da adi¢éo, subtracao e multiplicacéo validas para os Reais séo validas para os
numeros complexos.

Conjugado de um numero complexo: Dado z = a + bi, define-se como conjugado de z (representa-
se porz)==>z=a- bi

Exemplo:

z=3-5i==>7=3+5i

z=7i==>7z=-Ti

z=3==>7=3

Propriedade:
O produto de um numero complexo pelo seu conjugado é sempre um ndmero real.
Z.ZER

Divisdo de niumeros complexos: Para dividirmos dois nimeros complexos basta multiplicarmos o
numerador e o denominador pelo conjugado do denominador. Assim, se z;= a + bi e z,= ¢ + di, temos
que:

z; _a+bi (c—di) ac—adi+bci—bdi> (ac+bd)+ (bc—ad)i

z, c+di (c—di) c2?—cdi+dic—d?i?2 c2 + d2

Z (ac + db) (bc - ad) )
Z; \c?+d? 2 +dz2)

Poténcias de i

Se, por definicdo, temos que i = - (-1)*2, entao:
=1

it=i

i2=-1

B=iti=-1i=-i

i*=i2i?=-1.-1=1

i°=i% 1=1i=i

i® =i i=ii=i’=-1

i"=i% i=(-1).i=-i......

Observamos que no desenvolvimento de i" (n pertencente a N, com n variando, os valores repetem-
se de 4 em 4 unidades. Desta forma, para calcularmos i" basta calcularmos i' onde r € o resto da divisdo
de n por 4.

Exemplo: i% => 63/ 4 daresto 3, logo i%3=i®= -i
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Moédulo de um namero complexo: Dado z = a+bi, chama-se mddulo de z, indicado por |z| ou p , &
distancia entre a origem (O) do plano de Gauss e o afixo de z (P).

1z=p =Va? +b?

Interpretagcdo geométrica: Como dissemos, no inicio, a interpretacdo geométrica dos numeros
complexos é que deu o impulso para o seu estudo. Assim, representamos o complexo z = a+bi da seguinte
maneira

OP=p=|z|= Va+b®

Im
P
' £ = arzumento de z,
ou seja:
b P sen B =h/pP
p fs b =alp
0O ' Re

Em particular temos que:

6 =0%sea >0

aioeb:o_){9=180°,sea<0

6 =90°%seb >0
0 =270%seb <0

a=0eb#0- {
Forma polar dos nimeros complexos: Da interpretacdo geométrica, temos que:
z,= p (cosO + isenQ )

z= pz[ms{}z+ isenQ )

Que é conhecida como forma polar ou trigpnométrica de um nimero complexo.

Exempilo:

T m
19) 7= V3+i —— =$>z=2-(cos—6-+loseng)

m
9=%

-

A multiplicacé@o de dois nimeros complexos na forma polar:
A = |A| [cos(a)+i sen(a)]
B = |B| [cos(b)+i sen(b)]

E dada pela Formula de De Moivre:

AB = |A||B]| [cos(a+b)+i sen(at+b)]

Isto é, para multiplicar dois nUmeros complexos em suas formas trigonométricas, devemos multiplicar
0s seus moédulos e somar 0s seus argumentos.

Se 0s numeros complexos A e B sdo unitarios entdo |A|=1 e |B|=1, e nesse caso

A =cos(a) + i sen(a)

B =cos(b) + i sen(b)

Multiplicando A e B, obtemos
AB = cos(a+b) + i sen(a+b)
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Existe uma importantissima relacdo matematica, atribuida a Euler (I1é-se "6iler"), garantindo que para
todo nimero complexo z e também para todo nimero real z:
e’ = cos(z) + i sen(z)

Tal relagédo, normalmente € demonstrada em um curso de Calculo Diferencial, e, ela permite uma outra
forma para representar nUmeros complexos unitarios A e B, como:

A =¢e"? = cos(a) + i sen(a)

B =¢e"® = cos(b) + i sen(b)

Onde a é o argumento de A e b é o argumento de B. Assim, €'@™® = cos(a+b)+isen(a+b)

i(a+b) — ib _

Por outro lado e e . e’ = [cos(a)+isen(a)] [cos(b)+isen(b)]

i(a+b)

E desse modo e = cos(a)cos(b) - sen(a)sen(b) + i [cos(a)sen(b) + cos(b)sen(a)]

Para que dois numeros complexos sejam iguais, suas partes reais e imaginarias devem ser iguais,
logo

cos(a+b) = cos(a)cos(b) - sen(a)sen(b)

sen(a+hb) = cos(a)sen(b) + cos(b)sen(a)

Para a diferenca de arcos, substituimos b por -b nas férmulas da soma
cos(a+(-b)) = cos(a)cos(-b) - sen(a)sen(-b)
sen(a+(-b)) = cos(a)sen(-b) + cos(-b)sen(a)

Para obter
cos(a-b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)
sen(a-b) = cos(b)sen(a) - cos(a)sen(b)

= 3

Operacdes na forma polar
Sejam z1=pi(cos 61+ i send;) e z2=p1(cosh,+i send,). Entéo, temos que:

a) Multiplicacao
Z .7 =qg[cos(0,+ g )+isen(6 +6,)]
b) Divisdo
i = [')— [cos(0, - 6, ) +isen(0,-6,) ]
z, P
¢) Potenciacgéo
z"= p" | cos(n® ) + isen(nd )]

d) Radiciacao

z, = Yp {cos[(0 +2kn)/n] +isen[(0 +2Kkn )/n]}

paran=0,1,23, .. n-1
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Questdes

01. (PM/SP — CABO - CETRO/2012) Assinale a alternativa que apresenta o médulo do numero
complexo abaixo.

(1 + 2i)?
2=
(A) 36.
(B) 25.
(€) 5.
(D) 6.

02. (TRF 22 = TECNICO JUDICIARIO - FCC/2012) Considere a igualdade x + (4 +y).i= (6 — x) + 2yi
, eM que X e y Sao numeros reais e i é a unidade imaginaria. O médulo do nimero complexo z = x + yi, €
um numero

(A) maior que 10.

(B) quadrado perfeito.

(C) irracional.

(D) racional n&o inteiro.

(E) primo.

03. (CPTM — ALMOXARIFE - MAKIYAMA/2013) Assinale a alternativa correspondente a forma
trigonométrica do niumero complexo z=1+i:

i s
(A)z= \/E(cosz+ i- senz)

I T
(B)z= Z(COSZ +i- senz)

V2 I /[
O z= 7(cosz+ i-senz)

b 1 TL’+_ T

( )z—z(cos4 i sen4)
2

(E)Z=\/7—(Cos%+i-seng)

04. (CPTM — ALMOXARIFE — MAKIYAMA/2013) O valor do médulo do nimero complexo (i%2+i'%3) é:
(A) Um ndmero natural.

(B) Um numero irracional maior que 5.

(C) Um numero racional menor que 2.

(D) Um numero irracional maior que 3.

(E) Um ndmero irracional menor que 2.

05. (Professor/Pref Itaborai) O inverso do niumero complexo 12/? é:
1++/50

4) —
1—+/5i

B

B) —;

(C) 1 —+/5i
1++/5i

(D) —
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1—+/5i
3

(E)

L 1+20
06. (UFPA) A divisdo 1

-1 3.
A5 3!

da como resultado

1 3,
B) E+El
-1 3.
(C) 7+El
1 3.
(D) E_El

07. (PUC-SP) Se f(z) = z— z +1, entdo f(1- i) é igual a:
(A)i

(B)-i+1

(C) i

D)i-1

(BE)i+1

08. (UCMG) O complexo z, tal que 5z + z- = 12 +16i , € igual a :
A)-2+2i
(B) 2 - 3i
©)1+2
(D) 2 + 4i
(E)3 +i
2+3i
09. (Vicosa — MG) A parte real de >

- é:

=31

(A) -2/13
(B) -5/13
(C) -1/13
(D) -4/13

10. (Mack — SP) O conjugado de ? , vale:
(A)1-2i

(B)1+2i

C)1+3i

(D) -1 +2i

(E)2-i

Respostas

01. Resposta: C.
1+4i—4 —-34+4i i .
zZ = = 'Z=3l+4

i [
|z| =v32+4%=5

02. Resposta: E.
X=6-X

x=3

4+y=2y

y=4

|zl =y32+4%=5




03. Resposta: A.

p=v12+12=+2
1 2
c0s0 = — = — = send

Z 2

6=
4

T T
=2 —+isen—
Z (cos4 i-se 4)

04. Resposta: E.
62/4=15 e resto 2 entdo i®?=i’= -1

123/4=30 e resto 3 entéo i*?*=i*=-i, como i = v—1
62 4 123 — _1 _ /1

05. Resposta: E.
Oinversodez é 1/z:

22 1-+5i  2-2V5i 2-2V5i 2-2V5i 1-—+/5i
1++50 1++5i 1—-+5i 12—(/5)2 1-5i? 6 3

06. Resposta: C.
Temosqa=1,b=2;c=1;d=-1
Através da férmula ja vista vamos efetuar a diviséo:

ac+ db bc —ad\ . 1.1+ (-1).2 21— (1.(-1)\.
(S ) ooy (M) (2O,

1-2 241 -1 3
ﬁ_ —
2 2 ‘T Tt

07. Resposta: C.
fz)=22-z+1 > (L-i)P-1-)+1=>1-2i+iP=1+i+1=>i—i+1;comoi’=-1,entdo: -1 —i+
1=-i

08. Resposta: D.

A formula do numero complexo é z=a+bi

Logo temos:

5.(a + bi) + (a-bi) =12 + 16i =» 5a + 5bi + a — bi = 12 + 16i = 6a + 4bi = 12 + 16i, para um numero
complexo ser igual ao outro, vamos igualar a parte real com a imaginaria:

ba=12=>a=2 ;4bi=16i=>b=4

Montando o complexo: z=a+bi = z=2 + 4i

09. Resposta: B.
(ac + db) 4 (bc - ad) .
c? + d? c?+d? :
Como queremos a parte real, vamos utilizar a primeira parte da formula:

(2.2+3.(—3))_4—9_—5
22+ (=3)2/) 449 13

10. Resposta: D.
Vamos multiplicar o denominador e numerador pelo conjugado do denominador — i. Lembre-se que i2
=-1

2—i —i —2i+i*® =-2i—1
— > -
i —i —i2 —(-1)
Temos que o conjugado de um numero complexo é: a+bi = a-bi, logo
1-2i=>-1+2i

- =2i—1
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2) Funcgdes: - Definigcdo, dominio, imagem, contradominio, fungdes injetoras,
sobrejetoras e bijetoras, funcdes pares e impares, funcdes periddicas funcdes
compostas; relacdes; raiz de uma funcéo; funcdo constante, funcéo crescente,

funcéo decrescente; funcéo definida por mais de uma sentenca; as funcdes
y=k/x, y=raiz quadrada de x e seus graficos; funcao inversa e seu gréfico; e

translacao, reflexdo de funcdes.

3) Funcéo linear, funcéo afim e funcédo quadratica: - Graficos, dominio,
imagem e caracteristicas; - VariagcGes de sinal; - Maximos e minimos; e
inequacao produto e inequacao quociente.

FUNGAO DO 1° GRAU

Dados dois conjuntos A e B, ndo-vazios, funcédo € uma relacdo binaria de A em B de tal maneira que
todo elemento X, pertencente ao conjunto A, tem para si um Unico correspondente y, pertencente ao
conjunto B, que é chamado de imagem de x.

Notemos que, para uma rela¢éo binaria dos conjuntos A e B, nesta ordem, representarem uma fungéo
€ preciso que:

- Todo elemento do conjunto A tenha algum correspondente (imagem) no conjunto B;

- Para cada elemento do conjunto A exista um Unico correspondente (imagem) no conjunto B.

Assim como em relag&o, usamos para as fungdes, que sao relagbes especiais, a seguinte linguagem:
Dominio: Conjunto dos elementos que possuem imagem. Portanto, todo o conjunto A, ou seja, D = A.

Contradominio: Conjunto dos elementos que se colocam a disposicdo para serem ou nao imagem
dos elementos de A. Portanto, todo conjunto B, ou seja, CD = B.

Conjunto Imagem: Subconjunto do conjunto B formado por todos os elementos que sdo imagens dos
elementos do conjunto A, ou seja, no exemplo anterior: Im ={a, b, c}.

Exemplo

Consideremos os conjuntos A={0, 1, 2, 3,5}eB ={0,1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8}.

Vamos definir a funcédo f de A em B com f(x) =x + 1.

Tomamos um elemento do conjunto A, representado por x, substituimos este elemento na sentenca
f(x), efetuamos as operacdes indicadas e o resultado serd a imagem do elemento x, representada por y.

fTA—>B
y=fx)=x+1
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Tipos de Func¢éo

Injetora: Quando para ela elementos distintos do dominio apresentam imagens também distintas no
contradominio.

Reconhecemos, graficamente, uma funcgao injetora quando, uma reta horizontal, qualquer que seja
interceptar o grafico da funcéo, uma Unica vez.

4y

) g(x)

-\\ .-"‘

/ X /

1 e L

. 0‘\ 7> X
f(x) L

f(x) é injetora g(x) ndo éinjetora

(Interceptou o gréfico mais de umavez)

Sobrejetora: Quando todos os elementos do contradominio forem imagens de pelo menos um
elemento do dominio.

Reconhecemos, graficamente, uma funcéo sobrejetora quando, qualquer que seja a reta horizontal
gue interceptar o eixo no contradominio, interceptar, também, pelo menos uma vez o grafico da funcao.

v

o i 1 86)

f(x) é sobrejetora g(x) ndo é sobrejetora
(ndo interceptou o grafico)

Bijetora: Quando apresentar as caracteristicas de funcao injetora e ao mesmo tempo, de sobrejetora,
ou seja, elementos distintos tém sempre imagens distintas e todos os elementos do contradominio sdo
imagens de pelo menos um elemento do dominio.
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Funcéo crescente: A fungéo f(x), num determinado intervalo, € crescente se, para quaisquer X; € Xz
pertencentes a este intervalo, com xi<xz, tivermos f(x1)<f(x2).

Y
i 19

flxr)

o
R

X1<X2 — f(x1)<f(x2)

Funcéo decrescente: Funcéo f(x), num determinado intervalo, é decrescente se, para quaisquer X1 e
X2 pertencente a este intervalo, com xi < Xz, tivermos f(x1)>f(xz).

y

f(x1)

X1<x2 — f(x1)>f(x2)
Funcédo constante: A funcéo f(x), num determinado intervalo, € constante se, para quaisquer xi < Xz,
tivermos f(x1) = f(x2).

Ya

flxy) flx)

fix)

Graficos de uma Funcéo

A apresentacdo de uma funcdo por meio de seu grafico € muito importante, ndo s6 na Matematica
como nos diversos ramos dos estudos cientificos.

Exemplo

Consideremos a fungao real f(x) = 2x — 1. Vamos construir uma tabela fornecendo valores para x e,
por meio da sentenca f(x), obteremos as imagens y correspondentes.
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E==3FEduca
X y=2x-1
-2 -5
-1 -3
0 -1
1 1
2 3
3 5

Transportados os pares ordenados para o plano cartesiano, vamos obter o grafico correspondente a
funcao f(x).

-3

Exemplo paraa >0
Consideremos f(x) = 2x — 1.

£(x)

=

e Ya
0 =1
Ll .
2 3 e

-1

=)
N
i
—
N
w
RV

Exemplo paraa<0
Consideremos f(x) = —x + 1.

X f(x) Ay
-1 2

0 ik

0D 4

2

2 4
-1 0 1N\J *
Iy

Consideremos a fungéo f(x) = ax + b com a # 0, em que X, € a raiz da fungao f(x).
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4
T \ R ""a“<\’b:‘ ——
+ +
> X > X
x>xp= f(x)>0 x>x9=f(x) <0
x=xy=>f(x)=0 x=xg=>1f(x)=0
x<xp=f(x)<0 x<xp=f(x)>0

Conclusao: O grafico de uma funcéo do 1° grau € uma reta crescente para a > 0 e umareta decrescente
para a<0.

Zeros da Funcao do 1° grau:

Chama-se zero ou raiz da funcdo do 1° grau y = ax + b o valor de x que anula a fungéo, isto €, o valor
de x para que y seja igual a zero.
Assim, para achar o zero da fungéo y = ax + b, basta resolver a equagéo ax + b = 0.

Exemplo

Determinar o zero da funcgéo:
y=2x—-4.

2x—4=0

2x=4

X= =
2

X=2

O zerodafuncdoy =2x —4 é 2.

No plano cartesiano, o zero da funcao do 1° grau € representado pela abscissa do ponto onde a reta
corta o eixo X.

A

. X y (x,y)
8 1 -2 1, -2)
2 3 2 (3,2)

-4 -3 2 10 1 £\ 3 4
~% 7

- = Zero da
fungao
o

N

Observe que aretay = 2x — 4 intercepta o0 eixo x no ponto (2,0), ou seja, ho ponto de abscissa 2, que
€ o zero da funcao.

Conhecido o zero de uma fungcédo do 1° grau e lembrando a inclinagcdo que a reta pode ter, podemos
esbocar o gréfico da funcéo.

Estudo do sinal da fungéo do 1° grau:
Estudar o sinal da funcdo do 1° grau y = ax + b é determinar os valores reais de x para que:
- A fungéo se anule (y = 0);

- A funcéo seja positiva (y > 0);
- A fungéo seja negativa (y < 0).
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Exemplo

Estudar o sinal dafungcdoy =2x -4 (a=2> 0).
a) Qual o valor de x que anula a funcdo?

y=0

2x—4=0

2x=4

X =

NN D

X=
A funcéo se anula para x = 2.
b) Quais valores de x tornam positiva a fungao?

y>0
2X—=4>0
2X> 4

X>—
X>2

A funcao é positiva para todo x real maior que 2.

¢) Quais valores de x tornam negativa a fungao?

y <0

2x—4<0

2x< 4

X<—

X<?2

A funcéo é negativa para todo x real menor que 2.

Podemos também estudar o sinal da fungéo por meio de seu gréfico:

- Parax=2temosy =0;
- Parax>2temosy > 0;
-Parax<2temosy<0.
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= Relacdo Binaria
Par Ordenado

Quando representamos o conjunto (a, b) ou (b, a) estamos, na verdade, representando 0 mesmo
conjunto. Porém, em alguns casos, € conveniente distinguir a ordem dos elementos.

Para isso, usamos a idéia de par ordenado. A principio, trataremos o par ordenado como um conceito
primitivo e vamos utilizar um exemplo para melhor entendé-lo. Consideremos um campeonato de futebol
e que desejamos apresentar, de cada equipe, o total de pontos ganhos e o saldo de gols. Assim, para
uma equipe com 12 pontos ganhos e saldo de gols igual a 18, podemos fazer a indicacéo (12, 18), ja
tendo combinado, previamente, que o primeiro numero se refere ao numero de pontos ganhos, e 0
segundo nimero, ao saldo de gols.

Portanto, quando tivermos para outra equipe a informacdo de que a sua situacdo é (2, -8)
entenderemos, que esta equipe apresenta 2 pontos ganhos e saldo de gols -8. Note que é importante a
ordem em que se apresenta este par de numeros, pois a situacao (3, 5) é totalmente diferente da situacéo
(5,3). Fica, assim, estabelecida a idéia de par ordenado: um par de valores cuja ordem de apresentacao
€ importante.

Observacdes: (a, b) = (c, d) se, e somentese,a=ceb=d
(a, b) = (b, @) se, o somente se, a=b

Produto Cartesiano

Dados dois conjuntos A e B, chamamos de produto cartesiano A x B ao conjunto de todos os possiveis
pares ordenados, de tal maneira que o 1° elemento pertenca ao 1° conjunto (A) e o 2° elemento pertenca
ao 2° conjunto (B).

A xB={(x,y)/xc Aey c B}

Quando o produto cartesiano for efetuado entre o conjunto A e 0 conjunto A, podemos representar A
x A = A%, Vejamos, por meio de o exemplo a seguir, as formas de apresentacédo do produto cartesiano.

Exemplo

Sejam A = {1, 4, 9} e B = {2, 3}. Podemos efetuar o produto cartesiano A x B, também chamado A
cartesiano B, e apresenté-lo de varias formas.

a) Listagem dos elementos

Apresentamos o produto cartesiano por meio da listagem, quando escrevemos todos o0s pares
ordenados que constituam o conjunto. Assim, no exemplo dado, teremos:

AeB={{1, 2),(1, 3),4, 2),(4, 3),(9, 2),(9, 3)}

Vamos aproveitar os mesmo conjuntos A e B e efetuar o produto B e A (B cartesiano A): B x A = {(2,
1)’(21 4)’(2’ 9)’(31 1)1(31 4)1(3! 9)}

Observando A x B e B x A, podemos notar que o produto cartesiano ndo tem o privilégio da propriedade
comutativa, ou seja, A x B é diferente de B x A. SO teremos a igualdade A x B =B x A quando A e B forem
conjuntos iguais.

Observacao: Considerando que para cada elemento do conjunto A o nimero de pares ordenados
obtidos € igual ao numero de elementos do conjunto B, teremos: n(A x B) = n(A) x n(B).

b) Diagrama de flechas
Apresentamos o produto cartesiano por meio do diagrama de flechas, quando representamos cada um

dos conjuntos no diagrama de Euler-Venn, e os pares ordenados por “flechas” que partem do 1° elemento
do par ordenado (no 1° conjunto) e chegam ao 2° elemento do par ordenado (no 2° conjunto).
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Considerando os conjuntos A e B do nosso exemplo, o produto cartesiano A x B fica assim
representado no diagrama de flechas:

c) Plano cartesiano

Apresentamos o produto cartesiano, no plano cartesiano, quando representamos o 1° conjunto num
eixo horizontal, e 0 2° conjunto num eixo vertical de mesma origem €, por meio de pontos, marcamos 0s
elementos desses conjuntos. Em cada um dos pontos que representam os elementos passamos retas
(horizontais ou verticais). Nos cruzamentos dessas retas, teremos pontos que estardo representando, no
plano cartesiano, cada um dos pares ordenados do conjunto A cartesiano B (B x A).

B 3
3 1.3) “43) ©.3)
2 (1,2) 42) ©.2)
1 4 9 A

Dominio de uma Funcéo Real

Para uma fungdo de R em R, ou seja, com elementos no conjunto dos numeros reais e imagens
também no conjunto dos nimeros reais, sera necessaria, apenas, a apresentacao da sentenca que faz a
“ligagcao” entre o elemento e a sua imagem.

Porém, para algumas sentencas, alguns valores reais ndo apresentam imagem real.
Por exemplo, na fungéo f(x) =,/(x—1) , o nimero real 0 ndo apresenta imagem real e, portanto, f(x)

caracteristicas de fungéo, precisamos limitar o conjunto de partida, eliminando do conjunto dos nimeros
reais os elementos que, para essa sentenca, ndo apresentam imagem. Nesse caso, bastaria
estabelecermos como dominio da funcao f(x) o conjunto D ={xe R/x = 1}.

Para determinarmos o dominio de uma funcdo, portanto, basta garantirmos que as operacdes
indicadas na sentenca sao possiveis de serem executadas. Dessa forma, apenas algumas situagdes nos
causam preocupacéo e elas serdo estudadas a seguir.

1%) y=21 f (X) f(x)2(ne N*)

1
2%) y=—— = f(x)#0
)y 0 (x)
Vejamos alguns exemplos de determinacédo de dominio de uma funcgao real.
Exemplos:

Determine o dominio das seguintes fun¢des reais.

A) f(x)=3x*+7x -8
D=R
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B) f(X)=vx+7

X—720-x27

D={xeRXxz2T7}
C) f(x)= I¥x+1
D=R

Observacao: Devemos notar que, para raiz de indice impar, o radicando pode assumir qualquer valor
real, inclusive o valor negativo.

3
D) fX)=—
VX+8
X+8>0— x>-8
D ={xeR/x>-8}

E) f(x)= AJX+5

X-520—-x25
X-820—-x#8
D={XxeR/xx=25ex#8}
Questbes
01. (PM/SP — CABO — CETRO/2012) O gréfico abaixo representa o salario bruto (S) de um policial

militar em funcao das horas (h) trabalhadas em certa cidade. Portanto, o valor que este policial recebera
por 186 horas é

& (RE}

TEO e i

300

0 1:4; a0 h
(A) R$ 3.487,50.
(B) R$ 3.506,25.

(C) R$ 3.534,00.
(D) R$ 3.553,00.

02. (PREF. JUNDIAI/SP — ELETRICISTA — MAKIYAMA/2013) Em determinado estacionamento
cobra-se R$ 3,00 por hora que o veiculo permanece estacionado. Além disso, uma taxa fixa de R$ 2,50
€ somada a tarifa final. Sejat o nUmero de horas que um veiculo permanece estacionado e T a tarifa final,
assinale a seguir a equagao que descreve, em reais, o valor de T:

(A)T=3t

(B) T=3t+2,50

(C) T =3t+ 2.50t

(D) T=3t+ 7,50

(E) T=7,50t+3

03. (PM/SP — SARGENTO CFS - CETR0O/2012) Dada a funcgéo f(x) = —-4x +15 , sabendo que f(x) =
35, entdo

(A) x=05.

(B) x=6.
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(C) x = -6.
(D) x = -5.

04. (BNDES — TECNICO ADMINISTRATIVO — CESGRANRIO/2013) O gréfico abaixo apresenta o
consumo médio de oxigénio, em funcéo do tempo, de um atleta de 70 kg ao praticar natacao.

Lonsuma

medio de

oxigénio

{em lifros)

20 [=mmnne-

105

-

0 [ S e

!
|
12 345 6 Hivi

[em minutos)
Considere que o consumo médio de oxigénio seja diretamente proporcional a massa do atleta.
Qual sera, em litros, o consumo médio de oxigénio de um atleta de 80 kg, durante 10 minutos de pratica
de natacao?

(A) 50,0

(B) 52,5

(C) 55,0

(D) 57,5

(E) 60,0

05. (PETROBRAS — TECNICO AMBIENTAL JUNIOR — CESGRANRIO/2012)

2x—-p, s x=1
Sef(x)=1mx—1, se 1<x<6 &uma fungdo continua,

?'x+:1= se xz8
2

de dominio real, entdo, m — p € igual a
(A)3

(B) 4

©5

(D) 64

B7

06. (TRT = Técnico Judiciario) O imposto de renda (IR) a ser pago, em funcao do rendimento-base,
durante o ano de 2000, esta representado pelo grafico abaixo:

I.H- &
2930
1620
10800 21600 30000 >
rendimento base

Considere, com base no gréfico, as proposi¢des abaixo:

I) A pessoa com rendimento-base menor que R$ 10800,00 esté isenta de IR;
[I) Sendo x o rendimento base e 0 y o0 imposto e se 10800 < x < 21600 entdo y = 0,15x — 1620,
considerando x e y em reais.
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[l) O imposto a pagar € sempre o produto do rendimento-base por uma constante.

Quais séo verdadeiras, levando-se em conta somente as informac¢des do grafico e as afirmaces
subsequentes?

(A) apenas |

(B) apenas Il

(C) apenas Il

(D) apenas | e ll

(E) apenas | e lll

07. (BRDE-RS) — Numa firma, o custo para produzir x unidades de um produto é C(x) = g + 10000, e

. . - ~ . 7 2 . ~
o faturamento obtido com a comercializagdo dessas x unidades € f(x) = 3 X Para que a firma nao tenha

prejuizo, o faturamento minimo com a comercializagdo do produto devera ser de:
(A) R$ 10.000,00
(B) R$ 13.000,00
(C) R$ 15.000,00
(D) R$ 18.000,00
(E) R$ 20.000,00

08. A funcédo f de R em R é tal que, para todo x £ R, f(5x) = 5f(x). Se f(25) = 75, entéo f(1) € igual a:
(A) 15

(B) 10

©)5

(D) 3

(E)1

09. Sabendo que a funcéo FRo R gue para qualquer x e y pertencentes ao seu dominio f(x+y)
=f(x) + f(y) e f(3) = 1, podemos afirmar que:

A) f(4) =3 +1f(1)

B)f(4)=1(3) +1

©€) f(4)=1(3) . (1)

D) f(4) = 3. f(1)

E)f(4) =1 +§

10. (PM/AM - Soldado da Policia Militar — ISAE) Se f(x) = 3 — 2x, x real, entdo f(-5) é igual a:
A =T,

(B)-2

(ON$

(D) 13.

Respostas

01. Resposta: A.

300 _ 750 _ «x

16 40 186

40x = 750+ 186
x = 3487,50

02. Resposta: B.

Equacionando as informacgdes temos: 3 deve ser multiplicado por t, pois depende da quantidade de
tempo, e acrescentado 2,50 fixo

T=3t+250

03. Resposta: D.
35=-4x+15
-4x =20

X=-5
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04. Resposta: E.
A proporcao de oxigénio/tempo:

105 21,0 x

2 4 10

4x = 210
x = 52,5 litros de oxigénio em 10 minutos para uma pessoa de 70 kg

52,5litros----70kg
X = 60 litros

05. Resposta: C.

Aplicando segundo as condi¢bes mencionadas:
x=1

fQ)=2.1-p

fQ)=m-1

X=6

f(6) =6m -1

f(6) = Zoth _ 24 _ 23, igualando as duas equacoes:
23=6m-1

2 2
m=4
Como queremos m — p , temos:
2 -p=m - 1;igualando as duas novamente.
2-p=4-1
=-1
m-p=4-(-1)=5

06. Resposta: D.

| —Verdadeira

Il — Verdadeira

y = 0,15x — 1620
y=0,15. 21600 — 1620
y = 3240 - 1620
y = 1620
y =0,15. 10800 — 1620
y = 1620 - 1620
y=0

Il — Falsa
S&o duas funcdes (2 constantes)

07. Resposta: E.
C(x) = § + 10000
FO) =2 x
f(x) > c(x)

Z x>%+10000
3 2

2 x —2>10000 > Z= x> 10000 > Z=* x > 10000~ x > 7= > X > 60000

6 6 p

Substituindo

C(x) = +10000 = =2

2

+ 10000 = 30000 — 10000 = 20000

F(x) = 60000 = 40000
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Fm = 40000 — 20000
Fm = 20000

Portanto o resultado final € de R$ 20.000,00.

08. Resposta: D.

Sabendo que f(25) = 75, podemos dizer que f(5 . 5) = 75 e agora, utilizando a regra dada no exercicio,
gue diz que f(5x) = 5f(x) entdo f(5 . 5) = 5.f(5) pois 0 nosso x € 5, portanto,

f(5.5)=75

75 = 5f(5)

i) =2

f(5) = 15

Agora podemos utilizar novamente a regra dada.
f(5) = 15

f(5.1) = 15

Agora 0 nosso x é 1. Utilizando a regra novamente
5f(1) = 15

f(1)=3

09. Resposta: E.

Olhando para as respostas, vemos que o que o exercicio quer na verdade, € o valor de f(4).

E dado o valor de f(3), podemos dizer que f(3) = f(2 + 1) e utilizando a regra dada, que € f(x + y) = f(x)
+ f(y) podemos escrever f(2 + 1) = f(2) + f(1), portanto:

f3)=1

f+1)=1

f2) +f(1)=1

E ainda podemos dizer que f(2) = f(1 + 1), e utilizando a regra, temos:

@+ 71 =1

fA+D)+F(D=1

FO+)+7(1)=1

Sf(l} =1

1
f)=3
O que o exercicio quer é o valor de f(4), podemos escrever f(4) como sendo f(3 + 1) e utilizando a regra
dada no exercicio, temos

f(4) =f(3 + 1) =f(3) + f(2)
Sabemos o valor de f(3), pois é dado no exercicio f(3)=1 e o valor de f(1) j& calculamos, portanto:

f@)=f3)+7(1)
1
fE)=143
10. Resposta: D.
Sef(x)=3-2x=>f(-5)=3-2.(-5)=3+10=13
FUNCAO DO 2° GRAU

Chama-se funcéo do 2° grau ou funcao quadratica toda funcdo f de R em R definida por um polinbmio
do 2° grau da forma f(x) =ax?+ bx + couy =ax?+ bx +c,com a, b e c reais e a # 0.

Exemplo

-y=x2-5x+4,sendoa=1,b=-5ec=4
-y=x?-9,sendoa=1,b=0ec=-9
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-y=x%sendoa=1,b=0ec=0
Representacédo grafica da Funcéo do 2° grau
Exemplo

Se a funcéo f de R em R definida pela equacéo y = x>— 2x — 3. Atribuindo a variavel x qualquer valor
real, obteremos em correspondéncia os valores de y:

Parax = -2 temosy:(—2)2_2(_2) -3=4+4-3=5 ‘ | yA
Parax=-1temosy=(-1)?-2(-1)-83=1+2-3=0 | , |
Parax=0temosy = (0)* - 2(0) -3=-3 e
Parax=1temosy=(1)?-2(1)-3=1-2-3=-4 : Loy "
Parax=2temosy=(2)2-2(2)-3=4-4-3=-3 Lletadbds
Parax=3temosy = (3)*~2(3)-3=9-6-3=0 SEEI .
Parax=4temosy=(4)>-2(4)-3=16-8-3=5 L

. y (x.y) FEEETE XM

-2 5 (-2,5) 1 ”_"W?.", LA

-1 0 (-1,0) T

0 -3 (0, —3) 0F :_3.‘,,‘

1 —4 1, -4) e N

2 -3 (2, -3) Y

< 0 (3.0)

4 5 (4,5)

O gréfico da funcéo de 2° grau € uma curva aberta chamada parabola.
O ponto V indicado na figura chama-se vértice da parabola.

Concavidade da Parabola

No caso das funcdes do 2° grau, a parabola pode ter sua concavidade voltada para cima (a > 0) ou
voltada para baixo (a < 0).

a=0 a=<0

Podemos por meio do grafico de uma fungéo, reconhecer o seu dominio e o conjunto imagem.

Consideremos a fungéo f(x) definida por A = [a, b] em R.
le

dfF--=mmmm e

S
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Dominio: Projecdo ortogonal do grafico da fungéo no eixo x. Assim, D =[a, b] = A

Al
d

Conjunto Imagem: Projecao ortogonal do gréafico da funcdo no eixo y. Assim, Im =[c, d].

Zeros da Funcéo do 2° grau

As raizes ou zeros da funcéo quadrética f(x) = ax? + bx + ¢ séo os valores de x reais tais que f(x) =0
e, portanto, as solucdes da equacéo do 2° grau.

ax?+bx+c=0

A resolucido de uma equacao do 2° grau é feita com o auxilio da chamada “férmula de Bhaskara”.

—bxA
X:—

um esbogo do gréafico de uma fungéo do 2° grau.

,onde, A=b%?-4.a.c

As raizes (quando sao reais), o Vértice e a intersec¢do com o eixo y sdo fundamentais para tragarmos

A=0

a>0

R

Vv

Y

A

a<0 0| /X1 x>
C

EsPCEx
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A=0
y

C

B%
0| x;=x,=x,=V

l}y x
Xq= Xo = X &

y % x
T x=V, [ FTeE] &
;{/ \ x Yv---—V
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Coordenadas do vértice da parabola

A parabola que representa graficamente a funcéo do 2° grau apresenta como eixo de simetria uma
reta vertical que intercepta o grafico num ponto chamado de vértice.
As coordenadas do vértice sao:

x, ==L e y =22
2a ' 4a
Vértice (V)
y .
y)y,‘,
P 1m ]
A :
7% B ) T Prm | *

O Conjunto Imagem de uma funcédo do 2° grau esta associado ao seu ponto extremo, ou seja, a
ordenada do vértice (yv).

Exemplo:

Vamos determinar as coordenadas do vértice da parabola da seguinte fungédo quadratica: y = x2 — 8x
+15.

Calculo da abscissa do vértice:

-b —(-8) 8
YT 2

Célculo da ordenada do vértice:
Substituindo x por 4 na fungéo dada:

yw=4)2-84)+15=16-32+15=-1

Logo, o ponto V, vértice dessa parabola, € dado por V (4, -1).

Valor méximo e valor minimo da fung¢é&o do 2° grau

- Sea>0, o vértice € o ponto da parabola que tem ordenada minima. Nesse caso, o vértice € chamado
ponto de minimo e a ordenada do vértice € chamada valor minimo da funcao;

- Se a <0, o vértice é o ponto da parabola que tem ordenada maxima. Nesse caso, 0 vértice é ponto
de maximo e a ordenada do vértice € chamada valor maximo da funcéo.
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Construcéo do grafico da funcéo do 2°grau

V' (ponto de minimo)

- Determinamos as coordenadas do vértice;
- Atribuimos a x valores menores e maiores que X, e calculamos os correspondentes valores de y;
- Construimos assim uma tabela de valores;
- Marcamos 0s pontos obtidos no sistema cartesiano;

- Tragamos a curva.
Exemplo

y=x2—4x+3

Coordenadas do vértice:

X,

_-b_-(-4)_4_
“2a 21 -

Yo =(2).2-4.(2)+3=4-8+3=-1

Tabela:

V (2, -1)

Parax=0temosy=(0)>-4(0)+3=0-0+3=3
Parax=1temosy=(1)2-4(1)+3=1-4+3=0
Parax=3temosy=(3)2-4(3)+3=9-12+3=0
Parax=4temosy=(4)?-4(4)+3=16-16+3=3

hr

oo V (ponto de maximo)

X |y (x,y)

0 | 3 (0,3)

1 0 (1,0)

2 | -1 | (2,-1)Vértice

3 0 (3,0)

4 3 (4,3)

Gréfico:
Ly A
EEEENENY XENI
-4
EsPCEx =n
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Estudos do sinal da fun¢édo do 2° grau

Estudar o sinal de uma funcdo quadratica é determinar os valores reais de x que tornam a funcao
positiva, negativa ou nula.

Exemplo
y=x2-—6x+8

Zeros da fungao: Esbocgo do gréafico:
y=x>—6x+8

A = (-6)* - 4(1)(8)
A=36-32=4

JA=J4=2 I

Estudo do sinal:

+2
/62 § =4 Parax<2oux>4temosy>0

Parax=2oux=4temosy=0

=—= Para2 <x<4temosy<0

Questdes

01. (PM/SP — SARGENTO CFS - CETR0O/2012) Sabe-se que, sob um certo angulo de tiro, a altura h
atingida por uma bala, em metros, em funcao do tempo t, em segundos, é dada por h(t)=-3t2+15t.
Portanto, € correto afirmar que, depois de 3s, a bala atingira:

(A) 18 metros.

(B) 20 metros.

(C) 27 metros.

(D) 32 metros.

02. (PM/SP - OFICIAL — VUNESP/2013) Na figura, tem-se o gréafico de uma parabola.

¥k
W

{0.3)

(—1,0) n (3,00
A[ ] B

Os veértices do triangulo AVB estéo sobre a parabola, sendo que os vértices A e B estdo sobre o eixo
das abscissas e o vértice V é o0 ponto maximo da parabola. A &rea do triangulo AVB, cujas medidas dos
lados estdo em centimetros, €, em centimetros quadrados, igual a

(A) 8.

(B) 9.

(C) 12.

(D) 14.

(E) 16.
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03. (PETROBRAS — TECNICO AMBIENTAL JUNIOR — CESGRANRIO/2012-Adpatado) Sejam f(x)
=-2X + 4x + 16 e g(x) = ax?2 + bx + ¢ fun¢gbes quadraticas de dominio real, cujos gréaficos estdo

representados abaixo. A funcéo f(x) intercepta o eixo das abscissas nos pontos P(xp,0) e M(xv,0) e
g(x), nos pontos (1,0) e Q(xo,0).

A

Se g(x) assume valor maximo quando x = xu, conclui-se que Xq € igual a
(A)3

(B)7

©)9

(D) 11

(E) 13

04. O lucro mensal L de uma empresa, em reais, obtido com a venda de uma unidade de certo produto
€ dado pela funcéo L(x) = x — 5, sendo x o preco de venda do produto e R$ 5,00 o preco de custo. A
guantidade Q vendida mensalmente depende do prec¢o x do produto e € dada por Q(x) = 120 — x. Para a
empresa obter o lucro maximo no més, em reais, o0 preco de venda do produto € um nimero do intervalo
de

(A) 33 a 50.

(B) 51 a 65.

(C)66 a72.

(D) 73 a 80.

05. Seja f uma funcao real de variavel real definida por f(x) = x> + ¢c,c >0 e c € R, cujo grafico é:

L/

(0.0
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Entdo o gréafico que melhor representa f(x + 1) é:

4

X

N
RGN,

_/

X

X

X

E)

06. Seja fafun(;éo real dada por flz)= az?tbrtc , com a0, Determine a, be ¢ sabendo que

as raizes da equacao |f':5‘3:'|:12 sdo —2,1,2e 5.
(A)a=1;b=-6;c=17
(B)a=1;b=6;c=-17
(Ca=-1;,b=6;c=17
(D)a=-1;b=-6;c=17
(BE)a=1,b=-6;c=-17

07. (Docente I/Pref.Coronel Fabricio) Seja uma funcédo do segundo grau f(x)=x?+ax+b, cujos zeros
sdo numeros naturais consecutivos. Considerando que f(1)=2 o produto de a.b, € igual a

(A) -40

(B) -30

(C) -20

(D) -10

(E) 10

08. (Professor/Pref. de Itaborai) Seja f a fungcéo que associa a cada nimero real X 0 menor elemento
do conjunto {(1 - X).(2x + 4)}.0 valor maximo de f(x) é:

A)-1

®1

€2

(D)3

(E)4

09. (TEC.JUD./FCC) Uma empresa de prestacio de servicos usa a expressio

p(x) = - x>+ 80x + 5, para calcular o preco, em reais, a ser cobrado pela manutencéo de x aparelhos
em um mesmo local. Nessas condic¢des, a quantia maxima a ser cobrada por essa empresa é:

(A) R$ 815,00

(B) R$ 905,00

(C) R$ 1215,00

(D) R$ 1605,00
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(E) R$ 1825,00

10. (CEF) Seja a funcéo do 2° grau representada no grafico abaixo:

AH}
f
2 ol .
[ : 4 X
IR S

Essa funcao é dada por:
(A) Yax® + x
(B) — X2 + 4x
(C) Yax® —x
(D) Y2 x2 - 2x

Respostas

01. Resposta: A.
h(3) =-3-(3)?+15-3=—-27+45=18
A bala atingira 18 metros.

02. Resposta: A.
As raizessdo-le3
Sendo fungédo do 2° grau: - (X2 - Sx + P) = 0 ; (concavidade pra baixo a < 0)

X2+ Sx-P=0
S=-1+3=2
P=-13=-3

x%+2x+3=0
A=b*—4ac=4+12=16

A
htriéngulo = Vy = _E

htriéngulo =4

Base: -1 até 0 e 0 até 3
Base: 1+3=4

AtriAngulo =b-

N| S

03. Resposta: B.
-2X2+4x+16=0 ;a=-2,b=4,c=16
A= 16 + 128 = 144

—4+12
X =
—4
X1=_2
x2=4
ax2+bx+c




b

X ='x"l=:__ia-=
—b = 8a
A soma das raizes é —b/a

b
——-=8

a. 7 . 7
Se ja sabemos que uma raiz é 1:

1+XQ:8

04. Resposta: B.

Vamos 1&, o lucro total € dado pelo produto das funcdes, pois cada unidade de um lucro L(x) e eles
vendem Q(x) unidades, entdo: Lucro total= L(X) . Q(X) = (X - 5)(120 - x) = 120x - X2 - 600 + 5x = -x2 + 125x
- 600 essa € uma fungéo do segundo grau e como o coeficiente do X2 € negativo ela admite um valor
maximo e como queremos saber o preco de venda de x que admite um lucro maximo calculamos o x do
vértice:

-b —-125 —-125

X\/ =— = -

T 24 2(-1) -2 62,5

O valor de 62,5 esta entre o intervalo de 51 a 65.

05. Resposta: B.

A questéo requer habilidade no uso de gréaficos de fun¢bes quadraticas.
fx+1)=(x+1)2+c=x2+2x+1+c.

O discriminante A =4 — 4 (1 + ¢) = — 4c € menor que zero.

_h_—2_
Ve e T 21

A —(—40)
W4 a 41

Por isso, o gréfico que melhor representa f(x + 1) esta na alternativa B.

06. Resposta: A.
Comecamos interfretando as informacdes dadas a respeito de f ':1:}

Se —26é raiz de [F(@)]= 12 entso temos que F(=2)|=12 ¢ iss0 implica que F(=2vale 12 ou
—12.

Com esse mesmo raciocinio vemos que ey também sé pode valer 12 ou —14.

Isso também acontece para f@' e f':E’:' (todas as raizes de |f':$:'| = 12).
Assim, podemos desenhar estas possibilidades em um grafico cartesiano:

Os pontos assinalados em azul na figura acima sdo as possibilidades descritas anteriormente. Agora,
para desenhar uma parabola nestes pontos, note que nao podemos escolher todos igual a 12. Pois, assim,
teriamos quatro pontos com mesmo valor de Y, e em uma parabola s6 é possivel ter dois pontos com
mesma ordenada.

Veja que a Unica configuracdo que poderia gerar uma parabola com concavidade para cima (pois o
enunciado diz que a > 0), é como mostrado abaixo:
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L) p— E A B R U

-12)

Com esta constatacdo, temos as informacoes:

fl-2=12
AD=-12
) =-12
7(8)=12

E, agora, substituindo estas quatro informagdes na equacg&o dada no enunciado flo)=az?+bz+c
, podemos montar um sistema para descobrir a, b e c.

Efetuando os calculos:

da—2b4+c=12
a+b+c=-12
dat2b4c=-12

28a45b4+c =12
Fazemos a terceira equagcdo menos a primeira:

4h=—-24
_—24
— 4
b=-6

Agora substituimos este valor de b na segunda e na quarta equacées:

a—6+c=12
25a+5(—6}+c =12

at+c=18
2hatc=42

Fazendo, agora, a segunda equagdo menos a primeira:

g =124
=1

Agora substituimos este valor de "a" na equacdo a-+c =18:
14+c=18
c=17

07. Resposta: B.

Facamos (1) = 2

2=1+a+b=2>a+b=1

Como as raizes sdo numeros naturais consecutivos temos que x;=nex;=n+1
Pela propriedade Soma e Produto temos:
S=-a2¥x+tx=-a=n+n+l=-a=»-a=2n+1.(-1))>a=-2n-1
P=b=2>x .x=b=2n(n-1)=b=>b=n%+n
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Comoa+b=1, temos:

-2n—=1+n?+n=1=2n2-n-2=0

S =1/1=1 = dois nUmeros que somadosde1 = 2-1=1

P =-2/1 = - 2 =» dois nUmeros que multiplicados de -2 = 2.(-1) =- 2

LOgO X1=2ex=-1

Como o enunciado fala de niumeros naturais, descartamos o - 1.

As raizes naturais consecutivas:n=2 en+1=3

As somadasraizesS=a=-2n-1=>-22-1=-50u2 + 3(soma das raizes)
Oprodutoé P=b=n?+n=> (2)2+ 2 => 4 + 2 =6 ou 2.3 (produto das raizes)
Calculando o que o enunciado pede : a.b = (-5).6 =-30

08. Resposta: C.

Vamos resolver a funcdo dada por f(x)=(1 — x).(2x + 4) = f(x) = 2 — 2x?, como o valor de a é negativo,
temos que a concavidade é para baixo, se procuramos o valor maximo, procuramos o valor do y do vértice,
dado pela formula:

-A —(b%-4ac) —(0%2-4.(-2).2) _—(16)

YW= "7 @ T a2 s

2

09. Resposta: D.
Como queremos 0 maximo, sabemos que utilizaremos os valores dos vértices(y,), dado por: (a= -1,
b=80,c=5)
—A  —(b%—4ac) —((80)2—4.(-1).5) —(6400+ 20)
yU =—> - -
4a 4a 4.(-1) —4
Logo, a quantia maxima a ser cobrada € de R$ 1605,00.

— 1605

10. Resposta: C.

A forma geral de uma funcédo do segundo grau é f(x)=y = ax? + bx + ¢

Sabemos (do grafico acima) que 0 e 4 sao raizes da equacdo(onde os valores se anulam),temos que:

-0=a. (0)+b.(0)+c, donde retiramos o valor de 'c": ¢ = 0. Este ponto também poderia ter sido
retirado diretamente do grafico, pois ‘'c' € o ponto em que a curva corta o eixoy.

-0=a. (4)?+b. (4),ouseja: 16a + 4b =0 (equacéo 1)

- Uma outra equacédo podera ser retirada a partir do vértice da parabola:

-1=a. (2)>+b. (2), ou: 4a+ 2b =-1 (equagédo 2)

Com as equacgdes 1 e 2 acima, montamos 0 seguinte sistema:

16a+4b=0 _ [16a+4b=0(-4)
da+2b=-1 da+2b=-1

-4a-b=0 = Somando obtemos b = - 1, substituimos em uma expressao:
4da+2b=-1

4a+2.(-1)=-1-)4a-2=-1-)4a=-1+2-)4a=1-)a=i
Montando a expresséao da fungéo temos:

1
)=y =7xt—x

INEQUACAO PRODUTO E QUOCIENTE

=> Inequacgédo Produto
Chama-se inequacgéo-produto toda inequacao do tipo:
f(x).g(x) <0, f(x).9(x) <0, f(x).9(x)>0ouf(x).g(x)=0
Resolver uma inequacgdo produto consiste em encontrar os valores de x que satisfazem a condicdo

estabelecida pela inequacgéo. Para isso devemos estudar o sinal de cada funcéo e também do conjunto
solucéo:
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Exemplos:

1) Resolver ainequacédo (x + 2) . (-2x + 3)=0.

Método para resolucéo:

1°) Vamos resolver cada funcdo (encontrar o zero de cada fungéo):

fx)=x+2
X+2=0=2>x=-2
Comoovalordea> 0, logo afuncéo
€ crescente.

Sinais de f(x)

=Y

gx)=-2x+3
2X+3=0=> -2x=-3=2I x=-3/-2=>
x=3/2
Como o valor de a <0, logo a funcao é
decrescente.
Sinais de g(x)

2°) Colocamos em um chamado quadro de sinais, cada funcdo e resolvemos através do sinal
(aplicando a regra do sinais valida para multiplicacao e diviséo) do produto f(x) . g(x), temos:

3
f(x) - * : *
J(x) * * : -
; ; >
o
X . - B
-2 3
2

Solugdo: S={x€R|-2<x S;}

FIQUE
? ALERTA!
@.

Observar os intervalos, se sao aberto (< ou >) / fechados (< ou 2),
para que aresolucéo satisfaca a solucéo.

2)(2-X).(-x*+6x-5)=<0
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j—
=Fduca

(2—xM=x" 1 6% -5} S0 S={xeRix€lou2£x25)}
O J 1 1 IR

] ) -~

t g v “..\“
: - \ SRR L R R} .
1f{x)=2¢-x ﬂ +r+t+-- \'I‘ !
" T
"J"‘\.\\~\
9lxl='x’—.6x_s l sannnns S btrttew \: Tanmnnn
. . "' 1 S\\
." ‘\
‘f g D e—— +4 4t veee-- - Sttt tt
R 1 2 S
=> Inequacédo Quociente
Chama-se inequacgéo-quociente toda inequacao do tipo:
f(x) f(x) f(x) f(x)
g(x)>0' g(x)ZO' g(x)<00ug(x)£0,comg(x)th.

A regra de resolucao e sinais da inequagao produto é a mesma para quociente.

Exemplos:
1) 3x -4 >0
x—2
f(x) =3x -4 g(x)=x-2
X—4=0">3x=4=">x=4/3 X=2=0"¥x=2
Como o valor de a > 0, logo a funcéo Como o valor de a > 0, logo a funcao é
€ crescente. crescente.

X
<Y
X
<Y

No quadro de sinais:
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wia

£(%) - ¥ ¢
4(x) - ; F  *

e

. f >
_f (x) + - +
J(x) O o >
4 2
3
x+5
2) —t= 0
f(X)=x+5=0=>x=-5
gX)=x—-2=0=2>x=2
5 2
+ g -
- : + : + fx=xt5
: ; - .
a1 2 | o g(x)=x-2
| |
T T -
| | fix) .
+ = + ——20
H é g(x) 2
.5 )

Observe que no 2 a “bolinha fica aberta”, pois se incluirmos o mesmo na resolugéo teremos g(x) = 0,
e como por lei de formacéo, nosso denominador ndo pode ser zero.

Solucdo: S={xeR|x<-5ex>2}
Questdes

01. (PUC - PR) Determine a solucdo da inequagédo (x—2).(—x2+ 3x + 10) > 0, em relagdo ao
conjunto dos numeros reais.

02. (FGV=SP) Determine os valores reais de x para os quais (X2 — 8x +12) . (x2 — 5x) < 0.

03. (PRODAM/AM - Assistente — FUNCAB/2014) O maior nimero inteiro que pertence ao conjunto

x4+ 9.x+18
———— > )
- x=3
Solucdo da inequacéao é:
(A)O
(B) -1
(€)-3
(D) -6
E)-7




01.

fix)=x-2

f(x) =0 AN

x—-2=0
x=2

gix) =—x"+3x+ 10

-2

+

L

£

A=49

x=-2oux" =3
O
glx) -

+

¥y ¥Yv

fwrem *|

Solugio: {x ER/x=-2oul? <x <5}

02.

c'l

L

Respostas

o o

L
Fan]
L =

fix) =xr—8x+12
A=16
x' =2
"' =0
g0 = Sx
x*x-5=0
' =0
x'"'=13
S o+
glx) +

¥y r

L

e

Jeyrgy *
®

Solugio: (xER/0<x<=2ould<x<6}

03. Resposta: E.
Resolvendo: f(x) = x? + 9x + 18 =

—9++92-4118 —-9++81—-72 —-9++9 —-9+3
= - - -

I
L
¢
¥

—b + Vb2 — 4ac
= -
2a

L 4

_—9+3 -6

2 2
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E==3FEduca
U
gX)=x—3=22-x-3=02>-x=3.(-1) ?x=-3
\‘\
N =
-3\® *
No quadro de sinais: )
-6 -3
: ; >
f(x) * ' P
; >
: =3 =
J(x) i z ' s
; : >
f(x) + . L
J(x) & > >
-6 -3

Solucéo: S = {x e R | x < -6}, entdo o inteiro maior da resolugéo é -7, pois -6 ndo faz parte do intervalo.

4) Funcdo Modular: - O conceito e propriedades do moédulo de um

nuamero real; - Definicdo, grafico, dominio e imagem da funcao
modular; - Equa¢cdes modulares; - Inequacdes modulares.

FUNCAO MODULAR

Chama-se funcdo modular a funcéo f: R 2 R, definida por: f(x) = |x|.
Por definicao:
x,sex =0

|x|_{x,sex20
—x,sex <0

Cxsex < O,temos:f(x) =|x| = {

A funcéo modular é definida por duas sentengas: f(x) = x, se x20 e f(x) = -X, se x<0.
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= MAXI
E=tduca

- O médulo de um namero real ndo negativo € igual ao préprio namero;

Médulo de um nimero

\‘:

D&

- O médulo de um namero real negativo € igual ao oposto desse numero;

23
GCnu
9

- O médulo de um namero real qualquer é sempre maior ou igual a zero: |x|=20,
para todo x.

- Construcao do Gréfico da f(x) = |x|.

O grifico é uma semi-reta | O grifico ¢ uma semi-reta | O grifico é a reunido das

fechada com origem no | aberta com origem no | duas semi-retas,
ponto (X0, 0). Ela ¢ bisse- ponto O(0, (). Ela ¢ bisse-
tnz do 19 guadrante, triz. do 29 quadrante.

- Imagem de uma fungdo Modular

O conjunto imagem da fungéo Modular € R., isto é, a fungdo assume valores reais nao negativos.
Questdes

01. (PREFEITURA MUNICIPAL DE SAO BORJA/RS - Agente Administrativo Auxiliar/Agente
Operacional da Saude/ Monitor - MS CONCURSOS) Observe a figura:

y

\

Este gréafico é representacédo de uma funcéo:
(A) Quadratica.

(B) Exponencial.

(C) Modular.

(D) Afim.

N
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02. (UFJF) O numero de solucBes negativas da equacao | 5x-6 | = x2 é:
(A)O
(B)1
€2
(D)3
(E)4

03. (UTP) As raizes reais da equacao |xI2 + |x| - 6 = 0 s&o tais que:
(A) asomadelas é — 1.

(B) o produto delas é — 6.

(C) ambas sé&o positivas.

(D) o produto delas é — 4.

(E) n.d.a.

04. (UFCE) Sendo f(x) = |x?-2x|, o grafico que melhor representa f é:

(A)

(B)
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(D)

GrETpeeeeTh) A e

Respostas

01. Resposta: C.
O grafico é simétrico o caracteriza a uma fungdo modular.

02. Resposta: B.

Temos entdo que 5x-6 = x2 ou 5x-6 = -x2. Assim, temos que resolver cada uma dessas equagodes:
5X — 6 = Xx?

X2-5x+6=0

S=-5,P=6

(x-2)(x-3)=0

X=20ux=3

5X —6 = -x?

X2 +5x-6=0

S=5P=-6
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(x+6)(x-1)=0
XxX=-6oux=1
Assim, teremos uma solugcéo negativa: -6.

03. Resposta: D.

AqQui, usamos um recurso muito comum na Matematica, chame |x| de y. Entdo a equagdo ficara y?+
y — 6 = 0. Resolvendo-a:

y?+y-6=0

S=1,P=-6

(y+3)y-2)=0

y=-3ouy=2

Assim, [x| = -3 ou [x] = 2. Como nao existe mddulo negativo, |x| = 2. Entdo, x = -2 ou x = 2. Portanto,
seu produto (2 multiplicado por -2) é igual a 4.

04. Resposta: A.

Repare que a funcédo, sem o moédulo, é do segundo grau. Portanto, as letras ¢ e d ndo podem ser. A
diferenca entre as alternativas a e b séo as raizes, com isso, basta calcularmos:

[x2-2x] =0

x2-2x=0

X(x-2)=0

x=0oux=2

EQUACOES E INEQUACOES MODULARES
- Equacéo modular

Sua resolucéo esta baseada nas seguintes propriedades:

eSel¥| "aca>0,entiox=aocux= —a
{ eSclx| =aca=0,cntdo x =0,

Tendo como conjunto universo: U = R.

Exemplo:

Resolver a equacédo [2x + 1| = 5.

De acordo com as propriedades, temos:
2X+1=5=22x=4=">x=2 ou
2X+1=-5=2>2x=-6>x=-3

S ={-3,2}.

- Inequacéo Modular

A resolucédo de inequagdes modulares se baseia nas seguintes propriedades:

P)lx| >a e x<-a ou x> a; graficamente, temos: —, - |
- |

P |x| <a e -a< x< a;graficamente, temos: - - >

Exemplo:

Resolvendo a inequacéo |2x + 1| > 5.
De acordo com P1, podemos escrever:
2X+1<-5=2>2x<-6=>x<-3() ou
2X+1>5=222x>4 =2 x> 2 ()
Fazendo a unido:
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Propriedades: Sendo a um namero real positivo e x e y numeros reais quaisquer, demonstra-
se que:

a) Va2 = |x|

b) x|=a® x=-aoux=a
C)[Xx|<aw -a<x<a
d|[x]>a® x<-aoux>a
e) x| =1-x|

f) x2 =[x = |x?|

9) Ix.y| = Ix].lyl

X

y

%]

[yl

h)

i) X +yls x|+ |yl

Questdes
01. Resolver, em R, a equacao |2x — 3| = 5.
02. Resolver, em R, ainequagéo |2x — 5| < 3
03. Resolver, em R, a inequagéom > 1.

04. (UEL) Quaisquer que sejam 0s humeros reais x e y:
(A) se x| <ly|, entdo x <.

(B) Ix.yl = IX.lyl
(©) [x+yl=Ix +lyl
(D) |- Xl =-x

(E) se x< 0, entao |x| < x

05. (FEI) Os valores reais de x que satisfazem a inequacao |2x — 1| < 3 sao tais que:
(A)x<2

B)x>-1

(C)Ya<x<2

(D) x> 2
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(E)-1<x<2
Respostas
01. [2x-3| =5
2x—3=5 ou 2x—3=-5
2x=5+3 2x=-5+3
2x =8 2X = -
X=8:2 X=-2:2
X=4 X=-
V={1,4}
02.2x-5|<3

Pela propriedade c:
-3<2x-5<3
-3+5<2x<3+5

2 < 2x < 8 (dividindo por 2)
l1<x<4
V={eR|1<x<4}

03. Pela propriedade a:

J2x=52>1 > |2x-5|21

Pela propriedade d:

2x—-5<-1 ou 2x—5=2 1
2x<-1+5 2x21+5
2x<4 2X=6
X<4:2 X26:2
X<2 Xx=3

V={xeR|x<2ouxz3}

04. Resposta: B.
Resolucdao: tedrico, basta observar as propriedades.

05. Resposta: E.

|2x—-1| <3

Pela propriedade c:
-3<2x-1<3
-3+1<2x<3+1

- 2 < 2x < 4 (dividindo por 2)
-1<x<?2




5) Funcao Exponencial: - Graficos, dominio, imagem e
caracteristicas da funcéo exponencial; logaritmos decimais,

caracteristica e mantissa; e as equacdes e inequacdes exponenciais.

FUNGAO EXPONENCIAL

Uma funcdo é uma maneira de associar a cada valor do argumento x um Unico valor da funcao f(x).
Isto pode ser feito especificando através de uma férmula um relacionamento grafico entre diagramas
representando os dois conjuntos, e/ou uma regra de associacdo, mesmo uma tabela de correspondéncia
pode ser construida; entre conjuntos numeéricos € comum representarmos fungdes por seus graficos, cada
par de elementos relacionados pela fungdo determina um ponto nesta representacdo, a restricdo de
unicidade da imagem implica em um Unico ponto da funcdo em cada linha de chamada do valor
independente x.

Como um termo matemaético, "funcao" foi introduzido por Leibniz em 1694, para descrever quantidades
relacionadas a uma curva; tais como a inclinagéo da curva ou um ponto especifico da dita curva. Funcdes
relacionadas a curvas sao atualmente chamadas fun¢des diferencidveis e sdo ainda o tipo de fungdes
mais encontrado por ndo-matematicos. Para este tipo de fungdes, pode-se falar em limites e derivadas;
ambos sendo medida da mudanca nos valores de saida associados a variacdo dos valores de entrada,
formando a base do célculo infinitesimal.

A palavra funcéo foi posteriormente usada por Euler em meados do século XVIII para descrever uma
expressao envolvendo varios argumentos; i.e:y = F(x). Ampliando a definicdo de fun¢des, os matematicos
foram capazes de estudar "estranhos" objetos matematicos tais como fun¢des que ndo sao diferenciaveis
em qualquer de seus pontos. Tais fung@es, inicialmente tidas como puramente imaginarias e chamadas
genericamente de "monstros”, foram ja no final do século XX, identificadas como importantes para a
construcao de modelos fisicos de fenbmenos tais como 0 movimento Browniano.

Durante o Século XIX, os matematicos comecaram a formalizar todos os diferentes ramos da
matematica. W eierstrass defendia que se construisse o calculo infinitesimal sobre a Aritmética ao invés
de sobre a Geometria, 0 que favorecia a definicdo de Euler em relagéo a de Leibniz (veja aritmetizacao
da andlise). Mais para o final do século, os matematicos comecaram a tentar formalizar toda a Matematica
usando Teoria dos conjuntos, e eles conseguiram obter definicdes de todos os objetos matematicos em
termos do conceito de conjunto. Foi Dirichlet quem criou a definicdo "formal" de fun¢gdo moderna.

Funcéo Exponencial

Conta a lenda que um rei solicitou aos seus suditos que lhe inventassem um novo jogo, a fim de
diminuir o seu tédio. O melhor jogo teria direito a realizar qualquer desejo. Um dos seus suditos inventou,
entdo, o jogo de xadrez. O Rei ficou maravilhado com o jogo e viu-se obrigado a cumprir a sua promessa.
Chamou, entéo, o inventor do jogo e disse que ele poderia pedir o que desejasse. O astuto inventor pediu
entdo que as 64 casas do tabuleiro do jogo de xadrez fossem preenchidas com moedas de ouro, seguindo
a seguinte condicao: na primeira casa seria colocada uma moeda e em cada casa seguinte seria colocado
o dobro de moedas que havia na casa anterior. O Rei considerou o pedido facil de ser atendido e ordenou
que providenciassem o pagamento. Tal foi sua surpresa quando os tesoureiros do reino Ihe apresentaram
a suposta conta, pois apenas na Ultima casa o total de moedas era de 263, o que corresponde a
aproximadamente 9 223 300 000 000 000 000 = 9,2233.1018. Nao se pode esquecer ainda que o valor
entregue ao inventor seria a soma de todas as moedas contidas em todas as casas. O rei estava falido!

A lenda nos apresenta uma aplicacéo de fungdes exponenciais, especialmente da funcdo y = 2x.

As funcBes exponenciais sdo aquelas que crescem ou decrescem muito rapidamente. Elas
desempenham papéis fundamentais na Matematica e nas ciéncias envolvidas com ela, como: Fisica,
Quimica, Engenharia, Astronomia, Economia, Biologia, Psicologia e outras.
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= Definicdo
A funcado exponencial é a definida como sendo a inversa da fungéo logaritmica natural, isto é:
log,b=zx&a” =b

Podemos concluir, entdo, que a fungao exponencial é definida por:
y=a", com 1#za >0

=» Graficos da Funcéo Exponencial

Funcéo exponencial Funcé&o exponencial

O<ax<1 a>1

A A ,

H Y - Hx] =g’

f{«) -=::'
X 0 xl"

- Dominio = IR - Dominio = IR
- Contradominio = IR* - Contradominio = IR*
-f é injetora -f € injectiva
-f(x)>0, ¥ x€IR -f(x) >0, ¥x€IR
- f é continua e diferenciavel em| - f é continua e diferenciavel em
IR IR
- A funcdo €& estritamente] - A funcdo é estritamente
decrescente. crescente.
'Iimxa-eo aX: + o 'Iimx_>+«=o aX= + o
- Ilmxﬁ +o0 ax = O = IimX‘) -0 ax = O
-y = 0 é assimptota horizontal |- y = 0 é assimptota horizontal

= Propriedades da Func¢éo Exponencial

Se a, x e y sao dois numeros reais quaisquer e k € um namero racional, entéo:
-ata¥y= axty

-atfa=ary

- (ax) y=ag*Vy

- (@ab)*=a*b*

- (alby*=a*/ b*

-a¥x=1/a"

Estas relacdes também séo validas para exponenciais de base e (e = niUmero de Euller = 2,718...)
-y = ¥ se, e somente se, X = In(y)

- In(e*) =x

- = eX ey

- ey =e¥eY

- ex.k - (ex)k

= A Constante de Euler

Existe uma importantissima constante matematica definida por

e = exp(1)

O numero e € um nuamero irracional e positivo e em funcéo da definicdo da fungcdo exponencial, temos
que:

Ln(e) =1

Este nimero € denotado por e em homenagem ao matematico sui¢co Leonhard Euler (1707-1783), um
dos primeiros a estudar as propriedades desse numero.

O valor deste numero expresso com 40 digitos decimais, é:
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e = 2,718281828459045235360287471352662497757

Se x € um numero real, a fungdo exponencial exp(.) pode ser escrita como a poténcia de base e com
expoente x, isto é:

e* = exp(X)

= Construc¢éo do Grafico de uma Funcdo Exponencial

Exemplo:

Vamos construir o grafico da fungéo y = 2*

Vamos atribuir valores a x, para que possamos tracar 0s pontos no grafico.

A
= 5 y‘r ym2x
=T I
1 2 e
-2 oy 1k E
1 :
o — 1 :
1 2 4 4+----- E
0 1 + /i
1 2 24-¢ | !
3 8 5-4-3-2-1 |01 2345 X

Questbes

01. (Corpo de Bombeiros Militar/MT — Oficial Bombeiro Militar — COVEST — UNEMAT/2014) As
funcdes exponenciais sdo muito usadas para modelar o crescimento ou o decaimento populacional de
uma determinada regido em um determinado periodo de tempo. A fungéo P(t) = 234.(1,023)t modela o
comportamento de uma determinada cidade quanto ao seu crescimento populacional em um determinado
periodo de tempo, em que P é a populacdo em milhares de habitantes e t € o nimero de anos desde
1980.

Qual a taxa média de crescimento populacional anual dessa cidade?

(A) 1,023%

(B) 1,23%

(C) 2,3%

(D) 0,023%

(E) 0,23%

02. (Policia Civil/SP — Desenhista Técnico-Pericial = VUNESP/2014) Uma populacdo P cresce em
funcdo do tempo t (em anos), segundo a sentenca P = 2000 .5%1 . Hoje, no instante t = 0, a populagdo
€ de 2 000 individuos. A populacdo sera de 50 000 individuos daqui a

(A) 20 anos.

(B) 25 anos.

(C) 50 anos.

(D) 15 anos.

(E) 10 anos.

Respostas

01. Resposta: C.
P(t) = 234.(1,023)¢
Primeiramente, vamos calcular a populacéo inicial, fazendo t = 0:
P(0) =234.(1,023)° =234.1 = 234 mil
Agora, vamos calcular a populagéo apos 1 ano, fazendot = 1:
P(1) = 234.(1,023)' = 234.1,023 = 239,382
Por fim, vamos utilizar a Regra de Trés Simples:
Populacéo %
234 ----mmeee- 100
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239,382 ------------ X
234.x = 239,382 . 100
X =23938,2 /234
x =102,3%
102,3% = 100% (populacao ja existente) + 2,3% (crescimento)

02. Resposta: A.

50000 = 2000.5%! ¢
50,1.t _ 50000

2000
50,1.t — 52
Vamos simplificar as bases (5), sobrando somente os expoentes. Assim:
0,1.t=2
t=2/0,1
t = 20 anos

LOGARITMO

Sendo a um numero real, positivo e diferente de 1 e N um numero real positivo, chama-se logaritmo
de N na base a o nimero ao qual devemos elevar a base a para obtermos N.

Definigdo: log, N = x <=> a* = N, onde:

- N é chamado de logaritmando e N > O.
-aéchamadodebaseea>0ea#1.

Exemplo: logg 64 =2 <=> 82 =64

- Casos particulares:

1) log,a =1, poisal =a

2) log, a™ = n, pois na = na

3)log, 1 =0, poisa’=1

- Propriedades dos logaritmos

I) Logaritmo do Produto: o logaritmo de um produto é igual a soma de logaritmos.
Log, M.N =log, M + log, N

II) Logaritmo da Divisao: o logaritmo da divisdo é igual & subtracéo de dois logaritmos.
M
Logaﬁ =log, M —log, N

[l1) Logaritmo da Poténcia: o expoente passa multiplicando.
Log, N™ = m.log, N
- Mudanca de Base

Em alguns casos € necessario efetuar uma mudanca na base que foi dada, para isto temos a seguinte
formula:
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log, N

1 N =
08a log, a

- Mantissa

Nao ha nenhum processo estabelecido para se obter a mantissa, ela deve ser concedida ou
encontrada na tabela de Tabua de Logaritmos.

Propriedade:

A diferenca entre logaritmos decimais de dois niUmeros esta na posi¢éo da virgula, pois a mantissa &
a mesma.

Exemplo:

Sabendo que log 13 = 1.1139, agora vamos calcular o logaritmo decimal de: 0,013; 0,13; 1,3; 130;
13000.

Resolucéo:
N Caracteristica Mantissa log N
0,013 -2 0.1139 log0,013 = - 2 +0.1139 = 27,1139
0,13 -1 0.1139 log0,13=—-1+0.1139 =71,1139
1,3 0 0.1139 log1,3=0+0.1139 = 0,1139
130 2 0.1139 log130=2 +0.1139 = 2,1139
13000 4 0.1139 log 13000 = 4 +0.1139 = 4,1139
Questdes

01. (CPTM - Médico do trabalho — Makiyama/2011) Uma bactéria se espalhava no ambiente em que
estava seguindo uma funcgéo logaritmica f(x) = log, x(x >1), em que X € o tempo medido em minutos e
F(x) é a &rea que possui a presenca da bactéria em m2. Apds 32 minutos, a area ocupada sera de:

(A) 1 m2

(B) 2 m2,

(C) 3m2

(D) 4 m2

(E) 5m2.

02. (BRB — Escriturario — CESPEUNB/2011) Um estudo constatou que a populacdo de uma
comunidade é expressa pela funcéo P(t) = 5.000e%!#, em que P(t) é a populagéo t anos apds a contagem
inicial, que ocorreu em determinado ano, e considerado t = 0. Com referéncia a esse estudo e
considerando 1,2 e 1,8 como os valores aproximados para e%!%e In 6, respectivamente, julgue o item a
seguir. A populagéo serd de 30.000 individuos 5 anos apds a contagem inicial.

(certo) (errado)

03. (BRB — Escriturario — CESPEUNB/2011) Um estudo constatou que a populacdo de uma
comunidade é expressa pela funcdo P(t) = 5.000e°8, em que P(t) é a populacédo t anos ap6s a contagem
inicial, que ocorreu em determinado ano, e considerado t = 0. Com referéncia a esse estudo e
considerandol,2 e 1,8 como os valores aproximados para e€%!e In 6, respectivamente, julgue o item a
seguir.

Um ano apos a contagem inicial, a populagédo da comunidade aumentou em 20%.

(certo) (errado)

04. (SAEB-BA - Professor — Mateméatica — CESPE/2011)

EsPCEx o6 |



~~ NS
Pablo Picasso. Nude, green leaves and bust.

A obra acima foi pintada por Pablo Picasso em um Unico dia do ano de 1932. Em 1951, a tela foi
adquirida por US$ 20 milhdes e, em maio de 2010, foi vendida, em Nova lorque, em um leildo que durou
apenas 9 minutos, por US$ 95 milhdes, sem incluir as comissoes.

A respeito dessa situacao, considere que o investimento tenha evoluido a uma taxa de juros R,
compostos continuamente, de acordo com o modelo C (t) =CoeR* , em que C(t) € o valor da tela, em
milhdes de dolares, t anos apds 1951. Nesse caso, assumindo 1,56 como o valor aproximado de In(4,75),
€ correto afirmar que a taxa de juros de tal investimento foi

(A) superior a 5% e inferior a 10%.

(B) inferior a 5%.

(C) superior a 20%.

(D) superior a 10% e inferior a 20%.

05. (CBM/ES - Oficial Bombeiro Militar Combatente — CESPE/2011) A soma dos logaritmos na base
10 de 2 numeros € 6, e o dobro de um desses logaritmos € 4. Com relagdo a esses numeros, julgue o
item a sequir.

O produto desses numeros €é igual a 1 milh&o.

(certo) (errado)

06. (CBM/ES - Oficial Bombeiro Militar Combatente — CESPE/2011) A soma dos logaritmos na base
10 de 2 nimeros é 6, e o dobro de um desses logaritmos é 4. Com relacdo a esses numeros, julgue o
item a seguir.

A soma desses numeros € igual a 2.000.

(certo) (errado)

07. (ESSA - Sargento - Conhecimentos Gerais - Todas as Areas — EB/2011) Se f(x) = log s x?,
com X real e maior que zero, entdo o valor de f(f(5)) é:
(A) 2log?2

1+log?2

log2
(B) log2+2

5log?2
(C) log2+1

8log2
(D) 1-log?2

5log?2
(E) 1-log?2

08. (PREVIC — Técnico Administrativo — Basicos — CESPEUNB/2011) Com o objetivo de despertar
mais interesse de seus alunos para a resolucao das expressoes algébricas que com frequéncia ocorrem
nos problemas, um professor de matematica propés uma atividade em forma de desafio. Os estudantes
deveriam preencher retangulos dispostos em forma triangular de modo que cada retangulo fosse o
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resultado da soma das expressdes contidas nos dois retangulos imediatamente embaixo dele, exceto
para aqueles da base do tridangulo. Portanto, na figura a seguir, D=A+B,E=B+CeF=D +E.

F.__

D= E =—xJx+2In(2)

A= ln(%) i \/.x' B= C ==5xJx +In(2)

Com base nos dados acima, julgue o item que se segue.

J Os estudantes que preencheram corretamente os retangulos em branco encontraram F = In (4x) + 4x
X.

(certo) (errado)

09. (Petrobras — Engenheiro de Petréleo Junior — CESGRANRIO/2011) Dado logs(2) = 0,63, tem-
se que logs(24) € igual a

(A) 1,89.

(B) 1,77.

(C) 1,63.

(D) 1,51.

(E) 1,43.

10. (Pref. Chupinguaia/RO - Professor - Matematica - MSCONCURSO0S/2011)
O conjunto solugao da equacéo log (x? - 8) = 0:
(A) 0.

(B) {0}-
(©) {3, 3%
(D) {- 9, 9}.

Respostas

01. Resposta: E.
Fazendo x = 32, temos:

F(x) =log, 32 , fatorando o 32 temos 2°. Entéo:
F(x) = log, 25 , pela propriedade log, a™ = n, temos que F(x) =5 m?

02. Resposta: CERTO.
Pelo enunciado que saber o valor de t quando P(t) = 30.000:

P(t) = 30.000

5.000.e%18t = 30.000
0,18¢30.000

5.000

e%18t = 6 | colocando logaritmo (In) nos dois membros:
Ine%18 =1n 6, pela propriedade log, a™ = n.log, a

0,18t=1,8=>1t=1,8:0,18=10
03. Resposta: CERTO.

Se apds u 1 ano houve um aumento de 20% temos 100% + 20% = 120% = 120 : 100 = 1,2. Fazendo
t = 1 nGs teremos:
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P(1) = 1.2.E(0)

5000 %81 = 5000 %10
etl8=12¢°
1,2=1,2 - Certo

04. Resposta: B.
Do enunciado: prego em 2010 (final) 95 mi, preco em 1951 (inicial) 20 mi, tempo t = 2010 — 1951 = 59
anos e C(t) é preco final e Co preco inicial.

C(t) = Co.eRt
95 = 20.eR59
05 : 20 = %R

4,75 = e°°R | neste ponto para calcularmos o valor de R temos que utilizar logaritmo, ja que temos a
seguinte propriedade log, N™ = m.log, N, entdo colocaremos logaritmo nos dois membros da equacéo.
E, pelo enunciado, usaremos In (log. Neperiano de base e). Entdo:

In4,75 = Ine>R

1,56 =59R

R =1,56: 59 =0,02644 (x100) = R = 2,644%

05. Resposta: CERTO.

Sendo x e y os logaritmandos, temos:

logx +logy =6

2.logx =4

Para este exercicio s precisamos para soma (12 equacao) e da propriedade que diz: a soma de dois
logaritmos é igual ao logaritmo do produto. Ent&o:

logx +logy =6 =»logxy =6 =» como abase é 10 = 10° = x.y

X.y = 1.000.000

06. Resposta: ERRADO.

Sendo x e y os logaritmandos, temos:
logx +logy =6

2.logx =4

logx =2 9 logx =2 9 10°= x> x = 100

Do exercicio anterior xy = 1.000.000, entao:
100.y = 1.000.000 = y =1.000.000 : 100 = y = 10.000
X +y =100+ 10.000 = 10.100

07. Resposta: D.
f(x) = log,z x* calcular f(f(5)), primeiro vamos calcular f(5):

2-22

f(5) = log 5 5* = logS% 52 = 4

N\»—kl

logy N

f(f(5)) = f(4) = log 42 = 2.log 5 4, agora usamos a mudanca de base log, N = mudando para

base 10:

_ log4\ _ log 22\ _ 2log2\ _ 2.log2 2,
2.log g4 =2. (log\/g) =2. (—1) =2. < ) =2. (11—10> => lembrando que + = 4:

1
52 1085 21087

logp a’

Nlr-kl

( 4.log?2 ) _ 8.log2
"\log10-log2/ ~ 1-log2

08. Resposta: CERTO.
D=A+B>D=In(%)+x/x +B
E=B+C
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XX +2.In(2) = B = 5xvX +In(2)
XVx + 2.In(2) + 5xvx -In(2) =B
B = 4xyX + In(2)

F=D+E
F=Lr1(§)+ x + B3+ 2In(2)
F = In(x) — I9(2) + 4x/x + In¢2) + In(2?)

F = 4xyx +In(x) + In(4)
F = In(4x) + 4xvx

09. Resposta: B.
Sabemos que log; 2 = 0,6. O log que foi dado esta na base 3 e o0 que pede para calcular na base 6.

o . . . log, N
Primeiro precisamos mudar de base e para isto temos a formula log, N = :)i—ba.
b
logs 24
1 24 =—=—=
086 logz 6

_ logz 23.3 _ logz 23+logz 3 _
logg 2.3 logz 2+logs 3

_ 3logz2+1 _ 3.0,63+1 _ 2,89
0,63+1 1,63 1,63

=1,77

10. Resposta: C.
Temos um logaritmo de base 10.

log,,(x%? — 8) = 0, pela definicdo de logaritmo, temos:

10°=x*>-8
1=x2-8
1+8=x

X¥=9=»x=+/9>x=30ux=-3.

EQUACAO EXPONENCIAL
Chama-se equacado exponencial, toda equacdo onde a variavel x se encontra no expoente.

Exemplos:
3*=1; 522*2=20

Para resolugcdo precisamos achar os valores da variavel que a tornem uma sentenca numérica
verdadeira. Vamos relembrar algumas das propriedades da potenciagdo para darmos continuidade:

%
> am.an:amtn
©o o
1 > =a™ " (a¥0Dem=n)
"m
G i Ll
T ant ah
OO » (b.} b" (b+*0)
> (a:b)"=a" p"

EsPCEx




Vamos ver 0 passo a passo para resolucao de uma equacéo exponencial:
Exemplos:

1)2*=8

1°) Algumas equacdes podem ser transformadas em outras equivalentes, as quais possuem nos dois
membros poténcias de mesma base. Neste caso 0 8 pode ser transformado em poténcia de base 2.
Fatorando o 8 obtemos 23 = 8

2°) Aplicando a propriedade da potenciacdo: 2* = 22 =» base iguais, igualamos os expoentes, logo

x=3

2) 2m . 24 =210
2m+4=210 3 M+ 4=10dm=10-4>dm=6
S ={6}

3)62m_1:6m_3:64
6@eM-1)-m-3)=g*=h 2M—-1-M+3=4=2Mm-Mm=4+1-3=ImM=5-3>dIm=2
S={2}

4) (3x)* +4.3x +3=0.

A expressdo dada pode ser escrita na forma:
(3x)2-4.3x+3=0

Criamos argumentos para resolucao da equacao exponencial.
Fazendo 3x =y, temos:

y?—4y+3=0 y=1louy=3

Como 3*=y,entdo 3*=1=0o0u

F=3*=1

S ={0,1}

Questdes

01. (PM/SP — CABO — CETR0/2012) O valor de x na equagao é 5-3**t1 4 3¥72 = 408 é
(A) 1.
(B) 2.
() 3.
(D) 4.

02. (PM/SP — SARGENTO CFS — CETRO0/2012) E correto afirmar que a solu¢do da equacio
exponencial 3-9*—4-3*+1=0¢

(A) S={0, 1}.

(B) S ={-1, 0}

(C)s={-2,1}.

(D) S ={1/3,1}

03. (ESCOLA DE SARGENTO DAS ARMAS — COMBATENTE/LOGISTICA — TECNICA/AVIACAO -
EXERCITO BRASILEIRO/2012) Se 5*2=100, entdo 5% é igual a:

(A) 4.

(B) 8.

(C) 10.

(D) 16.

(E) 100.

04. (ESCOLA DE SARGENTO DAS ARMAS -MUSICA- EXERCITO BRASILEIR0O/2012) O conjunto
solucdo da equacgédo exponencial 4*%-2*=56 é:

(A) {-7.8}

(B) {3.8}

(©) {3}
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(D) {2,3}
(E) {8}

05. (BANESE - TECNICO BANCARIO | = FCC/2012) Uma empresa utiliza a funcdoy = (1,2)* - 1 para
estimar o volume de vendas de um produto em um determinado dia. A variavel y representa o volume de
vendas em milhares de reais. A variavel x € um nimero real e representa a quantidade de horas que a
empresa dedicou no dia para vender o produto (0 < x < 6). Em um dia em que o volume de vendas
estimado foi de R$ 500,00, o valor utilizado para x, em horas, é tal que

(A)1<xs<2.

(B)2<x<3.

(C)3<x=4.

(D)4 <x<5.

(E)5<x<6.

06. (PREF. ARARAQUARA/SP - AGENTE DA ADMINISTRACAO DOS SERVICOS DE
SANEAMENTO - CETRO/2012) O conjunto solucdo da equacdo: (16¥-1)*+1 = gx*+x+4 g

(A)S={2,3}

(B) S={-1, 4}

(C) S={0, 6}

(D)S={4,1}

07. (TJ/PR - Técnico Judiciario — TJ/PR/2014) Apds o processo de recuperacdo de uma reserva
ambiental, uma espécie de aves, que havia sido extinta nessa reserva, foi reintroduzida. Os biélogos
responsaveis por essa area estimam que o numero P de aves dessa espécie, t anos apds ser
reintroduzida na reserva, possa ser calculado pela expresséo

b 300
~ 74+8x(0,5)¢

De acordo com essa estimativa, quantos anos serdo necessarios para dobrar a populacao inicialmente
reintroduzida?

(A) 2 anos.

(B) 4 anos.

(C) 8 anos.

(D) 16 anos.

08. (CREA/PR — ADMINISTRADOR — FUNDATEC/2013) Se 5" + 57 = 10, o valor de 25" + 25™ é
(A) 100.

(B) 98.

(C) 75.

(D) 50.

(E) 68.

09. (SANEAR - FISCAL - FUNCAB/2013) Sendo 2%**1=128 ey =5. x - 3, o valor de y2, é:
(A) 49

(B) 36

(C) 25

(D) 16

(E) 9

Respostas
01. Resposta: C.
3*+1(5+373) = 408
371 (5+ =) = 408
x+1 (136 _
3++1 (22) = 408

3*+1 = 408 - 2-
136
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3x+1 =81

3*.3=81
3* =27
3x =33
x =3

02. Resposta: B.
3.3%)2—4-3*+1=0
3=y
3y2—4y+1=0
A=16—-12=4
(4+2)
-6

1
=1y, = §
Voltando:

03. Resposta: E.
1 1

—+—=8

X1 X

(X2 + X1) _
X1 .XZ

Sendo x1+x2=-b/a

E x1.x2=c/a

(-2) _

X al__Z_g
¢ c
a

-b=8

b=-8

04. Resposta: D.
5%-25 =100

5% =4

52x — (5x)2 =42 = 16

05. Resposta: B.
05=(1,2)*-1
1,5 =1,2%
1,22=1,44
1,23=1,728
Portanto, 2 < x < 3.

06. Resposta: A.
(42x-2)x+1 = 4x2+x+4
(2x-2)(x+1)=x2+x+4
2X2+2X-2X-2=X2+Xx+4
X2-x-6=0
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A=1+24=25
1+5
X =—
2
[+5_,
X1 = ) =
_1-5_
Xy = 2 =

07.Resposta: B.

Vamos verificar quantos animais foram reintroduzidos inicialmente (t = 0):
=30 __ 3% _ 3% _30 (populagdo inicial)
7+8x%(0,5)° 7+8X1 15 populac

Populacéo dobrada: 2. 20 = 40
Assim:

300
40 = 7+8%(0,5)t

40.(7 +8. 0,5%) = 300
7+8.05 = %

8.05t=75-7
0,5t = 22
8
0,5t = 0,0625 = 0,5*
Excluindo as bases (0,5), temos que t = 4 anos.

08. Resposta: B.
Elevando ao quadrado:

(5" + 5 )% = 107

52" 4+ 2.5". 57" + 572 = 100
5.5 m=50=1
52 4 5720 = 100 — 2

52n 4+ 572n =98

25=52

09. Resposta: A.
128=2"

23X+l = o7
3X-1=7
X=2
Y=5.2-3=7
Y2=72=49
INEQUACAO EXPONENCIAL

Assim como as equacgfes exponenciais, as inequacdes sdo aquelas cujo a variavel se encontra no
expoente. Sao representadas por uma desigualdade >, <, < ou 2.

Exemplos:
» 22=128
x 2
> () <6)
3 3
7 4F+4=5 0=

6> 0
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= Resolucao de inequacgao exponencial

Resolver uma inequacdo exponencial é achar valores para variavel que satisfaca a sentenca
matematica.

Antes de resolver uma inequacdo exponencial, deve-se observar a situacdo das bases nos dois
membros, caso as bases sejam diferentes, reduza-as a uma mesma base e, em seguida, forme uma
inequacao com 0s expoentes. Atente-se as regras dos sinais:

° G { Caso a > 1, mantenha o sinal original.

Exemplos:

A) 22128

Por fatoracéo, 128 = 2.

2x2 2" =» como as bases sdo iguais e a > 1, basta formar uma inequagéo com os expoentes = x =7
S={xeR|x27}

x 2

n(3) <(3)
3 3
Como as bases sdo iguais entdo igualamos os expoentes: x < 2. E como as bases estédo

compreendidas entre O e 1, inverte-se o sinal, logo: x > 2.
S={xeR|x>2}

C)4*+4>5.2

Perceba que, por fatoracdo, 4* = 22*e 22 é o mesmo que (2*)2. Vamos reescrever a inequacao, temos:
(22+4>5.2%

Chamando 2* de t, para facilitar a resolucéo, ficamos com:

t2+ 4> 5t

t? — 5t + 4 > 0, observe que caimos em uma equacgao do 2° grau, resolvendo a equagcao encontramos
as raizes damesmat =1et’=4. Como a> 0, concavidade fica para cima; e isto também significa que
estamos procurando valores que tornem a inequacao positiva, ficamos com:

t<lout>4

Retornando a equacéo inicial:

t=2x

2<1=>» x<0 = lembre-se que todo numero elevado a 1 é igual ao préprio nimero, e que todo
nuamero elevado a zero € igual a 1.

2X>4 > 2X>22 = x>2,

S={xeR|x<0oux>2}

Questdes

01. A soma das raizes da equagado 5% 21 = 5625 é:
(A) -4
(B) -2
€)1
(D) 2
(E)4

02. (PUC-SP) Na funcéo exponencial
y = 22-% determine os valores de x para os quais 1<y<32.
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Respostas
01. Resposta: D.
-2
5X*-20+1l = 54, 42 _2x41=4 »x2—2x—3=0 —>Asomadasralzesedadapor—ae - = 2

02 . Devemos determinar esta inequacéo obtendo nimeros em mesma base numérica.
1 <24 3
1=2° e32=2° comissoteremos que:
20 o x4 o 95
Como agora temos somente nimeros na base numérica 2, podemos escrever essa desigualdade em
relacdo aos expoentes.
0 < x2 — 4x < 5 = Vamos fazer cada desigualdade separadamente:
0 < x2 — 4x = Devemos encontrar as raizes da equacdo do segundo grau x>-4x=0 e comparar o
intervalo de valores em relagédo a desigualdade.
—-4x=0=2>x=0ex’=4
Devemos comparar a desigualdade em trés intervalos, (o intervalo menor que o X, o intervalo entre X
e X’ e o intervalo maior que Xx”).
Para valores menores que X’, teremos o seguinte:
x=—1 —=0={-1)"—4{—-4) = 0=5 {desiguladade verdadeira)

Portanto, os valores menores que x = 0 satisfazem essa inequacao. Vejamos valores entre O e 4.
x=2—- 0=<22-42 = 0= —4 (Falso)

Portanto, ndo é um intervalo valido. Agora os valores maiores que 4.
¥x=5—= 0<5—-45-=0 <5 (verdadeiro)

Portanto para a desigualdade 0 < x? — 4x a solucéo é:
S={xeR|x<0ex>4}

6) Funcao Logaritmica: - Definicdo de logaritmo, propriedades
operatorias; - Graficos, dominio, imagem e caracteristicas da funcéo

L il P c ~ . ~ - .
logaritmica; - Equagbes e inequagdes logaritmicas.

Toda equacédo que contém a incognita na base ou no logaritmando de um logaritmo é denominada

eqtfagao Iogarlatmlca Abaixo temos alguns exemplos de equacdes logaritmicas:
0g, I =

log 100 = 2
Tlc::-g f25r = 41
Slog 4 = 8
log_ﬁ_E ir =1

Perceba que nestas equacdes a incégnita encontra-se ou no logaritmando, ou na base de um
logaritmo. Para solucionarmos equacfes logaritmicas recorremos a muitas das propriedades dos
logaritmos.

= Solucionando Equacdes Logaritmicas

Vamos solucionar cada uma das equacdes acima, comec¢ando pela primeira: 1052 ¢ =13
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Segundo a definicio de logaritmo nés sabemos que: 1°8; £ = 3 & 2% = 7

logox éiguala8 2 = r¢ = £ =2.2.2 = 1 =38

De acordo com a definicdo de logaritmo o logaritmando deve ser um numero real positivo e ja que 8
€ um numero real positivo, podemos aceita-lo como solu¢édo da equacao. A esta restricdo damos o nome
de condic&o de existéncia.

log 100 = 2

Pela definicdo de logaritmo a base deve ser um namero real e positivo além de ser diferente de 1.
. ~ - ~ . ~ . ’ “
Entdo a nossa condicdo de existéncia da equacéo acima é que: £ € Fi — {1}

Em relacdo a esta segunda equacao nés podemos escrever a seguinte sentenca:
logz 100 = 2 = I‘E = 100

Que nos leva aos seguintes valores de Xx:

r = —10
rl = 100 = r = 44100 =

r = 10

Note que x = -10 ndo pode ser solugéo desta equacao, pois este valor de x ndo satisfaz a condi¢cdo de
existéncia, ja que -10 € um namero negativo.

Ja no caso de x = 10 temos uma solugéo da equacao, pois 10 € um valor que atribuido a x satisfaz a
condicao de existéncia, visto que 10 € positivo e diferente de 1.

Tlog, 625r = 42
Neste caso temos a seguinte condigédo de existéncia:
6252 >0 = £ > g% = ¢ >0

Voltando a equacgéo temos:

flog, 645r = 42 = log, 6i5r = % = log; 6i5r = 6

Aplicando a mesma propriedade que aplicamos nos casos anteriores e desenvolvendo os calculos
temos: Como 25 satisfaz a condi¢cdo de existéncia, entdo S = {25} é o conjunto solu¢do da equacao. Se
guisermos recorrer a outras propriedades dos logaritmos também podemos resolver este exercicio assim:

:t’lOgSIZE@EE:I:?I':EE

Lembre-se que 1©8y (M - N} = logy M + logy Ng g6 |0gs 625 = 4, pois 5* = 625.

dlog, 6% = 3

Neste caso a condicdo de existéncia em funcdo da base do logaritmo é um pouco mais complexa:
2 >0=1r>9 = 1>0

1
E, além disto, temos também a seguinte condicao: 1z ?é l =« ?é 1

Portanto a condicdo de existéncia é: ¥ € R} — {%}

Agora podemos proceder de forma semelhante ao exemplo anterior: Como x = 2 satisfaz a condi¢do
de existéncia da equacao logaritmica, entdo 2 é solucdo da equacdo. Assim como no exercicio anterior,
este também pode ser solucionado recorrer11do-se a ozutra prolpriedade dos logaritmos:

0L _q_, 4T =
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Neste caso vamos fazer um pouco diferente. Primeiro vamos solucionar a equacéo e depois vamos

verificar quais sdo as condicdes de existéncia: Entdo x = -2 € um valor candidato a solu¢do da equacao.
Vamos analisar as condicdes de existéncia da base -6 - x:

Veja que embora x # -7, x ndo é menor que -6, portanto X = -2 n&o satisfaz a condigéo de existéncia e

nao pode ser solucdo da equacdo. Embora ndo seja necessario, vamos analisar a condi¢cdo de existéncia
do logaritmando 2x:

2r >0 = ¢ >10

Como x = -2, entdo x também néo satisfaz esta condicdo de existéncia, mas ndo € isto que eu quero
gue vocé veja. O que eu quero que vocé perceba, é que enquanto uma condi¢do diz que x < -6, a outra
diz que x > 0. Qual é o numero real que além de ser menor que -6 é também maior que 0?

Como nédo existe um numero real negativo, que sendo menor que -6, também seja positivo para que
seja maior que zero, entdo sem solucionarmos a equagao n0s podemos perceber qgue a mesma nao
possui solucao, ja que nunca conseguiremos satisfazer as duas condi¢cées simultaneamente. O conjunto
solugéo da equacdao € portanto S ={}, ja que nado existe nenhuma solugéo real que satisfaca as condicdes
de existéncia da equacao.

= Funcdo Logaritmica

A funcéo logaritmo natural mais simples € a funcéo y=fo(x)=Inx. Cada ponto do grafico & da forma (x,
Inx) pois a ordenada é sempre igual ao logaritmo natural da abscissa.

O dominio da funcdo In é Ry=10=lg 4 imagem é o conjunto R =] te]
O eixo vertical € uma assintota ao grafico da funcéo. De fato, o gréfico se aproxima cada vez mais da reta
x=0

O que queremos aqui é descobrir como é o gréfico de uma funcédo logaritmica natural geral, quando
comparado ao grafico de y=In x, a partir das transformagdes sofridas por esta fun¢do. Consideremos uma
funcdo logaritmica cuja expressao € dada por y=f;(X)=In x+k, onde k é uma constante real. A pergunta
natural a ser feita é: qual a acdo da constante k no grafico dessa nova funcdo quando comparado ao
grafico da funcao inicial y=fo(X)=In x ?

Ainda podemos pensar numa fungao logaritmica que seja dada pela expressao y=f,(x)=a.ln x onde a
€ uma constante real, a *0. Observe que se a=0, a funcéo obtida ndo sera logaritmica, pois sera a
constante real nula. Uma questéo que ainda se coloca é a consideracdo de fun¢des logaritmicas do tipo
y=f3(X)=In(x+m), onde m é um numero real ndo nulo. Se g(x)=3.In(x-2) + 2/3, desenhe seu gréfico, fazendo
os gréficos intermediérios, todos num mesmo par de eixos.

y=a.ln(x+m)+k

Conclusdo: Podemos, portanto, considerar fungdes logaritmicas do tipo y = fa(x) = a In (X + m) + Kk,
onde o coeficiente a ndo é zero, examinando as transformagdes do gréafico da fungcédo mais simplesy = fo
(x) = In x, quando fazemos, em primeiro lugar, y=In(x+m); em seguida, y=a.ln(x+m) e, finalmente,
y=a.ln(x+m)+k.

Analisemos 0 que aconteceu:
- em primeiro lugar, y=In(x+m) sofreu uma transla¢éo horizontal de -m unidades, pois x=-m exerce 0
papel que x=0 exercia em y=In x;
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- a seguir, no gréfico de y=a.In(x+m) ocorreu mudanca de inclinagdo pois, em cada ponto, a ordenada
€ igual aguela do ponto de mesma abscissa em y=In(x+m) multiplicada pelo coeficiente ga;
- por fim, o grafico de y=a.In(x+m)+k sofreu uma translacéo vertical de k unidades, pois, para cada

abscissa, as ordenadas dos pontos do grafico de y=a.ln(x+m)+k ficaram acrescidas de k, quando
comparadas as ordenadas dos pontos do gréafico de y=a.In(x+m).

O estudo dos gréficos das fungdes envolvidas auxilia na resolugdo de equagdes ou inequagdes, pois
as operacdes algébricas a serem realizadas adquirem um significado que € visivel nos graficos das
funcbes esbocados no mesmo referencial cartesiano.

Funcéo logaritmica de base a é toda fungdo J*R% =R definida por /12) = 198, fcom o € Rie
a1
Podemos observar neste tipo de funcéo que a variavel independente x € um logaritmando, por isto a

denominamos funcgéo logaritmica. Observe que a base a € um valor real constante, ndo € uma variavel,
mas sim um numero real.

. " . ~ . . .
A funcéo logaritmica de B+ =+ F¢ inversa da funcéo exponencial de F— E4e vice-versa, pois:
logb-:e::x{:}ﬁg:a:

= Representacao da Func¢ao Logaritmica no Plano Cartesiano

Podemos representar graficamente uma funcdo logaritmica da mesma forma que fizemos com a
funcdo exponencial, ou seja, escolhendo alguns valores para x e montando uma tabela com os
respectivos valores de f(x). Depois localizamos os pontos no plano cartesiano e tragamos a curva do
grafico. Vamos representar graficamente a fungéo flz) = log e como estamos trabalhando com um
logaritmo de base 10, para simplificar os calculos vamos escolher para x alguns valores que sao poténcias
de 10:

0,001, 0,01,0,1,1,10e 2.

Temos entdo seguinte a tabela:

X y = log x
0,001 y-=log0,001=-3
0,01 y =log 0,01 = -2

0,1 y=log0,1=-1

1 y=log1=0

10 y=log10=1

29

Ao lado temos o grafico desta fungao logaritmica, no qual localizamos cada um dos pontos obtidos
da tabela e os interligamos através da curva da funcao: Veja que para valores de y < 0,01 os pontos estdo
guase sobre o0 eixo das ordenadas, mas de fato nunca chegam a estar. Note também que neste tipo de
funcdo uma grande variacdo no valor de x implica numa variagdo bem inferior no valor de y. Por exemplo,
se passarmos de x = 100 para x = 1000000, a variacdo de y sera apenas de 2 para 6. Isto porque:
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F{100) = log 100 = 2

F(1000000) = log 1000000 = &

= Funcéo Crescente e Decrescente

Assim como no caso das funcBes exponenciais, as fun¢des logaritmicas também podem ser
classificadas como funcé&o crescente ou funcdo decrescente. Isto se dara em funcdo da base a ser

maior ou menor que 1. Lembre-se que segundo a definicdo da funcao logaritmica f:[ﬁfi-—*[ﬁ, definida
por /() = 108, % temosque ¢ > De @ F1

= Funcédo Logaritmica Crescente

& flz] = log,
o
1 o1 2z 3 a4 5 & 7 X

Se ¢ > ltemos uma fungéo logaritmica crescente, qualquer que seja o valor real positivo de x. No
grafico da funcdo ao lado podemos observar que a medida que x aumenta, também aumenta f(x) ou y.
Graficamente vemos que a curva da fun?éo € crescente. Também podemos observar através do grafico,

que para dois valor de x (x; e x2), que 1984 T2 * 108, T1 © T3 > Ti ig10 para x4, x2 € a ndmeros
reais positivos, com a > 1.

= Funcédo Logaritmica Decrescente

Se 0 < a < ltemos uma funcéo logaritmica decrescente em todo o dominio da funcdo. Neste
outro grafico podemos observar que a medida que x aumenta, y diminui. Graficamente observamos que
a curva da funcao é decrescente. No grafico também observamos que para dois valores de x (X1 € Xz),
que loga Iy < loga 19 o5 > T1 isto para X1, X2 € a ndmeros reais positivos, com 0 <a < 1. E
importante frisar que independentemente de a funcdo ser crescente ou decrescente, o grafico da funcéo
sempre cruza o eixo das abscissas no ponto (1, 0), além de nunca cruzar o eixo das ordenadas e que o

loga Ty = loga 1 & I) = T1, isto para X1, X2 € a nimeros reais positivos, com a # 1.
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Questdes

01. (PETROBRAS-GEOFISICO JUNIOR — CESGRANRIO) Se log x representa o logaritmo na base
10 de x, entdo o valorde ntal quelogn =3 -log 2 é:

(A) 2000

(B) 1000

(C) 500

(D) 100

(E) 10

02. (MF — Assistente Técnico Administrativo — ESAF/2014) Sabendo-se que log x representa o
logaritmo de x na base 10, calcule o valor da expresséo log 20 + log 5.

(A)5

(B) 4

©)1

(D) 2

(B)3

Respostas

01. Resposta: C.
logn=3-log 2
logn+log2=3*1
onde 1 = log 10 entao:
log (n*2)=3*log 10
log(n*2) = log 10 "3
2n = 10"3

2n = 1000
n=1000/2

n =500

02. Resposta: D.
E =10g20 + log5
E =log(2 x 10) + log5
E =log2 + log10 + log5
E =1og10 + log (2 x 5)
E =1og10 + log10
E =2logl0
E=2
EQUACAO LOGARITIMICA

Existem equacdes que ndo podem ser reduzidas a uma igualdade de mesma base pela simples
aplicacdo das propriedades das poténcias. A resolucdo de uma equacdo desse tipo baseia-se na
definicéo de logaritmo.

a*=b - log,b,com0<a+1eb>0.

Existem quatro tipos de equacdes logaritmicas:

1°) Equacgdes redutiveis a umaigualdade entre dois logaritmos de mesma base:
log, f(x) = log, g(x)
A solucéo pode ser obtida impondo-se f(x) = g(x) > O.

Exemplo:

logs2x+4 = logs3x+1
Temos que:
2X+4=3x+1
2Xx—-3x=1-4
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—Xx==3
x=3
Portanto, S = {3}

2°) Equacdes redutiveis a umaigualdade entre dois logaritmos e um numero real:

log, f(x) = r
A solucéo pode ser obtida impondo-se f(x) = .

Exemplo:

log35x+2=3

Pela definicdo de logaritmo temos:
5x+2=3°

5x+2=27

5x =27 -2

5x =25

X=5

Portanto S = {5}.

3°) Equacgbes que sao resolvidas por meio de uma mudanca de incognita:

Exemplo:
(logyx)? —3.log,x = 4
Vamos fazer a seguinte mudanca de incognita:

log,x = y.

Substituindo na equacéo inicial, ficaremos com:

y2—3y=4 Como log, x = y, entdo:

ou
y2—3y—4=0

log,x=4—->x= 4*>x =256

A= (—3)2—4-1-(—4) =25 Ou

sl s > 1
: 2.1 4
y=4ouy=-1 Portanto, S={ji,256}

4°) EquagOes que envolvem utilizagéo de propriedades ou de mudanca de base:

Exempilo:
log(2x+ 3) + log(x+2) = 2logx

Usando as propriedades do logaritmo, podemos reescrever a equagao acima da seguinte forma:
log[(2x+3)(x+2)] =logx?

Note que para isso utilizamos as seguintes propriedades:
logx-v=logx +logy
logx™ =n-logx

Vamos retornar a equacao:

log[(2x + 3)(x + 2)] = logx?

Como ficamos com uma igualdade entre dois logaritmos, segue que:
(2x+3)(x + 2) = x?

ou

2X2 + 4X + 3X + 6 = X2

22 —x2+7x+6=0
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X¥+7x+6=0
A=72—4-1-6=25
. —TENER —T7+b
T
X=-loux=-6

Lembre-se que para o logaritmo existir o logaritmando e a base devem ser positivos. Com os valores
encontrados para x, o logaritmando ficara negativo. Sendo assim, a equacao nado tem solucdoou S = @.

INEQUACAO LOGARITMICA

A forma de se resolver a inequacgdo logaritmica € a mesma da equacgdo, mas € preciso ter muito
cuidado quando abase for0 <a < 1.
S&o dois tipos de inequagédo logaritmica.
1°) Inequacdes redutiveis a uma desigualdade entre logaritmos de mesma base:
log, fx) < log, g&x)
Neste caso ha ainda dois casos a considerar

a>1 O<ax<1
Nesse caso, a relagdo entre f(x) e Nesse caso, a relagdo entre f(x) e
g(x) tem o mesmo sentido que a g(x) tem sentido contrario a
desigualdade entre os logaritmos. desigualdade entre os logaritmos.
log, f(x) < log, gx) = 0 < f(x) < g(x) log, f(x) < log, gx) = f(x) > gx) > 0

Exemplo:

A inequacao log;(3x — 2) <logz x

Temos a seguinte condigdo: 0 <3x -2 <Xx.
Fazendo cada membro da equacao separadamente:
0<3x=2=2>x>23()
X—2=<Xx=>2x<2=>x=<1(Il)

Da intersecao de (1) com (ll), resulta:
S={xeR|2/3<x=1}.

2°) Inequacdes redutiveis a uma desigualdade entre um logaritmo e um nimero real:

log,fx) >r ou log,fx) <r

Para resolver uma inequacao desse tipo, basta substituir r por log, a”; assim teremos:
log, f(x) < r equivale a log, f(x) < log, a"
log, f(x) > r equivale a log, f(x) > log, a"

Exemplo:
A inequacao log;(4x—1) < 3.

1
log;(4x—1) <3 —>logz;(4x—1)<log33® > 0<4x—1<27 »1<4x< 28 —>Z<x<7
S={xeR|1/4<x<T}

Questdes

01. (ESCOLA DE SARGENTO DAS ARMAS — COMBATENTE/LOGISTICA — TECNICA/AVIACAO -
EXERCITO BRASILEIR0O/2013) O logaritmo de um produto de dois fatores ¢ igual & soma dos logaritmos
de cada fator, mantendo-se a mesma base. ldentifique a alternativa que representa a propriedade do
logaritmo anunciada.
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(A) Logb(a.c )= logba + logbc
(B) Logb(a.c) = logb(a + ¢)
(C) Logb(a + c) = logba.loghc
(D) Logb(a + c) = logb(a.c)
(E) Loge(a.c) = logba + logfc

02. (FUSA/PR — AGENTE COMUNITARIO DE SAUDE - UNIUV/2013) Aplicando as propriedades de
logaritmo na equagéao log A - log B = 0, teremos:

(AVA.B=0

(B)A.B>0

(C)A=B

(D)A/B=0

(E) A é oinverso de B

03. (ESCOLA DE SARGENTO DAS ARMAS —MUSICA — EXERCITO BRASILEIR0O/2012) Sabendo
gue log P = 3loga - 4logb + 1/2logc, assinale a alternativa que representa o valor de P.

(dados: a=4,b=2ec =16)

(A) 12

(B) 52

(©) 16

(D) 24

(E) 73

04. (SESI/PA — NUTRICIONISTA — FIDESA/2012) Para calcular o pH de um efluente, os técnicos do

departamento de controle ambiental utilizam a formula: pH = log (ﬁ) onde |H*|é a concentragéo de
fons H+ nas amostras do efluente. Considerando que a concentracédo de ions é |H*|=5x10° elog 2 =0,3,
0 pH das amostras coletadas desse efluente € de:

(A) 3,6

(B) 4,3

(©) 6,4

(D) 7,2

05. (LIQUIGAS — ASSISTENTE ADMINISTRATIVO — CESGRANRIO/2012) Qual é o produto das
raizes da equacao [log(x)]? - log(x®) - 3=0?

(A) - 3.000

(B)-3

(C) 0,001

(D) 100

(E) 1.000

Respostas
01. Resposta: A.

02. Resposta: C.
log(A/B)=0

Pela propriedade do log:
A/B=1

A=B

03. Resposta: C.
1
log P = loga® — logb* + logc2

1
c2
- 3
log P = log (a b_4>
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= MAXI
E=tduca

04. Resposta: B.

1
1)
PH =198 \[5x10-5]

pH = log(0,2x10°)
pH =1log 0,2 + log10°

2
pH = log (E) + 5log10

pH =log 2 —log 10 + 5log10
pH=0,3-1+5=4,3

05. Resposta: D.
[log(x)]>- 2logx - 3 =0
Fazendo logx=y
y?-2y-3=0
A=4+12=16

_Zi4
Y=
y1 =3

y2=-—1

Substituindo:

Log x=3

X=103=1000

Log x=-1

X=10'=0,1

Produto das raizes: 1000-0,1=100

7) Trigonometria: - Trigonometria no triangulo (retangulo e qualquer); - Lei
dos senos e lei dos cossenos; - Unidades de medidas de arcos e angulos: o
grau e o radiano; - Circulo trigonomeétrico, razdes trigonométricas, reducao ao
1° quadrante; - Fungdes trigonométricas, transformacdes, identidades

i* trigonométricas fundamentais, equacdes e inequacgdes trigonométricas em R; -
Férmulas de adicdo de arcos, arcos duplos, arco metade e transformacdo em
produto; - As funcdes trigonométricas inversas e seus graficos, arcos notaveis;
e sistemas de equacdes e inequacdes trigonométricas e resolucéo de
triangulos.

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

A palavra trigonometria significa: tri (trés), gono (angulo) e metria (medida), traduzido mais ou menos
para estudo das medidas de trés angulos. A figura que tem trés angulos chama-se Triangulo. No inicio
estudaremos a trigonometria no triangulo retangulo, ao final deste estudo temos duas leis: Lei dos senos
e Lei dos cossenos que “jogam” a trigonometria para os demais triangulos que nao séo retangulos.
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Em todo tridngulo retangulo os lados recebem nomes especiais. O maior lado (oposto do angulo de
90°) é chamado de Hipotenusa e os outros dois lados menores (opostos aos dois angulos agudos) sédo

chamados de Catetos.
Observe a figura:

- a é a hipotenusa.

- b e ¢ sdo os catetos.

Para estudo de Trigonometria, sdo definidos no tridngulo retangulo, trés razbes chamadas

trigonométricas: seno, cosseno e tangente.

sen = medida do cateto oposto
" medida da hipotenusa

medida do cateto adjacente
medida da hipotenusa

- C0S =

tg = medida do cateto oposto
9 medida do cateto adjacente

c

No tridangulo acima, temos:
b c
-sena = — % _ -» senf = -
a ‘s“ "o' Q
c ‘_a" “\‘~‘ b
- cos@ = —~ cosp =~
b c
-t a=- t -_—
g& =7 98 b

Como podemos notar, sena = cosf3 e senfS = cosa.
Em todo triangulo a soma dos angulos internos € igual a 180°.

No triangulo retangulo um angulo mede 90°, entao:
90° + a + B =180°

a+p=180°-90°

a+p=90°
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Quando a soma de dois angulos é igual a 90°, eles sdo chamados de Angulos Complementares. E,
neste caso, sempre o0 seno de um sera igual ao cosseno do outro.

= Valores Notaveis
A tabela a seguir representa os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos de 30°, 45° e 60°,

considerados os trés angulos notaveis da trigonometria.

30° | 45° | G6O°
sen| 1 [y2 |43
2 1 2|2
cos | V3|42 | 1
2122
I-Q -..."§
? 1 I,.l"g

= Rela¢cfes Fundamentais da Trigonometria (ou Identidades Trigonométricas)

) sen?+cos?=1

sen

) tgx =

cosx

) cotgx = :oﬂ

enx

1
VI) secx = —
cosx

V) cossecx =
senx

Nestas relacdes, além do senx e cosx, temos: tg (tangente), cotg (cotangente), sec (secante) e cossec
(cossecante).

Questdes

01. Um avido levanta voo formando um angulo de 30° com a horizontal. Sua altura, em metros, apos

ter percorridos 600 m sera:
(A) 100
(B) 200
(C) 300
(D) 400
(E) 500

02. (UDESC) Sobre um plano inclinado devera ser construida uma escadaria.

B

30° 20cm

280.v3 cm

Sabendo-se que cada degrau da escada devera ter um altura de 20 cm e que a base do plano inclinado
medem 280+/3 cm, conforme mostra a figura acima, entéo, a escada devera ter:
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(A) 10 degraus
(B) 28 degraus
(C) 14 degraus
(D) 54 degraus
(E) 16 degraus

03. (FUVEST) A uma distancia de 40 m, uma torre € vista sob um angulo a, como mostra a figura.
=N

Sabendo que sen20° = 0,342 e cos20° = 0,940, a altura da torre, em metros, sera aproximadamente:
(A) 14,552
(B) 14,391
(C) 12,552
(D) 12,391
(E) 16,552

04. (U. Estécio de Sa) Simplificando a expressao y = sen172 cotg17°.cotg73°.sec73°, encontramos:
(A)-2

B)-1

€2

D)1

(E)5

05. Qual das afirmativas abaixo é falsa:
(A) sen®x + cos®>x = 1
(B) tgx — senx

COoSsX
(C) sen?x + cos?x = 1
1
cosx

(D) secx =

(E) cossecx = -
senx

Respostas

01. Resposta: C.
Solucgéo: do enunciado temos a seguinte figura.

600 m

30°

600 m é a hipotenusa e h é o cateto oposto ao angulo dado, entdo temos que usar 0 seno.

cat. oposto
sen30° = —————
hipotenusa
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l:é% > 2h =600 h=600: 2 =300 m

02. Resposta: C.
Soluc&o: para saber o nimero de degraus temos que calcular a altura BC do triangulo e dividir por 20

(altura de cada degrau). No triangulo ABC, BC e AC s&o catetos, a relacdo entre os dois catetos € a
tangente.

tg30° = cat.oposto _j

cat.adjacente AC

B - I 33B80=280y3.y3> 3BC=280.3 > BC=280cm

Numero de degraus = 280 : 20 = 14

03. Resposta: A.
Solucao: observando a figura, nés temos um tridngulo retangulo, vamos chamar os vértices de A, B e

A 40m g
Como podemos ver h e 40 m séo catetos, a relacao a ser usada é a tangente. Porém no enunciado

foram dados o sen e o cos. Entdo, para calcular a tangente, temos que usar a relagéo fundamental:
0,342

sena _
tga = — 2 tga = 0920 = tga = 0,3638
tga =2 3 0363 =2 3 h=400,363 S h=14552m

04. Resposta: D.
Solugéo: temos que usar as relagdes fundamentais.

= sentT" cosl7" _cosTI 1
y= ‘sendT senT3Y _cosTE

__cos17°

" sen73°

Sendo 17° + 73° = 90° (4ngulos complementares), lembrando que quando dois angulos séo
complementares o seno de um deles é igual ao cosseno do outro, resulta que sen73° = cos17°. Entdo:

__cos17°

cos17°

05. Resposta: A.
Solucéo: tedrico.
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TRIGONOMETRIA EM UM TRIANGULO QUALQUER

As relagfes trigonométricas se restringem somente a situagdes que envolvem tridngulos retangulos.

Na situacdo abaixo, POR é um triangulo obtusangulo, entdo ndo podemos utilizar das relagdes
trigonométricas conhecidas. Para situagdes como essa, utilizamos a lei dos senos ou a lei dos cossenos,
de acordo com 0 mais conveniente.

Importante sabermos que:

sen x = sen (180° - x)

COS X = - €0s (180° - x)

5
100m
20°
x
= Lei dos senos:
- b _
senzi— sen§ - senf’
Resolvendo a situacéo da figura, temos:
Iremos aplicar a lei dos senos:
100  x
senl20®  send5"
100  x
senbl)®  sendS®
Pela tabela de razbes trigonométricas:
{2
serds®= —
2
3
Em'lﬁﬂ"=?

= Lei dos cossenos

a2 = b2 + ¢c2 - 2*b*c*cosA
b2 = a2 + ¢2 - 2*a*c*cosB
cZ2=a?+ b2 - 2*a*b*cosC

Exemplo:
Analise 0 esquema abaixo:
Se optarmos pelo bombeamento da 4gua direto para a casa, quantos metros de cano seriam gastos?
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Caixa &' dzna
60°
S0m 80m
rio casa
X
x2 = 502 + 802 - 2*50*80*c0s60°
x2 = 2500 + 6400 — 8000*0,5
x2 = 8900 — 4000
X2 = 4900
X=70m
Seriam gastos 70 metros de cano.
Questdes

01. Em um triangulo, os lados de medidas 6V3 cm e 8 cm formam um angulo de 30°. Determine a
medida do terceiro lado.

02. Determine o valor do lado oposto ao angulo de 60°. Observe figura a seguir:

> i \

T \x

6 cm

03. No tridngulo abaixo, pede-se determinar o valor de x:

30°

45%

8cm

Respostas

01. De acordo com a situacéo, o lado a ser determinado é oposto ao angulo de 30°. Dessa forma,
aplicamos a formula da lei dos cossenos da seguinte maneira:

X2 = (6V3)2 +82-2*6Y3 * 8 *cos 30°

x2=36*3+64-2*6V3*8*3/2

x2 =108 + 64 — 96 * V3 * V/3/2

X2=172-48*3

x2=172-144
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X2 =28
x=2v7 cm

02. Pela lei dos cossenos
X2=62+82-2*6*8*cos 60°
X2=36+64-96*1/2

X2 =100 — 48
x2 =52

VX2 = V52
x=2V13

03. Pela lei dos senos:
X 8

sen45°  sen30°
x.sen30° = 8.sen45°

1_8\/2
x.z— x
x=8V2cm

CICLO TRIGONOMETRICO

Dada uma circunferéncia trigonométrica contendo o ponto A=(1,0) e um ndmero real X, existe sempre
um arco orientado AM sobre esta circunferéncia, cuja medida algébrica corresponde a x radianos.

Seno: No plano cartesiano, consideremos uma circunferéncia trigopnométrica, de centro em (0,0) e raio
unitario. Seja M=(x',y") um ponto desta circunferéncia, localizado no primeiro quadrante, este ponto
determina um arco AM que corresponde ao angulo central a. A projecéo ortogonal do ponto M sobre o
eixo OX determina um ponto C=(x',0) e a projecéo ortogonal do ponto M sobre o eixo OY determina outro
ponto B=(0,y").

A medida do segmento OB coincide com a ordenada y' do ponto M e é definida como o seno do arco
AM que corresponde ao angulo a, denotado por sen(AM) ou sen(a).

vk

sen(a)

Como temos varias determinagdes para 0 mesmo angulo, escreveremos sen(AM)=sen(a)=sen(a+2k
)=y

Para simplificar os enunciados e definicdes seguintes, escreveremos sen(x) para denotar o seno do
arco de medida x radianos.

Cosseno: O cosseno do arco AM correspondente ao angulo a, denotado por cos(AM) ou cos(a), é a
medida do segmento OC, que coincide com a abscissa X' do ponto M.
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Como antes, existem varias determinagdes para este angulo, razéo pela qual, escrevemos cos(AM) =
cos(a) = cos(a+2k) = X'

Tangente

Seja a reta t tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto A=(1,0). Tal reta é perpendicular ao
eixo OX. A reta que passa pelo ponto M e pelo centro da circunferéncia intersecta a reta tangente t no
ponto T=(1,t"). A ordenada deste ponto T, é definida como a tangente do arco AM correspondente ao
angulo a.

Assim a tangente do angulo a é dada pelas suas varias determinagdes: tan(AM) = tan(a) = tan(a+k )
= WAT) =t

Podemos escrever M=(cos(a),sen(a)) e T=(1,tan(a)), para cada angulo a do primeiro quadrante. O
seno, 0 cosseno e a tangente de angulos do primeiro quadrante sédo todos positivos.

Um caso particular importante € quando o ponto M estd sobre o eixo horizontal OX. Neste caso:
cos(0)=1, sen(0)=0 e tan(0)=0

Ampliaremos estas no¢des para angulos nos outros quadrantes

Angulos no segundo quadrante

Se na circunferéncia trigonométrica, tomamos o ponto M no segundo quadrante, entdo o angulo a entre
0 eixo OX e o segmento OM pertence ao intervalo fT/2<a<7f. Do mesmo modo que no primeiro
guadrante, 0 cosseno esta relacionado com a abscissa do ponto M e 0 seno com a ordenada deste ponto.
Como o ponto M=(x,y) possui abscissa negativa e ordenada positiva, 0 sinal do seno do angulo a no
segundo quadrante é positivo, 0 cosseno do angulo a é negativo e a tangente do angulo a é negativa.

Outro caso particular importante é quando o ponto M esta sobre o eixo vertical OY e neste caso: cos(
TT/2)=0 e sen(T/2)=1
A tangente ndo esta definida, pois a reta OM nao intercepta a reta t, pois elas sédo paralelas.

Angulos no terceiro quadrante

O ponto M=(x,y) esta localizado no terceiro quadrante, o que significa que o angulo pertence ao
intervalo: 7TT<a<37T/2. Este ponto M=(x,y) é simétrico ao ponto M'=(-x,-y) do primeiro quadrante, em
relacdo a origem do sistema, indicando que tanto a sua abscissa como a sua ordenada sdo negativos. O
seno e o cosseno de um angulo no terceiro quadrante sdo negativos e a tangente é positiva.

f
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Em particular, se a=7T radianos, temos que cos(f)=-1, sen(f)=0 e tg()=0

Angulos no quarto quadrante

O ponto M esta no quarto quadrante, 3T/2<a< 27T. O seno de angulos no quarto quadrante € negativo,
0 COSSeno é positivo e a tangente € negativa.

Quando o angulo mede 37/2, atangente nao esta definida pois a reta OP ndo intercepta a reta t, estas
sdo paralelas. Quando a=37T/2, temos: cos(37/2)=0, sen(37/2)=-1

Simetria em relagédo ao eixo OX

Em uma circunferéncia trigonométrica, se M € um ponto no primeiro quadrante e M' o simétrico de M
em relacdo ao eixo OX, estes pontos M e M' possuem a mesma abscissa e as ordenadas possuem sinais
opostos.

Ya m /1T
ﬁc‘ra
N

M. Tl

Sejam A=(1,0) um ponto da circunferéncia, a o angulo correspondente ao arco AM e b o angulo
correspondente ao arco AM', obtemos:

sen(a) = - sen(b)

cos(a) = cos(b)

tg(a) = - tg(b)

Simetria em relacdo ao eixo OY

Seja M um ponto da circunferéncia trigpnométrica localizado no primeiro quadrante, e seja M' simétrico
a M em relacdo ao eixo OY, estes pontos M e M' possuem a mesma ordenada e as abscissa sao
simétricas.

Sejam A=(1,0) um ponto da circunferéncia, a o angulo correspondente ao arco AM e b o angulo
correspondente ao arco AM'. Desse modo:

sen(a) = sen(b)

cos(a) = - cos(b)
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tg(a) = - tg(b)

Simetria em relacdo a origem

Seja M um ponto da circunferéncia trigopnométrica localizado no primeiro quadrante, e seja M' simétrico
de M em relagdo a origem, estes pontos M e M' possuem ordenadas e abscissas simétricas.

T-T'
Ya M

AN
:‘/E

‘M

Sejam A=(1,0) um ponto da circunferéncia, a o angulo correspondente ao arco AM e b o angulo
correspondente ao arco AM'. Desse modo:

sen(a) = -sen(b)

cos(a) = - cos(b)

tg(a) = tg(b)

Senos e cossenos de alguns angulos notaveis
Uma maneira de obter o valor do seno e cosseno de alguns angulos que aparecem com muita

frequéncia em exercicios e aplicacbes, sem necessidade de memorizacdo, € através de simples
observacao no circulo trigonomeétrico.

o
2% 2 i
37 2 B 3 7L
2 —
I/ 2 \4
sz /1N 7 TN
Ny ! = 5
T @Ee 1 1z E/”
zZ 2 2 2 Z2 2
1
7T = 117
V- ERN N/
T\ 3 /7%
47 F o
3 —
3T 3
2

Considerando x a medida de um arco no ciclo trigonométrico, entao os valores de X, tais que 0° < x <
360°, estdo presentes nos seguintes quadrantes:

Primeiro quadrante: 0° < x < 90°

o.

n
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Segundo quadrante: 90° < x < 180°

ARy
N

180°

Terceiro quadrante: 180° < x < 270°

LD,
N

Quarto quadrante: 270° < x < 360°

L1
N

Os valores dos arcos também podem aparecer em radianos, 0 < x < 21T

/’
o

Primeiro quadrante: 0 < x < 1r/2

L]

N

Segundo quadrante: /2 <x <Tr
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Terceiro quadrante: 1T < x < 31/2

Quarto quadrante: 3m/2 < x < 21

E importante conhecer a localizag&o dos angulos nos quadrantes, isto facilitar4 a construgdo dos arcos
trigonométricos, pois cada ponto no ciclo esta associado a um arco.

Por exemplo:

- O arco de medida 11/6 rad ou 30° esta localizado no 1° quadrante.

- O arco de medida 311/4 rad ou 135° esta localizado no 2° quadrante.

- O arco de medida 711/6 rad ou 210° esta localizado no 3° quadrante.

- O arco de medida 511/3 rad ou 300° esta localizado no 4° quadrante.

- O arco de medida 11/3rad ou 60° esta localizado no 1° quadrante.

Questbes

01.Unindo as extremidades dos arcos da forma (3n+2)1/6, para n=0,1,2,..., obtém-se qual dos
poligonos regulares?

(A) Quadrado

(B) Hexagono

(C) Octogono

02. Calcule a primeira determinacgéo positiva do conjunto de arcos de mesma extremidade que o arco
A de medida: A= 810 graus.

Respostas

01. Resposta: A.
Quadrado, pois tomando An como os arcos para n=0,1,2,..., teremos:
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AO= 5pi/6, Al= 8pi/6, A2=11pi/6, A3=14pi/6, A4=17pi/6=5/6+2.

Isto quer dizer que para n=4 temos a segunda determinagcédo do arco 5pi/6 e para n>4 0s arcos
coincidem com os arcos determinados anteriormente Além disso, estes 4 pontos dividem a circunferéncia
em 4 partes iguais pois eles estdo 3/6=pi/2 (rad) distantes um do outro. Assim as extremidades dos arcos
determinam um quadrado. a0

Al

Az

02. Para o arco de 810° devemos obter quantas voltas completas este arco tem pois 810°>360°.

810|_360
S0 2

Este resultado significa que precisaremos dar duas voltas completas e mais 90° para completarmos o
arco de 810°. Assim a primeira determinacao positiva sera 90°.

IDENTIDADES OU RAZOES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTAIS
Aqui aprenderemos relagdes que sao fundamentais para a resolugéo de questdes trigonomeétricas.
Relacdo | —sen? x + cos? x = 1, para todo x € [0, 21

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo OPP,, obtermos a férmula acima.

Exemplo:
Dado sem x = 1/3, com 11/2 < X < 11, obter cos Xx.
Usando a relagcédo fundamental, temos:

1\? 1 8 8 2+/2
<§) +coszx=1—>c052x:1—§:§—>cosx=i\/;=i7\/_
Como o intervalo esta compreendido /2 < x < T, notamos que X estd no 2° quadrante, e

. 2+/2
consequentemente, cos X < 0., assim teremos cosx = —;—F

sen x
)

Relagéo Il - tgx = paratodo x # g +kmkeZ

Cos x

O eixo (vertical) das tangentes é obtido ao se tangenciar, por uma reta, o ciclo no ponto A, origem da
contagem dos arcos.
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$6nos 4 tangentes
AT

Alg x

LU

003 xX' JA cossencs

=» Valores Notaveis

tgg senos¢ tangentes
Pela relagao fundamental II, temos: L,
SenE Q . ,"_ﬂ L wl
T 4 _ 2 . 4
tg—=—F="2==1 N "o
4 cosz V2 Q cossenos
2 /

Se observamos a figura ao lado, o quadrilatero formado
confirma o valor acima encontrado.
. 13 T
93¢ 9%

e tg , tan gen‘es

Pela relagdo fundamental Il, temos:

T Sen% @

COS§ -

2

T 1
; T Seng 7 \/:)_’
g—= = = —_
6 COS% \/_?—’ 3

2

Exemplo:
3 . R . .
Para calcular tg T", devemos unir o centro a extremidade do arco, prolongando esse segmento até o

eixo das tangentes.

* { langentes
R S { 1
£ 4
\‘,
/ \
' N ] -
[ 0N Jo
\_ | 3x
-—.._cf":f_x P |

Notando a congruéncia entre os trés angulos assinalados, concluimos que:
t i t r 1

Podemos resolver também pela relagéo fundamental Il:
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sn_sen’y

tg— = —5= = =-1
4 COS_T[ _Q
4 2
m_senly
4 COS—T[ \/_Z
4 2

OUTRAS IDENTIDADES OU RAZOES TRIGONOMETRICAS

Relagdo Ill - cotgx = ==, paratodox # km,keZ

senx'

Assim como para a tangente para a cotangente também € necessario acoplar um eixo externo, porém
ele é feito no ponto B, que corresponde a 11/2 radianos.

A Senos
cotg x D

4
B k.
2 cotangentes
p.| cos X
2 P
sen x
X -
Q/ cossenos

Relagéo IV —secx = ﬁ paratodo x ¢§+k1r,keZ

A Senos

t
X = S Cossenos

A
!) (secantes)

Relacdo V — cossecx = L paratodo x + km ke Z

senx !

senos
(cossecantes)

ﬁ = P
X -
Wcossen’os

Exemplos:

S5m 1 1
1) cossec— = ———=——= —/2
4 sen %Tn V2

) T 1 _1_2
A T
cos>= 5
51 cos% —\/7§ 3
3)cotg?= L1 = 3
sen? E
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Questdes

01. (SAMAE — CONTADOR - FUNTEF/PR/2013) Considerando que senlﬂ—0 = ‘54_1, o valor de cos 1"—0 é:

) V10 +2v5
4

) V10 — 25
4

©)> fﬁ

(D) -1/2
(E) 1/4

02. (SANEAR - FISCAL - FUNCAB/2013) Sendo cos x =1/2 com 0° < x < 90°, determine o valor da
expressao E = sen? x + tg? x.

(A) 9/4

(B) 11/4

(C) 13/4

(D) 15/4

(E) 17/4

03. (SABESP — ANALISTA DE GESTAO | -CONTABILIDADE — FCC/2012) O grafico da funcg&o f(x)
= c0s2x — sen3x + cos X, no intervalo [0,217], intercepta o eixo das abscissas em trés pontos distintos (a,0),
(b,0) e (c,0), sendo a < b <c. Nessas condicfes, a diferenga (c — b) vale

(A) /3

(B) 21 /3

C)m

(D)1 /6

(E) 511 /6

04. (COBRA TECNOLOGIA - TECNICO DE OPERACOES - DOCUMENTOS/QUALIDADE -
ESPP/2012) O valor da expressao sec(180°) +[ sen(-45°)]? cossec(450°)+ cos?(315°) é igual a:

(A) 2

(B) -1

©)1

D)o

05. (ESCOLA DE SARGENTO DAS ARMAS — COMBATENTE/LOGISTICA — TECNICA/AVIACAO -
EXERCITO BRASILEIRO/2012) A soma dos valores de m que satisfazem a ambas as igualdades
senx=(m+1)/m e cos x=(m+2)/m é

(A)S

(B)6

©) 4

(D) -4

(E)-6

Respostas

01. Resposta: A.
Sen2x + cos?2x = 1

V51
(5

2
) +cos’x =1

\/§—1>2

2 =1-
coSs“x < )
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2y _q_ 372V5+1
cCoS“Xx = 1\?_
6 — 2+/5
2 :1_
coS~Xx 16
, 16 6—2V5
coS x—16 16
" _10—2\/§
coS“Xx = 16
10+ 25
COSXZT

02. Resposta: D.
Sen2x + cos?x = 1
1 2
2 - =1
sen“x + ( 2)

sen’x=1——
4

240 —
sen“x 2
V3
senx=i7

Como esta no primeiro quadrante
V3

senx = +—
2

E = sen’x +tg®x = sen’x + —— =
cos?x

sen’x <\/§)
03. Resposta: B.

sen?x +cos’x =1

sen’x = 1 — cos*x

Substituindo na fungéo:

f(X) = cos?x - (1 - cosx) + cosx

f(X)=cos2x + cos2x + cosx - 1

f(xX)=2cos2x + cosx - 1

f(X)=0=2cos2x + cosx -1

A=14+8=9
-143
cosx=T
-1+3 1
Cosx = = -
1-3 2
cosx =——=—1
4
/3
K%
51
C—_
3
b=m
51 2T
—p=_g==
3 3

04. Resposta: D.

1
sec 180 —m =-1
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2

sen(—45) = —sen 45 = —\/7_

450 | 360
a0
450° = t _ 1 _ 1
cossec " sen450 sen90

360 —315=45

2
cos 315° = cos 45 = \/7—

Substituindo:
2 2

—1+<—\/—§> .1+<‘/—§> =—1+§+2=—1+1=0

2 2 4

05. Resposta: E.
sen?x + cos?x =1

m+1\*>  /m+2\°

() (2 =
m m

m2+2m+1+m2+4m+4

2 2 1=0

m>+2m+1+m?+4m+4-m? =0
m?+6m+5=0
S =-b/a
S=-6/1=-6
FUNCAOTRIGONOMETRICA

No circulo trigonométrico temos arcos que realizam mais de uma volta, considerando que o intervalo
do circulo é [0, 211], por exemplo, o arco dado pelo numero real x = 511/2, quando desmembrado temos:
X = 511/2 = 411/2 + 1/2 = 211 + 11/2. Note que o arco da uma volta completa (211 = 2*180° = 360°), mais
um percurso de 1/4 de volta (11/2 = 180°2 = 90°). Podemos associar o numero x = 511/2 ao ponto P da
figura, o qual é imagem também do numero 11/2. Existem outros infinitos numeros reais maiores que 21
e que possuem a mesma imagem. Observe:

Sx

2

N>

N

/

9m1/2 = 2 voltas e 1/4 de volta
1311/2 = 3 voltas e 1/4 de volta
1711/2 = 4 voltas e 1/4 de volta

Podemos generalizar e escrever todos os arcos com essa caracteristica na seguinte forma: 11/2 + 2k,
onde k € Z. E de uma forma geral abrangendo todos os arcos com mais de uma volta, x + 2Kkrr.

Estes arcos sao representados no plano cartesiano através de fung¢des circulares como: fun¢éo seno,
funcéo cosseno e fungéo tangente.
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=» Caracteristicas da fun¢ao seno

E uma fungdo f : R — R que associa a cada nimero real x o seu seno, entdo f(x) = senx. O sinal da
funcao f(x) = senx é positivo no 1° e 2° quadrantes, e é negativo quando x pertence ao 3° e 4° quadrantes.
Observe:

2R 14
3 3

/
sz AN K
Y

|4

o

------
................................................
v v

s

"1
H

=» Caracteristicas da fun¢ao cosseno

E uma fungéo f : R — R que associa a cada nimero real x o seu cosseno, ent&o f(x) = cosx. O sinal
da fungéo f(x) = cosx é positivo no 1° e 4° quadrantes, e € negativo quando x pertence ao 2° e 3°
quadrantes. Observe:

-
it

Ccos X

Q—»q—»...
o+
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j—
=Fduca

Grafico da funcéo f(x) = cosx

g

---------

=» Caracteristicas da func¢ao tangente

E uma fungdo f: R — R que associa a cada nimero real x a sua tangente, entéo f(x) = tgx.

Sinais da funcgéo tangente:

- Valores positivos nos quadrantes impares.
- Valores negativos nos quadrantes pares.

- Crescente em cada valor.

BB

Gréfico da funcdo tangente

7

trigonométrica inversa

= Funcéao

Mas, para cada uma delas,

inio.

s

todo o seu dom

fveis em

t

ricas nao sao inver

t

é
podemos restringir o dominio de forma conveniente e definir uma funcao inversa.

As funges trigonom

- A funcdo inversa do seno, denotada por arcsen, € definida como:

x
o
<
3



=MA)
y=arcsenix) < x=sen(y) & ye [—%,%}
L3
X = sen(y) 2 ¥ = arcsen(x)
A A
|
_____________ 1 . VI A
i _% H 1! : L
A 7y Y4B “x
i A=
2
- Grafico do Dominio e Imagem do Arsec
¥ = sen (x) ¥ = arcsen (x)
A ¥ A
g1 R L¥=x p, ) I
2 L 2 ]
{fommmmmaa tf----- A !
- . o |
2 : e 2 _1 ! ! e _1 : e
: X 1 W x i 1 “x
| Ty 7 |
1 : | i
e -1 S SRR !
Fa I
N SEEEEE - ] -n
2 2
Dam=[—£,£] Dom =[-1,1]
2 2
fm = [-1,1] I = —E,E]
[ 22

- A funcdo inversa do cosseno, denotada por arccos, é definida como:
y=arccos(x) < x=cos(yy & ye[0m]

4
X = cos(¥) ¥ = arccos(y)

A ¥
n 1]

1>/
\ 4

»

- Grafico do Dominio e Imagem do Arccos
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¥ = arccos(x)

h
T

- A func@o inversa da tangente, denotada por arctan, é definida como:
y=arctan(x) <= x=tan(y) e ye [—E E]

2 2
z
x = tan(¥) = vy =arctan({y)
I Y . I y/h
I [ I 1 n
1 1 1 1 T
I 1 I N T
| 1 | 1
1 1 1 1
I 1 I 1
| 1 | 1
1 1 1 1 il N el ey
1 1 1 1 T
—_ 1 j[l F, r[l 1 9 }

I -2 I 1 X
I I e | ¥
1 1 1 1 I T B
I 1 I 1 2
1 1 1 1
I 1 I 1
I 1 I N e b _____
1 1 1 1
I 1 I 1
I 1 I 1
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- Grafico do Dominio e Imagem do Arctan
¥ = tan (x) ¥ = arctan (x)
W/ A
I I
I I
| | T
i ) S
— A7 ¥ >
2: :2 ﬁ{ ______
I | -
| 1 2
| 1
I |
Dom = —E,E Dom = IR
2 2
In =1R Im = —1,1]
2
lim tani{x) = —m lim arctan{x) = -x
x> — + X —>—to 2
lim tani{x) = 4+m lim arctan({x) = x
x—)E_ x—>+co 2
2

Questdes
01. Qual o dominio e o conjunto imagem da funcdo y = arcsen 4x?
02. Calcule y = tg(arcsen 2/3)
03. Resolver a equacéo 2*sen(3x) + 1 =0
04. Ache o o conjunto solugédo da equacao sen (5x) + sen (2x) =0

Respostas
01. Podemos escrever: 4x = seny. Dai, vem:

\X

Parax: -1 £4x £ 1 b -1/4 £ x £ 1/4. Portanto, Dominio = D = [-1/4, 1/4].Para y: Da defini¢cao vista acima,

deveremoster -p/2E£y £p/2.
Resposta: D =[-1/4, /4]l elm =[-p/2, p /2].
Analogamente definiriamos as fungdes arco coseno e arco tangente.

02. Sejaw = arcsen 2/3.

Podemos escrever senw = 2/3. Precisamos calcular o cosw. Vem: sen2w + cos2w = 1 (Relag&o

Fundamental da Trigonometria). Substituindo o valor de senw vem:
(2/3)2 + cos2w = 1 de onde conclui-se: cos2w =1 — 4/9 = 5/9.
Logo:

cosw =+ O 5/3. Mas como w = arcsen 2/3, sabemos que o0 arco w pode variar de —90° a +90°, intervalo

no qual o coseno é positivo. Logo: cosw = +0 5 /3.
Temos entdo: y = tg(arcsen 2/3) = tgw = senw / cosw = [(2/3) / (0 5/3)] =2/0 5
Racionalizando o denominador, vem finalmente y = (20 5)/ 5 que € o valor de y procurado.

03. Seja 2*sen(3x) + 1 =0
A solucao é 3x = 711/6 rad, pois sen 711/6 = - 1/2. Assim, temos: sen 3x = sen 711/6
Entao: 3x = 711/6 + 2ktm ou 3x = - 11/6 + 2kt , K E R.
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X =71/18 + 2k11/3 ou x = - 11/18 + 2k11/3
Concluimos que o conjunto solugéo é:
S ={xE R/x=7m/18 + 2kmi/3 ou x = - /18 + 2km1/3, K E Z}

04. Observe que é possivel transformar o 1° membro em um produto; além disso, o 2° membro é zero.
Assim sendo, lembrando que sen p + senq=2*senp +q/2*cosp-q/ 2, temos:

2*sen 5Xx + 2x /2*cos 5x - 2x /2 =0 =>» sen 7x/ 2*cos3x/2=0=> sen 7x/ 2=0o0u cos 3x/2=0

Parasen 7x/ 2 =sen 0, temos: 7x/ 2 = ki, KE Z. Portanto: 7x=2km =2 x=2km/7,kE Z

Para cos 3x/ 2 = cos 11/2, temos: 3x/2=1/2 + ki, KE Z.

Entao: 3x =1+ 2km=>» x= 11/ 3 + 2kmi/ 3, KE Z.

O conjunto solucéo é: S={xE R/ x=1/3 + 2kni/ 3ou x = 2k1/ 7, kK E Z}

Obs: esse mesmo problema poderia ser resolvido assim:

sen (5x) + sen (2x) = 0 =» sen (5x) = - sen (2x)

como: - sen (2x) = sen (- 2xX) desse modo temos:

5x = - 2x + 2k1T ou 5x = 1T - (-2X) + 2kTT, k E Z, dai obtemos:

x=2km/ 7oux=1/3+2km/ 3, KEZ

EQUACOES TRIGNOMETRICAS

Para que exista uma equacdo qualquer € preciso que tenha pelo menos uma incégnita e uma
igualdade.

Agora, para ser uma equacao trigopnomeétrica é preciso que, além de ter essas caracteristicas gerais,
€ preciso que a funcéo trigopnométrica seja a fungdo de uma incégnita.

sen X = Ccos 2x

sen 2x—cos 4x=0

4.sen3x—-3.senx=0

Sao exemplos de equacdes trigonométricas, pois a incognita pertence a funcéo trigonométrica.

X2 +sen30°. (x+1)=15

Esse é um exemplo de equacdo do segundo grau e ndo de uma equacao trigonométrica, pois a
incégnita ndo pertence a funcéao trigonométrica.

Grande parte das equacOes trigonométricas € escrita na forma de equacdes trigonométricas
elementares ou equagdes trigonométricas fundamentais, representadas da seguinte forma:
sen x =sen d
COS X = COS
tgx=tga

Cada uma dessas equagdes acima possui um tipo de solucdo, ou seja, de um conjunto de valores que
a incégnita devera assumir em cada equacao.

= Resoluc¢do da 12 equacédo fundamental

- Sen x =sen a

Para que dois arcos x e a da primeira volta possuam 0 mesmo seno, € necessario que suas
extremidades estejam sobre uma Unica horizontal. Podemos dizer também que basta que suas
extremidades coincidam ou sejam simétricas em relagéo ao eixo dos senos.

Assim, os valores de x que resolvem a equagao sen x = sen a (com a conhecido) sdo x = a ou x = TT-
a. Veja a figura:
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-Cos x =cos a
Para que x e a possuam 0 mesmo Cosseno, € necessario que suas extremidades coincidam ou sejam

simétricas em relacdo ao eixo dos cossenos, ou, em outras palavras, que ocupem no ciclo a mesma
vertical.

)

~ cosX

A

-1 0 1 cossenos

—'-'-f
2T -

Nessas condi¢des, com a dado, os valores de x que resolvem a equagao Cos X = COS 0 S80: X = a ou
X = 217- Q.

-Tgx=tga
Dois arcos possuem a mesma tangente quando sao iguais ou diferem T radianos, ou seja, tém as

extremidades coincidentes ou simétricas em relagdo ao centro do ciclo.
tangentes
lgx=tga=1tg (te+mn)

1,

T+ \\

Assim temos X = a ou X = a £TT como raizes da equacgéo tg x = tg a

=> Solucéo geral de uma equagéo
Quando resolvemos uma equacao considerando o conjunto universo mais amplo possivel,

encontramos a sua solugdo geral. Essa solu¢ao € composta de todos os valores que podem ser atribuido
a incognita de modo que a sentenca se torne verdadeira.

Exemplo:
Ao resolver a equacao sen x = % no conjunto dos reais ( U=R), fazemos:

Sen x =% =» sen x = sen T1/6 > lx=%+2kﬂ oux = 5?"+2kn,kez
Obtendo todos os arcos x( por meio da expressao geral dos arcos x) que tornam verdadeira a sentenca
sen x =%
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Portanto: S={x € R| x=1/6 + 2ktr ou x = 511/6 + 2k, k € Z)

Questao

01. (Bombeiros MG) As solugfes da equacao trigonométrica sen2x — 1/2 = 0, que estdo na primeira
determinacgéo séao:

(A) x=T1/12 ou x = 311/24

(B) x=1/12 ou x = 511/12

(C) x=m/6 ou x = 311/12

(D) x = 11/6 ou x = 511/24

Resposta

01.Temos entao: sen2x = 1/2

Os arcos cujo seno € 1/2 sao 11/6 e 511/6.
Resolvendo:

2x = 11/6

x=T1/12

ou

2x = 511/6

X = 51/12

INEQUAGOES TRIGNOMETRICAS

Semelhantemente ao que ocorre com as equagdes trigonométricas do tipo sen X = seny e cos X = C0S
y ou com equagdes trigonométricas do tipo tg x = tg y, uma inequacédo é dita inequagao trigonomeétrica
guando é verificada a ocorréncia de alguma funcao trigonométrica em pelo menos um dos lados da
desigualdade. Ao trabalhar com esse tipo de inequacdo, normalmente € possivel reduzi-la a alguma
inequacao conhecida, que € chamada de inequacao trigonométrica fundamental.

Vejamos os seis tipos de inequagdes trigonométricas fundamentais:
1°tipo) sen x >n (sen x 2 n)

Seja n o0 seno de um arco y qualquer, tal que 0 < n < 1. Se sen x> n, entdo todo x entreyem -y &
solugcdo da inequacéo, assim como podemos ver na parte destacada de azul na figura a seguir:
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Representacdo da solugdo da inequacao trigonométrica do tipo senx > n

A solucéo dessa inequacéo pode ser dada na primeira volta do ciclo trigopnométricocomo S={x |y
< x < 11 — y}. Para estender essa solu¢do para o conjunto dos reais, podemos afirmar que S ={x |y +
2km<x<Tm—y+2Kkm k }ouS={x|y+2km<x<(2k+1)m-vy, k }

2° tipo) sen x < n (sen x<n)
Se sen x < n, entdo a solucao é dada por dois intervalos. A figura a seguir representa essa situacao:
A Senos

Representagéo da solucéo da inequagéo trigonométrica do tipo senx < n

Na primeira volta do ciclo, a solugéo pode ser dadacomoS ={x |0<xs<youm-y<x<2m}.No
conjunto dos reais, podemos afirmarque S ={x |2kmsx<y+2kmoutm—y+2km<x<(k+1).2mk }.

3° tipo) cos x > n (cos x 2 n)
Sejan o cosseno de um arcoy, tal que — 1 < n < 1. A solu¢do deve ser dada a partir de dois intervalos:
0=<n<1ou-1<n<0. Veja afigura a seguir:

sel<n<1 TaN se-1<n50A
y

Cossenos

Representacgdo da solugdo da inequagéo trigonomeétrica do tipo cos x > n

Para que a solucdo dessa inequacdo esteja na primeira volta do ciclo trigonométrico, devemos
apresentar S={x |0=<x<you?2m-y<=<x<2m}. Paraestender essa solugido para o conjunto dos reais,
podemos dizerque S ={x |2kmmsx<Tm+2kmmou2m—y+ 2km<x<(k+1).2m k }.
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4° tipo) cos x < n (cos X £ n)
Nesses casos, ha apenas um intervalo e uma Unica solugdo. Observe a figura a seguir:
AN

Cossenos

Representacgdo da solugdo da inequagéo trigonométrica do tipo cos x <n

Na primeira volta do ciclo, a solugédo € S = {x |y < x < 21 —y}. No conjunto dos reais, a solugdo € S
={x |y+2km<x<2m-y+2kmk }.

5° tipo) tg x > n (tg x 2 n)
Seja n a tangente de um arco y qualquer, tal que n > 0. Se tg x > n, ha duas solu¢des como podemos
ver na figura:
A 8Tangentes

N =

3n
2

Representacédo da solugdo da inequagéo trigonométrica do tipo tg x > n

A solucao dessa inequacao pode ser dada no conjunto dos reaiscomo S ={x |y +2kim<x<Tm/2 +
2Kt ou y + 11 + 2KTT < X < 311/2 + 2k711}. Na primeira volta do ciclo, temos: S={x |y<x<T/2ouy+ <
x<3m/2,k }.

6° tipo) tg x <n (tg x < n)
Esse caso é semelhante ao anterior. Se n > 0, temos:
ﬁ\ 4Tangentes

31
2

Representacgédo da solugdo da inequagao trigonométrica do tipotgx <n
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Na primeira volta do ciclo, temos como solugdo: S={x |0<x<youTm/2<x<y+Tou 3m2<x<
21}. No conjunto dos reais asolugdo é S ={x |kmsx<y+kmout/2+km<x<(k+1).mk }

TRANSFORMACOES

Estaremos aqui obtendo formulas que possibilitem encontrar fungdes circulares da soma e diferenca
de dois arcos, dobro (ou triplo) de arco e transformagdes em produto.

- Formulas de Adicao e Subtracédo de Arcos
Observe a figura abaixo:

Considerando dois arcos, a e b, cos (a + b):

:

Os arcos APQ e RAP possuem a mesma medida (a + b) e, consequentemente, as cordas AQ e PR
também tém medidas iguais.

As coordenadas dos pontos acimas sao:
A (1,0);

P (cos a, sen a);
Q(cos(a+bh),sen(a+hb)e

R (cosb, - sen b).

Aplicando as férmulas da distancia entre dois pontos chegamos a:

o gen (a+b) = sena cosb + senb  coga
* a=b=X
gen (a—Db) = sena-cosb - senb - cosa
cos(a+Db) = cosa cosb - senb  sena
a=b=YX
cos (a—=D) = cosa cosb + senb - sena
tea +teb
te(a+b) = -
A 1 -tga tegb a=b=x
tea—tab
tg(@a-b) = —————
: 1+tga-tgb

- senly =2-seny - Cosx

CO$ 2 = cos?x - sen’x
A b o
e X

tg dy = —=——

- 1 -tg?x

[EEN

) sen 105° = sen (60° + 45°) = sen 60° . cos 45° + sen 45° . cos 60°

Ba2 V2,1_V6 2 _J6+42
4 4

SN Wone i s WS
2 2 2 4

2) cos 135° = cos (90° + 45°) = cos 90° . cos 45° — sen 90° . sen 45°
02 _yuB__ 2
2 2

2

3) Demonstre que cos (21 + X) = cOSs X.
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COS (21T + X) = COS 21T . COS X —sen 21w . sen Xx=1.cos x— 0 . sen X = cos X

4) Utilizando as formulas da adigédo, desenvolva a expressao tg (1T + x).

sen sen X *cosxtsen x*cos X
cos X ¥ cos x — sen X* serx

0*cosx+sen x*(-1) —semx
— — — x
—1*cosx—0*semx —cosx z

- Arcos Duplos

Utilizado quando as formulas do seno, cosseno e tangente do arco (a + b), fazemos b = a.

£ha
P
B

N s2 e

sen2a=2'senaccosa
Cos 24 = cos’ 4 — sen’ @

31.‘! fa 11 9
(.‘?: TAEW

| —tg’ a

Exemplos:
Observe o ciclo trigonométrico:

Exo dos sence

Nele é mostrado um arco AM que mede a.

Vamos determinar:

1) sen 2a.

2) cos 2a.

3) O quadrante que esté o arco que mede 2a.
4) sen 3a.

Resolvendo temos:

1) sen 22,

Como sen 2a = 2.sen a. cos a e sabemos que sen a = 3/5, com a no 2° quadrante, encontramos o
cos através de: sen? a+ cos? a=1=» cos? a=1-9/25 =» cos? a = 16/25, como sabemos gque a pertence
ao 2° quadrante, logo o seu cosseno é negativo: cos a = -4/5.

Com isso fazemos:

Kllza=2'£'(—é~)=scn2‘;=—lt
5 » 5 25
2) cos 2a.
Como cos 2a = cos? a — sen? a, teremos:
. _ 16 _ 9 B s
cos 2a 3% >z = Cos 2a 75
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3) O quadrante que esté o arco que mede 2a.

Vamos analisar, como sen 2a < 0 e cos 2a >0 , podemos concluir que o arco gue mede 22 tem
extremidade no 4° quadrante.

4) sen 3a.

Comosen3a=sen(2a+a)=»sen3a=sen2a.cosa+sena.cos2a=>

=scn3a=(——§%).(‘_‘§)+('i).(7 )

4 117
- 25

125

= s¢n 3a=
v 5

- Arco Metade

Vamos achar valores que mede a/2, conhecendo os valores das funcdes trigpnométricas do arco que
mede a.

Vamos determinar os valores partindo do cos a, partindo dele determinamos os valores de
sen E,COSE etg E.
2 2 2

Para isso utilizaremos a seguinte formula: cos 2x = cos? x —sen? x

Vamos primeiramente ajusta-la ao nosso problema fazendo 2x = a = cos a = cos? a/2 — sen? a/2 (l)
Como temos que 0 cos? a/2 = 1 — sen? a/2:

,a ,a ,a 1—cosa
cosa=1—sen§—>25en —=1—-—cosa - sen“—= =

_ a__l_ 1—cosa
2 R 2

Se em (1) substituirmos sen? a/2 por 1 — cos? a/2

cosa—cosZg (1 COSZE)—wosa—Zcoszg—1+Cosa_)cosf_+ 1+ cosa
2 2 B 2 2 2 - *F T 2
E como:

a seng a T
tg- = 2\ com=-#==-+k.mkeZ), temos:
2 cos; 27 2

. a__l_ 1—cosa
927% [T+ cosa

- Funcgdes trigonomeétricas de arco que mede a, em funcdo da tangente do arco metade.

2tg% a#F 5 +k-mkEZ
tg a = = = -
1_(82 g 2 = 5'4*&'11’,&62
l—tg‘—“—
Cos @ = ,2
1+1tg° ‘2'
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2'tg*2*
scna =
1+ £
8

- Transformacdo da soma em produto

As férmulas abaixo relacionadas nos permitirdo transformar somas em produtos.

Lo ' + —
‘9" \M) sen p + sen g4 = 2 - sen i cos L4

e -
= 2 +
sen p—sen g = 2 - sen - 4 q-cos e
- 2
q

sl i

',"o Cos p+ cos g = 2 - COs 2 cos
= " 1*y P-4
- cos p — cos 4 = —2 sen 3 sen 5
A ANS L
Exemplos:
Vamos transformar em produtos:
1) N = sen 4x + sen 6x
Vamos chamar 4x =p e 6x = q
Usando a primeira das férmulas vistas, obtemos:
4x + 6x 4x — 6x
N = 2.sen .COS — N = 2.sen(5x).cos(—x) » N = 2.sen5x.cosx

2 2

2) N=1-sen 4x
Vamos substituir 1 por sen 11/2, obtemos: N = seng —sen 4x
Onde: /2 =pedx=q

T
7—436 7+4x

- N= 2.sen(%—2x).cos(%+2x)

Questdes

01. (PREF. AGUAS DE CHAPECO/SC - FARMACEUTICO — ALTERNATIVE CONCURS0S/2013) O
valor de (sen 90° + cos 180°) é igual a:

A0

®)3

©-1

(D) -2

02. (SANEAR - FISCAL - FUNCAB/2013) Sendo cos x =1/2 com 0° < x < 90°, determine o valor da
expressao E = sen? x + tg? x.

(A) 9/4

(B) 11/4

(C) 13/4

(D) 15/4

(E) 17/4
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03. (ESCOLA DE SARGENTO DAS ARMAS — COMBATENTE/LOGISTICA — TECNICA/AVIACAO -
EXERCITO BRASILEIRO/2012) A soma dos valores de m que satisfazem a ambas as igualdades
senx=(m+1)/m e cos x=(m+2)/m é

(A)5

(B) 6

€4

(D) -4

(E) -6

04. (PUC -SP)Setg (x+y)=33etgx=3,entdotgy éigual a:
(A)0,2
(B) 0,3
(©o0,4
(D) 0,5
(E) 0,6

Respostas

01. Resposta: A.
sen 90°=1

cos [180°] =-1
1+(-1)=0

02. Resposta: D.
Sen?x+cos?x=1

1 2
2 — :1
sen x+(2>

sen’x=1-—

3

4
V3

senx = +—
-2

Como esta no primeiro quadrante
V3

senx = +—
2

N

sen?x =

E = sen’?x + tg%x = sen’x +

sen’x <\/§)

cos?x

03. Resposta: E.
sen®x + cos’x =1

m+ 1\? m+ 2\2

(0 e
m m

m2+2m+1+m2+4m+4

2 2 1=0

m?+2m+1+m?+4m+4—-m?=0
m?4+6m+5=0

S=-b/a
S=-6/1=-6
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04. Resposta: B.
O célculo da adicdo de arcos da tangente € dado por:

tgx + tgy
tgix+y) = T-tgx.tgy

Sabendo que tg (x +y) =33 etg x = 3, temos:

33-99tgy=3+tgy
100.tgy =30

tg y = 30/100
tgy=0,3

8) Contagem e Analise Combinatdria: - Fatorial: definicéo e
operacdes; - Principios multiplicativo e aditivo da contagem; -

Arranjos, combinacdes e permutacdes; - Bindmio de Newton:
desenvolvimento, coeficientes binomiais, termo geral.

Principio fundamental da contagem: € o mesmo que a Regra do Produto, um principio combinatdrio
que indica quantas vezes e as diferentes formas que um acontecimento pode ocorrer. O acontecimento
€ formado por dois estagios caracterizados como sucessivos e independentes:

» O primeiro estagio pode ocorrer de m modos distintos.
* O segundo estagio pode ocorrer de n modos distintos.

Desse modo, podemos dizer que o numero de formas diferente que pode ocorrer em um acontecimento
€ igual ao produtom . n

Exemplo: Alice decidiu comprar um carro novo, e inicialmente ela quer se decidir qual o modelo e a
cor do seu novo veiculo. Na concessionaria onde Alice foi ha 3 tipos de modelos que séo do interesse
dela: Siena, Fox e Astra, sendo que para cada carro hd 5 op¢des de cores: preto, vinho, azul, vermelho
e prata. Qual € o numero total de op¢des que Alice podera fazer?

Resolucdo: Segundo o Principio Fundamental da Contagem, Alice tem 3x5 opc8es para fazer, ou
seja,ela podera optar por 15 carros diferentes. Vamos representar as 15 opcdes na arvore de
possibilidades:
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Generalizag6es: Um acontecimento é formado por k estagios sucessivos e independentes, com ny,
Nz, N, ..., Nk possibilidades para cada. O total de maneiras distintas de ocorrer este acontecimento é nq,
Nz, N3, ..., Nk

Técnicas de contagem: Na Técnica de contagem ndo importa a ordem.

Considere A = {a; b; c; d; ...; j} um conjunto formado por 10 elementos diferentes, e os agrupamentos
ab, ac e ca’.

ab e ac sé@o agrupamentos sempre distintos, pois se diferenciam pela natureza de um dos elemento.
ac e ca sao agrupamentos que podem ser considerados distintos ou nédo distintos pois se diferenciam
somente pela ordem dos elementos.

Quando os elementos de um determinado conjunto A forem algarismos, A ={0, 1, 2, 3, ..., 9}, e com
estes algarismos pretendemos obter niUmeros, neste caso, os agrupamentos de 13 e 31 sao considerados
distintos, pois indicam numeros diferentes.

Quando os elementos de um determinado conjunto A forem pontos, A = {A1, Az, As, A4, As..., Ag}, €

com estes pontos pretendemos obter retas, neste caso 0s agrupamentos Ay e dghy

indicam a mesma reta.

sdo iguais, pois

Concluséo: Os agrupamentos...

1. Em alguns problemas de contagem, quando os agrupamentos se diferirem pela natureza de pelo
menos um de seus elementos, os agrupamentos serdo considerados distintos.
ac = ca, neste caso o0s agrupamentos sdo denominados combinagdes.

Pode ocorrer: O conjunto A é formado por pontos e o problema é saber quantas retas esses pontos
determinam.

2. Quando se diferir tanto pela natureza quanto pela ordem de seus elementos, os problemas de
contagem serdo agrupados e considerados distintos.
ac # ca, neste caso os agrupamentos sdo denominados arranjos.

Pode ocorrer: O conjunto A é formado por algarismos e o problema é contar os numeros por eles
determinados.
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FATORIAL (1)
Na matemaética, o fatorial de um nimero natural n, representado por n!, é o produto de todos os inteiros
positivos menores ou iguais a n. A notacao n!
Por definicdo temos:
-0r=1
-1=1
-nl=n.(n-1).(n-2).(n-3)...3.2.1
Exemplo: 5! =5.4.3.2.1 =120
TECNICAS DE CONTAGEM
A matematica estuda, em particular, trés técnicas de contagem:
- Arranjo: a ordem dos elementos é importante.
- Combinagéo: a ordem dos elementos ndo importa.
- Permutacao: € um arranjo de ordem méaxima.

Formulas:

- Sendo n o total de elementos e k o nimero de elementos utilizados, temos (férmulas de arranjo,
combinagdo e permutacao simples):

Questbes
01. Quantos numeros de 3 algarismos podemos formar com os algarismos 1, 2, 3, 4e 7?

02. Uma caixa automética de banco so6 trabalha com notas de 5 reais e 10 reais. Um usuario deseja
fazer um saque de 100 reais. De quantas maneiras diferentes a caixa eletrbnica podera fazer esse
pagamento?

(A)5

(B) 6

©) 1

(D) 15

(E) 20

03. Quantos numeros diferentes e de trés algarismos distintos existem no sistema decimal de
numeracao?

04. Quantos numeros diferentes e de trés algarismos distintos podem ser formados com os algarismos
1,2,35 7e8?
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05. Quantos sé@o os anagramas da palavra BONITA?

06. Quantos sdo os anagramas da palavra BONITA que comegam com vogal e terminam por
consoante?

07. Quantos anagramas da palavra REPITO tem as letras REP juntas?

08. Quantos anagramas da palavra REPITO tem as letras REP juntas e nessa ordem?
09. Num plano sdo dados 10 pontos, trés a trés nao colineares. Pergunta-se:

a) Qual o numero total de retas determinadas por esses pontos?

b) Qual o niumero total de triangulos com vértices nesses pontos?

10. Cada selegcéo participante da copa do mundo de futebol inscreve 23 jogadores, sendo
necessariamente trés goleiros. Em cada partida, dois jogadores de cada sele¢do sao escolhidos entre Os
23 inscritos para o exame anti-doping, mas séo descartadas as possibilidades de que os dois jogadores
escolhidos sejam goleiros. De quantas maneiras possiveis estes dois jogadores podem ser escolhidos?

11. (ENEM) Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo de abertura do torneio
foi escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times para compor o grupo A. Em seguida,
entre os times do grupo A, foram sorteados 2 times para realizar o jogo de abertura do torneio, sendo que
o primeiro deles jogaria em seu proprio campo e 0 segundo seria o time visitante. A quantidade total de
escolhas possiveis para o grupo A e a quantidade total de escolhas dos times do jogo de abertura podem
ser, respectivamente, calculadas atraves de:

(A) Um arranjo e uma combinacao.

(B) Uma combinagéo e um arranjo.

(C) Um arranjo e uma permutacao.

(D) Duas combinagdes.

(E) Dois arranjos.

12. (ENEM) Uma familia de 5 pessoas possui um automovel de 5 lugares. Se apenas uma pessoa
dirige, de quantas maneiras diferentes os passageiros podem se acomodar no carro para uma viagem?

(A) 6

(B) 12

(C)24

(D) 36

(E) 120

Respostas

01. Resposta: 125.

O enunciado diz que temos que formar niumero de trés algarismos e ndo diz que sédo distintos
(diferentes), entdo podemos repetir os algarismos.

Temos 5 algarismos. Para escolher a centena temos 5 chances, para a dezena 5 chances e para a
unidades 5 chances = 5.5.5 = 125.

02. Resposta: C.
Para sacar R$ 100,00 o numero de notas de R$ 5,00 ndo pode ser impar. Entéo:
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Motasde RE500 | 0 (2| 4(6|&(10 (12|14 16|18 |20
Notasde R$ 1000 |10 | 9| &7

Contando na tabela acima temos 11 chances para sacar o dinheiro.

03. Resposta: 648.

O enunciado diz que temos que formar nimero de trés algarismos distintos (sem repeticéo).

No sistema decimal temos 10 algarismos (0 a 9). Para escolher a centena temos somente 9 chances
(n&o podemos comecar um numero por zero, 023 = 23) , para a dezena 9 chances (ndo podemos
repetir o primeiro algarismo escolhido, mas podemos colocar o zero) e para a unidades 8 chances =
9.9.8 = 648.

04. Resposta: 120.

Formar nimeros de trés algarismos distintos (sem repeti¢ao).

Temos 6 algarismos. Para escolher a centena temos 6 chances, para a dezena 5 chances e para a
unidade 4 chances = 6.5.4 = 120

05. Resposta: 720.
A palavra BONITA tem seis letras, para formar anagramas (palavras com ou sem sentido usando todas
as letras de uma outra) teremos uma permutacdo de 6 = Pg=6! =6.5.4.3.2.1 =720

06. Resposta: 216.

A palavra BONITA tem trés vogais e trés consoantes. Como 0s anagramas tem que comecar por vogal
e terminar por consoante: Para a 12 letras 3 chances (Vogais) e para a tltima 3 chances (Consoantes)
e sobra uma permutagéo de 4 letrasnomeio.V____C = 3.3.P,=9.4.3.2.1 = 216.

07. Resposta: 144.

A palavra REPITO tem seis letras. No enunciado foi dito que as letras REP tem que ficar juntas, entdo
consideramos estas trés letras como um bloco s6, sobrando outras 3. _ _ _, portanto temos uma
permutacéo de 4, porém as letras REP podem permutar entre si, = Ps.P3 =41.31 =4.3.2.1.3.2.1 = 144.

08. Resposta: 24.
Mesmo raciocinio da questéo anterior, REP formam um bloco, porém agora estas trés letras tem que
ficar nesta ordem entdo ndo havera permutacéo entre elas. = Temos somente P, = 4.3.2.1 = 24,

09. Respostas: a) 45 retas e b) 120 triangulos.

a) para formar retas temos que unir 2 pontos distintos entre os 10 dados. A ordem para unir estes 2

pontos ndo é importante, entdo temos uma combinacdo onde n = 10 e k = 3, basta substituir na formula.
10! _109.8! 90 _ 45

Croz = = =—
10272110-2)! ~ 218!~ 2

b) para formar triangulos temos que unir 3 pontos distintos entre os 10 dados, temos como no item
anterior uma combinagdo onden=10e k = 3.
10! _109.8.71 720

Cros = = =— =120
1037 31(10-3)! ~ 3217~ 6

10. Resposta: 250.

A ordem para sorteio de antidoping ndo é importante (Jodo ou Jose; José ou Jodo SA0 0S mesmos
dois jogadores) entdo temos uma combinacdo onde n = 23 e k = 2; porém temos que descontar a
possibilidade de sorteio de dois goleiros; outra combinacdo onden=3 ek =2:
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—3=253-3=250

23! 31 2322211 321! 506
21(23-2)! 2!1(3-2)! 2121 211 2

623,2 - C3,2 =

11. Resposta: B.

Para a escolha do Grupo a ordem dos 4 clubes sorteados néo é importante, pois 0 grupo sera 0 mesmo,
entdo temos uma combinacao.

Para a escolha dos dois times para o jogo de abertura a ordem é importante, pois o primeiro sorteado
fard o jogo em seu estadio, entdo temos um arranjo.

12. Resposta: C.
Temos 5 pessoas para permutar em cinco lugares dentro do carro, porém s6 uma delas dirigi e
obrigatoriamente sera o motorista, logo sobram 4 pessoas para permutar os outros 4 lugares.
P,=41=4321=24

NUMERO BINOMIAL

Sendo n e k dois nimeros naturais, 0 numero binomial de ordem n e classe k, ou simplesmente o
binomial n sobre k € um novo nimero natural representado por:

(Z):#ik),,senZk

(Z):O,sen<k

- Propriedades dos binomiais:

n n A s . - .
a) = , Como consequéncia dessa propriedade, temos que se 0s numeros naturais n, k e p
k n—k

foremtaisquenzkean-)(Z):(n)<:>k=pouk+p:n.

) () + (" ) =)
) (1) = (k4 1)
d) Temos que (g)zl, (Z)=1 e (rll)=n

TRIANGULO DE PASCAL

Definicdo: é uma tabela formada por nUmeros binomiais dispostos de tal forma que os binomiais de
mesmo numerador situam-se na mesma linha e os mesmo denominador na mesma coluna.

(o
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Resolvendo os nimeros binomiais, temos:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

BINOMIO DE NEWTON
Denomina-se Bindbmio de Newton, a todo binémio da forma (a + b)", sendo n um nimero natural.

Exemplo:
B = (3x - 2y)* (onde a = 3x, b =-2y e n = 4 [grau do binémio] ).

Exemplos de desenvolvimento de binbmios de Newton:

a)(a+b)>=a?+2ab+b?

b) (a+ b)®=a%+ 3 a%b + 3ab? + b®

c) (a+b)*=a*+4 ab + 6 a?b? + 4ab® + b*

d) (a+ b)®>=a°+5a*b + 10 a®b? + 10 a’b® + 5ab* + b°

Nota:

N&o é necessario memorizar as formulas acima, ja que elas possuem uma lei de formacdo bem
definida, sendo vejamos:

Vamos tomar, por exemplo, o item (d) acima:

Observe que 0 expoente do primeiro e Ultimos termos séo iguais ao expoente do bindmio, ou seja,
igual a 5.

A partir do segundo termo, os coeficientes podem ser obtidos a partir da seguinte regra pratica de facil
memorizacao:

Multiplicamos o coeficiente de a pelo seu expoente e dividimos o resultado pela ordem do termo. O
resultado sera o coeficiente do proximo termo. Assim por exemplo, para obter o coeficiente do terceiro
termo do item (d) acima teriamos:

5 x 4 = 20; agora dividimos 20 pela ordem do termo anterior (2 por se tratar do segundo termo) 20 =+ 2
=10 que é o coeficiente do terceiro termo procurado.

Observe que os expoentes da variavel a decrescem de n até 0 e os expoentes de b crescem de 0 até
n. Assim o terceiro termo é 10 a®b? (observe que o expoente de a decresceu de 4 para 3 e o de b
cresceu de 1 para 2).

Usando a regra pratica acima, o desenvolvimento do bindmio de Newton (a + b)’ sera:

(@a+ b)Y’ =a’ +7a’b +21 a’b? + 35 a*b® + 35 a*b* + 21 a?b® + 7 ab® + b’

Como obtivemos, por exemplo, o coeficiente do 6° termo (21 a?b®)?

Pela regra: Coeficiente do termo anterior = 35. Multiplicamos 35 pelo expoente de a que é igual a 3 e
dividimos o resultado pela ordem do termo que é 5.

Entéo, 35 x 3 = 105 e dividindo por 5 (ordem do termo anterior) vem 105 + 5 = 21, que é o coeficiente
do sexto termo, conforme se vé acima.

Observagdes:

1) O desenvolvimento do binbmio (a + b)" € um polinémio.

2) O desenvolvimento de (a + b)" possui n + 1 termos .

3) Os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos , no desenvolvimento de (a + b)" sdo iguais

4) A soma dos coeficientes de (a + b)" € igual a 2" .
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= Férmula do termo geral de um Bindmio de Newton

Um termo genérico Tk 1 do desenvolvimento de (a + b)", sendo k um namero natural, é dado por:

a) Tks1 = (Z) .a"~k_ b feito segundo os expoentes decrescentes de a.

P) T x+1= (Z).ak . b"~k feito segundo os expoentes crescentes de a.

n!
Sendo (:) ~ kin—-n)!

Questdes
01. Determine o 7° termo do bindmio (2x + 1)°, desenvolvido segundo as poténcias decrescentes de x.
02. Qual o termo médio do desenvolvimento de (2x + 3y)3?

03. Desenvolvendo o bindmio (2x - 3y)*", obtemos um polindmio de 16 termos. Qual o valor de n?
04. Determine o termo independente de x no desenvolvimento de (X + % )S.

05. Calcular 5!.

06. Calcular (g)

07. Resolver a equacao (xz—xl) = (2;)

Respostas

01. Resposta: 672x3.

Solucédo: Primeiro temos que aplicar a formula do termo geral de (a + b)", onde:

a=2x

b=1

n=9

Como queremos o sétimo termo, fazemos p = 6 na formula do termo geral e efetuamos os calculos
indicados.

Temos entao:

= e 9-6 6 — 9! 3 4 _9.8.7.6! 3 _ 3
Ton =T7= (6) (237" (1) = [(9-6)! x6!] (20)°.1 = 3.2.1.6! 8x” = 672x

Portanto o sétimo termo procurado é 672x3.

02. Resposta: 90720x*y*.
Solugéo: Temos:

a=2x
b =23y
n=28

Sabemos que o desenvolvimento do bindmio tera 9 termos, porque n =8. Orasendo T; T, T3 T4 Ts Te
Tz Tg Tg 0s termos do desenvolvimento do bindmio, o termo do meio (termo médio) sera o Ts (quinto
termo).

Logo, 0 nosso problema resume-se ao calculo do Ts. Para isto, basta fazer k = 4 na férmula do termo
geral e efetuar os célculos decorrentes. Teremos:

Tan =Ts= (2). (2084 . (By)* = —2—— . (2" . By)* = 2LE5 A 1654 grya

[(8—4)!.4]] (4'.43.2.1
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Fazendo as contas vem:
Ts =70.16.81.x* . y* =90720x** , que é o termo médio procurado.

03. Resposta: 5.

Solucgéo: Ora, se o desenvolvimento do bindbmio possui 16 termos, entdo o expoente do bindmio € igual
a l15.

Logo,

3n =15 de onde se conclui que n = 5.

04. Resposta: 20.

Solucdo: Sabemos que o termo independente de x € aquele que ndo depende de X, ou seja, aquele
gue n&o possui X.

Temos no problema dado:

a=x
-1

b_x

n==~6.

Pela formula do termo geral, podemos escrever:
— (6 6-k Ly — (6) 6-k y-k— (6 6-20
Tk+1—(k).x .(x) —(k).x X —(k).x .

Ora, para que o termo seja independente de X, o expoente desta variavel deve ser zero, pois x° = 1.
Logo, fazendo 6 — 2k = 0, obtemos k = 3. Substituindo entdo k por 6, teremos o0 termo procurado.
Temos entao:

B (6 _ 6! _6.5.43"
Ta1 =Ty = (3) X0 = [(6—3)!.31] T o3t2a1 20

Logo, o termo independente de x € 0 T4 (quarto termo) que é igual a 20.

05. Resposta: 120.
Resolugéo: 5! =5.4.3.2.1 =120

06. Resposta: 10.

s (5 _ 5! 543 _54_20 _
Resolugado: (3) T 3(5-3)  3L2t 21 2 10

07. Resposta: x =2 o0u x =4.

Resolucéo

esses dois numeros binomiais séo iguais se:
x—1=3 ou X—1+3=2x

x=3+1 ou 2=2x-X

Xx=4 ou X=2
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9) Probabilidade: - Experimento aleatério, experimento amostral,

espaco amostral, evento; - Probabilidade em espacos amostrais
equiprovaveis; - Probabilidade da unido de dois eventos; -
Probabilidade condicional; - Propriedades das probabilidades; e a
Probabilidade de dois eventos sucessivos e experimentos
binomiais.

O estudo da probabilidade vem da necessidade de em certas situacdes, prevermos a possibilidade de
ocorréncia de determinados fatos.

A histéria da teoria das probabilidades, teve inicio com os jogos de cartas, dados e de roleta. Esse é o
motivo da grande existéncia de exemplos de jogos de azar no estudo da probabilidade. A teoria da
probabilidade permite que se calcule a chance de ocorréncia de um nimero em um experimento aleatorio.

Experimento Aleatério

E aquele experimento que quando repetido em iguais condicdes, podem fornecer resultados
diferentes, ou seja, séo resultados explicados ao acaso. Quando se fala de tempo e possibilidades de
ganho na loteria, a abordagem envolve calculo de experimento aleatorio.

Se langarmos uma moeda ao chdo para observarmos a face que ficou para cima, o resultado é
imprevisivel, pois tanto pode dar cara, quanto pode dar coroa.

Se ao invés de uma moeda, o0 objeto a ser langado for um dado, o resultado ser4 mais imprevisivel
ainda, pois aumentamos o numero de possibilidades de resultado.

A experimentos como estes, ocorrendo nas mesmas condi¢des ou em condi¢cdes semelhantes, que
podem apresentar resultados diferentes a cada ocorréncia, damos o0 nome de experimentos aleatérios.

Espaco Amostral

Ao lancarmos uma moeda ndo sabemos qual seréa a face que ficara para cima, no entanto podemos
afirmar com toda certeza que ou sera cara, ou sera coroa, pois uma moeda sO possui estas duas faces.
Neste exemplo, ao conjunto

{ cara, coroa } damos o nome de espago amostral, pois ele € o conjunto de todos os resultados
possiveis de ocorrer neste experimento.

Representamos um espago amostral, ou espa¢o amostral universal como também é chamado, pela
letra S. No caso da moeda representamos 0 seu espago amostral por:

S ={cara, coroa }

Se novamente ao invés de uma moeda, o objeto a ser langado for um dado, o espaco amostral sera:

S={1,2234,56}

Evento

Quando langcamos um dado ou uma moeda, chamamos a ocorréncia deste fato de evento. Qualquer
subconjunto de um espaco amostral € um evento.

Em relacdo ao espaco amostral do langamento de um dado, veja o conjunto a seguir:

A={235}

Note que 4 C 5 (A esta contidoem S, A é um subconjunto de S ). O conjunto A é a representacao
do evento do lancamento de um dado, quando temos a face para cima igual a um ndmero primo.

Classificacdo de Eventos
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Podemos classificar os eventos por varios tipos. Vejamos alguns deles:
Evento Simples

Classificamos assim os eventos que sao formados por um Unico elemento do espaco amostral.
A ={51} é arepresentacdo de um evento simples do langamento de um dado cuja face para cima &
divisivel por5. Nenhuma das outras possibilidades sédo divisiveis por 5.

Evento Certo

Ao lancarmos um dado € certo que a face que ficara para cima, terd um namero divisor de 720. Este
€ um evento certo, pois 720=6!=6.5.4. 3. 2. 1, obviamente qualquer um dos numeros da face de
um dado é um divisor de 720, pois 720 é o produto de todos eles.

O conjunto A={2, 3,5, 6,4, 1} representa um evento certo pois ele possui todos os elementos do
espaco amostral S={1,2,3,4,5,6}.

Evento Impossivel

No langamento conjunto de dois dados qual é a possibilidade de a soma dos niumeros contidos nas
duas faces para cima, ser igual a 15?

Este € um evento impossivel, pois o valor maximo que podemos obter € igual a doze. Podemos
representa-lopor 4 = @, ou ainda por A = {}.

Conceito de probabilidade
Se em um fendbmeno aleatorio as possibilidades sdo igualmente provaveis, entdo a probabilidade de

ocorrer um evento A é:
nimners de casos favoraveis

P(A) =

muners de casos possivels

Por, exemplo, no lancamento de um dado, um ndmero par pode ocorrer de 3 maneiras diferentes
dentre 6 igualmente provaveis, portanto, P = 3/6= 1/2 = 50%

Probabilidade da Unidao de dois Eventos

Dados dois eventos A e B de um espaco amostral S a probabilidade de ocorrer A ou B é dada por:
P(AUB) =P(A) + P(B) —P(A N B)

Verificacao:

O Numero de elementos de A U B € igual a soma do nimero de elementos de A com o nimero de
elementos de B, menos uma vez o numero de elementos de A N B que foi contado duas vezes (uma em
A e outra em B). Assim temos:

n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
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Ex: Numa urna existem 10 bolas numeradas de 1 a 10. Retirando uma bola ao acaso, qual a
probabilidade de ocorrer multiplos de 2 ou multiplos de 3?

S
A é o evento “multiplo de 2.
B é o evento “multiplo de 3”.
P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB) = = += - ==L = 70%.

Probabilidade da intersecc¢éo de dois eventos

A probabilidade da intersecc¢éo de dois eventos ou probabilidade de eventos sucessivos determina a
chance, a possibilidade, de dois eventos ocorrerem simultdnea ou sucessivamente. Para o calculo desse
tipo de probabilidade devemos interpretar muito bem os problemas, lendo com atencéo e fazendo o uso
da seguinte formula:

Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral S. A probabilidade de

A N B é dada por:

p(ANnB) =p(BlA) -p(4) = p(B)- p(A|B)

Onde

p(ANB) — € a probabilidade da ocorréncia simultanea de A e B

p(A) — é a probabilidade de ocorrer o evento A

p(B | A) — é a probabilidade de ocorrer o evento B sabendo da ocorréncia de A (probabilidade
condicional)

Se os eventos A e B forem independentes (ou seja, se a ocorréncia de um nao interferir na
probabilidade de ocorrer outro), a formula para o calculo da probabilidade da intersecc¢éo sera dada por:

p(ANB) =p(A)- p(B)
Vejamos alguns exemplos de aplicacédo.

Ex. 1. Em dois lancamentos sucessivos de um mesmo dado, qual a probabilidade de sair um nimero
impar e o numero 4?

Resolugéo: O que determina a utilizagcdo da formula da intersec¢éo para resolugdo desse problema é
a palavra “e” na frase “a probabilidade de sair um numero impar € o numero 4”. Lembre-se que na

matematica “e” representa intersec¢éo, enquanto “ou” representa uniao.

Note que a ocorréncia de um dos eventos nao interfere na ocorréncia do outro. Temos, entdo, dois
eventos independentes. Vamos identificar cada um dos eventos.

Evento A: sair um numero impar = {1, 3, 5}
Evento B: sair o numero 4 = {4}
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Espaco Amostral: S ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Temos que:
. n(d) 3 1
B =6 2
n(B) 1
p(B) = 25 6

Assim, teremos:

p(ANB) =p(A)-p(B)=%%=%

Ex. 2. Numa urna ha 20 bolinhas numeradas de 1 a 20. Retiram-se duas bolinhas dessa urna, uma
apods a outra, sem reposi¢cdo. Qual a probabilidade de ter saido um nimero par e um multiplo de 5?

Solucao: Primeiro passo € identificar os eventos e 0 espaco amostral.

Evento A: sair um ndamero par = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20}

Evento B: sair um multiplo de 5 = {5, 10, 15, 20}

Espaco amostral: S={1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}

Como as duas bolinhas foram retiradas uma ap0s a outra e ndo houve reposi¢ao, ou seja, hdo foram
devolvidas a urna, a ocorréncia do evento A interfere na ocorréncia do B, pois havera na urna somente
19 bolinhas apoés a retirada da primeira.

Assim, temos que:
p(ANnB) =p(4)-p(Bl4)

Mas

Apo6s a retirada da primeira bola, ficamos com 19 bolinhas na urna. Logo, teremos:

n(B) 4
p(Bl4) = A —1_19

Assim, obtemos:

TN W
p =219 19

Questdes

01. Trés irmaos Pedro, Jodo e Luis foram brincar na rua. Supondo-se que as condi¢des de retorno
para casa sao as mesmas para cada um deles, qual é a probabilidade de Luis voltar para casa primeiro?

02. Um dado é lancado. Qual é a probabilidade de obtermos um numero divisor de 67

03. Uma bola seré retirada de uma sacola contendo 5 bolas verdes e 7 amarelas. Qual a probabilidade
dessa bola ser verde?
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04. Em uma empresa, o risco de alguém se acidentar é dado pela razdo 1 em 30. Determine a
probabilidade de ocorrer nessa empresa as seguintes situacdes relacionadas a 3 funcionarios:

a) a probabilidade de todos se acidentarem
b) a probabilidade de nenhum se acidentar

05. Um casal planeja ter 5 filhos. Qual a probabilidade de nascerem 3 meninos e 2
meninas?

Respostas

01. Como 3 é o numero total de irmaos, entdo Luis tem 1 chance em 3 de voltar para casa primeiro,
por isto a probabilidade de Luis voltar para casa antes dos seus irmaos é igual a /s.

02. Como vimos acima, o espaco amostral do lancamento de um dado é:
S={1,223,4506}
Como estamos interessados apenas nos resultados divisores de 6, o evento E é representado por:
E={1236}
Entdo n(E) = 4 e n(S) = 6, portanto:
p(E) = NE) P(E) = 3 PE) = &
(&) nz) = FIE] 5 = F(E] 3
Podemos também apresentar o resultado na forma de uma porcentagem:
PE)=% = PE) =% .10% = P(E) = 66,67%
A probabilidade de se obter um ndmero divisor de 6 é 2/; ou 66,67%.

03. Neste exercicio o0 espaco amostral possui 12 elementos, que é o numero total de bolas, portanto
a probabilidade de ser retirada uma bola verde esta na razdo de 5 para 12.
Sendo S o espaco amostral e E 0 evento da retirada de uma bola verde, matematicamente podemos

representar a r(es)olugéo assim:
nlB 3
PI:E:I = nI:.S':I = Pl:E:I = 33

A probabilidade de esta bola ser verde é °/1,

04. a) Probabilidade de todos se acidentarem
Como orisco é de 1 em 30 temos que:

101 1
T30 "30 30
_ T
~ 27000

P =0,000037

P =0,0037%

b) Probabilidade de nenhum se acidentar
Para os acidentados temos a probabilidade de 1 em 30. Nesse caso para 0s ndo acidentados temos
a probabilidade de 29 em 30. Entéo:

29 29 29

30 30 " 30
_ 24389
27000

P =0,9033
P =90,33%

05. Primeiramente, devemos observar que ndo importa a ordem de nascimento, assim, temos 6
opcoes:

- 5 meninos

- 4 meninos e 1 menina

- 3 meninos e 2 meninas

- 2 meninos e 3 meninas

- 1 menino e 4 meninas

- 5 meninas

Logo, a probabilidade de nascerem 3 meninos e 2 meninas é:

P=1/6=0,1666 = 16,66%
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10) Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares: - Operagcdes com
matrizes (adicao, multiplicacdo por escalar, transposicdo produto); -

Matriz inversa; - Determinante de uma matriz: definicéo e
propriedades; e os sistemas de equacdes lineares.

MATRIZ

A tabela seguinte mostra a situa¢do das equipes no Campeonato Paulista de Basquete masculino.

Campeonato Paulista — Classificagdo

Time Pontos
1° | Tilibra/Copimax/Bauru 20
20 COC/Ribeirao Preto 20
30 Unimed/Franca 19
40 Hebraica/Blue Life 17
5° Uniara/Fundesport 16
6° Pinheiros 16
7° Sao Caetano 16
8° Rio Pardo/Sadia 15
9o Valtra/UBC 14
100 Unisanta 14
11° Leitor/Casa Branca 14
12° Palmeiras 13
13° Santo André 13
14° Corinthians 12
15° Sao José 12

Fonte: FPB (Federagéo Paulista de Basquete)
Folha de S. Paulo — 23/10/01

Observando a tabela, podemos tirar conclusbes por meio de comparagcbes das informacgdes
apresentadas, por exemplo:

— COC/Ribeiréo lidera a classificagdo com 20 pontos juntamente com Tilibra/Bauru
— Essa informac&o encontra-se na 22 linha e 32 coluna.

= Definicdes
Chamamos de matriz m xn (m ¢ N* e n ¢ N*) qualquer tabela formada por m - n elementos (informacdes)
dispostos em m linhas e n colunas

Exemplos:
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1911 0 -2 3 € uma matriz 2 x 4

é uma matrnz 3 x 3

3 (103 } & uma matriz 1 x 3

4°) [_2 € uma matriz 2 x 1
0

—

O nome de uma matriz é dado utilizando letras maiusculas do alfabeto latino, A, por exemplo, enquanto
os elementos da matriz sdo indicados por letras latinas minasculas, a mesma do nome de matriz, afetadas
por dois indices, que indicam a linha e a coluna que o elemento ocupa na matriz.

Assim, um elemento genérico da matriz A é representado por aij.

O primeiro indice, i, indica a linha que esse elemento ocupa na matriz, e o segundo indice, j, a coluna
desse comando.

a Matriz m por n
!'J n colunas J
= =
A 92 93 - Ay,
i o0 A 8,50 85,
arn,l au:.z am.3 am.n
- -

Exemplo:
Na matriz B de ordem 2 x 3 temos:

1 0 3
B=, ) 4l
b1 =1; b2 =0; b1z =3;
D21 =2; 022 =-1; b2z =4
Observacao: O elemento b,z por exemplo, lemos assim: “b dois trés”

De uma forma geral, a matriz A, de ordem m x n, é representada por:

an  an an ... @mn

az a2 ax ... amn

A=] as1 axn a ... @
am1 am2 am3 ... damn

Ou com a notacdo abreviada: A = (@j)mxn

= Matrizes Especiais

Apresentamos aqui a nomenclatura de algumas matrizes especiais:
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- Matriz Linha

E a matriz que possui uma unica linha.

Exemplos:
A=[2 3 5]
B=[-1 0]

- Matriz Coluna
E a matriz que possui uma unica coluna.
Exemplos:
0
-1
3

#-[8

A=

- Matriz Nula

E a matriz que possui todos os elementos iguais a zero.

Exemplos:
a=[y ol
B=[o o o

- Matriz Quadrada
E a matriz que possui o nimero de linhas igual ao nimero de linhas igual ao nimero de colunas.

Exemplo:
A= [; _31] matriz quadrada de ordem 2.

Observacdes: Quando uma matriz ndo € quadrada, ela é chamada de retangular.

Dada uma matriz quadrada de ordem n, chamamos de diagonal principal da matriz ao conjunto dos
elementos que possuem indices iguais.

Exemplos:

1) {au1, a2, ass, aus} € a diagonal principal da matriz A.

3%) Dada a matriz quadrada de ordem n, chamamos de diagonal secundaria da matriz ao conjunto dos
elementos que possuem a soma dos dois indices igual an + 1.

2) {au14, a3, @32, as1} € a diagonal secundaria da matriz A.

- Matriz Diagonal

E a matriz quadrada que apresenta todos os elementos, ndo pertencentes a diagonal principal, iguais
a zero.
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Exemplo:
2 0 10
Ll s
0O 0 3

- Matriz Identidade

E a matriz diagonal que apresenta todos os elementos da diagonal principal iguais a 1.
Representamos a matriz identidade de ordem n por In.

Exemplos:

19 Iz = 2% Iz= 0O 1 0

Observacao: Para uma matriz identidade In = (&j)n xn
- Matriz Transposta

Dada uma matriz A, chamamos de matriz transposta de A a matriz obtida de A trocando-se
“ordenadamente”, suas linhas por colunas. Indicamos a matriz transposta de A por A'.

Exemplo:
1 2
A=[; (1) i,entéoAt= 0 1
3 4

Observacao: Se uma matriz A é de ordem m x n, a matriz A!, transposta de A, é de ordem n x m.
= Igualdade de Matrizes

Sendo A e B duas matriz de mesma ordem, dizemos que um elemento de matriz A é correspondente
a um elemento de B quando eles ocupam a mesma posi¢ao nas respectivas matrizes.

Exemplo:

Sendo A e B duas matrizes de ordem 2 x 2,

ai1 Agp _[b11 b12]
[a21 azz] eB_[b21 by,

S&o elementos correspondentes de A e B, os pares:
a1 € bi1; az € biz; @ € b2 @z e bz

- Definicéo

Duas matrizes A e B sdo iguais se, e somente se, ttm amesma ordem e 0os elementos correspondentes
sdo iguais.

Indica-se:

A=B

Entao:
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A= (aij)nxn eB= (bij)pxq

Observagoes: Dada umamatriz A = (aj)mxn, dizemos que uma matriz B = (bj)mxn € oposta de A quando
bj=-ajparatodo i, I<i<m,etodoj, I<j<n.
Indicamos que B = -A.

Exemplo:

3 -1 -3 1
A‘[z 4] eB_[—z —4]
_- Dizemos que uma matriz quadrada A = (a;)mxn € Simétrica quando a; = a;paratodoi /<i<m, e todo
i,Isj<nlstoé A=Al )
- Dizemos que uma matriz quadrada A = (a;)m xn € anti-simeétrica quando a; = -a;paratodo i, /<is<m,
etodoj, I <j<n.Isto é, A é anti-simétrica quando A'= -A.

= Adicao e Subtracéo de Matrizes

- Definicéo da Adicao

Dadas duas matrizes A e B, de mesma ordem m x n, denominamos soma da matriz A com a matriz B
amatriz C, de ordem m x n, cujos elementos séo obtidos quando somamos 0s elementos correspondentes
das matrizes A e B. Indicamos:

C=A+B

Assim:

O
_— 0
t NS
o B
+
1
w) D
[ I
O
|
W W2
W
N

- Propriedades da Adicéo

Sendo A, B e C matrizes m x n e O a matriz nulam s n, valem as seguintes propriedades.
- A+ B =B + A (comutativa)

-(A+B)+C=A+ (B + C) (associativa)

-A+ 0=0 +A = A (elemento neutro)

-A+ (-A) = (-A) + A = O (elemento oposto)

-(A+B)=A'"+B!

- Defini¢cé&o da Subtracgéao
Consideremos duas matrizes A e B, ambas de mesma ordem m x n. Chamamos de diferenca entre A
e B (indicamos com A —B) a soma de A com a oposta de B.

A-B=A+(B)
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Exemplo:
29 FFa s
Sendo: A=| ~ : e B= A o . entdo:
1 -2 2 1
3 8 "4 &
A-B= -
| ] -2:] Uil
A—B: i 3 2 + -4 '5
L ] -2 It 2 -1 |
A-B= "] ’]
> ) -9

Observacao: Na prética, para obtermos a subtragéo de matrizes de mesma ordem, basta subtrairmos
0s elementos correspondentes.

=» Multiplicagdo de Matrizes por um NUumero Real

- Definicéo
Consideremos uma matriz A, de ordem m x n, e um ndmero real. O produto de por A € uma matriz B,
de ordem m x n, obtida quando multiplicamos cada elemento de A por.

Indicamos:
B=aoa A
Exemplo:
1} 3
Sendo A , temos
2 B
2-1 2.3 2 6
2-A =
2:2 25 4 10

= Matrizes — Produtos

- Multiplicagcé@o de Matrizes
O produto (linha por coluna) de uma matriz A = (aj)m xp POr uma matriz B = (bj)p x n € uma matriz C =

(ci)m xn, de modo que cada elemento c; € obtido multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha i
de A pelos elementos da coluna j de B, e somando-se 0s produtos assim obtidos. Indicamos:

B=a A

Da definicdo, decorre que:

- SO existe o produto de uma matriz A por uma matriz B se o nimero de colunas de A é igual ao
namero de linhas de B.

- A matriz C, produto de Amxp por Beyxn, € do tipom xn.
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Propriedades
Sendo A uma matriz de ordem m x n, B e C matrizes convenientes e, sdo validas as seguintes

propriedades.

-(A'B) C=A (B C) (associativa)

-C (A+B)=C" A+ C:B (distributiva pela esquerda)
-(A+B) C=A"C+ B (distributiva pela direita)

-A I, =1ln A= A (elemento neutro)
-(aA)'B=A" (o B)= -(A'B)

-A- Onxp = Omxp eopxm A= Opxn

- (A B)=B'. A

Observacao: Para a multiplicagdo de matrizes ndo vale a propriedade comutativa (A - B # B - A). Esta

propriedade s é verdadeira em situacfes especiais, quando dizemos que as matrizes sdo comutaveis.

Devemos levar em consideracao os fatos seguintes:

1°) (A + B) # A2+ 2AB + B?, pois (A + B)? = (A + B)(A+B) + A2 + AB + BA + B?
29 (A - B)'# A'" B!, poais, pela 72 propriedade, devemos ter (A - B)'=B'" A'

=» Matriz Inversa

No conjunto dos numeros reais, para todo a # 0, existe um ndimero b, denominado inverso de a,

satisfazendo a condig&o:

a.b=b.a=1
o ) 1 1
Normalmente indicamos o inverso de a por — ou a™.
a

Analogamente para as matrizes temos o seguinte:

- Definicéo
Uma matriz A, quadrada de ordem n, diz-se inversivel se, e somente se, existir uma matriz B, quadrada

de ordem n, tal que:

w

A.B=B.A=In

A matriz B é denominada inversa de A e indicada por A™.

Exemplos:

o , 4 -3 _ _ 13
- Verifique que a matriz B= 1 é ainversa da matriz A= 14
Resolucéao

1 3] [4 -3] [1 0]
A.B= . =

114)[-11] [0 1]

4 -3] [1 3] [1 0]
B.A= . =

-11]]|14) |01]

ComoA.B=B.A =1, amatrizB éainversade A, isto é, B =A™,

Observacéo: E bom obser4varmos que, de acordo com a definicdo, a matriz A também ¢ a inversa de
isto €, A=B?, ou seja, A=(A1)™.

31
- Encontre a matriz inversa da matriz Az{ J, se existir.
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Resolucéao

a
Supondo que B{
C

ol ik

3a+c3b+d _ 10
2a+c2b+d| |01

b
d} € amatriz inversa de A, temos:

Assim:
3a+c=1 Bb+d=0
2a+c=0 2b+d=1

Resolvendo os sistemas, encontramos:
A=1b=-1c=-2ed=3

, [1 —1}
Assim, B=

-2 3
Por outro lado:

o 53z o

Portanto, a matriz A é inversivel e sua inversa é a matriz:

1-1
B=Al=
-2 3

Observacao: Quando uma matriz € inversivel, dizemos que ela é uma matriz ndo-singular; caso a
matriz ndo seja inversivel, dizemos que ela é uma matriz singular.

Propriedades

Sendo A e B matrizes quadradas de ordem n e inversiveis, temos as seguintes propriedades:

(A=A
_ (A-l)t: At)-l
- (AB)!=B1.A!

- Dada A, se existir A1, entdo A é Unica.

Exemplo

Sendo A, B e X matrizes inversiveis de ordem n, isolar X em (X.A)*=B.
Resolucéo

X.A)'=B=A1X'=B
Multiplicando os dois membros a esquerda por A, encontramos:
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AALX1I=AB
Como A.A1=l,, entdo:

[.X1=A.B
Como I, é elemento neutro na multiplicacdo de matrizes, temos:

X1=A.B
Elevando os dois membros da igualdade, ao expoente -1, temos:

(X)'=(A.B)*

Assim, X=(A.B)?, ou entdo X=B1.A*
O sistema obtido esta escalonado e é do 2°

Questdes

01. (PM/SE - Soldado 32 Classe — FUNCAB/2014) A matriz abaixo registra as ocorréncias policiais
em uma das regifes da cidade durante uma semana.

10 12 11 10 13 17 19°
M=l 15 18 12 11 12 10 11)
10 10 19 10 18 25 16

Sendo M=(a;)sx» com cada elemento a; representando o nimero de ocorréncia no turno i do dia j da
semana.

O numero total de ocorréncias no 2° turno do 2° dia, somando como 3° turno do 6° dia e com o 1° turno
do 7° dia sera:

(A) 61

(B) 59

(C) 58

(D) 60

(E) 62

02. (SEAP /PR — PROFESSOR DE MATEMATICA - PUC/PR/2013) As planilhas eletronicas
facilitaram varios procedimentos em muitas areas, sejam académicas ou profissionais. Na matematica,
para obter o determinante de uma matriz quadrada, com um simples comando, uma planilha fornece
rapidamente esse valor. Em uma planilha eletrbnica, temos os valores armazenados em suas células:

E

o U T SO T T T
CARENE =B T
L;w,‘gm;
- Ry ©
b D

Para obter o determinante de uma matriz utiliza-se o comando “=MATRIZ.DETERM(A1:D4)” e essa
planilha fornece o valor do determinante:

3 -1 5 -4
2 4 1 5

Se em uma outra planilha forem armazenados os valores representados a seguir,
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A
A B cC O
1 -12 0 B
2 18 -12 B
3 =] 30 -24
4
C

ao acionar o comando “=MATRIZ.DETERM(A1:C3)” o valor do determinante é:
(A) 1512

B)7

(C) 4104

(D) 2376

(E) 8424

02. (ESPCEX — CADETES DO EXERCITO — EXERCITO BRASILEIR0O/2013) O elemento da segunda

1 0 1
linha e terceira coluna da matriz inversa da matriz <2 1 0) é:
0 1 1

SE
(8)2
()0

(D) -2
E) -3

03. (CPTM — ANALISTA DE COMUNICACAO JUNIOR - MAKIYAMA/2013) Para que a soma de uma

a b

matriz A = [C d] e sua respectiva matriz transposta At em uma matriz identidade, séo condi¢cbes a serem

cumpridas:
(A) a=0e d=0
(B)c=leb=1
(C) a=1/c e b=1/d
(D) a%-b?=1 e c2-d?=1
(E) b=-c e a=d=1/2

04. (CPTM — ALMOXARIFE — MAKIYAMA/2013) Assinale a alternativa que apresente o resultado da
multiplicac&o das matrizes A e B abaixo:

4= ) 8= %55
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05. (PM/SP — SARGENTO CFS - CETRO/2012) Considere a seguinte senten¢a envolvendo matrizes:

G D+G =05 7)

Diante do exposto, assinale a alternativa que apresenta o valor de y que torna a sentenca verdadeira.
(A) 4.

(B) 6.

(C) 8.

(D) 10.

06. (TRANSPETRO — ENGENHEIRO JUNIOR — AUTOMACAO — CESGRANRIO/2012) Um sistema
dindmico, utilizado para controle de uma rede automatizada, forneceu dados processados ao longo do
tempo e que permitiram a constru¢do do quadro abaixo.
1 3 2

WL N O

3 1 0
2 3 0
0 2 1

A partir dos dados assinalados, mantendo-se a mesma disposi¢&o, construiu-se uma matriz M. O valor
do determinante associado a matriz M é

(A) 42

(B) 44

(C) 46

(D) 48

(E) 50

Respostas

01. Resposta: E.

Turno i —=linha da matriz
Turno j- coluna da matriz
2° turno do 2° dia — a22=18
3° turno do 6° dia-a36=25
1° turno do 7° dia-al7=19
Somando:18+25+19=62

02. Resposta: A.

A.B=l

at+g b+h c+i 1 00

2a+2d 2b+e 2c+f =( 010 )
d+g e+h f+i 0 0 1

Como queremos saber o elemento da segunda linha e terceira coluna(f):
c+i=0

{Zc +f=0
f+i=1

Da primeira equacao temos:

Cc=-i
substituindo na terceira;
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f-c=1
{20+f=0(x—1)
f—c=1
{—Zc -f=0
f—c=1
Somando as equacdes:
-3c=1
C=-1/3
f=2/3

03. Resposta: E.

¢t _Ja b a ¢l_[2a b+cl_[1 0

A+A‘[c d]+[b d]_[b+c 2d ‘[0 1]
2a=1
a=1/2
b+c=0
b=-c
2d=1
D=1/2

04. Resposta: B.

A_B_( 2:0+1-1 2-4+1-(=3)2-(=2)+1-5 )

T30+ (-1):1 3:4+4(-1):(-3)3-(-2)+(-1)-5
1 51

A'B_(—1 15—11)

05. Resposta: D.
(6+1:7 y—3=7)
7+8=15 2+5=7

y=10
06. Resposta: D.

M =

SN W =
NW R W
RPooN
Wk N O

210
o2
D=
01
1|3

3
1
3
2

=0 N P

Como € uma matriz 4x4 vamos achar o determinante através do teorema de Laplace. Para isso
precisamos, calcular os cofatores. Dica: pela fileira que possua mais zero. O cofator € dado pela férmula:
Cij = (=1)"*/ - D. Para o determinante € usado os nimeros que sobraram tirando a linha e a coluna.

3 1 2
Czs=CD*[2 3 1
0 2 3

Cis=27+8—-6-6=23
A13:2.23:46
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1 3 0
Cix=(C1D7| 3 1 2 ‘

2 3 1
Cis=—(1+12-6-9)=2
A43=1.2=2
D=46+2=48

DETERMINANTES

Chamamos de determinante a teoria desenvolvida por matematicos dos séculos XVII e XVIII, como
Leibniz e Seki Shinsuke Kowa, que procuravam uma férmula para determinar as solugées de um “Sistema
linear”, assunto que estudaremos a seguir.

Esta teoria consiste em associar a cada matriz quadrada A, um Unico nimero real que denominamaos
determinante de A e que indicamos por det A ou colocamos 0s elementos da matriz A entre duas barras
verticais, como no exemplo abaixo:

12
A= — det A=
4 5

Definigdes

12
45

Determinante de uma Matriz de Ordem 1

Seja a matriz quadrada de ordem 1: A=[as1]
Chamamos determinante dessa matriz o niumero:
det A= ai1]=au

Exemplos

- A=[-2] — det A=-2

- B=[5] — det B=5

- C=[0] — det C=0

Determinante de uma Matriz de ordem 2

Seja a matriz quadrada de ordem 2:
A{an an}
a'21 a'22

Chamamos de determinante dessa matriz o nUmero:

& &

a'21 a'22

det A= =aii.ax2-a21.a12

Para facilitar a memorizacdo desse niumero, podemos dizer que o determinante € a diferenca entre o
produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria.
Esquematicamente:

CTRCY

aZl a22

det A= =’ai1.A22-821.812

EsPCEx 175




Exemplos

det A=1.3-5.2=-7

det B=2.3-2.(-1)=8

Seja a matriz quadrada de ordem 3:
ay &, &g

A=| 8, Ay, Ay
a31 a32 a33

Regra de Sarrus:

di1 Ai2 A1z Ail a12
dp1 Az2 dz3 A1 'adx2
d31 dg2 dz3 asi-“aAs2

F »

as
A3

a‘r

Determinante de uma Matriz de Ordem 3

Chamamos determinante dessa matriz o nimero:

\

detA= ai1 @z sz + 12 A3 Az1+ A3z @21 Q13- As1 A2 Auzt

-di2 Ap1 Ag3 - Az2 Az3 A1l

- Repetimos a 1° e a 2° colunas as direita da matriz.

a2
A

A3
0&

detA= ai11 @z aszst @12 Arz Az1taiz Az1 Azp-Au3 A2 Azt
-ai11 Az3 dz2-dAi2 A1 ds3

- ‘il),
detA=|"gyn  uon
3 “'31:"‘“35 a&i

A1y Ay

»

a3

A‘A.‘ \a

i

[*

Para memorizarmos a definicdo de determinante de ordem 3, usamos a regra pratica denominada

- Multiplicando os termos entre si, seguindo os tracos em diagonal e associando o sinal indicado dos
produtos, temos:

a1 412
Ay Ay
A3




\7/
=J
Observacao: A regra de Sarrus também pode ser utilizada repetindo a 1° e 2° linhas, ao invés de
repetirmos a 1° e 2° colunas.

Determinantes — Propriedades - |
Apresentamos, a seguir, algumas propriedades que visam a simplificar o calculo dos determinantes:
Propriedade 1: O determinante de uma matriz A é igual ao de sua transposta A'.
Exemplo
ab ac
A= =A=
cd b d
det A=ad -bc

= dea A' =det A
det A' =ad —bc

Propriedade 2: Se B é a matriz que se obtém de uma matriz quadrada A, quando trocamos entre si a
posicéo de duas filas paralelas, entao:
detB = -detA

Exemplo
ab cd
A= e B=
cd ab
B foi obtida trocando-se a 1° pela 2° linha de A.
detA = ad-bc
debt = BC-ad = -(ad-bc) = -detA

Assim,
detB = -detA

Consequéncia da Propriedade 2: Uma matriz A que possui duas filas paralelas “iguais’tem
determinante igual a zero.

Justificativa: A matriz que obtemos de A, quando trocamos entre si as duas filas (linha ou coluna
“‘iguais”, é igual a A. Assim, de acordo com a propriedade 2, escrevemos que detA = -detA

Assim: detA=0

Propriedade 3: Sendo B uma matriz que obtemos de uma matriz quadrada A, quando multiplicamos
uma de sua filas (linha ou coluna) por uma constante k, entdo detB = k.detA

Consequéncia da Propriedade 3: Ao calcularmos um determinante, podemos “colocar em
evidéncia’um “fator comum” de uma fila (linha ou coluna).

Exemplo
|kakb|_k ab
cd| |cd

- Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, a matriz k. A é obtida multiplicando todos os elementos
de A por k, entéo:

det(k.A)=k".detA
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Exemplo

abc 'ka kb kc
A=|d e f |= k.A=| kd ke kf
ghi kg kh ki

ka kb kc abc
det(k.A)= |kd ke kf|=k.kk.|d e f
kg kh ki ghi

Assim:
det(k.A)=k3.detA

Propriedade 4: Se A, B e C sdo matrizes quadradas de mesma ordem, tais que os elementos
correspondentes de A, B e C séo iguais entre si, exceto os de uma fila, em que os elementos de C séo
iguais as somas dos seus elementos correspondentes de A e B, entéo.

detC = detA + detB

Exemplos:

abx| |abr| |ab x+r
cdy+cdgs=cd y+
efz |left |ef z+t
= Propriedades dos Determinantes

- Propriedades 5 (Teorema de Jacobi)

O determinante ndo se altera, quando adicionamos uma fila qualquer com outra fila paralela
multiplicada por um namero.

Exemplo:

abc

Considere o determinante detA=(d e f
ghi

Somando a 3?2 coluna com a 12 multiplicada por m, teremos:

abc+ma abc| [abma
def+md (P4)|d e f|+|d emd
g hi+mg =ghi g hmg
abc+ma aba
def+md=det A+md ed
g hi+mg ghg
-
Igual a zero
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abc+ma
d e f +md| =detA
g hi+mg

Exemplo:

Vamos calcular o determinante D abaixo.

1 0 3 10 3,10
X
D=-2 4 -1=|-2 4\_1)(_2

50 2 |5 O/ZX 5><O

D=8+0+0-60-0-0=-52

Em seguida, vamos multiplicar a 12 coluna por 2, somar com a 32 coluna e calcular:

10 5 1 0\5 1,0
Di=|-2 4 -5|=|-2 4 -5 -2
50 12 | 5 0/12( 5><0

D:1=48+0+0-100-0-0=-52
Observe que D;=D, de acordo com a propriedade.
- Consequéncia

Quando uma fila de um determinante é igual a soma de multiplos de filas paralelas (combinacéo
linear de filas paralelas), o determinante é igual a zero.

Exemplo:
1 2 8
Sejab=| 3 2 12
4 -1 0

Observe que cada elemento de 32 coluna é igual a 12 coluna multiplicada por 2 somada com a 22
coluna multiplicada por 3.

8=2(1)+3(2)=2+6

12=2(3)+3(2)=6+6

5=2(4)+3(-1)=8-3

Portanto, pela consequéncia da propriedade 5, D =0
Use a regra de Sarrus e verifique.

- Propriedade 6 (Teorema de Binet)

Sendo A e B matrizes quadradas de mesma ordem, entao:
det(A.B) = detA . detB

Exemplo:
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12
A= = detA=3
03
43
B= = detB=-2
21
85
A.B= = det(A.B)=-6
63

Logo, det(AB)=detA. detB

Consequéncias: Sendo A uma matriz quadrada e n e N*, temos:
det(Na) = (detA)"

Sendo A uma matriz inversivel, temos:

detAl= i
det A

Justificativa: Seja A matriz inversivel.
Al A=|

det(A*.A) = det |

detA’.detA = det |

detAl= i
det A

Uma vez que det I=1, onde i € a matriz identidade.
= Determinantes — Teorema de Laplace
- Menor complementar e Co-fator

Dada uma matriz quadrada A=(aj).n (N>2), chamamos menor complementar do elemento a; e
indicamos por M; o determinante da matriz quadrada de ordem n-1, que se obtém suprimindo alinha i e
a coluna j da matriz A.

Exemplo:

1 2 3
SendoA={4 1 O], temos:

2 1 2
10
1 2
40‘

M11= =2

Mio=

2 2

41
M13: ) =2

Chamamos co-fatorn do elemento a; e indicamos com A; o nimero (-1)".M;, em que M; é o menor
complementar de a;.

Exemplo:
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3-1 4
SendoA| 2 1 3|, temos:
-1 30

A11:(-1)1+1.M11:(-1)2. =-

13
30

2 3
A12=(-1)1+2.M12=(-1)3. 1 J=-3

3 -
A33=(-1)3+3.M33=(-1)6. ) :::I=5

Dada uma matriz A=(aij)nxm, COM N>2, chamamos matriz co-fatora de A a matriz cujos elementos sao
os co-fatores dos elementos de A; indicamos a matriz co-fatora por cof A. A transposta da matriz co-fatora
de A é chamada de matriz adjunta de A, que indicamos por adj. A.

Exemplo:
1 3 2
SendoA=| 1 0 -1/, temos:
4 2 1
0 -
A11:(-1)1+1. =2
2 1
1-1
A12=(-1)1+2. J =-5
4
1 0
A13=(-1)1+3. =2
4 2
3 2
A21:(-1)2+1. 2 1=1
1 2
Ano=(-1)>"2, 4 1 =-7
1 3
A23=(-l)2+3. 4 9 =10
3 2
Aa=(1f | |=-3
1 2
A32=(-1)3+2. 1 _1 =3
1 3
A33:(-1)3+3. =-3
1 O
Assim:
2 -5 2 2 1 -3
cofA=| 1 -7 10|eadjA=|-5 -7 3
-3 3 -3 2 10 -3
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=» Determinante de uma Matriz de Ordem n

-Definicéo
Vimos até aqui a definicdo de determinante para matrizes quadradas de ordem 1, 2 e 3.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.
Entéo:

-Paran=1
A=[a11] = det A=au

-Paran > 2:
&y By Gy

ps| o G G :daAzzn:alj A,
....................... =
Gy Ay 8y |

ou seja:

detA = ai1.An1taz. Ao+, . +am.An

Entdo, o determinante de uma matriz quadrada de ordem n, n>2 & a soma dos produtos dos
elementos da primeira linha da matriz pelos respectivos co-fatores.

Exemplos:
& 8

A1 &y
detA = a11.A11 + a12.A12, onde:
A= (-1)]ag| = ax
Az = (-1)*2]ag| = an

Sendo Az{ } , temos:

Assim:
detA = aji.a2 + azz.(-az1)

detA = ai1.axz - azi.an2

Nota: Observamos que esse valor coincide com a definicao vista anteriormente.

3 0 0 O
2 3 2
- Sendo A= , temos:
23 5 4 3
-9 3 0 2

detA = 3.A;; + 0.A,+0.A,+0.A,

e o

2 3 2
Ap=(-D)*. |1 4 3|=11

3 0 2
Assim:

detA = 3.(-11)= | detA=33
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Nota: Observamos que quanto mais “zeros” aparecerem na primeira linha, mais o calculo é facilitado.

- Teoremade Laplace

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, n=2, seu determinante é a soma dos produtos dos
elementos de uma fila (linha ou coluna) qualquer pelos respectivos co-fatores.

Exemplo:

Sendo A=

W b W O
N PN O
N O R B
O o onN

Devemos escolher a 42 coluna para a aplicacéo do teorema de Laplace, pois, heste caso, teremos que
calcular apenas um co-fator.

Assim:
detA = 2. A4+ 0.A + 0.Az,+ 0.Asa

321
An=(-1)*44 1 0 |=+21

3-2 2
detA=2.21=42

Observacdes Importantes: No céalculo do determinante de uma matriz de ordem n, recaimos em
determinantes de matrizes de ordem n-1, e no calculo destes, recaimos em determinantes de ordem n-2,

e assim sucessivamente, até recairmos em determinantes de matrizes de ordem 3, que calculamos com
aregra de Sarrus, por exemplo.

- O célculo de um determinante fica mais simples, quando escolhemos uma fila com a maior quantidade
de zeros.

- A aplicacédo sucessiva e conveniente do teorema de Jacobi pode facilitar o calculo do determinante
pelo teorema de Laplace.

Exemplo:

Calcule det A sendo A=

o R, N W
W N - P

2
1
3
4

|
w N O -

A 12 coluna ou 22 linha tem a maior quantidade de zeros. Nos dois casos, se aplicarmos o teorema de
Laplace, calcularemos ainda trés co-fatores.

Para facilitar, vamos “fazer aparecer zero’em Az;=-2 e A4;=3 multiplicando a 12 linha por 2 e somando
com a 32 e multiplicando a 12 linha por -3 e somando com a 42 linha; fazendo isso, teremos:

N

o N B BB

3
2
7
-3

OOOI—‘
r\)\ll—‘

Agora, aplicamos o teorema de Laplace na 12 coluna:
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/N
1 2 17[-1 2 1
detA=1.(-1)". | 7 7 4l=| 7 7 4
-2 -3 0| |-2-3 0

Aplicamos a regra de Sarrus,

-1 2 11 2
7 7\4 <

/ <X
-2 -3 3

N e

det A=(0—-16-21)- (- 14+ 12 + 0)
detA =0-16-21+14—12 -0 = -49 + 14
detA = -35

- Uma aplicacdo do Teorema de Laplace

Sendo A uma matriz triangular, o seu determinante é o produto dos elementos da diagonal principal;
podemos verificar isso desenvolvendo o determinante de A através da 12 coluna, se ela for triangular
superior, e através da 12 linha, se ela for triangular superior, e através da 12 linha, se ela for triangular
inferior.

Assim:

12, A étriangular superior

&, @, 83 ... Oy
0 8y & . &,
A=|0 0 ay ..a,

detA=a11.a22.a33. . odpn

22, A é triangular inferior

A, &, Q3 ... &,
a a 0 .. &,
A=|ay 83 8y ... 8

8y B g - &y |

detA=a11.a22.a33. ... .dnn

100 0
010 0
=0 01 0
(000 1
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- Determinante de Vandermonde e Regra de Chi6

Uma determinante de ordem n > 2 é chamada determinante de Vandermonde ou determinante das
poténcias se, e somente se, na 12 linha (coluna) os elementos forem todos iguais a 1; na 22, nimeros
guaisquer; na 32, os seus quadrados; na 42, os seus cubos e assim sucessivamente.

Exemplos:
- Determinante de Vandermonde de ordem 3

1 1 1
a b c
a’? b* ¢?

- Determinante de Vandermonde de ordem 4

1 1 1 1
a b c d
a’ b® c¢? d?
a®b®c d?

Os elementos da 22 linha sdo denominados elementos caracteristicos.

- Propriedade

Um determinante de Vandermonde é igual ao produto de todas as diferengas que se obtém subtraindo-
se de cada um dos elementos caracteristicos 0s elementos precedentes, independente da ordem do
determinante.

Exemplo:

Calcule o determinante:

1 2 4
detA=1 4 16
1 7 4

Sabemos que detA=detA', entao:

1 1 1
detA=2 4 7
1 16 49

Que é um determinante de Vandermonde de ordem 3, entéo:
detA=(4-2).(7-2).(7-4)=2.5.3=30

Questdes

01. (COBRA Tecnologia S-A (BB) - Analista Administrativo - ESPP/2013) O valor de b para que o
b

determinante da matriz |* E] seja igual a 8, em que x e y sdo as coordenadas da solucdo do sistema
y
{x+2y=7 éigual a:
2x+y=¥8 9 '
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(A) 2.
(B) 2.
(€) 4.

(D) -1.

02. (PM/SP — SARGENTO CFS - CETR0O/2012) E correto afirmar que o determinante |_12 Z|é igual

a zero paraxigual a
(A) 1.
(B) 2.
(C) -2.
(D) -1.

03. (CGU — ADMINISTRATIVA — ESAF/2012) Calcule o determinante da matriz:
(cos X sen x)

senx COoSx

(A)1
(B)O
(C) cos 2x
(D) sen 2x
(E) sen x/2

04. (PREF. ARARAQUARA/SP - AGENTE DA ADMINISTRACAO DOS SERVIGOS DE
SANEAMENTO - CETRO/2012) Dada a matriz A = (a;), . onde a :{ 251> ]

—l,sei<j’
alternativa que apresenta o valor do determinante de A é
(A) -9.
(B) -8.
(©)o.
(D) 4.

assinale a

05. (COBRA TECNOLOGIA — TECNICO DE OPERACOES - DOCUMENTOS/QUALIDADE -
b

ESPP/2012) O valor de b para que o determinante da matriz [; 5] sejaigual a 8, em que x e y sdo as
y

coordenadas da solucéo do sistema {;x-l__l_zi _ ; é igual a:
(A) 2.
(B) -2.
(C) 4.
(©) -1.
Respostas

01. Resposta: B.

{x+2y=7 (x—2)
2x +y =28

{—Zx —4y=-14
2x+y=28
-3y=-6

X=7-2y
X=7-4=3
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4
=
3 b
2 =

2 2
6-b=8
B=-2
02. Resposta: C.
D=4-(-2x)
0=4+2x
X=-2

03. Resposta: C.
det=cos2x-sen2x
det=cos 2x

04. Resposta: A.

-1 -1 -1
A= < 2 -1 —1)
2 2 -1

-1 -1 -1
Det A = ’ 2 -1 —1‘
2 2 -1

detA=-1-4+2-(2+2+2)=-9
05. Resposta: B.

{x+2y=7 (x=2)
2x+y =28

{—2x—4y=—14
2x+y=28

Somando as equacodes:
_3y:-6

Y=2

X=7-4=3

3

Det=‘
2

NN T

6-b=8
B=-2

SISTEMA LINEAR

O estudo dos sistemas de equagOes lineares é de fundamental importancia em Matematica e nas
ciéncias em geral. Vocé provavelmente ja resolveu sistemas do primeiro grau, mais precisamente aqueles
com duas equacdes e duas incognitas.

Vamos ampliar esse conhecimento desenvolvendo métodos que permitam resolver, quando possivel,
sistemas de equacdes do primeiro grau com qualquer numero de equacdes e incognitas. Esses métodos
nos permitirdo ndo so resolver sistemas, mas também classifica-los quanto ao nimero de solugdes.

Equacdes Lineares

Equacdo linear é toda equacdo do tipo a;x; + aX; + asXs+...aXn = b, onde ai;, a,, as,.., a, € b séo
nameros reais € Xi, Xz, Xs,.., X» SA0 as incognitas.

Os numeros reais ai, az, as,.., & Sd0 chamados de coeficientes e b € o termo independente.
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Exemplos
- S840 equagoes lineares:
X1 -5% + 3% =3

2x—-y2z=1
Ox+0y+0z=2
Ox+0y+0z=0

- Nao séao equacdes lineares:
x3-2y+z = 3
(x® é o impedimento)

2X1 — 3X1 X + Xz = -1
(-3x1%2 € 0 impedimento)

3
2% —3— +x=0
2

3
(X— € o impedimento)
2

Observacao: Uma equacao € linear quando os expoentes das incognitas forem iguais a | e em cada
termo da equacao existir uma Unica incognita.

Solucédo de ama Equacéo Linear
Uma solucdo de uma equagdo linear a;x +a:X. +asxs+...anxn = b, € um conjunto ordenado de nimeros
reais as, O, ds,..., On para o qual a sentenca a;{a:) + ax{aay) + as(as) +... + a,(an) = b é verdadeira.

Exemplos

- Aterna (2, 3, 1) é solugéo da equacao:
X1 —2X + 3X3 = -1 pois:

2 -2.(3)+3.(1)=-1

- A quadra (5, 2, 7, 4) é solugdo da equacao:
0x1 - Oxz + Ox3 + Ox4 = 0 pois:
0.5)+0.(2 +0.(7)+0.(4) =0

Conjunto Solucéo
Chamamos de conjunto solugdo de uma equacdo linear o conjunto formado por todas as suas
solugoes.

Observacdo: Em uma equacgédo linear com 2 incégnitas, o conjunto solucdo pode ser representado
graficamente pelos pontos de uma reta do plano cartesiano.

Assim, por exemplo, na equagao
2x+y=2

Algumas solugdes séo (1, 0), (2, -2), (3, -4), (4, -6), (0, 2), (-1,4), etc.
Representando todos os pares ordenados que sdo solugcbes da equacdo dada, temos:
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4
y

*-14

V)

1 l. 2 8 4

X

A :

) by

L 5

7 ] T —— .

Equacédo Linear Homogénea
Uma equagdo linear € chamada homogénea quando o seu termo independente for nulo.

Exemplo
2X1 + 3% -4X3 + 5% - X =0

Observacao: Toda equacdo homogénea admite como solucdo o conjunto ordenado de "zeros" que
chamamos solug&o nula ou solugéo trivial.

Exemplo
(0,0,0) ésolucdode 3x+y-z-0

Equacg0Oes Lineares Especiais
Dada a equacéo:
a1X; + aXp +asxs+...anX, = b, temos:
-Sea; =a;=az=..=na=b =0, ficamos com:
Ox; + Ox; +0xs +...+0x,, €, neste caso, qualquer sequéncias (a1, 0z, ds,..., On) Sera solugcdo da equacéo
dada.
-Seayza;=az=...=an=0eb #0, ficamos com:
Ox; +0x; + Oxs +...+0x,= b #0, e, neste caso, ndo existe sequéncias de reais (ai, 0z, 4s,...,0n) que seja
solucdo da equacéo dada.

Sistema Linear 2 x 2
Chamamos de sistema linear 2 x 2 o0 conjunto de equacdes lineares a duas incognitas, consideradas
simultaneamente.
Todo sistema linear 2 x 2 admite a forma geral abaixo:
{a1><+ by=c,
a,+by=c,

Um par (a1, a2) é solugdo do sistema linear 2 x 2 se, e somente se, for solu¢cdo das duas equacdes do
sistema.

Exemplo
(3, 4) é solucéo do sistema

X—y=-1
2x+y=10

pois é solucdo de suas 2 equacoes:
B)-(4)=-1e2(3)+(@) =10

Resolucédo de um Sistema 2 x 2

Resolver um sistema linear 2 x 2 significa obter o conjunto solucdo do sistema.

Os dois métodos mais utilizados para a resolucdo de um sistema linear 2x2 sdo o método da
substituicdo e o método da adicao.
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Para exemplificar, vamos resolver o sistema 2 x 2 abaixo usando os dois métodos citados.

2x+3y=8
X-y=-1

1. Método da Substituicéo:
2x+3y=8 (I)
x-y =-1 (ll)

Da equacao (), obtemos x =y -1, que substituimos na equacéo (l)
2(y-1)+3y=8—->5y=10—> y=2

Fazendo y = 2 na equacéo (), por exemplo, obtemos:
Assim: S ={(1,2)}

2. Método da Adicéo:
2x+3y=8 (I)
X-y=-1 )]
Multiplicamos a equacéo Il por 3 e a adicionamos, membro a membro, com a equagéo |I.

2X+3y=8

3x—3y=-3
5
5

bx=b5=>x=—-=1

Fazendo x = 1 na equacéo (I), por exemplo, obtemos:
Assim: S ={(1,2)}

Sistema Linear 2 x 2 com infinitas solu¢des

Quando uma equacdo de um sistema linear 2 x 2 puder ser obtida multiplicando-se a outra por um
namero real, ao tentarmos resolver esse sistema, chegamos numa igualdade que € sempre verdadeira,
independente das incognitas. Nesse caso, existem infinitos pares ordenados que sdo solug¢des do
sistema.

Exemplo
2x+3y=8(I)
—4x—-6y=-16(I1)

Note que se multiplicando a equacao (I) por (-2) obtemos a equagéo (II).
Resolvendo o sistema pelo método da substituicdo temos:

8- 2X

Da equacéo (I), obtemos y = , que substituimos na equacao (I1).

8-2x
-4x-6. (TJ=—16—> -4x-2(8-2x)=-16

-4x-16+4x=-16—-16=-16
- 16=-16 é umaigualdade verdadeira e existem infinitos pares ordenados que sejam solugdes do sistema.

3) 8
Entre outros, (1, 2), (4, 0), [E ,1j e (O,:—J séo solucdes do sistema.
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, . a ), o .
Sendo a, um namero real qualquer, dizemos que (a, j € solugéo do sistema.

(Obtemos 8_320‘

substituindo x =a na equagao (1)).

Sistema Linear 2 x 2 com nenhuma solucéo

Quando duas equacdes lineares tém os mesmos coeficientes, porém os termos independentes sao
diferentes, dizemos que néo existe solugcdo comum para as duas equagdes, pois substituindo uma na outra,
obtemos uma igualdade sempre falsa.

Exemplo

2x+3y=6()e2x+3y=5(l)

Substituindo 2x + 3y da equacéo (I) na equacao (II) obtemos:

6 = 5 que é uma igualdade falsa. Se num sistema 2 x 2 existir um namero real que, multiplicado por
uma das equacgdes, resulta uma equagcdo com os mesmos coeficientes da outra equacdo do sistema,
porém com termos independentes diferentes, dizemos que nao existe par ordenado que seja solucédo do
sistema.

Exemplo
x+2y=5(1)
2x+4y="7(11)

Multiplicando-se equacéo (l) por 2 obtemos:
2x+4y =10

Que tem os mesmo coeficientes da equacdo (1), porém os termos independentes sédo diferentes.
Se tentarmos resolver o sistema dado pelo método de substituicdo, obtemos uma igualdade que &
sempre falsa, independente das incognitas.

x+2y=5(1)
{2x+4y= 7(11)

Da equacéo (1), obtemos (y = T) , que substituimos na equacao (Il)

9—-X
2X - 4.(T]=7—>2x+2(5—x)=7

2X+10-2x=7—->10=7
10 =7 é umaigualdade falsa e ndo existe par ordenado que seja solugéo do sistema.

Classificagéo

De acordo com o numero de solugcBes, um sistema linear 2 x 2 pode ser classificado em:

- Sistemas Impossiveis ou Incompativeis: sdo 0s sistemas que nao possuem solu¢ao alguma.

- Sistemas Possiveis ou compativeis: sdo os sistemas que apresentam pelo menos uma solucao.
- Sistemas Possiveis Determinados: se possuem uma unica solugao.

- Sistemas Possiveis Indeterminados: se possuem infinitas solugdes.

Sistema Linear m x n

Chamamos de sistema linear M x n ao conjunto de m equagdes a n incognitas, consideradas
simultaneamente, que podem ser escrito na forma:
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A X +aX, tagXg ..+ 3, X, = b1
Ay X QX + 85X+ + 8y, n:b2
Q31X + 83X, +853%5 +... 8y, n:bs

By Xy + BrpXo + g Xy + .t By X, =0,

Onde:
X1, X2, X3,..., Xn SA0 &S incognitas;
aj, com 1<i<me 1<n, séo os coeficientes das incognitas; b, com 1 <i<m, sdo os termos
independentes.

Exemplos

1 X—-2y+3z=5
'{x+y—z+2

(sistema 2 x 3)

X +3X, —2%;+ X, =0
2. 9% +2X,=3X + X, =2
X =X, + X+ X, =5
(sistema 3 x 4)
X+2y=1
3. iX-y=4
2x-3y=0

(sistema 3 x 2)

Matriz Incompleta
Chamamos de matriz incompleta do sistema linear a matriz formada pelos coeficientes das incégnitas.

8, Q, a3z -,
Ay Ay Ay
A=y 8, 8 &,

Exemplo
No sistema

X-y+2z=1

X+ z=0

-X+y =5
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A matriz incompleta é:
1-1 2
A= 1 0 1
-1 1 0

Forma Matricial
Consideremos o sistema linear M x n:

A X +3,X, + X -+ Ay X, :bl
Ay X + 8y Xy + ApaXg 000+ Ay X, :bz
3% + Qg X, + A55X5 + -0+ 3, X, :ba

A X+ 8%, 85X+ a3 X, :bm

Sendo A a Matriz incompleta do sistema chamamos, respectivamente, as matrizes:

X o
b

X, b

2

X=|%| €  pg_|p
_Xn_ b

de matriz incognita e matriz termos independentes.

E dizemos que a forma matricial do sistema é A . X = B, ou seja:

a, a, a, &, | C
1 22 3 n X, b2
Q3 Q3 Qg g, X3 b3
Ay QA Ay T qy L %0 ] _bm_

Sistemas Lineares — Escalonamento (l)

Resolucéo de um Sistema por Substitui¢éo

Resolvemos um sistema linear m x n por substituicdo, do mesmo modo que fazemos num sistema
linear 2 x 2. Assim, observemos os exemplos a seguir.

Exemplos
- Resolver o sistema pelo método da substituicdo.
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X+2y-z=-1 (l)
2x-y+z=5 (Il)
X+3y—2z=-4(lll)
Resolucéo
Isolando a incognita x na equacao (I) e substituindo nas equagdes (l1) e (1), temos:
X+2y—-z-1-x=-2y+z-1
Na equacéo (Il)
2(-2y+z-1)-y+z=5—--5y+3z=7 (V)
Na equacéao (l11)
(-2y+z-1)+3y-2z2=-4>y-z2=-3(V)

Tomando agora o sistema formado pelas equacdes (1V) e (V):
-5y+3z=7 (IV)

y-z=-3 (V)

Isolando a incognita y na equacao (V) e substituindo na equacéo (IV), temos:

y-z=-3—-y=z-3
5z-3)+3z=7-2z=4

Substituindo z = 4 na equacéo (V)
y-4=3-y=1

Substituindoy = 1 e z = 4 na equagao (I)
X+21)-@)=-1->x=1

Assim:

S={(1, 1, 4)}

- Resolver o sistema pelo método da substituicao:

Xx+3y—-z=1 (I)

y+2z=10 (Il)
3z=12 (lIl)
Resolucéo

Isolando a incognita x na equacéo (I) e substituindo nas equacdes (l1) e (Ill), temos:

X+2y—z=-1-x=-2y+z-1
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Na equacao (Il)

2(-2y+z-1)—y+z=5-55y+3z=7 (IV)

Na equacao (lll)
(-2y+z-1)+3y-2z=-4—>y-z2=-3(V)

Tomando agora o sistema formado pelas equagdes (1V) e (V):
-5y+3z=7 (IV)

y-z=-3 (V)

Isolando a incégnita y na equacao (V) e substituindo na equacao (IV), temos:

y-z=-3—-y=z-3
-5(z-3)+3z=7—->2z=4

Substituindo z = 4 na equacéo (V)
y-4=3->y=1

Substituindoy = 1 e z = 4 na equagéo (I)
Xx+20)-@4)=-1->x=1

Assim:

S={(1, 1, 4)}

29 Resolver o sistema pelo método da substituicao:

x+3y—z=1 (I)

y+2z=10 (Il)
3z=12 (llI)
Resolucéao

Na equacao (lll), obtemos:

3z=12—>2z=4

Substituindo z = 4 na equagéo (I), obtemos:
y+2.4=10->y=2

Substituindo z = 4 e y = 2 na equacao (I), obtemos:
Xx+3.2-4=1->x=-1

Assim:

S{(-1, 2, 4)}
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Observacao: Podemos observar que a resolucdo de sistemas pelo método da substituicdo pode ser

demasiadamente longa e trabalhosa, quando os sistemas ndo apresentam alguma forma simplificada

como no primeiro exemplo. No entanto, quando o sistema apresenta a forma simples do segundo

exemplo, que denominamos “forma escalonada”, a resolucao pelo método da substituicao é rapida e facil.

Veremos, a seguir, como transformar um sistema linear m x n qualquer em um sistema equivalente
na “forma escalonada”.

Sistemas Lineares Escalonados

Dizemos que um sistema linear € um sistema escalonado quando:

- Em cada equagdao existe pelo menos um coeficiente ndo-nulo;

- O numero de coeficiente nulos, antes do primeiro coeficiente ndo-nulo, cresce “da esquerda para a
direita, de equacao para equacao’.

Exemplos:
2X+y—2z=3
1.
2y+3z=2
X+2y—-3z=4
2. y+2z=3

z=1

X+y+z+t=5

3.
y—-t=2
2X +3%, — X+ X, =1
4. X, +X;— X, =0

3X,=5

Existem dois tipos de sistemas escalonados:

Tipo: Numero de equagdes igual ao numero de incognitas.

A1 X 3%, + Xt + QX =b1
Ay X, + QpaXg + 000+ X, =b2

Notamos que os sistemas deste tipo podem ser analisados pelo método de Cramer, pois sao sistemas
n x n. Assim, sendo D o determinante da matriz dos coeficientes (incompleta), temos:
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313,583 &y,
0 By,8,y3° Ay,

D=0 0 ag---a5, (=D =a,.8,84 8, #0

Como D # 0, os sistemas deste tipo sdo possiveis e determinados e, para obtermos a solugao Unica,
partimos da n-ésima equacao que nos da o valor de x,; por substituicdo nas equacdes anteriores, obtemos
sucessivamente os valores de Xn.1, Xn-2,..., X3, X2 € X1.

Exemplo:
Resolver o sistema:

2X+y-z+t=5(1)
y+z+3=9(1l)

2z-t=0(Ill)

3t =6(1V)

Resolucéo

Na equacéo (IV), temos:

At=6->t=2

Substituindo t = 2 na equacéo (lI), temos:
22-2=0—->2z=1

Substituindo t = 2 e z = 1 na equacgéo (lI), temos:
y+1+43.2=9->y=2

Substituindot=2, z=1ey = 2, na equagéo (I), temos:
2Xx+2-1+2=5->x=1

Assim:

S{(1,2,1,2)}

Tipo: Numero de equac¢des menor que o nimero de incégnitas.

Para resolvermos os sistemas lineares deste tipo, devemos transforma-los em sistemas do 1° tipo, do
seguinte modo:

- As incégnitas que ndo aparecem no inicio de nenhuma das equag¢des do sistema, chamadas variaveis
livres, devem ser “passadas” para os segundos membros das equagfes. Obtemos, assim, um sistema
em que consideramos incégnitas apenas as equagdes que “sobraram” nos primeiros membros.

- Atribuimos as variaveis livres valores literais, na verdade “valores variaveis”, e resolvemos o sistema
por substituic&o.

Exemplo
Resolver o sistema:

X+y+2z=1

2y—z=2

Resolucéo
A variavel z € uma “variavel livre” no sistema.

EsPCEx 197




/N
=
Entao:
X+y=1-2z
2y=2+12z

Fazendo z = a, temos:

X+y=1-2a
2y=2+«a
Jy=2+q—y= 2+«
2
2+«

Substituindo y = na 12 equagéao, temos:

2+«

X+ =1-2c«

Agora para continuar fazemos o mmc de 2, e teremos:

2x +2a = 2(1 — 2a)
2x+2a0=2—4a
da+2x+24+a—-2=0

S5a+2x=0
2x = =5a)
_ —5a

T 2
Assim:

ol e

Observagdes: Para cada valor real atribuido a a, encontramos uma solugao do sistema, o que permite
concluir que o sistema é possivel e indeterminado.

- A quantidade de variaveis livres que um sistema apresenta é chamada de grau de liberdade ou grau
de indeterminagé&o do sistema.

Sistemas Lineares — Escalonamento (ll)
Escalonamento de um Sistema
Todo sistema linear possivel pode ser transformado num sistema linear escalonado equivalente,

através das transformacdes elementares a seguir:

- Trocar a ordem em que as equacdes aparecem no sistema.

Exemplo

X+3y=2 2X-y=5
(S)={2 ~(Sl){

X—y=5 X+3y=2

- Inverter a ordem em que as incognitas aparecem nas equacoes.
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Exemplo

X+2y+z2=5 2y+zZ+X=5
(S)= X+2z=1~(9) 2z+x=1

3x=5 3x=5

- Multiplicar (ou dividir) uma equagé&o por um numero real ndo-nulo.

Exemplo

X+2y=3 X+2y=3
(S){3 IERICY

X=y= 6x—2y=3

Multiplicamos a 22 equacao de S por 2, para obtermos Si.

- Adicionar a uma equacédo outra equacao do sistema, previamente multiplicada por um ndmero real
nao-nulo.

Exemplo
X+3y=5 X+3y=>5
(S)= ~(S)) e
2x+y=3 Sy=-7

Multiplicamos a 12 equacao do S por -2 e a adicionamos a 22 equacao para obtermos Si.
Para transformarmos um sistema linear (S) em outro, equivalente e escalonado (Si), seguimos 0s
seguintes passos:

- Usando os recursos das trés primeiras transformacdes elementares, devemos obter um sistema em
gue a 12 equacao tem a 12 incognita com o coeficiente igual a 1.

- Usando a quarta transformagéo elementar, devemos “zerar” todos os coeficientes da 12 incdgnita em
todas as equag0es restantes.

- “Abandonamos”a 12 equagao e repetimos os dois primeiros passos com as equacdes restantes, e
assim por diante, até a penultima equacao do sistema.

Exemplos

- Escalonar e classificar o sistema:
2X+Yy+2=5
3X—-Yy2z=-2
X+2y—-z=1

Resolucéo

X+2y-z= 1 X+2y-z=1 X+2y-z=1

X-y—-2z=-2 ~I3x—y—-2z=-2 « -3 ~y-1y+z=-5

2Xx+y+z= 5 Ox+y+7=5 < -2 -3y+3z=3: -3
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X+2y—-z=-1 X+2y—z=1 X+2y—z=1
-~ _7y+z=5 ~ y—Z:—l ~ y—-z=-1
-z=-1 _ -
y 7y+z=-5 «7 _67=—12

O sistema obtido esta escalonado e € do 1° tipo (n° de equacdes igual ao n° de incognitas), portanto,
€ um sistema possivel e determinado.

- Escalonar e classificar o sistema:

3X+y-z=3
2X—-y+3z=5
8x+y+z=11

Resolucéao
3x+y-z=3 y+3x-z=3 y+3x-z=3

2X—y+3z=5 ~ J_y+2x+3z=5 <1 ~ 5Xx+2z=8 ~
8x+y+z=11

t ¢

O sistema obtido esta escalonado e € do 2° tipo (n° de equagdes menor que o n° de incognitas),
portanto, € um sistema possivel e indeterminado.

y+3x—z=3
5x+2z=8
y+8x+z=11 <« -1 5x+ 2z = 8(*)

(*) A terceira equacao foi eliminada do sistema, visto que ela é equivalente a segunda equacdo. Se
nés nao tivéssemos percebido essa equivaléncia, no passo seguinte obteriamos na terceira equacao: 0x
+ 0z = 0, que é uma equacdao satisfeita para todos os valores reais de x e z.

- Escalonar e classificar o sistema:

2X+5y+2z=5
X+2y—2=3

4X+9y-z=8

Resolucéao

X+2y—2z=3
2X+5y+z=5 y X+2y-z=3
X+2y—-72=3%~ !2x+5y+z=5 -2 ~ y+3z=-1

4Xx+9y-z=8 4x+9y—-z=8 <« -4 y+3z=-4 <« -1

X+2y—-z=3
~ y+3z=-1

Oy+0z=-3 «-1

O sistema obtido € impossivel, pois a terceira equagdo nunca sera verificada para valores reais de y e
z.
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Observacao: Dado um sistema linear, sempre podemos “tentar” o seu escalonamento. Caso ele seja

impossivel, isto ficara evidente pela presenca de uma equacao que nao é satisfeita por valores reais

(exemplo: Ox + Oy = 3). No entanto, se o sistema é possivel, n0s sempre conseguimos um sistema

escalonado equivalente, que terd n° de equacdes igual ao n° de incognitas (possivel e determinado), ou
entdo o n° de equacdes serd menor que o n° de incognitas (possivel e indeterminado).

Este tratamento dado a um sistema linear para a sua resolucdo € chamado de método de eliminagéo
de Gauss.

Sistemas Lineares — Discusséo (l)

Discutir um sistema linear é determinar; quando ele é:

- Possivel e determinado (solucao unica);

- Possivel e indeterminado (infinitas solucdes);

- Impossivel (nenhuma solugéo), em funcédo de um ou mais parametros presentes no sistema.

Estudaremos as técnicas de discussao de sistemas com o auxilio de exemplos.

Sistemas com Numero de Equacgdes Igual ao NUmero de Incognitas

Quando o sistema linear apresenta n°® de equacfes igual ao n° de incognitas, para discutirmos o
sistema, inicialmente calculamos o determinante D da matriz dos coeficientes (incompleta), e:

- Se D #0, o sistema é possivel e determinado.

- Se D =0, o sistema é possivel e indeterminado ou impossivel.

Para identificarmos se o sistema é possivel, indeterminado ou impossivel, devemos conseguir um
sistema escalonado equivalente pelo método de eliminagdo de Gauss.

Exemplos
- Discutir, em funcéo de a, o sistema:

X+3y=5
2x+ay=1

Resolucéo
1 3

D=0=a-6=0=a=6
Assim, para a # 6, o sistema é possivel e determinado.
Para a # 6, temos:

X+3y=5 X+3y=5
2X+6y=1 <« -2 Ox+0y=-9

Que é um sistema impossivel.

Assim, temos:

a # 6 — SPD (Sistema possivel e determinado)
a = 6 — Sl (Sistema impossivel)

- Discutir, em funcéo de a, o sistema:
X+y-z=1

2X+3y+az=3
X+ay+3z=2
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Resolucéao
1 1-1
D2 3 1=9+a-2a+3-6-a°
1 a 3
D=0—-a’-a+6=0—a=-3oua=2
Assim, paraa # -3 e a # 2, o sistema € possivel e determinado.
Para a = -3, temos:
X+y-z=1
X+y-z=1 X+y-z=1
2X+3y-3z=3 <« -2 -~ y—-z=1 ~ y—-z=1
X=-3y+3z=2 <« -1 —4y+4z=1 <+ 4 y+z=5 sistema impossive
Para a = 2, temos:
X+y-z=1 1
X+ty-z= X+y—-z=1
2x+3y+22=3 -2~ y+4z=1 -~ y+4z=1 sistena possivel indeter minado
X+2y+3z=2 <« -1 y+4z=1

Assim, temos:
a¥-3ea#¥2—SPD
a=-3— S|
a=2— SPI

- Discutir, em funcdo de m e k, o sistema:

mx+Yy=Kk
X+ my = k?

Resolucéao

D=0-m?’-1=0—-m=+loum=-1
Assim, param # +1 e m # -1, o sistema € possivel e determinado.

Param =1, temos:

X+y=K
X+y=K? <« -1 ~{

X+y=K
Ox+0y=-K+K?

Se —k + k?=0, ou seja, k =0 ou k = 1, o sistema € possivel e indeterminado.
Se —K +k?# 0, ou seja, k #0 ou k # 1, o sistema é impossivel.

Param = -1, temos:
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—x+y=K <1 |Ox+Oy=k*+k

Se k?+ k=0, ou seja, k =0k =-1, o sistema é possivel e indeterminado.
Se k?+ k # 0, ou seja, k # 0 k # -1, o sistema é indeterminado.
Assim, temos:

_x+y=K:] x—y=K? x—y=k?
x—y=k’ - -

m#+1l e mz-1 V keR=SD
m=+1 e k=0 ou k=1

ou = S
m=-1e k=0 ou k=-1

m=+1 e k=0 ou k=1

ou =9
m=-1e k0 ou k-1

Sistemas com Numero de Equacdes Diferente do NUumero de Incognitas
Quando o sistema linear apresenta numero de equacdes diferente do nimero de incAgnitas, para
discuti-lo, devemos obter um sistema escalonado equivalente pelo método de eliminar de Gauss.

Exemplos
- Discutir, em funcéo de m, o sistema:

X+y=3
2x+3y=8
X—my=3

Resolucéo

X+y=3

22+3y=8 —>-2 -~

X-my=3 —>-1

X+y=3
X+y=3
~ y=2 ~qy=2
(-1-my=0 —->1+m Oy=2+2m

2+2m=0—-m=-1
Assim, temos:
m# -1 — Sl
m=-1— SPD

- Discutir, em funcéo de k, o sistema:
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X+2y—-z=5
2X+5y+3z=12
X+7y-2z=17
5x+12y + kz=29
Resolucéo
X+2y—2=5 —

i X+2y-Z=5 X+2y-2=5
2x+5y+3z=12 <« -2 y+z=2 y+2z=2
3X+7y-2z=17 <« -3 y+5z2=2 <« -1 4z=0 4
5x+12y+kz=29 <« -5 2y+(5+K)z=4 -2 (B+K)z=0

X+2y—-z=5 X+2y—-z=5
y+z=2 y+z=2 X+2y—-z=5
) z=0 -3-K 20 ) YtE=l
(3+K)z=0 0z=0 2=0

Assim, para VK € R, o sistema é possivel e determinado.
Sistemas Lineares — Discusséo ()

Sistema Linear Homogéneo
Ja sabemos que sistema linear homogéneo € todo sistema cujas equacdes tém todos os termos

independentes iguais a zero.

S&o homogéneos os sistemas:

1 3X+4y=0

" |x=2y=0
X+2y+2z2=0

2. 13X-y+z=0
5Xx+3y-7z=0

Observe que a dupla (0, 0) é solucdo do sistema 01 e a terna (0, 0, 0) é solucao do sistema 02.

Todo sistema linear homogéneo admite como solugdo uma sequéncia de zero, chamada solucao nula

ou solucdo trivial. Observamos também que todo sistema homogénea é sempre possivel, podendo,
eventualmente, apresentar outra solucdo além da solucéo trivial, que € chamada solucéo prépria.

Discusséo e Resolucéao
Lembre-se que: Todo sistema linear homogéneo tem ao menos a solugdo trivial, portanto sera sempre

possivel.

Vejamos alguns exemplos:

- Classifique e resolva o sistema:
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X+y+z=0
X+5y—-z=0
X+2y-z=0

Resolucéo
311
D=1 5-1=-12

1 2-1

Como D # 0, o sistema € possivel e determinado admitindo so6 a solug&o trivial, logo:
s={(0.00);
- Classifique e resolva o sistema:

a+b+2c=0
a-3b-2c=0
2a-b+c=0

Resolucéo
1 1 2
D=1-3-2|=0
2-1 1
Como D = 0, o sistema homogéneo € indeterminado.

Fazendo o escalonamento temos:

a+ b+2c=0 a+ b+2c=0 a+b+2c=0
a-3p+-2c=0 ~<0-4b-4c=0 ~<:0+b+4c=0

2a— b+c=0 0- 3b-3¢=0 0+0+0=0

Teremos, entao:

a+b+2c=0
b+c=0

Fazendo c =t, teremos:
b=-c—>b=-
a-t+2t=0—a=-t
Portanto:

S={-t-tt)teR}
Note que variando t obteremos varias solucées, inclusive a trivial parat = 0.

- Determine K de modo que o sistema abaixo tenha solucéo diferente da trivial.
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X+y+z=0
Xx—ky+z=0
kx—y-z=0

Resolucéo
O sistema € homogéneo e, para apresentar solu¢oes diferentes da trivial, devemos ter D = 0

D=fl-k 1=k>+2k+1=(k+)2=0=k=-1

k-1-1
k=-1
Questdes
. _ 2x+3y=8
01. Resolver e classificar o sistema:
X-2y=-1

. . . ] . 2x+3y=5
02. Determinar m real, para que o sistema seja possivel e determinado:
X+my=2
3X-y+z=5
03. Resolver e classificar o sistema: X+3y=7
2X+y—-2z2=-4

X+2y+z=5
04. Determinar m real para que o sistema seja possivel e determinado. {2X—Yy+2z=5
3X+y+mz+0

05. Se o terno ordenado (2, 5, p) é solucao da equacdo linear 6x - 7y + 2z = 5, qual o valor de p?

06. Escreva a solucdo genérica para a equacao linear 5x - 2y + z = 14, sabendo que o terno ordenado
(a, B, y) é solucdo.

07. Determine o valor de m de modo que o sistema de equac¢des abaixo,
2x-my =10
3x + 5y = 8, seja impossivel.

08. Se os sistemas:
Si:x+y=1 e Sxrax—by=5
X—-2y=-5 ay —bx=-1

Sé&o equivalentes, entdo o valor de a? + b? é igual a:
(A)1

(B) 4

()5

(D)9

(E) 10
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09. Resolva o seguinte sistema usando a regra de Cramer:
X+3y-2z2=3

2x-y+z=12

4x+3y-52=6

_ 2x-y=7
10. Resolver o sistema .
X+5y=-2

11. (UNIOESTE — ANALISTA DE INFORMATICA — UNIOESTE/2013) Considere o seguinte sistema
de equacdes lineares

P
I-:_I+?_—E

2x+y+z = 2
| 2x+dy+3z=3 |

Assinale a alternativa correta.

(A) O determinante da matriz dos coeficientes do sistema € um ndmero estritamente positivo.
(B) O sistema possui uma unica solucéo (1, 1, -1).

(C) O sistema possui infinitas solugdes.

(D) O posto da matriz ampliada associada ao sistema € igual a 3.

(E) Os vetores linha (1, 2, 3/2) e (2, 4, 3) ndo sao colineares.

Respostas

01. Resposta “S={(1, 2)}".
Solugéo: Calculemos inicialmente D, Dx e Dy:

2
D= =—4-9=-13
3 -2
8
D, - =-16+3=13
-1 -2
2
D, = =2-24=-26
3 -1

Como D =-13 # 0, o sistema ¢é possivel e determinado e:

X

o~ "1z %Y D 13

D, -13 _b_-2%_,

Assim: S={(1, 2)} e o sistema séo possiveis e determinados.

3
02. Resposta “ {m e RIim= 5} ”,

Solucdo: Segundo aregra de Cramer, devemos ter D # 0, em que:
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2 3
D= =2m-3
1

Assim: 2m-3¢0—>m¢g

Entdo, os valores reais de m, para que o sistema seja possivel e determinado, sdo dados pelos
elementos do conjunto:

{me R/m¢§}
2

03. Resposta “ S ={(1, 2, 4)}".
Solucéo: Calculemos inicialmente D, Dy, Dy e D,

3-1 1

D=1 3 0=-18+0+1-6-0-2=-25

5-1 1
D,=(7 3 0=-30+0+7+12-0-14=-25
2 1-2
3 5 1
D, =l 7 0=-42+0-4-14-0+10=-50
2-4-2

3-1 5

D,=1 3 7=-36-14+5-30-21-4=-100

Como D= -25 # 0, o sistema é possivel e determinado e:

D, -50
D, -25_, y-—v_~0_5 D, _100_
D_—25]“y D -25 ZD—254

Assim: S ={(1, 2, 4)} e o sistema sao possiveis e determinados.

04. Resposta “ {me R/m=3}”.

Solugéo: Segundo a regra de Cramer, devemos ter D # 0.
Assim:

EsPCEx | J



D=2-1 2|=—m+12+2+3-2-4m

3 1 m

D=-5m+ 15
Assim: -5bm+15#0 - m# 3

Entdo, os valores reais de m, para que o sistema seja possivel e determinado, sdo dados pelos
elementos do conjunto:
{meR/m=3}

05" Resposta “14”.

Solugéo:

Teremos por simples substituicdo, observandoque x=2,y=5ez=p,6.2-7.5+2.p=5.
Logo, 12 - 35+ 2p =5.

Dai vem imediatamente que 2p = 28 e, portanto, p = 14.

06. Solugéo:

Podemos escrever: 5a - 23 + y = 14. Dai, tiramos: y = 14 - 5a + 2B. Portanto, a solugéo genérica sera
o terno ordenado (a, B, 14 - 5a + 2[3).

Observe que se arbitrando os valores para a e 3, a terceira variavel ficard determinada em fungéo
desses valores.

Por exemplo, fazendo-se a = 1, 3 = 3, teremos:

y=14-5a0+2p3=14-5.1+2.3=15,

ou seja, o terno (1, 3, 15) € solucédo, e assim, sucessivamente.

Verificamos, pois que existem infinitas solugcbes para a equacdo linear dada, sendo o terno
ordenado (a, B, 14 - 5 a + 2 B) a solu¢ao genérica.

07. Solugéo:
Teremos, expressando x em funcdo de m, na primeira equacao:
X=(10+my)/2

Substituindo o valor de x na segunda equacao, vem:
3[(10+my)/ 2] + 5y =8

Multiplicando ambos os membros por 2, desenvolvendo e simplificando, vem:
3(10+my) + 10y = 16

30+ 3my+ 10y =16

(3m +10)y = -14

y=-14/(3m + 10)

Ora, para que nao exista o valor de y e, em consequéncia ndo exista o valor de x, deveremos ter o
denominador igual a zero, j4 que , como sabemos, ndo existe divisdo por zero.

Portanto, 3m + 10 = 0, de onde se conclui m = -10/3, para que o0 sistema seja impossivel, ou seja, ndo
possua solucéo.

08. Resposta “E”.
Solucdo: Como os sistemas séo equivalentes, eles possuem a mesma solugcdo. Vamos resolver o
sistema:
Siix+y=1
X-2y=-5

Subtraindo membro a membro, vem: X - X +y - (-2y) = 1 - (-5).
Logo, 3y =6\y=2.
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Portanto, como x +y = 1, vem, substituindo: x+2 =1\ x = -1.
O conjunto solucgéo é, portanto S = {(-1, 2)}.

Como os sistemas sdo equivalentes, a solugédo acima é também solucdo do sistema S,.
Logo, substituindo em S, os valores de x e y encontrados para o sistema S;, vem:

a-l1)-b(2)=5—-a-2b=5
a2)-b(-1)=-1—-2a+b=-1

Multiplicando ambos os membros da primeira equacéo por 2, fica:
-2a-4b =10

Somando membro a membro esta equacao obtida com a segunda equacéo, fica:
-3b=9\b=-3

Substituindo o valor encontrado para b na equacdo em vermelho acima (poderia ser também na outra
equacao em azul), teremos:

2a+(-3)=-1\a=1.
Portanto, a> + b2 = 12 + (-3)> =1 + 9 = 10.

09. Resposta “S ={(5, 2, 4)}".
Solucéo: Teremos:
1 3 -2
A=l2 -1 1([=24
4 3 =5
33 -2
App=12 -1 1 |=120
2 =5
303
-1 12| =596

Axy =

-E[\J-—l-h[\_?i—'-g«l
[N ]
a2

Portanto, pela regra de Cramer, teremos:
X1=DX1/D=120/24=5
X2=Dx2/D=48/24=2
X3=Dx3/D=96/24=4

Logo, o conjunto solucéo do sistema dado € S = {(5, 2, 4)}.

10. Solucéo:
2 -1

A= =da A=11
1 5

L I
A {_2 5}: A-

e T
AZ_L —2}: Ao=-
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L detA 33, _detA, 11
det A 11 y det A 11
Resposta: S={(3-1)}
11. Resposta: C.
123
D=2 1 % =3+12+4-3-4-12=0
2 4 3

O sistema pode ser Sl(sistema impossivel) ou SPI(sistema possivel indeterminado)

Para ser S| Dx=0 e SPI Dx=0

3 3
= 2= 9 9
Dx = |2 2l=Z4+6+24—=-—-6—-12=12
2 1 1| 2 2
3 4 3

Dx=0, portanto o sistema tem infinitas solugdes.

11) Sequéncias Numéricas e Progressofes: - Sequéncias
Numeéricas; - Progressdes aritméticas: termo geral, soma dos

“ g M termos, propriedades; - Progressdes Geométricas: termo geral,
soma dos termos, propriedades.

PROGRESSAO ARITMETICA (P.A.)

Podemos, no nosso dia-a-dia, estabelecer diversas sequéncias como, por exemplo, a sucessdo de
cidades que temos numa viagem de automovel entre Brasilia e Sdo Paulo ou a sucessao das datas de
aniversario dos alunos de uma determinada escola.

Podemos, também, adotar para essas sequéncias uma ordem numeérica, ou seja, adotando a; para o
1° termo, a, para o0 2° termo até a, para o n-ésimo termo. Dizemos que o termo a, é também chamado
termo geral das sequéncias, em que n € um numero natural diferente de zero. Evidentemente, daremos
atencdo ao estudo das sequéncias numéricas.

As sequéncias podem ser finitas, quando apresentam um ultimo termo, ou, infinitas, quando ndo
apresentam um ultimo termo. As sequéncias infinitas sao indicadas por reticéncias no final.

Exemplos:

- Sequéncia dos numeros primos positivos: (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ...). Notemos que esta € uma
sequéncia infinitacom a; =2;a, =3, a3 =5; a4, = 7; as = 11; as = 13 etc.

- Sequéncia dos numeros impares positivos: (1, 3, 5, 7, 9, 11, ...). Notemos que esta € uma sequéncia
infintacoma; =1, a=3;a3=5 a4 =7; a5 =9; as = 11 etc.

- Sequéncia dos algarismos do sistema decimal de numeracéo: (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Notemos
gue esta € uma sequéncia fintacoma; =0;a; =1, a3 =2;as=3;as=4;a=5,a;=6; a3 = 7; a9 = 8; a0
=0.

1. lgualdade

As sequéncias sdo apresentadas com 0s seus termos entre parénteses colocados de forma ordenada.
Sucessbes que apresentarem 0s mesmos termos em ordem diferente serdo consideradas sucessdes
diferentes.
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Duas sequéncias s6 poderdo ser consideradas iguais se, e somente se, apresentarem 0S mesmos
termos, na mesma ordem.

Exemplo
A sequéncia (X, Y, z, t) podera ser considerada igual a sequéncia (5, 8, 15, 17) se, e somente se, X =
5 y=8,z=15;et=17.

Notemos que as sequéncias (0, 1, 2, 3, 4, 5) e (5, 4, 3, 2, 1) sao diferentes, pois, embora apresentem
0S mesmos elementos, eles estdo em ordem diferente.

2. Formula Termo Geral

Podemos apresentar uma sequéncia através de uma determina o valor de cada termo a, em funcéo
do valor de n, ou seja, dependendo da posi¢éo do termo. Esta formula que determina o valor do termo an
e chamada formula do termo geral da sucessao.

Exemplos
- Determinar os cincos primeiros termos da sequéncia cujo termo geral e igual a:
an=n-2n,com n € N*=

Teremos:

aa=1?-2.1=sa,=1
a=2?-2.2=>a=0
a=3?-2.3=>a=3
au=4°-4 . 2> a,=8
as=5"-5.2=>a5=15

- Determinar os cinco primeiros termos da sequiéncia cujo termo geral € igual a:
an=3.n+ 2, comn€ N*

a=3.1+2=>a,=5
a=3.2+2=>a=8
az=3.3+2=>a3=11
au=3.4+2>a=14
as=3.5+2=>a=17

- Determinar os termos aj; € a3 da sequéncia cujo termo geral é igual a:
an=45-4+n, com n € N*.

Teremos:
a;n=45-4 ., 123&12=-3
a3=45-4 . 23> Qi = -47

3. Lei de Recorréncias

Uma sequéncia pode ser definida quando oferecemos o valor do primeiro termo e um “‘caminho” (uma
formula) que permite a determinacdo de cada termo conhecendo-se o seu antecedente. Essa forma de
apresentacdo de uma sucessao é dita de recorréncias.

Exemplos
- Escrever os cinco primeiros termos de uma sequéncia em que:
aa=3eam=2.a,-4, emquen€N*

Teremos:

8.1=3
=2.a1-4>a=2.3-4=>a=2
. —4>a3=2.2-4=>a=0
az—4>a,=2.0-4d=>a4=-4
u—4d=>a=2.(4)-4=>a=-12

&L
I
N NN
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- Determinar o termo as de uma sequéncia em que:
ap=12ean1=a,— 2, emque n € N*.

p=—a—2—a=12-2— a,=10
B=app—-2—>a=10-2 —>a3=8
u=—ap—2—>au=8-2—a,;,=6
as—uy—2—>a=6—-2—>as=4

Observacéo 1

Devemos observar que a apresentacdo de uma sequéncia através do termo geral € mais pratica, visto
gue podemos determinar um termo no “meio” da sequéncia sem a necessidade de determinarmos os
termos intermediarios, como ocorre na apresentacao da sequéncia através da lei de recorréncias.

Observagéao 2

Algumas sequéncias ndo podem, pela sua forma “desorganizada’ de se apresentarem, ser definidas
nem pela lei das recorréncias, nem pela formula do termo geral. Um exemplo de uma sequéncia como
esta é a sucessao de numeros naturais primos que ja “destruiu” todas as tentativas de se encontrar uma
formula geral para seus termos.

4. Artificios de Resolucéo

Em diversas situa¢des, quando fazemos uso de apenas alguns elementos da PA, é possivel, através
de artificios de resolucéo, tornar o procedimento mais simples:

PA com trés termos: (a—r), ae (a+r), razdoigual ar.

PA com quatro termos: (a—3r), (a—1), (a+r) e (a+ 3r), razdo igual a 2r.

PA com cinco termos: (a—2r), (a—r1),a, (a+r)e(a+ 2r), razdoigual ar.

Exemplo
- Determinar os nimeros a, b e ¢ cuja soma €&, igual a 15, o produto € igual a 105 e formam uma PA
crescente.

Teremos:
Fazendoa=(b—-r)ec=(b+r)esendoa+b+c=15, teremos:
(b-r)+b+(b+r)=15—->3b=15—->Db=>5.

Assim, um dos nameros, o termo médio da PA, ja é conhecido.
Dessa forma a sequéncia passa a ser:
(5-r1),5e(5+r), cujo produto é igual a 105, ou seja:

5-rn.5.5+rnN=105—-5-r?=21
r=4—-2our=-2.

Sendo a PA crescente, ficaremos apenas com r= 2.
Finalmente, teremosa=3,b=5ec=7.

5. Propriedades
P.: para trés termos consecutivos de uma PA, o termo médio é a média aritmética dos outros dois
termos.

Exemplo

Vamos considerar trés termos consecutivos de uma PA: a..1, a» € an«1. Podemos afirmar que:
l-an=an1 +r

Il-a,=apn1—r

Fazendo | + Il, obteremos:
2ap = apitr+a,+1-r
2an=apa+ant 1

Logo: a, = a,-1 + an+1
2
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Portanto, para trés termos consecutivos de uma PA o termo médio é a media aritmética dos outros
dois termos.

6. Termos Equidistantes dos Extremos
Numa sequéncia finita, dizemos que dois termos sao equidistantes dos extremos se a quantidade
de termos que precederem o primeiro deles for igual a quantidade de termos que sucederem ao outro
termo. Assim, na sucessao:

(ala a2, Az, aa,..., a-pv"a ag,..., dn-3, An-2, An-1, an)1 temos:

a, e an1 Sao termos equidistantes dos extremos;
as € an2 Sao termos equidistantes dos extremos;
as an-3 S80 termos equidistantes dos extremos.

Notemos que sempre que dois termos séo equudistantes dos extremos, a soma dos seus indices é
igual ao valor de n + 1. Assim sendo, podemos generalizar que, se 0s termos a, e ax sao equidistantes
dos extremos, entdo: p + k = n+1.

Propriedade
Numa PA com n termos, a soma de dois termos equidistantes dos extremos € igual & soma destes
extremos.

Exemplo
Sejam, numa PA de n termos, a, e ax termos equidistantes dos extremos.

Teremos, entao:
l-gp=as+(p—-1).r=> ap=ar+p.r—r
N-axk=ay+(k—1).r=ak=a;+k.r —r
Fazendo | + 11, teremos:
Aptax=as+p.r—r+a+k.r—r
Aptax=as+rar+(p+k-1-1).r

Considerando que p + k =n + 1, ficamos com:
pra=—agt+taa+(n+1-1).r
prta=—ast+tar+t(n-1).r

ap+ak=ai + an

Portanto numa PA com n termos, em que n € um numero impar, o termo médios (an) € a média
aritmética dos extremos. An = a1 + an
2

7. Somados n Primeiros Termos de uma PA
Vamos considerar a PA (a1, az, as,...,an2, an1,8n ) € representar por Sn a soma dos seus n termos, ou
seja:
Sh=artatazt..tantantan
(igualdade 1)

Podemos escrever também:
Sh=antaptat..tastat+ta
(igualdade 1)

Somando-se | e |l, temos:
2Sp= (a1 +a)) + (a2+ an1) + (@ + an2) + ...+ (An2+ @) + (Ana + @) + (a0 + a1)

Considerando que todas estas parcelas, colocadas entre parénteses, sdo formadas por termos
equidistantes dos extremos e que a soma destes termos é igual a soma dos extremos, temos:

2Sp=(ar+a) + (@ +a) + (ar+a,) + (ar + ay) +
+..+t(@+a)—2S,=(ar+ay.n
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E, assim, finalmente:
Sn=(a+a).n
2

Exemplo
- Ache a soma dos sessenta primeiros termos da PA (2, 5, 8,...).

Dados: a; =2
r=5-2=3

Calculo de ago:

Aco=a1 +59r —» ag=2+59.3
aso =2+ 177
dso = 179

Calculo da soma:

Sh=(ai+ta)n — Se = (a1 + as0) . 60

2 2
Se0 = !2 + 179! .60
2
Seo = 5430

Resposta: 5430
PROGRESSAO GEOMETRICA (P.G.)

PG é uma sequéncia numérica onde cada termo, a partir do segundo, é o anterior multiplicado por uma
constante q chamada razéo da PG.

dn+1= an.

Com a; conhecido e n € N*

Exemplos

- (3, 6, 12, 24, 48,...) € uma PG de primeiro termo a; = 3 e razdo q = 2.

- (-36, -18, -9, _79 _79,...) € uma PG de primeiro termo a;= -36 e razdo q = %

- (15, 5, g %) € uma PG de primeiro termo a; = 15 erazdo q = %

- (-2, -6, -18, -54, ...) € uma PG de primeiro termo a; = -2 e razdo q = 3.

-(1, -3, 9, -27, 81, -243, ...) € uma PG de primeiro termo a; = 1 e razao q = -3.
-(5,5,5,5,5,5,...) ¢uma PG de primeirotermoa; =5 erazdoq= 1.
-(7,0,0,0,0,0,...) ¢6uma PG de primeiro termo a; = 7 erazdo q = 0.
-(0,0,0,0,0,0,...) ¢ uma PG de primeiro termo a; = 0 e razdo q qualquer.

Observacao: Para determinar a razdo de uma PG, basta efetuar o quociente entre dois termos
consecutivos: o posterior dividido pelo anterior.

q=atl (an=0)
an

1.Classificacao
As classificagbes geométricas séo classificadas assim:

- Crescente: Quando cada termo € maior que o anterior. Isto ocorre quando a; > 0 e g > 1 ou quando
aa<0eO<qg<1l

- Decrescente: Quando cada termo € menor que o anterior. Isto ocorre quando a; >0e0<qg<1ou
quandoa; <0eq> 1.

- Alternante: Quando cada termo apresenta sinal contrario ao do anterior. Isto ocorre quando g <0.
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- Constante: Quando todos os termos sao iguais. Isto ocorre quando q = 1. Uma PG constante é

também uma PA de razdo r = 0. A PG constante é também chamada de PG estacionaria.
- Singular: Quando zero é um dos seus termos. Isto ocorre quando a; =0 ou q = 0.

2.Férmula do Termo Geral

A definicdo de PG esta sendo apresentada por meio de uma lei de recorréncias, e nos ja aprendemos
nos modulos anteriores que a formula do termo geral € mais pratica. Por isso, estaremos, neste item,
procurando estabelecer, a partir da lei de recorréncias, a formula do termo geral da progressao
geomeétrica.

Vamos considerar uma PG de primeiro termo al e razdo q. Assim, teremos:

a=a.q

as=az.q=a1.q2

au=az.q=a .’

as=-as.q=a .q

a=a; . q"t

Exemplos
- Numa PG de primeiro termo a; = 2 e razdo q = 3, temos o termo geral na igual a:

an=a;.q"t—a,=2.3"

Assim, se quisermos determinar o termo as desta PG, faremos:
As=2.3" > a>=162

-Numa PG determo a; = 15 erazdoq = § temos o termo geral na igual a:

an=a.q"¢ —>a,=15.-"

w | =

Assim, se quisermos determinar o termo as desta PG, faremos:

Ao=15. 22 5 =2

- Numa PG de primeiro termo a; = 1 e razdo = -3 temos o termo geral na igual a:
an=a;.q"t—a, =1.(3)"

Assim, se quisermos determinar o termo a4 desta PG, faremos:
As=1. (-3)3 —as =-27

3.Artificios de Resolucao
Em diversas situa¢des, quando fazemos uso de apenas alguns elementos da PG, € possivel através
de alguns elementos de resolucéo, tornar o procedimento mais simples.

PG com trés termos:
a

-a; a

7 q

PG com quatro termos:
2.9 aq; ag?

q31 q'l 1

PG com cinco termos:

@2 5 ag; ag?
q21 q1 y ’

Exemplo
Considere uma PG crescente formada de trés nimeros. Determine esta PG sabendo que a soma
destes numeros € 13 e o produto é 27.
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Vamos considerar a PG em questdo formada pelos termos a, b e ¢, onde a = . ec=b.q.

Assim,
s.b.bq=27—>b3=27—>b=3.

Temos:
~+3+3q9=13 3210 +3=0=

q=30uq=§

Sendo a PG crescente, consideramos apenas g = 3. E, assim, a nossa PG é dada pelos numeros: 1,
3el.

4.Propriedades
P:: Para trés termos consecutivos de uma PG, o quadrado do termo médio € igual ao produto dos
outros dois.

Exemplo
Vamos considerar trés termos consecutivos de uma PG: an1, a, € an+1. Podemos afirmar que:

l—an=an1.q e
Il —an = an
q
Fazendo | . Il, obteremos:

(@n)* = (@n1. Q). (&+1) = (@& )* = @n1. A1
q

Logo: (an)? = @n-1 . @n1

Observacao: Se a PG for positive, 0 termo médio serd a média geométrica dos outros dois:
a.n = \/an-l . an+1

P,: Numa PG, com n termos, o produto de dois termos equidistantes dos extremos € igual ao produto
destes extremos.

Exemplo
Sejam, numa PG de n termos, a, e ax dois termos equidistantes dos extremos.

Teremos, entao:

| —a,=a;.gP?

l-a=a;.qg<t

Multiplicando | por Il, ficaremos com:

a.a=a.g"t. a. gt
ap.a=ar.a .grkt

Considerando que p + k =n + 1, ficamos com:
. a=a. an

Portanto, numa PG, com n termos, o produto de dois termos equidistantes dos extremos é igual ao
produto destes extremos.

Observacdo: Numa PG positiva, com n termos, onde n € um ndmero impar, o termo meédio (an) € a
média geométrica dos extremos ou de 2 termos equidistantes dos extremos.

EsPCEx 217




am =a . a
5.Soma dos termos de uma PG

-Soma dos n Primeiros Termos de uma PG
Vamos considerar a PG (ai, a, as, ..., a2, an1, a), com q diferente de 1 e representar por Sn a soma
dos seus n termos, ou seja:

Simartataz+..tatanmt a,
(igualdade I)

Podemos escrever, multiplicando-se, membro a membro, a igualdade (I ) por g:

g.Sh=q.a1+q.a+q.a+..+q. a2+
+0.an1t (. an

Utilizando a formula do termo geral da PG, ou seja, a, = a; . "2, teremos:
g.Sn=axt+tag+..+taztani+an +ar.q"
(igualdade 1)

Subtraindo-se a equacao | da equacgéao I, teremos:

g.Sn—-Shn=ar.q"-as—sn.(q-1)=
=a.(q"—1)

E assim: S;=a:. (Q"—1)
g-1

Se tivéssemos efetuado a subtracdo das equagdes em ordem inversa, a formula da soma dos termos
da PG ficaria:

Snzg]_.!l—gn!
1-q

Evidentemente que por qualquer um dos “caminhos” o resultado final € 0 mesmo. E somente uma
guestédo de forma de apresentacao.

Observacao: Paraq =1, teremos sp,=n. a;

6.Série Convergente — PG Convergente
Dada a sequéncia ( ai, az, as, &, 8s,..., &2, a1, @), Chamamos de serie a sequéncia Sy, Sz, S, Ss,
SQ!"'! Sn-2, Sn-l, Sn,tal que

Sl=a1

S,=a; +a
Szs=artat+as
Ss=ay+taxt+taztay
Ss=ay+taytastas+as

Sw-—ar+at+taz+tas+tas+..+an
Smq—aptataz+tast+as+..+amt an
Shmaytaytazstastas+ ..+ at ant an

. . ~ 1 < , . .
Vamos observar como exemplo, numa PG com primeiro termo a; = 4 e razéo g = -, a série que ela vai
gerar.
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Os termos que vao determinar a progressao geométrica sao: (4, 2, 1, % 1,1,1,1,1, 2,4, 8, 16, 32, 64,
1 1 1

L )

128 ' 256’ 512" °

E, portanto, a série correspondente sera:
Si1=4

S,=4+2=6

S;3=4+2+1=7
s4z4+2+1+§:§:7,5

Ss=4+2+1+-+-=2=775
2 4 4

Se=4+2+1+-+ +-=2=7875
2 4 8 8

57:4+2+1+1+1+1+i:12—7:7,9375
2 4 8 16 16
Sg=4+2+1+l+l+l+i i:E=7,96875
2 4 8 16 32 32
59:4+2+1+1+1+1+i+i+i=53=7,984375
2 4 8 16 32 64 64
Slo:4+2+1+1+1+1+L+L+L+L:%:7’ 9921875
2 4 8 16 32 64 128 128

Devemos notar que a cada novo termo calculado, na PG, o seu valor numérico cada vez mais se
aproxima de zero. Dizemos que esta € uma progressao geomeétrica convergente.

Por outro lado, na série, é cada vez menor a parcela que se acrescenta. Desta forma, o ultimo termos
da série vai tendendo a um valor que parece ser o limite para a série em estudo. No exemplo numérico,
estudado anteriormente, nota-se claramente que este valor limite € o numero 8.

Bem, vamos dar a esta discussao um carater matematico.

E claro que, para a PG ser convergente, é necessario que cada termo seja, um valor absoluto, inferior
ao anterior a ele. Assim, temos que:

PG convergente — I gl <1

ou
PG convergente — -1 <1

Resta estabelecermos o limite da série, que é o S, para quando n tende ao infinito, ou seja,
estabelecermos a soma dos infinitos termos da PG convergente.
Vamos partir da soma dos n primeiros termos da PG:

Sn=e_11.§1—g”[
1-q

Estando q entre os nimeros -1e 1 e, sendo n um expoente que tende a um valor muito grande, pois
estamos somando os infinitos termos desta PG, é facil deduzir que g vai apresentando um valor cada
vez mais préximo de zero. Para valores extremamente grandes de n ndo constitui erro considerar que g
€ igual a zero. E, assim, teremos:

S=a
1-q

Observacao: Quando a PG é néo singular (sequéncia com termos ndo nulos) e arazéo g é de tal forma
queq | =1, asérie é divergente. Séries divergentes ndo apresentam soma finita.
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Exemplos

- A medida do lado de um triangulo equilatero é 10. Unindo-se os pontos médios de seus lados, obtém-
se o segundo triangulo equilatero. Unindo-se os pontos médios dos lados deste novo triangulo equilatero,
obtém-se um terceiro, e assim por diante, indefinidamente. Calcule a soma dos perimetros de todos esses
triangulos.

Solugéo:

Temos: perimetro do 1° triangulo = 30
perimetro do 2° triangulo = 15

perimetro do 3° triangulo = 12—5

Logo, devemos calcular a soma dos termos da PG infinita 30, 15, 12—5 naquala; = 30eq =§.

30 30
Sza >s=—=—=060.
1-q 1—5

Questdes

01. (Pref. Amparo/SP — Agente Escolar — CONRIO/2014) Descubra o 99° termo da P.A. (45, 48,
51,...)

(A) 339

(B) 337

(C) 333

(D) 331

02. (Camarade Sao Paulo/SP — Técnico Administrativo — FCC/2014) Uma sequéncia inicia-se com
o numero 0,3. A partir do 2° termo, a regra de obten¢éo dos novos termos é o termo anterior menos 0,07.
Dessa maneira 0 nimero que corresponde a soma do 4° e do 7° termos dessa sequéncia é

(A) -6,7.

(B) 0,23.

(C)-3,1.

(D) -0,03.

(E) -0,23.

03. Ostermos da sequéncia (10; 8; 11; 9; 12; 10; 13; ...) obedecem a uma lei de formagéao. Se a,, em
gue n pertence a N*, € o termo de ordem n dessa sequéncia, entdo aso + ass € igual a:

(A) 58

(B) 59

(C) 60

(D) 61

(E) 62

04. A soma dos elementos da sequéncia numérica infinita (3; 0,9; 0,09; 0,009; ...) é:
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(A) 3,1
(B) 3,9
(C) 3,99
(D) 3, 999
(E) 4

05. (EBSERH/ HUSM - UFSM/RS - Analista Administrativo — Administracdo — AOCP/2014)
Observe a sequéncia:

1;: 2; 4; 8:...

Qual é a soma do sexto termo com o oitavo termo?
(A) 192

(B) 184

(C) 160

(D) 128

(E) 64

06. (PREF. NEPOMUCENO/MG - TECNICO EM SEGURANCA DO TRABALHO -
CONSULPLAN/2013) O primeiro e o terceiro termos de uma progressao geomeétrica crescente sao,
respectivamente, 4 e 100. A soma do segundo e quarto termos dessa sequéncia é igual a

(A) 210.

(B) 250.

(C) 360.

(D) 480.

(E) 520.

07. (TRF 32— Analista Judiciério - Informética — FCC/2014) Um tabuleiro de xadrez possui 64 casas.
Se fosse possivel colocar 1 gréo de arroz na primeira casa, 4 gréos na segunda, 16 graos na terceira, 64
graos na quarta, 256 na quinta, e assim sucessivamente, o total de graos de arroz que deveria ser
colocado na 642 casa desse tabuleiro seria igual a

(A) 2%4,

(B) 2126_

(C) 2%,

(D) 2128,

(E) 2256,

08. (Policia Militar/SP — Aluno - Oficial - VUNESP/2014) Planejando uma operagéo de policiamento
ostensivo, um oficial desenhou em um mapa trés circulos concéntricos de centro P, conforme mostrado
na figura.

Sabe-se que as medidas dos raios r, r; e r, estdo, nessa ordem, em progressao geométrica. Ser + r;
+r,=52cm,er.r, =144 cm, entdo r + r, € igual, em centimetros, a

(A) 36.

(B) 38.

(C) 39.

(D) 40.
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(E) 42.

09. (EBSERH/HU-UFGD - Técnico em Informatica — AOCP/2014) Observe a sequéncia numérica a
seguir:

11; 15; 19; 23....

Qual € o sétimo termo desta sequéncia?

(A) 27.

(B) 31.

(C) 35.

(D) 37.

(E) 39

10. (METRO/SP — USINADOR FERRAMENTEIRO — FCC/2014) O setor de almoxarifado do Metr6
necessita numerar pecas de 1 até 100 com adesivos. Cada adesivo utilizado no processo tem um Unico
algarismo de 0 a 9. Por exemplo, para fazer a numeracao da peca nimero 100 sdo gastos trés adesivos
(um algarismo 1 e dois algarismos 0). Sendo assim, o total de algarismos 9 que serdo usados no processo
completo de numeracgao das pegas € igual a

(A) 20.

(B) 10.

(©) 19.

(D) 18.

(E) 9.

11. (MPE/AM — AGENTE DE APOIO- ADMINISTRATIVO — FCC/2013) Considere a sequéncia
numérica formada pelos numeros inteiros positivos que sao divisiveis por 4, cujos oito primeiros
elementos sdo dados a seguir. (4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32,...)

O ultimo algarismo do 234° elemento dessa sequéncia é

(A)O

(B) 2

€4

(D) 6

(E)8

Respostas

01. Resposta: A.
r=48-45=3

a, =45

a,=a; +(n—Dr

Qg9 =45 +98-3 =339

02. Resposta: D.

a,=a;, —(mn—Dr

a, =0,3-3.0,07 =0,09

a; =0,3-6.0,07 =—-0,12
S=a,+a,=009-012 =-0,03

03. Resposta: B.

Solucgéo: Primeiro, observe que os termos impares da sequéncia € umaPA de razéo 1 e primeiro termo
10 - (10; 11; 12; 13; ...). Da mesma forma os termos pares € uma PA de razdo 1 e primeiro termo igual a
8-(8;9;10; 11; ...).

Assim, as duas PA tém como termo geral o seguinte formato:

Qa=al+(-1).1=al+i-1

Para determinar aso + ass precisamos estabelecer a regra geral de formacao da sequéncia, que esta
intrinsecamente relacionada as duas progressfes da seguinte forma:

- Se n (indice da sucessao) é impar temos que n = 2i - 1, ou seja, i = (n + 1)/2;

-Senépartemosn=2ioui=n/2.

Daqui e de (1) obtemos que:

an=10+[(n+ 1)/2] - 1 se n é impar
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a,=8+(n/2)-1sen épar

Logo:

a3 =8+(30/2)-1=8+15-1=22 e
ass =10 +[(B5 + 1)/2] - 1 =37

E, portanto:

Az + ass = 22 + 37 = 59.

04. Resposta: E.

Solugdo: Sejam S as somas dos elementos da sequéncia e S; a soma da PG infinita (0,9; 0,09;
0,009;...) derazdaoq=10-1=0,1. Assim:

S=3+S;

Como -1 < g < 1 podemos aplicar a formula da soma de uma PG infinita para obter S;:

S$;=09/(1-0,1)=0909=1—-S=3+1=4

05.Resposta: C.

Esta sequéncia é do tipo a,, = 2" 1.
Assim:

ag = 2671 = 25=32

ag = 2871 =27 =128
A soma fica; 32 + 128 = 160.

06. Resposta: E.
an =a;-q"!
az = a, - q*

100 = 4 - g2
q? =25
q=>5

a,=a;-q=4-5=20
a, =az-q=100-5=500
a,+a, =20+4+500=520

07.Resposta: B.

Pelos valores apresentados, € uma PG de razéo 4
A64=?

a=1

q=4

n=64

ap =a;-q"!

a, = 1-463 = (22)63 = 2126

08.Resposta: D.

Se estdo em Progressao Geométrica, entao: % = :—2 ,ouseja, 1.1 =1.15.
1

Assim: ;2 = 144

rn=+v144=12cm

Sabemos que r+r;+ ;=52 Assim:

r+12+ 1, =52

r+r,=52-12

r + 1, =40

09.Resposta: C.

Trata-se de uma Progresséo Aritmética, cuja formula do termo geral €
a,=a; +(n—1).r

n=7 a=11; r=15-11=4

Assim, a; =11+ (7—-1).4=11+64 =11+ 24 =35
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10.Resposta: A.

9 =9+ (n-1)10

10n—10+9 =99

n=10

Vamos tirar 0 99 pra ser contato a parte: 10-1=9

9 =90+ (n—-1)

n=99-90+1=10

Sao 19 ndmeros que possuem o algarismo 9, mas 0 99 possui 2
19+1=20

11. Resposta: D.

r=4

a,=a,+(mn—-Dr

Ay34 =4+ 233-4=936
Portanto, o ultimo algarismo € 6.

12) Geometria Espacial de posicéo: - Posi¢cdes relativas entre duas

retas; - Posicdes relativas entre dois planos; - Posicdes relativas
entre reta e plano; - Perpendicularidade entre duas retas ou dois
planos; e a Projecéo ortogonal.

GEOMETRIA DE POSICAO

A geometria de posicdo estuda os trés entes primitivos da geometria ponto, reta e plano no espaco.
Temos o estudo dos postulado, das posi¢des relativas entre estes entes.

Na matemética nés temos afirmacdes que sdo chamadas de postulados e outras sdo chamadas de
teoremas.

Postulado: séo afirmagdes que séo aceitas sem demonstracéo. Isto €, sabemos que sédo verdadeira,
porém nao tem como ser demonstradas.

Teorema: séo afirmagdes que tem demonstragéo.

- Estudo dos Postulados

Na Geometria de Posi¢ao, os postulado se dividem em quatro categorias:

I) Postulados da existéncia:

a) No espaco existem infinitos pontos, retas e planos. (este postulado também é chamado de
postulado fundamental da geometria de posicao).

b) Numa reta e fora dela existem infinitos pontos.
¢) Num plano e fora dele existem infinitos pontos e retas.
d) Entre dois pontos distintos, sempre existe um outro ponto.

II) Postulados da determinagéao:
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a) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta. (Observe que a palavra distintos esta
destacada, tem que ser distintos e ndo somente dois pontos).

b) Trés pontos nédo colineares determinam um unico plano. (Observe que as palavras nao
colineares estdo destacadas, tem que ser ndo colineares e ndo somente trés pontos).

- como consequéncia deste postulado, temos também:

b.1) uma reta e um ponto fora dela determinam um Unico plano.

b.2) duas retas paralelas distintas determinam um Unico plano.

b.3) duas retas concorrentes determinam um unico plano.

[ll) Postulado da incluséo.

- Se dois pontos distintos de umareta pertencem aum plano, entdo a reta esta contida no plano.
IV) Postulados da diviséo.

a) Um ponto divide uma reta em duas semirretas.

b) Uma reta divide um plano em dois semiplanos.

c) Um plano divide o espagco em dois semiespagos.

- Estudo das posicdes relativas

Vamos estudar, agora, as posi¢cdes relativas entre duas retas; entre dois planos e entre um plano e
uma reta.

I) Posicdes relativas entre duas retas.

- Distintas
- Paralelas:
| - Coincidentes
Coplanares:
(mesmo plano)
- Concorrentes
N&o coplanares: - Reversas

No esquema acima, temos:
a) Retas coplanares =» estdo no mesmo plano. Podem ser:

- Retas paralelas distintas: ndo tem nenhum ponto em comum.

s representamos porr// s

- Retas paralelas coincidentes: tem todos os pontos em comum. Temos duas retas, sendo uma
sobre a outra.
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representamos porr = s

- Retas concorrentes: tem um Unico ponto em comum.
r

Observacao: duas retas concorrentes que formam entre si um angulo reto (90°) sdo chamadas de
perpendiculares.

b) Retas ndo coplanares =» ndo estdo no mesmo plano. Sao:

- Retas Reversas: ndo tem ponto em comum.

(r)

P 7/

() o

Observacao: duas retas reversas que “formam” entre si um angulo reto (90°) sédo chamadas de
ortogonais.

Como podemos verificar, retas paralelas distintas e retas reversas ndo tem ponto em comum. Entdo
esta ndo é uma condicao suficiente para diferenciar as posi¢cdes, porém é uma condicdo necessaria. Para
diferenciar paralelas distintas e reversas temos duas condi¢des:

- Paralelas distintas ndo tem ponto em comum e estdo no mesmo plano (coplanares).
- Reversas ndo tem ponto em comum e nao estdo no mesmo plano (ndo coplanares).

II) Posi¢cdes relativas entre reta e plano.

a) Reta paralela ao plano: ndo tem nenhum ponto em comum com o plano. A intersec¢éo da reta com
o plano é um conjunto vazio.

- >

rifa

FIa=1g

Observacao: uma reta paralela a um plano é paralela com infinitas retas do plano, mas néo a todas.

b) Reta contida no plano: tem todos os pontos em comum com o plano. Também obedece ao
postulado da Inclusdo. A intersec¢ao da reta com o plano é igual a propria reta.
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c) Reta secante (ou incidente) ao plano: tem um Unico ponto em comum com o plano. A interseccéo
da reta com o plano é o ponto P.

ri o =4{F
F & otraco der em o
R fura [ atravessa] o em F

[ll) Posicdes relativas entre dois planos

a) Planos paralelos: ndo tem nenhum ponto em comum. A intersec¢éo entre os planos é um conjunto
vazio.

b) Planos coincidentes: tem todos os pontos em comum.

c) Planos secantes (ou incidentes): tem uma Unica reta em comum. A intersec¢ao entre os planos
€ uma reta. Podem ser obliqguos (formam entre si um angulo diferente de 90°) ou podem ser
perpendiculares (formam entre si um angulo de 90°).

Planos paralelos

o, B

[3 Coincidentes
paralelos

Planos concorrentes

p P

Obliquos Perpendiculares
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Questdes
01. Dadas as proposicoes:
1) Dois pontos distintos determinam uma dnica reta que os contém.
)] Trés pontos distintos determinam um dnico plano que os contém.

1)) Se dois pontos de umareta pertencem a um plano, entdo a reta esta
contida no plano.

E correto afirmar que:

(A) Todas séo verdadeiras.
(B) Todas séo falsas.

(C) Apenas | e Il sdo falsas.
(D) Apenas Il e 1l séo falsas.
(E) Apenas | e 1l so falsas.

02. Assinale a alternativa verdadeira:

(A) Todas as afirmacdes podem ser demonstradas.

(B) Plano, por definicdo, € um conjunto de pontos.

(C) Ponto tem dimenséo.

(D) Para se obter um plano basta obter 3 pontos distintos.
(E) Reta ndo tem definigao.

03. Assinala a alternativa falsa:

(A) Duas retas ndo coplanares sao reversas.

(B) Se uma reta ndo tem ponto em comum com um plano, ela é paralela a ele.
(C) Duas retas que tem ponto em comum Sao concorrentes.

(D) Dois planos sendo paralelos, toda reta que fura um fura o outro.

(E) Dois planos sendo paralelos, todo plano que intercepta um intercepta o outro.

04. Se aretar é paralela ao plano a, entao:

(A) Todas as retas de a sdo paralelas ar.

(B) Existem em a retas paralelas ar e retas reversas ar.

(C) Existem em a retas paralelas ar e retas perpendiculares ar.

(D) Todo plano que contém r intercepta a, segundo uma reta paralelaar
(E) Nenhuma das anteriores é verdadeira.

05. Complete a seguinte frase: “Duas retas que nao tem pontos em comum sao
ou

06. Assinale V ou F, conforme as sentencas sejam verdadeira ou falsas:

( ) Ponto ndo tem definig&o.

( ) Dois planos que ndo tem pontos em comum sao paralelos.

( ) Duas retas que séo paralelas a um mesmo plano podem ser paralelas entre si.
( ) Teorema é sempre um Postulado.

07. Sejam r e s duas retas distintas, paralelas entre si, contidas em um plano a. A reta t, perpendicular
ao plano a, interceptaaretar em A. Asretast e s sdo:

(A) Reversas e nao ortogonais.
(B) Ortogonais.

(C) Paralelas entre si.

(D) Perpendiculares entre si.
(E) Coplanares.
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08. Assinale a alternativa correta:

(A) Se uma reta é paralela a dois planos, entéo esses planos sao paralelos.

(B) Uma condicdo suficiente para que dois planos sejam paralelos é que duas retas de um sejam
paralelas ao outro.

(C) Se uma reta € perpendicular a duas retas distintas de um plano, entdo ela é perpendicular ao
plano.

(D) Se duas retas quaisquer sao paralelas a um plano, entéo elas sdo paralelas uma a outra.

(E) Um plano perpendicular a uma reta de um outro plano € perpendicular a este ultimo plano.

09. Assinale a alternativa falsa:

(A) Dois pontos distintos determinam uma reta.

(B) Trés pontos nédo colineares determinam um plano.

(C) Uma reta divide 0 espagco em dois semiespagos.

(D) Um ponto divide uma reta em duas semirretas.

(E) Entre dois pontos distintos, sempre existe um outro ponto.

10. Uma formiga resolveu andar de um vértice a outro do prisma reto de bases triangulares ABC e
DEG, seguindo um trajeto especial. Ela partiu do vértice G, percorreu toda a aresta perpendicular a
base ABC, para em seguida caminhar toda a diagonal da face ADGC e, finalmente, completou seu

passeio percorrendo a aresta reversa a CG . A formiga chegou ao vértice:

G
D E
€ A
A =g
(A) A
(B)B
(©)C
(D)D
(BE)E
Respostas

01. Resposta: D. )V, IDFell) F

02. Resposta: E.

03. Resposta: C.

04. Resposta: B.

05. Resposta: paralelas distintas — reversas.
06. Respostas: V-V -V —F.

07. Resposta: B.

08. Resposta: E.

09. Resposta: C.

10. Resposta: E.
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13) Geometria Espacial Métrica: - Prismas: conceito, elementos,
classificacao, areas e volumes, troncos; - Piramide: conceito,
elementos, classificacdo, areas e volumes, troncos; - Cilindro:
conceito, elementos, classificacao, areas e volumes, troncos; -

' Cone: conceito, elementos, classificacéo, areas e volumes, troncos;
- Esfera: elementos, secdo da esfera, area, volumes, partes da
esfera; projecdes; solidos de revolucao; e inscricao e circunscricao
de sélido.

SOLIDOS GEOMETRICOS

Sao figuras geométricas que possui trés dimensdes. Um sélido é limitado por um ou mais planos. Os
mais conhecidos sdo: prisma, piramide, cilindro, cone e esfera.

[) PRISMA: é um s6lido geométrico que possui duas bases iguais e paralelas.

- -~ *Vérlice

-~ —*Aresta lateral
1~ "™ Face lateral
=1~~~ *Altura

L7757 --*»Base

———— » Aresia da base

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
—

L

= Elementos de um prisma:

a) Base: pode ser qualquer poligono.

b) Arestas da base: sdo os segmentos que formam as bases.

c) Face Lateral: é sempre um paralelogramo.

d) Arestas Laterais: sdo os segmentos que formam as faces laterais.
e) Vértice: ponto de intersec¢do (encontro) de arestas.

f) Altura: distancia entre as duas bases.

= Classificacao:
Um prisma pode ser classificado de duas maneiras:

1- Quanto a base:
- Prisma triangular...........ccoooiiieioiiiieeee e a base é um triangulo.
- Prisma quadrangular..............cccoeveeeeeeieiiiiieieee e a base é um quadrilatero.
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- Prisma pentagonal...........ccccoovieeriiiiiie e a base € um pentagono.
- Prisma hexagonal...........cccceeeeiiiiieie e a base é um hexagono.
E, assim por diante.

2- Quanta a inclinacao:
- Prisma Reto: a aresta lateral forma com a base um angulo reto (90°).
- Prisma Obliquo: a aresta lateral forma com a base um angulo diferente de 90°.

Prisma reto Prisma Obliquo

= Formulas:

- Area da Base: 4, = depende do poligono, como a base pode ser qualquer poligono ndo existe uma
formula fixa. Se a base é um tridngulo calculamos a &rea desse tridngulo; se a base é um quadrado
calculamos a area desse quadrado, e assim por diante.

- Area Lateral: A; = soma das éareas das faces laterais

- AreaTotal: A, = A, + 2.4,

-Volume: V =A4,.h

= Prismas especiais: temos dois prismas estudados a parte e que sdo chamados de prismas
especiais, que séo:

a) Hexaedro (Paralelepipedo reto-retdngulo): é um prisma que tem as seis faces retangulares.

a

Temos trés dimensdes: a = comprimento, b =» largura e ¢ = altura.

F(’;rmulas:
- Area Total: A; = 2.(ab + ac + bc)

-Volume;V =ab.c
- Diagonal: D = va? + b? + ¢?

b) Hexaedro Regular (Cubo): € um prisma que tem as 6 faces quadradas.
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As trés dimensfes de um cubo comprimento, largura e altura séo iguais.

FC)rmuIas:
- Area Total: A; = 6.82

-Volume: vV = a3
- Diagonal: D = aV3

1) PIRAMIDE: é um sélido geométrico que tem uma base e um vértice superior.

---------- - Apétema lateral ou apotema da piramide (a,). _

------- » Altura (h).

"~ Apotema da base (a,).

Face lateral
= Elementos de uma piramide:

A piramide tem os mesmos elementos de um prisma: base, arestas da base, face lateral, arestas
laterais, vértice e altura. Além destes, ela também tem um apétema lateral e um apétema da base.

Na figura acima podemos ver que entre a altura, o apétema da base e o apétema lateral forma um
triangulo retangulo, entdo pelo Teorema de Pitagoras temos: a,? = h? + a,?.

= Classificagao:
Uma piramide pode ser classificado de duas maneiras:

1- Quanto a base:

- Piramide triangular...........coooeeeiiiiiie e a base é um triangulo.

- Piramide quadrangular............cccccceeeeiiiiiiieeee e a base é um quadrilatero.
- Piramide pentagonal...........c.occcciiiiiiiniiiec e a base é um pentagono.
- Piramide hexagonal..........ccccccovvuiiiieie i, a base é um hexagono.

E, assim por diante.

2- Quanta a inclinagao:
- Piramide Reta: tem o vértice superior na direcao do centro da base.
- Piramide Obliqua: o vértice superior esta deslocado em relagéo ao centro da base.
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Pirdmide Reta Piramide Obliqua

= Formulas:

- Area da Base: 4, = depende do poligono, como a base pode ser qualquer poligono ndo existe uma

formula fixa. Se a base é um tridngulo calculamos a &rea desse tridngulo; se a base é um quadrado

calculamos a area desse quadrado, e assim por diante.

- Area Lateral: A; = soma das éareas das faces laterais
- AreaTotal: A;= A+ A,
-Volume: V = %.Ab.h

[1) CILINDRO: é um sélido geométrico que tem duas bases iguais, paralelas e circulares.

/ b
\ A
R SN N + Geratriz
R H— -+ Alfura
Sl ——
L --f----- * Base
N e
]
SpSpepepepp— » Raio

=» Elementos de um cilindro:

a) Base: é sempre um circulo.
b) Raio
¢) Altura: distancia entre as duas bases.

d) Geratriz: sdo os segmentos que formam a face lateral, isto €, a face lateral é formada por infinitas
geratrizes.

Classificagdo: como a base de um cilindro € um circulo, ele s6 pode ser classificado de acordo com
a inclinacéo:

- Cilindro Reto: a geratriz forma com o plano da base um angulo reto (90°).
- Cilindro Obliquo: a geratriz forma com a base um angulo diferente de 90°.
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Cilindro Reto Cilindro Obliquo

= Férmulas:
- Area da Base: A, = T1.12
- Area Lateral: A= 2.T.r.h
- AreaTotal: Ar=2.mmr.(h +r)ou At = Aj+ 2.A,
-Volume: V =m.r2houV =A,.h
Seccdao Meridiana de um cilindro: é um “corte” feito pelo centro do cilindro. O retangulo obtido através

desse corte € chamado de sec¢édo meridiana e tem como medidas 2r e h. Logo a area da sec¢ao meridiana
€ dada pela formula: Asuw = 2r.h.

- 4 h
) S \J
|
S0 !
mercaana —1i :
.l. { ’
2r
’

Cilindro Equilatero: um cilindro € chamado de equilatero quando a sec¢cdo meridiana for um
gquadrado, para isto temos que: h = 2r.

IV) CONE: é um sélido geométrico que tem uma base circular e vértice superior.

"-‘ ........ » Geratriz
"IN Y k“.. ----+ Altura
{/.' : A\
% ' /
1 | ol i
— e T e i » Raio
e i e -+ Base

EsPCEx




Elementos de um cone:

a) Base: é sempre um circulo.

b) Raio

c) Altura: distancia entre o vértice superior e a base.

d) Geratriz: segmentos que formam a face lateral, isto €, a face lateral e formada por infinitas
geratrizes.

Classificagdo: como a base de um cone € um circulo, ele sé tem classificacdo quanto a inclinagéo.
- Cone Reto: o vértice superior esta na diregdo do centro da base.
- Cone Obliguo: o vértice superior esta deslocado em relacdo ao centro da base.

Cone reto Cone obliquo

= Formulas:
- Area da base: Ay = .12
- Area Lateral: A; = Tr.r.g

- Areatotal: Ac=Tr.r.(g +r)ou Ac= A+ Ap
-Volume: V = %.n.rz.h ouvV= %.Ab.h

- Entre a geratriz, o raio e a altura temos um triangulo retangulo, entdo: g? = h? + r2,

Seccédo Meridiana: € um “corte” feito pelo centro do cone. O tridngulo obtido através desse corte é
chamado de sec¢do meridiana e tem como medidas, base € 2r e h. Logo a area da sec¢édo meridiana
dada pela formula: Asu =r.h.

Vi

Cone Equilatero: um cone é chamado de equilatero quando a seccdo meridiana for um tridngulo
equilatero, para isto temos que: g = 2r.
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V) ESFERA

\ \\
1
, ) |
AR o T - + Equador (circulo maximo)
A :
RN, Fosmememcbocaaaan » Raio
|
|
|
e e it o2 * Polo
'
e ——r * Eixo

= Elementos da esfera

- Eixo: € um eixo imaginario, passando pelo centro da esfera.

- Polos: ponto de interseccao do eixo com a superficie da esfera.

- Paralelos: sdo “cortes” feitos na esfera, determinando circulos.

- Equador: “corte” feito pelo centro da esfera, determinando, assim, o maior circulo possivel.

= Férmulas

- na figura acima podemos ver que o raio de um paralelo (r), a distancia do centro ao paralelo ao centro
da esfera (d) e o raio da esfera (R) formam um triangulo retédngulo. Entdo, podemos aplicar o Teorema
de Pitagoras: R? = r? + d°.

- Area: A = 4.11.R?

-Volume: V =§.n.R3

= =3

EsPCEx 36 |




N
Fuso Esférico:
--------- » Fuso
_ Férmula da area do fuso:
A _am R?
I WL - »  Angulo equatorial (a) fuse = gge
R
Cunha Esférica:
R Rl = » Cunha Formula do volume da cunha:
: Y v _a.m R3
i PTega sl » Angulo Equatorial (a) cunha = 5500
R R
=
Questdes

01. Dado o cilindro equilatero, sabendo que seu raio € igual a 5 cm, a area lateral desse cilindro, em
cm?, é:

(A) 90TT

(B) 1001T

(C) 80

(D) 1101

(E) 1201

02. Seja um cilindro reto de raio igual a 2 cm e altura 3 cm. Calcular a area lateral, area total e o seu
volume.

03. Um prisma hexagonal regular tem aresta da base igual a 4 cm e altura 12 cm. O volume desse
prisma é:

(A) 2883 cm?®

(B) 144+/3 cm?®

(C) 200v/3 cm?®

(D) 100v/3 cm?®

(E) 300v/3 cm?®

04. As dimensbes de um paralelepipedo sdo 3 cm, 4 cm e 12 cm. Pede-se calcular a area total, o
volume e a diagonal desse paralelepipedo.

05. Um cubo tem aresta igual a 3 m, a area total e o volume desse cubo sdo, respectivamente, iguais
a:

(A) 27 m?2 e 54 m?®

(B) 9 m?e 18 m?
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(C)54m?e 27 m?3
(D) 10 m?e 20 m®

06. Uma piramide triangular regular tem aresta da base igual a 8 cm e altura 15 cm. O volume dessa
piramide, em cm?3, é igual a:

(A) 60

(B) 60v3

(©) 80

(D) 80v3

(E) 903

07. Um cone reto tem raio da base com medida 6 cm e geratriz com medida 10 cm. Pede-se calcular:
a) a altura.

b) a area lateral.

C) a &rea total.

d) o volume.

08. Um cone equilatero tem raio igual a 8 cm. A altura desse cone, em cm, é:
(A) 6v3

(B) 6v2

(C) 8v2

(D) 83

(E)8

09. Uma esfera tem raio igual a 6 cm. Pede-se calcular:
a) a area.
b) o volume.

10. Foi feito uma seccdo em uma esfera de raio 4 cm, pelo seu centro, determinando um &angulo
equatorial de 60°. Determinar a area do fuso e o volume da cunha obtidos por essa secgéo.

Respostas
01. Resposta: B.

Solug&o: em um cilindro equilatero temos que h = 2r e do enunciado r =5 cm.
h=2r=>h=25=10cm

A = 2.11.r.h
A =21.5.10
A = 1001

02. Respostas: A = 12w cm? A;=20mrcm? e V = 12T cm®
Solucao: aplicagéo direta das formulas sendor =2 cm e h=3cm.

A =2Tmrh A= 2mr(h +r) V=m.rh
A =211.2.3 A= 2m.2(3 + 2) V=223
A = 121 cm? A; = 4m.5 V=1m4.3

A: = 20Tm cm? V =121 cm?

03. Resposta: A.
Solugéo: o volume de um prisma € dado pela formula V = Ap.h, do enunciado temos que a aresta da
baseéa=4cmeaalturah=12cm.

A &rea da base desse prisma € igual a &rea de um hexagono regular
6.a%3
Ab = —a4\/—

2
4, =218 34, =28 34, =64V3 >4, =243 cm?
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V =244/3.12
V =288V/3 cm?

4. Respostas: A;=192cm? V=144cm3*e D =13 cm
Solucéo: aplicacao direta das férmulas sendoa=3cm,b=4cmec =12 cm.

At 2.(ab + ac + bc) V=ab.c D =+a?+b? +¢2
=2.(3.4+3.12 + 4.12) V =3.4.12 D=+3%2+42+122
—2(12+36+48) V=144 cm? D=+v9+ 16+ 144

A:=2.96 D =+169

A =192 cm? D=13cm

5. Resposta: C.
Solucdo: do enunciado, o cubo tem aresta a=3 m.

A= 6.82 V =a?
Ai=6.3 V=233
A;=6.9 V=27m?d
Ai =54 m?

6. Resposta: D.
Solucao: do enunciado a base € um triangulo equilatero. E a férmula da area do triangulo equilatero €

1243 ‘o _
A=T.Aarestadabaseea—8cmeh—15cm.

Célculo da area da base:

4,=%8

A, =163
Célculo do volume:
14 =§.Ab.h

V =2.16V3.15

V =16V3.5

V =80v3

07. Respostas: a) h =8 cm, b) A, = 601 cm?, ¢) A; = 961 cm? e d) V = 961 cm?.
Solucédo: aplicacao das formulas de cone.
a)10? = h? + 62

100 = h? + 36
100 -36=h?
h? = 64

h =64
h=8cm

b)A = 11.r.g
A| 1T.6.10
A = 601T cm?

C)Ac=TIr.(g+7r)
A;=T11.6.(10 + 6)
At 1T.6.16
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== A \<
A: = 961Tcm?
d)VZ%.Tr.rz.h
V:§.H.62.8
V:§.H.36.8
V =1.12.8
V = 961 cm?®

08. Resposta: D.
Solucdo: em um cone equilatero temos que g = 2r. Do enunciado o raio é 8 cm, entdo a geratriz € g =
2.8=16cm.

g2 = h? + 12
167 = h? + 82
256 = h? + 64
256 — 64 = h?
h? = 192

h =+/192
h=+/26.3
h=2%/3
h=28v3cm

09. Respostas: a) 1441 cm? e b) 2881 cm?®
Solugéo: o raio da esfera € 6 cm.

a)A = 4.1.R?
A =4.11.62

A =4.11.36

A = 14411 cm?
b)V =§.n. R3
v=%r163

3

v =§.n.216
V = 2881 cm?

1281

32m 5 3
10. Respostas: As = 3 cm-® e V¢ :T cm

Solugao: A esfera tem raio R = 4 e o0 angulo equatorial a = 60°.

a.m.R?
Af =
90°

6Q°.m4%  6..16 96T 32T

- 2
oy° 9 9 3 M

Af:

a.m.R3
c =

270°

6Q°.m4% _6.m64 _384m _128m
V.= = = = cm
27Q° 27 27 9
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TRONCO DE CONE

Se um cone sofrer a intersec¢do de um plano paralelo a sua base circular, a uma determinada altura,
teremos a constituicdo de uma nova figura geométrica espacial denominada Tronco de Cone.

« paralelo a base

= Elementos

- A base do cone é a base maior do tronco, e a se¢ao transversal é a base menor;
- A distancia entre os planos das bases € a altura do tronco.

base manor

basa maior

Diferentemente do cone, o tronco de cone possui duas bases circulares em que uma delas € maior
gue a outra, dessa forma, os calculos envolvendo a area superficial e o volume do tronco envolverdo a
medida dos dois raios. A geratriz, que é a medida da altura lateral do cone, também esté presente na
composic¢ao do tronco de cone.

N&o devemos confundir a medida da altura do tronco de cone com a medida da altura de sua lateral
(geratriz), pois séo elementos distintos. A altura do cone forma com as bases um angulo de 90°. No caso
da geratriz os angulos formados sdo um agudo e um obtuso.

Area da Superficie e Volume

Al = (r+R).gt

o]

»

_aht

Fronco —

7 + R+ R?)

Onde:
h = altura
g = geratriz AL’ otal — Ah + AH + A:’a!em!

Exemplo:
Os raios das bases de um tronco de cone sao 6 m e 4 m. A altura referente a esse tronco & de 10 m.
Determine o volume desse tronco de cone. Lembre-se que 1 = 3,14.
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S 10*(4’+4*6+6’)

= 107 = ~06+24+36)

¥ — 10;!,,76
3
_760x
T3
¥V =2533x
V=79536 m’

Questdes

01. (UFPA 2011) Umarasa é um paneiro utilizado na venda de frutos de agai. Um tipico exemplar tem
forma de um tronco de cone, com diametro de base 28 cm, didmetro de boca 34 cm e altura 27 cm.
Podemos afirmar, utilizando pi=3,14, que a capacidade da rasa, em litros, é aproximadamente.

(A) 18

(B) 20

(C) 22

(D) 24

(E) 26

02. Uma vasilha (figura abaixo) tem a forma de um tronco de cone. Suas dimensfes estédo indicadas
na figura. Qual o volume maximo de agua que a vasilha pode conter, em litros? (Use 1 =3,14.)

40 cm

Respostas

01. Resposta: B.
Temos na nessa questao um tronco cone, vamos esbocar o desenho:

o X

14 cm

27 cm 27 ecm

17 cm
17 cm

Observe que temos um cone e sera necessario termos um acréscimo na altura, esse acréscimo x sera
calculado através de semelhanca entre triangulos.

x/14 = (x + 27)/117

17x = 14.(x + 27)

17x=14x + 378
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17x - 14x = 378
3x =378

x = 378/3
X=126 cm

Agora que encontramos o valor de X temos:

153 cm 126 cm

14c¢

I

14 cm

17 cm

Encontrando esses dois cones iremos calcular o volume de cada um e subtrair o volume do maior
menos o volume do menor.
VOLUME DO CONE MAIOR (Vma)
Vma = area da base x altura /3
Vma = 1mR?x 153 /3
Vma = 3,14 x 289 x 153/3
Vma = 46303,93 cm3

VOLUME DO CONE MENOR (Vme)
Vme = pi.R2 x altura/3

Vme = 3,14 x 196 x 126/3

Vme = 25861,59 cm3

VOLUME DO TRONCO DE CONE (Vc)
Vc =Vma -Vme

Vc =46303,93 - 25861,59

Vc = 20442,34 cm3

Mas, a unidade esta em cm? devemos transformar para litros.
lcm3=1ml

20442,34 cm?3 = 20442,34 ml

Sabemos também que...

¢ E— 1000m!
SR 20442,34m|

X = 20442,34 | 1000

x = 20,44 L

02. 87,92

R =40cm; r = 20cm; h = 30cm

hm 30.w
V= 3 (R?+Rr+71?%) - 3 (402 4+ 40.2 + 20%) - 107(2800) = 28007 = 87 920cm?
Como 1 dm®=11=> o volume méaximo de 4gua da vasilha pode conter é de cerca de 87,92I.
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TRONCO DE PIRAMIDE

O tronco de piramide € obtido ao se realizar uma secg¢éo transversal numa piramide, como mostra a

V

figura:

O tronco da piramide é a parte da figura que apresenta as arestas destacadas em vermelho.

E interessante observar que no tronco de piramide as arestas laterais s&0 congruentes entre si; as
bases sdo poligonos regulares semelhantes; as faces laterais séo trapézios isosceles, congruentes entre
si; e a altura de qualquer face lateral denomina-se ap6tema do tronco.

=» Calculo das areas do tronco de piramide.

Num tronco de piramide temos duas bases, base maior e base menor, e a area da superficie lateral.
De acordo com a base da piramide, teremos variagdes nessas areas. Mas observe que na superficie
lateral sempre teremos trapézios isosceles, independente do formato da base da piramide. Por exemplo,
se a base da piramide for um hexagono regular, teremos seis trapézios isosceles na superficie lateral.

A érea total do tronco de piramide é dada por:

St=SI+SB + Sb

Onde:

St — é a area total

S| — ¢é a area da superficie lateral

SB — ¢é a area da base maior

Sb — é a area da base menor

=» Calculo do volume do tronco de piramide.

A férmula para o célculo do volume do tronco de piramide é obtida fazendo a diferenca entre o volume
de piramide maior e o volume da pirAmide obtida apds a seccdo transversal que produziu o tronco.
Colocando em fungéo de sua altura e das areas de suas bases, 0 modelo mateméatico para o volume do
tronco é:

V=%-{53+1f53-5b+5b:}

Onde,

V — é o volume do tronco

h — é a altura do tronco

SB — é a area da base maior
Sb — é a area da base menor

Questao

01. (ESCOLA DE SARGENTO DAS ARMAS — COMBATENTE/LOGISTICA — TECNICA/AVIACAO -
EXERCITO BRASILEIR0O/2013) O volume de um tronco de piramide de 4 dm de altura e cujas areas das
bases sao iguais a 36 dm2 e 144 dmz vale:

(A) 330 cm?

(B) 720 dm3

EsPCEx 244




= MAXI
E=tduca

(C) 330 m*
(D) 360 dm?
(E) 336 dm?

Resposta

01. Resposta: E.
h

V= 3t (Ap + JAg - A, + Ap)

Ag=144 dm2
Ab=36 dmz?

4 4 4
V=§(144+\/144-36+36) =§(144+72+36) =§252 =336 dm3

14) Geometria Analitica Plana: - Ponto: O plano cartesiano, distancia entre
dois pontos, ponto médio de um segmento, condicdo de alinhamento de trés
pontos; - Reta: equacdes geral e reduzida, intersecao de retas, paralelismo e
perpendicularidade, angulo entre duas retas, distancia ponto-reta, bissetrizes

do angulo entre duas retas, Area de um triangulo, inequagées do primeiro grau
com duas variaveis; - Circunferéncia: Equacdes geral e reduzida, posicdes
relativas entre ponto e circunferéncia, reta e circunferéncia e duas

circunferéncias; tangéncia; inequacdes do segundo grau com duas variaveis; -
Elipse: Definicdo, equacao, posicdes relativas entre ponto e elipse, posi¢cdes
relativas entre reta e elipse; - Hipérbole: definicdo, equacédo da hipérbole,
posicdes relativas entre ponto e hipérbole, posi¢cdes relativas entre reta e
i = hipérbole, equacdes das assintotas da hipérbole; - Parabola: definicao,
é‘gf " ﬁi" equacéao, posicdes relativas entre ponto e parabola, posi¢des relativas entre
\JU reta e parabola; - Reconhecimento de cOnicas a partir de sua equacao geral.

e
25

SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL (OU PLANO CARTESIANO)

4V (eixo das ordenadas)

2° quadrante 1° quadrante
5 » X (eixo das abscissas)
3° quadrante 4° quadrante

Temos dois eixos orientados, um horizontal e outro vertical, perpendiculares entre si. O eixo horizontal
€ chamado de “eixo das abscissas” e 0 eixo vertical e chamado de “eixo das ordenadas”.
Estes eixos dividem o plano em quatro partes chamadas de “quadrantes”.
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O ponto O e chamado de ponto “Zero” ou “Ponto de Origem” do sistema.
- Propriedades do Sistema Cartesiano.
Sendo um ponto p(X, y), temos:

1) Se P e ao1° quadrante: x>0ey >0

2) Se P € ao 2° quadrante: x<0ey>0

3) Se P € ao 3° quadrante: x<0ey<0

4) Se P € a0 4° quadrante: x>0ey <0

5) Se P € ao eixo das abcissas: y =0

6) Se P € ao eixo das ordenadas: x = 0

7) Se P € a bissetriz dos quadrantes impares (1° e 3° quadrantes): x =y
8) Se P € a bissetriz dos quadrantes pares (2° e 4° quadrantes): x = -y

PONTO MEDIO

Sendo A(Xa, Ya) € B(Xs, Ys) dois pontos do sistema cartesiano:

‘. o0

= 4
Ve - se M(Xuw, Ym) € ponto médio do segmento AB,
temos a férmula do ponto médio:

Y
yA o = XA + XB
0 > M 2
_YatYs
Ym = 2

DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

— 3

Y& — YA - de acordo com o Teorema de Pitagoras, temas
a formula da distancia:

dap = \/(XB —x4)*+ (Vg — Ya)?

A 4

AREA DO TRIANGULO E CONDICAO DE ALINHAMENTO DE TRES PONTOS

Sejam os pontos A(Xa, Ya), B(Xs, y&) € C(Xc, Yc) 0s trés vértices de um triangulo ABC, para calcular a
area desse triangulo temos a formula:

|D| XA Ya 1
A=7,onde D=|xg yg 1
X¢c ye 1

E a condic&o para que os trés estejam alinhados (mesma linha ou mesma reta) € que D = 0.
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Questdes

01. O ponto A(2m + 1, m + 7) pertence a bissetriz dos quadrantes impares. Entdo, o valor de m é:
(A) 5
(B)6
<€)7
(D)8
(E)9

02. O ponto P(2 + p, 4p — 12) pertence ao eixo das abscissas, entéo:
(A) P(2,0)

(B) P(3, 0)

(C)P(-5,0)

(D) P(5,0)

(B)P(-2,0)

03. O ponto médio entre A(4, - 1) e B(2, 5) é:
(A) M(- 3, 2)

(BYM@, - 2)

(C) M(- 3, - 2)

(D) M(3, 2)

(BE)M(1, 2)

04. Se M(4, 5) é ponto médio entre A(6, 1) e B. As coordenadas Xg € ys, respectivamente, séo iguais

(A)2e9
B)2e7
(C)9e2
(D)3e9
(E)1e8

05. Calcular a distancia entre os pontos abaixo:

a) A3, 1) e B(7, 4)
b) C(- 1, 8) e D(2, - 3)

06. Se a distancia entre os pontos A(8, 2) e B(3, y) € igual a 5v2, sendo B é um ponto do 1° quadrante,

entdo o valor dey é:

é

(A)5
(B) 6
(ON
(D)8
(E)9

07. Quais sao os possiveis valores de ¢ para que os pontos (c, 3), (2, c) e (14, - 3) sejam colineares?
(A)de5

B)5e-6

(C)—-5e6

(D)—4e5

(E)6e5

08. A area de um triangulo que tem vértices nos ponto A(2, 1), B(4, 5) e C(0, 3), em unidades de area,
igual a:

(A)5

(B) 6

7

(D) 8

(B)2
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09. Se (m + 2n, m —4) e (2 —m, 2n) representam o0 mesmo ponto do plano cartesiano, entdo m" é igual

(A)2
(B) O
(©)-2
(D)1
(E) ¥2

Respostas

01. Resposta: B.
Solucédo: se o ponto pertence a bissetriz dos quadrantes impares temos que X = y.

X=y
2Zm+1l=m+7
2m-m=7-1
m=6

02. Resposta: D.

Solucdo: se P pertence ao eixo das abscissas y = 0.
y=0

4p-12=0

4p =12

p=12/4

p=3

X=2+p
X=2+3
X=5

Logo: P(5, 0)

03. Resposta: D.
Solugéo:

_ XatXp _ yatys
XM=—5 &€YymMm=",

04. Resposta: A.

Solugéo:

Xy = XA;XB yp = YA:YB
2 2

6+XB:2.4' 1+yB:25

Xp=8-6=2 yg=10—1=9

05. Respostas: a)5 b) V130

Solugdes:

a) dyp = \/(xB —x4)2+ (Vg — ya)?
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dip =/(7—3)2+(4—1)2=v/42+32=/16+9=+25=5

b)dep = \/(xD —xc)* + (p — yc)?

dep = J(z —(-1) +(-3-82 =@+ D)7+ (-11)? =37 + 121 =
=9 + 121 =130

06. Resposta: C.
Solucao:
dap = 5v2

Vs —x0)2 + (yp —ya)? = 5v2 (elevando os dois membros ao quadrado)

, N
(s =22 + 06 —9a)?) = (5V2)°

(3—8)2 + (y—2)% = 252
(=5 + (y—2)*=50
25+ (y—2)2=50
(y—2)2 =50 — 25

(y—2)2=25
y —2 =425
y—2=45

y—-2=5 ou y-2=-5

y=5+2 ou y=-5+2

y=7 ou y=-3

como o ponto B esta no 1° quadrante,y >0 = y=7

07. Resposta: E.
Solucéo: colineares (mesma linha) ou seja, os pontos dados devem estar alinhados. A condicdo para

isto € que D = 0.
c 3

D=|2 c

14 -3

D= %&z cc.143114+12.(-3)—1.c.14 —¢c.1.(-3) = 3.2.1 =

=c2442—-6—-14c+3c—6=
=c2—11c+30

1
1| = 0 (pararesolver o determinante D, repetimos as 12 e 22 colunas)
1

Entdo:D =0 = ¢?—11c+ 30 =0, equacdo do 2° grau emquea=1,b=-11e ¢ =30 (lembrando
gue o ¢ que queremos determinar ndo € o mesmo ¢ da equagao).

A=b%?—4.a.c
A= (—11)% — 4.1.30
A=121-120=1

__ —bxVA
T 2a
-(-1D+V1 1141 1141 12 11-1 10
c = ( ) = _9C=—+=—=6 oUu c=—=—=75
21 2 2 2 2 2
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08. Resposta: B.
DI

Solucao: a férmula da &area do triangulo € A = -

D =%= 251+110+143-150-213-141=

=10+0+12-0-6-4=22-10=12

09. Resposta: E.
Solug&o: do enunciado temos que (m + 2n, m —4) = (2 —m, 2n), se esses dois pontos s&o iguais:

m+2n=2-m(l) e m — 4 = 2n (I1), substituindo (II) em (l), temos:
m+m-4=2-m
2m—-4=2-m
2m+m=2.+4

3m=6

m=6:3

m =2 (substituindo 2 em (I1))
2—-4=2n

-2=2n

n=-2:2

n=-1

Logo: m" =21 =15 (expoente negativo, invertemos a base e o expoente fica positivo.

ESTUDO DA RETA

INCLINACAO DE UMA RETA

Considere-se no Plano Cartesiano uma reta r. Chama-se inclinagdo de r a medida de um angulo a que
r forma com o eixo x no sentido anti-horario, a partir do préprio eixo x.

A

y

v

/ X

/

Definimos o coeficiente angular (ou declividade) da reta r o nimero m tal que m = tga.

COEFICIENTE ANGULAR DA RETA

Entao, temos:

-sem =0 => areta é paralela ao eixo x, isto é, a =0°.
-sem > 0 =» temos um angulo q, tal que 0° < a <90°. O angulo a é agudo.
-sem < 0 = temos um angulo q, tal que 90° < a < 180°. O angulo a é obtuso.
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11V 4
-se m = A (ndo existe) = areta é perpendicular ao eixo x, isto é, a = 90°.
I
F Y _ ~
F I
&
f / S
4
/ T —t
. . . S .
L _'_.f L | L
_‘,.—"' ¥
m=10 m=0 m=i m=3

Sendo A e B dois pontos pertencentes a uma reta r, temos:

-

1:r.ll.

3

cateto aposto

No triangulo retangulo: tga = : , entdo
',,,-“"" o cateto adjacente
ol - Ty Wi temos que o coeficiente angular m é:

I
I

— Ay

: o m = —ZB ZA 2> m= .

r = X

o !A "'{E W B A

EQUACAO FUNDAMENTAL DA RETA

Considerando umaretar e um ponto A(Xo, Yo) pertencente a reta. Tomamaos outro ponto B(X, y) genérico
diferente de A. Com esses dois pontos pertencentes a reta r, podemos calcular o seu coeficiente angular.

A r @
B —— ‘

A - q a “ ”
A m==2 9 = =YY% myltplicando em “cruz”:
Ax 1 X—Xq
/ > .
Fe=cg Yy — Yo = m(X — Xo), formula da equagéo

fundamental da reta.

Exemplos:

1- Uma reta tem inclinagédo de 60° em relacdo ao eixo x. Qual € o coeficiente angular desta reta?
Solugdo: m = tga = m =1tg60° = m=+/3
2- Uma reta passa pelos pontos A(3, -1) e B(5, 8). Determinar o coeficiente angular dessa reta.

Solugdio:m =X =Y8YA 5 1= —8_(__31) > m= g

Ax XB—XA 5

3- Uma reta passa pelo ponto A(2, 4) e tem coeficiente angular m = 5. Determinar a equagéo
fundamental dessa reta.
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Solucdo: o ponto por onde a reta passa sao os valores de X, e Y, para substituir na férmula, entao:

y—Vo =m.(X—X,) Dy—4=5.(x—2) (esta é a equacdo fundamental da reta)
EQUACAO GERAL DA RETA

Toda reta tem uma Equagéo Geral do tipo:

ax + by +c= 0, onde a, b e c séo os coeficientes da equagéo e podem ser qualquer niumero real,
com a condigéo de que a e b ndo sejam nulos a0 mesmo tempo. Istoésea=0=2>b#0eseb=0=>a

# 0.

Exemplos:
(N2x-3y+8=0=> a=2,b=-3ec=8
(s)—-x+10=0=>a=-1, b=0ec=10
t3y—-7=0=>a=0,b=3ec=-7
(Wx+5y=0=>a=1,b=5ec=0

Da equacdo geral dareta, temos uma nova formula para o coeficiente angular: m = N

EQUAGAO REDUZIDA DA RETA
Para determinar a equagéo reduzida da reta, basta “isolar” o y.

ax+by+c=0

by = —ax —c
_—ax o
Y =% Tb
—a

Na equacéao reduzida da reta temos que F € o coeficiente angular (m) da reta e ? € o coeficiente

linear (q) da reta. Ent&o, a equagao reduzida é da forma:
y=mx+q

O coeficiente linear g € o ponto em que a reta “corta” o eixo y.

ny @
Y

r ——
Observacgdes:
q I) A equacgédo reduzida de uma reta fornece
/ diretamente o coeficiente angular e o coeficiente
— » X linear.
I1) As retas de inclinac&o igual a 90° (reta vertical

ao eixo X) ndo possuem equacao reduzida.
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DISTANCIA PONTO- RETA

@

Ly ——

A distancia entre um ponto e uma reta nada mais € que a
distancia entre dois pontos: o ponto dado e o pé da
perpendicularidade a reta dada, conduzida pelo ponto dado.

A férmula da resolucéo é dada por:

ax, + by, + ¢
gy, =X tbyorcl 4 o,

s L N
va‘ + b?

BISSETRIZES DOS ANGULOS DE DUAS RETAS

bissetriz

@ O
w ®
=
IB -

ax+by+c'=0 ‘

A bissetriz de angulos de retas, nada mais é a
que a aplicacao direta da formula da distancia
Equagio da bissetriz de um ponto a uma reta

B

‘ax+ by + c‘ B ‘a"x +b'y+c’

dPA = dpa =

Questdes

01. (FGV-SP) A declividade do segmento de reta que passa pelos pontos A(0, 3) e B(3, 0) é:
(A)1

(B)-1

(©o

(D)3

(E) 1/3

02. (MACK-SP) Se os pontos (2, - 3), (4, 3) e (5, g) estdo numa mesma reta, entdo k é igual a:
(A)-12

(B)-6

(C)6

(D) 12

(E) 18

03. Escreva a equacéao fundamental da reta que passa pelo ponto P e tem coeficiente angular m nos
seguintes casos:

aPl 4dem=7
b) P(0,-1)em =3
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c)P(-2,5 em=-2

04. (OSEC-SP) A equacao da reta que passa pelo ponto A(- 3, 4) e cujo coeficiente angular é %2 é:
(A)x+2y+11=0

B)x-y+11=0

(C)2x-y+10=0

(D)x—-2y+11=0

(E) nda

5. Uma reta forma com o eixo x um angulo de 45°. O coeficiente angular dessa reta é:
(A)1

B)-1

©)o

(D) V3

(E)-+3

06. (UEPA) O comandante de um barco resolveu acompanhar a procissao fluvial do Cirio-2002,
fazendo o percurso em linha reta. Para tanto, fez uso do sistema de eixos cartesianos para melhor
orientagdo. O barco seguiu a dire¢cdo que forma 45° com o sentido positivo do eixo x, passando pelo ponto
de coordenadas (3, 5). Este trajeto ficou bem definido através da equacao:

(A)y=2x-1

(B)y=-3x+14

Cy=x+2

D)y=-x+8

(BE)y=3x-4

07. A equacdo geral de umareta é — 2x + 4y + 12 = 0. A equacéo geral dessa reta é:
A)y=x-3

B)y=>-3
Cy=x+3
D)y =7+3
(E)y=2x+3

08. Determinar a equacao geral da reta que passa pelos pontos A e B em cada caso abaixo:

a) A(1, 3) e B(2, 5)
b) AQO, - 1) e B(4, 1)

09. Considere a reta (r) de equacdo 2x — 3y + 7 = 0. O valor de a para que o ponto P(1, a) pertenca a
esta reta é:

(A)3

(B) 4

(©)5

(D) 6

B7

10. Dé o coeficiente angular da reta em cada caso abaixo:

ax—-y+3=0
b) 2x+3y-1=0
c)2y—-4=0
d)3x+5=0

EsPCEx 254




Respostas

01. Resposta: B.
. - . A
Solug&o: como temos dois pontos, o coeficiente angular € dado por m = A_Z'

m:y—B_yA 2> MmM=—-=—=-1
XB—XA 3-0 3

02. Resposta: D.
Solucdo: chamando os pontos, respectivamente, de A(2, - 3), B(4, 3) e C(S,S) e se esses trés pontos
estdo numa mesma reta, temos:

Mas = Mpc (0s coeficientes angulares de pontos que estdo na mesma reta sao iguais)

YB—YA _ Yc~VB

XB—XA Xc—XB

03. Respostas:

Solucéo: utilizar a formulay — y, = m(x — X,), onde X, e y, sao do ponto P.
a y-4=7(x-1)

b) y-(-1)=3.x-0)=2>y+1=3.(x-0)

C) y—-5=-2x—(-2)2y—-5=-2(x+2)

04. Resposta: D.

Solugéo: X, = - 3, Yo =4 e m = 1/2. Nesta questéo as alternativas estdo na forma de equacao geral,
entdo temos que desenvolver a equagéo fundamental.

Y = Yo = M(X— Xo)

y—4-= %.(x —(-3)) (passamos o 2 multiplicando o 1° membro da equagéo)

2.(y—-4)=1(xx+3)

2y -8=x+3

2y—-8-x-3=0

-X+2y—-11=0 .(-1)

X—2y+11=0

05. Resposta: A.
Solucgéo: o coeficiente angular € dado por m = tga.

m=tg45° = m=1

06. Resposta: C.
Solugéo: x, = 3, Yo =5 em = tg45° = 1. As alternativas estao na forma de equagéo reduzida, entdo:
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y=x+2

07. Resposta: B.
Solugéo: dada a equacao geral da reta, para determinar a reduzida basta isolar oy.

-2X+4y+12=0

4y = 2x — 12 (passamos 0 4 dividindo para o segundo membro separadamente cada termo)
_2x_12
T4 4

y=>-3

08. Respostas
Solucgédo: primeiro calcular o coeficiente angular e depois podemos escolher qualquer um dos pontos
A ou B para ter o valor de X, € Yo.
5-3

Ay
a.)mAB=E emAB=_2_1=2

Yy —Yo = m(x — xg)

y—-3=2.(x-1)

y—3=2x-2

y—3-2x+2=0

-2x+y—1=0 (ndo é obrigatério, porém é bom que o a seja um nimero positivo)
-2x+y—-1=0x(-1)

2x—-y+1=0

1-(=1) _ 141

2
4-0 4 4

1
2

b) myp =

y—-1= %.(x — 4) (o dois passa multiplicando o 1° membro da equacéo)
2(y-1)=x-4

2y—-2-x+4=0

-X+2y+2=0 x(-1)

x—2y—-2=0

09. Resposta: A.
Solugéo: No ponto P x = 1 ey = a, basta substituir esses valores na equacao.

2x—3y+7=0
21-3a+7=0
2-3a+7=0
-3a=-2-7
-3a=-9 x(-1)
3a =9
a=9:3

a=3

10. Respostas
—a
Solucéo: utilizar a formula m = ?

a)x—-y+3=0=2>a=1eb=-1

-1
m=—=1
-1

b)2x+3y—-1=0 9 a=2eb=3
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a) 3x+5=0=2>a=3eb=0

m= %3 = A (ndo existe)

ESTUDO DA CIRCUNFERENCIA

Os elementos principais de uma circunferéncia sdo o centro e o raio. Na geometria analitica o raio €
representado por r e o centro por C(a, b).

A

=}

v

Equacdo Reduzida de uma circunferéncia

Considerando uma circunferéncia de centro C e raio r; e sendo P(x, y) um ponto genérico dessa
circunferéncia, temos que a distancia entre C e P é igual ao raio.
®
dCP =T

i
Jx—a2+(y—-b)2=r

- elevamos os dois membros da equacdo acima ao quadrado:

2
(Vax-a2+F-b2) =r?
- entdo, temos a seguinte formula:
(x—a)’ +(y—b)?=r?

&

Exemplo: Determinar a equacéo reduzida da circunferéncia que tem centro C(3, 2) eraior = 5.

Resolucéo:
As coordenadas do centro sdo os valores de a e b para substituir na féormula.
(x—a)*+(y—b)?=r?
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(=3 + (y - 2 =5°
(=3 + (y~2) =25

Equacao Geral de uma circunferéncia

Para se obter a equacdo geral de um circunferéncia basta fazer o desenvolvimento da equacédo
reduzida:

(x—a)?*+(y—b)*=r?
x? — 2ax + a2 + y? — 2by + b? = r?

x? +y?—2ax—2by+a’?+b?-r2=0

Observacgdes:

- numa equacao de circunferéncia:
1) sempre comega por x? +y?.....
2) ndo existe termo xy.
3)r>0

Questbes

01. Uma circunferéncia tem centro C(2, 4) e raio 5. A equacéo reduzida dessa circunferéncia é:
(A) (x—2)*+(y+4)>=25

(B) (x+2)*+(y+4)*=25

(C) (x=2)*+(y—4) =5

(D) (x=2)*+(y—4)*=25

(B) (x+2)*+(y—4)=25

02. (VUNESP) A equacéao da circunferéncia, com centro no ponto C(2, 1) e que passa pelo ponto P(O,
3), é:

(A)x*+(y—3)*=0

(B) (x=2)2+(y-1y°=4

(C) (x—22+(y-1)32=8

(D) (x=2)* + (y—-1)*=16

(E)x+(y-3)=8

03. (CESGRANRIO-RJ) Uma equacéo da circunferéncia de centro C(- 3, 4) e que tangencia 0 eixo X

(A) (x=3)° +(y—4)°=16
(B) (x=3)* +(y—4y=9
(C) (x+3)2+ (y +4)* = 16
(D) (x+3)? +(y—4)*=9
(E) (x+3)* + (y—4)*= 16

04. Uma circunferéncia tem equacdo reduzida (x — 3)> + (y — 5)? = 49, o centro e o raio dessa
circunferéncia igual a:

(A)C(3,5)er=7

(B)C(-3,5) er=7

(C)C(-3,-5)er=49

(D)C3,-5er=7

(E) C(3,5)er=49

05. Uma circunferéncia tem equacdo geral igual a x? + y?> — 4x + 2y — 31 = 0, determinar o centro e o
raio dessa circunferéncia.
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Respostas

01. Resposta: D.
Solugéo: temos C(2, 4), entdioa=2eb =4;eraior =5.

(x=a)t+(y—bp=r
(=2 + (y— 47 = 5"
(<=2 +(y—4F =25

02. Resposta: C.

Solucéo: temos que C(2, 1), entdoa=2 e b = 1. O raio néo foi dado no enunciado.

(x—ay+(y—-by=r

(x—=2)* + (y — 1)> = r? (como a circunferéncia passa pelo ponto P, basta substituir o x por 0 e 0y por 3
para achar a raio.

(0-22+(3-1)2=r?

(-2)2+22=r?
4+4=r"
r’=8

(=22 + (-1 =8

03. Resposta: E.
Solucdo: neste caso temos que fazer um gréfico para determinar o raio que nao foi dado no enunciado.
Porém foi dito que a circunferéncia tangencia o eixo X.

4 Através do grafico, podemos ver que o raio
vale 4 (distancia do centro ao ponto de
tangéncia no eixo x), entdo: a=-3 e b =4.
(x—a)?+(y—-b)?=r?

(= (B + (y— 4y = #

A\ 4

1
W|-==----1

(x+3) +(y—47 =16

04. Resposta: A.
Solucao: Através da formula (x — a)? + (y — b)> = r2.

(x=3y+(y—-52=49
a=3eb=5=2 C(3B,5er?=49>r=+49 > r=7

05. Resposta: C(2,-1)er=6
Solucédo: a equacdo geral é dada por x? + y?> — 2ax — 2by + a? + b? — r> = 0, para determinar o centro e
0 raio temos:

X2 +y2—4x + 2y — 31 =0, o coeficiente de x é — 4 e o coeficiente de y é 2, comparando com a férmula,
temos que dividir estes coeficientes por — 2 para determinar o centro.

-4 2
c(=2)2@-
Para determinar o raio temos que:
a+b?-r2=-31

22+ (-1)2+31=r?

4+1+31=r?

r’ = 36
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= MAXI

=33Educa
r =+/36
r=6 B
POSICOES RELATIVAS
- DE UM PONTO E UMA CIRCUNFERENCIA
Um ponto pode ser:
- Interno;
- Externo ou
- Pertencer a uma dada circunferéncia de centro C e raior.
P
P .
% A A
d(P.C) <1 diPCy=r AP, C)>r
P& interno P & circunferéncia P é extorns

Para conhecermos a posi¢ao de um ponto P em relagdo a uma circunferéncia basta calcularmos a sua
distancia do ponto P ao centro da circunferéncia e compara-la com medida do raio.

— 3
d(P.C) =r=s(x —a)' + (y — b} = ¢
(x-a)+(y=-bP-r=0(PeEN

dP,C) >r=(x=a)f + (y=bpP>p
x-af+(y-bP-r>0 (Péexternoald)

dP.C)<r=(x-af+(y-bP<p
(x-a)+(y-bP-rf<0 (Péinternoal)

Assim o plano cartesiano fica dividido em trés regides:
y

iy =0

fix.y) >0

- aregido dos pontos pertences a circunferéncia representam as solucdes de f(x,y) = 0
- aregido dos pontos internos a circunferéncia representam as solugdes de f(x,y) <0
- aregido dos pontos externos a circunferéncia representam de f(x,y) > 0
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Exemplo:

Determinar a posicdo dos pontos A(-2,3), B(-4,6) e C(4,2) em relagdo a circunferéncia de equacéo x?
+y?+8x—20=0.

Substituindo as coordenadas dos pontos A, B e C no 1° membro da equacdo da circunferéncia
obtemos:

A(-2,3)>» x=-2ey=3

X2 +y?+8x—20=(-2)2+32+8.(-2)-20=-23<0

A é ponto interno.

B(-4,6) > x=-4ey=6

X2 +y?2+8x—20=(-4)2+6+8.(-4)-20=0
B pertence a circunferéncia.
C42)>x=4ey=2
X2+y?+8x—20=42+22+8.4-20=32>0
- DE UMA RETA E UMA CIRCUNFERENCIA

Uma reta | e uma circunferéncia A podem ocupar as seguintes posigdes relativas:

| e A sao secantes

A reta | intercepta a
circunferéncia A em 2
pontos, e a distancia d entre
a reta e o centro da
circunferéncia € menor que
0 raio.

diC,0) <r

| e A sdo tangentes I

~
A reta | intercepta a / 'l
circunferéncia A em Unico v 9 dC.O~-1

ponto de tangéncia, e a 1( C ‘-
distancia d entre areta e o

_ eta e o ¢ /
centro da circunferéncia é \ /

igual ao raio. —_

| e A sao exteriores

A reta | ndo intercepta a
circunferéncia A, e a \
distancia d entre areta e 0 d
centro da circunferéncia é k( dic. o =r
maior que o raio.
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m Resumindo
- Para determinarmos a posicao relativa entre uma reta e uma

4, . A . . A .
‘] 5 circunferéncia, basta comparar a distancia d (entre a reta e o centro
= da circunferéncia) com o raio r.
ooY

7 d(C, ) < r — reta e circunferéncia secantes
v d(C, 1) = r - reta e circunferéncia tangentes
v d(C, ) > r = reta e circunferéncia exteriores

Com isso podemos achar também a posicao relativa de uma reta e uma circunferéncia procurando os
pontos de intersec¢cdo da reta com a circunferéncia. Para isso resolvemos um sistema formado pelas
equacoles da reta:

ax+by+c=0
X+y+ax+pPy+y=0

Com essa resolugao caimos em um sistema de equagbes do 2° grau e através do discriminante (A)
encontramos as seguintes condigoes:

/ Para A > 0 a reta € secante a circunferéncia (2 pontos comuns).

v/ Para A = 0 a reta é tangente 2 circunfer@ncia (1 ponto comum).

v/ Para A < 0 a reta é exterior a circunferéncia (nenhum ponto comum).
Exemplo:

1) Verifique a posigédo relativa entre a reta s: 3x + y — 13 = 0 e a circunferéncia de equacéo (x — 3)? +
(y — 3)? = 25.

Solucéo: Devemos calcular a distancia entre o centro da circunferéncia e a reta s e comparar com a
medida do raio. Da equacéo da circunferéncia, obtemos:

Xo=3eyo=3—-0(, 3)

r2=25—-r=5

Vamos utilizar a formula da distancia entre ponto e reta para calcular a distancia entre O e s.

laxg+ by + €|
VaZ+ b
Da equacéao geral da reta, obtemos:
a=3,b=1ec=-13

d=

Assim,
g BB R jereml 1=y 1 82 @&
B V32 + 32 18 342 32 42 6
Como a distancia entre o centro O e areta s € menor que o raio, a reta s é secante a circunferéncia.
Questdes
01. (ITA-SP) A distancia entre os pontos de interseccdo da reta com a circunferéncia x2 + y2 = 400 é:
(A) 1675
(B) 45
(C) 33
(D) 43
(E) 5V7
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02. (UFRS) O valor de k que transforma a equacéo x2 + y2 — 8x + 10y + k = 0 na equacéo de uma
circunferéncia de raio 7 é:
(A) -4
(B)-8
(C) 5
(D) 7
(E)-5

Respostas

01. Resposta: A.
Resolver o sistema de equacodes:

10 20

x4y =400

Simplificando a 12 equagéo:
10 20
2x+y 20

20 20
2x+y=20
y=20-2x
Substituindo x na 22 equagao:
X2 +y2 =400
X2 + (20 — 2x)?2 = 400
X2 + 400 — 80x + 4x2 =— 400 =0
5%x2—-80x=0
5x*(x—-16) =0
5x=0
X =0
x—16=0
X’ =16

Para x = 0, temos:
y =20 —-2x
y=20-2*0

y =20

(0; 20)

Para x = 16, temos:
y =20 -2x
y=20-2*16
y=20-32
y=-12

(16; —-12)

Os pontos de interseccédo sao (0; 20) e (16; —12).
Determinando a distancia entre os pontos:

d =J'1Xz—x1"3+@g —y)? = E- 0 +i-12-20F =
= 256+ 1024 = f1280 = 1645

02. Resposta: B.
X2+y2—-8x+10y+k=0
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Encontrar a equacao reduzida (completar os trindbmios)
X2 —8x+y2+ 10y =—k
X¥—8x+4+y2+10y+25=—-k+4+25

(x—4)2+ (x+5)2=-k+41

Temos que o raio sera dado por:

—k+41=72
—k=49-41
k=8
k=8

- ENTRE DUAS CIRCUNFERENCIAS

Duas circunferéncias distintas, podem ter dois, um ou nenhum ponto em comum.

1. Circunferéncias tangentes.

a) Tangentes externas

Duas circunferéncias séo tangentes internas quando possuem somente um ponto em comum e uma

exterior a outra. A condicdo para que isso ocorra € que a distancia entre os centros das duas
circunferéncias seja equivalente a soma das medidas de seus raios.

dOC=rl+r2
b) Tangentes internas

Duas circunferéncias séo tangentes internas quando possuem apenas um ponto em comum e uma
esteja no interior da outra. A condicdo para que isso ocorra € que a distancia entre os dois centros seja

igual a diferenga entre os dois raios.

dOC=rl.r2
2. Circunferéncias externas.
Duas circunferéncias sédo consideradas externas quando ndo possuem pontos em comum. A condicdo

para que isso ocorra é que a distancia entre os centros das circunferéncias deve ser maior que a soma
das medidas de seus raios.

dOC>rl1+r2
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3. Circunferéncias secantes.

Duas circunferéncias sao consideradas secantes quando possuem dois pontos em comum. A condicdo
para que isso aconteca é que a distancia entre os centros das circunferéncias deve ser menor que a soma

das medidas de seus raios.

Al
\/

dOoC<rl+r2

4. Circunferéncias internas.

Duas circunferéncias sédo consideradas internas quando ndo possuem pontos em comum e uma esta
localizada no interior da outra. A condi¢cdo para que isso ocorra € que a distancia entre os centros das
circunferéncias deve ser equivalente a diferenca entre as medidas de seus raios.

dOoC<rl.r2

5. Circunferéncias concéntricas.

Duas circunferéncias sado consideradas concéntricas quando possuem o centro em comum. Nesse
caso, a distancia entre os centro é nula.

doC=0
Exemplo:
1) Dadas as circunferéncias A e 0, de equagdes:
Ax2+y2=9

o:(x=7)2+y2=16
Verifique a posigéao relativa entre elas.

Para resolucdo do problema devemos saber as coordenadas do centro e a medida do raio de cada
uma das circunferéncias. Através da equacéo de cada uma podemos encontrar esses valores.
Como a equacéo de toda circunferéncia € da forma: (x — x0)2 + (y — y0)2 =r2, teremos:
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Mx+yi=9
x;=0ey,=0-2C(0,0)
r'12=5—}r1=3

o (x—7)F+y* =16
x;=7 ey, =02 0(7,0)
r2=162r; =4

Conhecidos os elementos de cada uma das circunferéncias, vamos calcular a distancia entre os
centros, utilizando a férmula da distancia entre dois pontos.

dep = \-'Efxc —xg)* + (e —vo)?

deo=+0—7)24+(0-0)2=4V49=7T=n +n

Questdes

01. (PUC-SP) O ponto P(3, b) pertence a circunferéncia de centro no ponto C(0, 3) e raio 5. Calcule o
valor da coordenada b.

02. (FEI-SP) Determine a equacéo da circunferéncia com centro no ponto C(2, 1) e que passa pelo
ponto A(1, 1).

03. (ITA-SP) Qual a distancia entre os pontos de interseccdo da reta com a circunferéncia x2 + y2 =
4007

Respostas

01. A equacéo da circunferéncia que possui centro C(0, 3) e raior =5 é dada por:
x=02+(y—-32=52—>x2+(y—3)2=25.

Sabendo que o ponto (3, b) pertence a circunferéncia, temos que:
F+0O-3P2=25-9+(b-3)*=25—->(b-3)2=25-9—-(b-3)2=16
b-3=4—->b=4+3->5b=7

b-3=—4—>5b=-4+3->5b=-1

O valor da coordenada b pode ser —1 ou 7.

02. Sabendo que o ponto A(1 ,1) pertence a circunferéncia e que o centro possui coordenadas C(2, 1),
temos que a distancia entre A e C é o raio da circunferéncia. Dessa forma temos que d(A, C) =r.

dy C':'\{Ixﬂ_xl '2+'y2 _};1.'2 = dy o= V{'.E_l.'z_i"-l_l.lg
Ifil_lll' c:".ﬁ
dy n=1

Se o raio da circunferéncia é igual a 1 e o centro € dado por (2, 1), temos que a equacao da
circunferéncia € dada por: (x —2)2+ (y —1)2 = 1.

03. Vamos obter os pontos de interseccdo da reta e da circunferéncia através da resolucéo do seguinte
sistema de equacdes:

XY 4 X Y _qexty 20 {

2x+y=20
x% 42 = 400

10 20 =410 20 20 20 =
x*+y* =400 x2+y? =400

Resolvendo o sistema por substituicao:

2x+y =20

y =20 —-2x

Substituindo y na 22 equacao:
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X2 +y2 =400

X2 + (20 — 2x)?2 = 400

X2+ 400 — 80x + 4x2 = 400
5x2 — 80x + 400 —400 =0

5% —-80x=0
5x* (x—16) =0
5x=0

X =0
x-—16=0

X’ =16
Substituindo x = 0 e x = 16, na equacao y = 20 — 2x:
x=0
y=20-2*0

y =20

S ={0, 20}
X=16
y=20-2%*16
y=20-32
y=-12

S ={16, -12}

Os pontos de interseccao sao: {0, 20} e {16, —12}. Vamos agora estabelecer a distancia entre eles:
d = x"xz - X f +Oh =N ?

d =r/16-07+1-12-207

d =256 +1024

d =-/1280

d =16:5

A distancia entre os pontos de interseccéo da reta e da circunferéncia é igual a 16V5.

INEQUACOES DO 1° GRAU COM DUAS VARIAVEIS
Denominamos inequacéao toda sentenca matematica aberta por uma desigualdade.

As inequagdes podem ser escritas das seguintes formas:
ax +b >0;
ax +b <0;
ax+b=20;
ax+b<0.

Onde a, b sdo numeros reais com a # 0.

- Representacgdo grafica de umainequacado do 1° grau com duas variaveis

EsPCEx | J



-

Método pratico:

3

1) Substituimos a desigualdade por uma igualdade.
2) Tragamos a reta no plano cartesiano.

3) Escolhemos um ponto auxiliar, de preferéncia o ponto (0, 0) e verificamos se 0 mesmo
satisfaz ou ndo a desigualdade inicial.

3.1) Em caso positivo, a solugéo da inequagao corresponde ao semiplano ao qual pertence o
ponto auxiliar.

3.2) Em caso negativo, a solugéo da inequagéo corresponde ao semiplano oposto aquele ao
qual pertence o ponto auxiliar.

Exemplo:

Vamos representar graficamente a inequagao 2x + y < 4.

34

Tabela 21

RN o
Lo || 4 || 04 | P ¥ -
L 2 [ o || 2o | 2o 04 3 3 4 x

A4

24

Substituindo o ponto auxiliar (0, 0) na inequagéo 2x +y < 4.

Verificamos:

2.0+ 0 =<4 = 0<4, a afirmativa é positiva, pois o ponto auxiliar satisfaz a inequacao. A solucido da
inequacéao corresponde ao semiplano ao qual pertence o ponto auxiliar (O, 0).

INEQUACAO DO 2° GRAU
Chamamos inequacgéo do 2° grau as sentencas:
ax?+bx+c>0
ax’+bx+c >0
ax’+bx +c<0

ax?+bx+c <0

Onde a, b, ¢ sdo numeros reais conhecidos, a # 0, e x é a incognita.
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Estudo da variagdo de sinal da funcéo do 2° grau:

- Nao € necessario que tenhamos a posi¢cdo exata do vértice, basta que ele esteja do lado certo do
€eixo X;

- N&o é preciso estabelecer o ponto de intersec¢ao do grafico da fungdo com o eixo y e, considerando
gue aimagens acima do eixo X Sao positivas e abaixo do eixo negativas, podemos dispensar a colocagéo
do eixoy.

Para estabelecermos a variacdo de sinal de uma funcdo do 2° grau, basta conhecer a posicdo da
concavidade da parabola, voltada para cima ou para baixo, e a existéncia e quantidade de raizes que ela
apresenta.

Consideremos a fungao f(x) = ax* + bx + ccom a # 0.

= 0 a<0
X~ X, x X/ © )
7 © bt > g) TR
A>0 s ot ;
X< Xg0uX> X, = f(x) >0 X <Xp0uX> X, = f(x) <0
X=x;0uXx=x= f(x)=0 X=Xy0uXx=x,= f(x)=0
X <X <%= f(x) <0 X1 <X <Xy = £(x) >0
i X1 =Xy
// » g —~ = >
O Lo b
a=0 X=X X v :
x=x; = f(x)=0 x=x;=f(x)=0
x#x; = f(x)>0 x#x; = f(x) <0
\\ ///‘/ ; e )?
N O, ~_ ©
A<0 DE e D 5
e \
f(x) >0 paraV x € R " f(x)<Opara¥xeR

Finalmente, tomamos como solucdo para inequacao as regides do eixo x que atenderem as exigéncias
da desigualdade.

Exemplo:

Resolver a inequacgdo x> — 6x + 8 > 0.

- Fazemos y = x> — 6x + 8.

- Estudamos a variacdo de sinal da fungéoy.

)N D,
7~ 4

- Tomamos, como solucéo da inequacéo, os valores de x para os quais y > O:
S={x e R|x<2o0ux>4}

Observacdo: Quando o universo para as solu¢gdes ndo é fornecido, fazemos com que ele seja o
conjunto R dos reais.
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Questdes

01. Foram colocados em uma reserva 35 animais ameacados de extingdo. Decorridos t anos, com 0
<t < 10, a populacdo N desses animais passou a ser estimada por N(t) = 35 + 4t — 0,4 t2. Nessas
condi¢des, 0 nUmero maximo que essa populacdo de animais podera atingir é:

(A) 38

(B) 45

(C) 52

(D) 59

(E) 63

02. (SABESP — ANALISTA DE GESTAO | -CONTABILIDADE — FCC/2012) No conjunto dos nimeros
reais, a inequacgao (x — 1) (x + 5) + x < (2x — 1)? apresenta como conjunto solugao:

(AR

(B){xeR/x=<-2o0ux=z=-1}

C){xeR/-2=sx=<-1}

(D){xeR/x<1ouxz2}

(E){xeR/1=sx<2}

03. (PRF 2013 - Cespe) - Considere que o nivel de concentracdo de alcool na corrente sanguinea,
em g/L, de uma pessoa, em funcdo do tempo t, em horas, seja expresso por N = —0,008(t2 — 35t + 34).
Considere, ainda, que essa pessoa tenha comecado a ingerir bebida alcodlica a partir de t = t0 (N(t0) =
0), partindo de um estado de sobriedade, e que tenha parado de ingerir bebida alcodlica em t = t1,
voltando a ficar sobria em t = t2. Considere, por fim, a figura acima, que apresenta o gréfico da fungéo
N(t) para t € [t0, t2]. Com base nessas informagdes e tomando 24,3 como valor aproximado de V589,

julgue os itens que se seguem.

g\L A
| |

concentragdo de alcool no sangue (g/L) ’

3]
N
T

I 1, t,
O nivel de concentracdo de alcool na corrente sanguinea da pessoa em questéo foi superior a 1 g/L

por pelo menos 23 horas.
() Certa ( ) Errada

04. A proposicao funcional “Para todo e qualquer valor de n, tem-se 6n <n2 + 8 ” sera verdadeira, se
n for um ndmero real

(A) menor que 8.

(B) menor que 4.

(C) menor que 2.

(D) maior que 2.

(E) maior que 3.

Respostas

01. Resposta: B.
Como o intervalo de tempo corresponde de 0 a 10 anos e o maior tempo é 10 anos, logo teremos:
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N(t) = 35 + 4t - 0,4t2 (0 =t < 10)
N(D) = 35 V,"_“*\\
M(10) = 35 N(5) =35+ 4.5-0,4.52=45 /

02. Resposta: D.

X +5X—X—-5+x<4x?-4x+1
-3 +9x-6<0:(3)
-x2+3x—-2<0.(-1)
X2-3x+220=2>A=(-3)2—-4.1.2
A=9-8=1

S={xeR/x<1ouxz=2}

03. Resposta: CERTA.
—0,008(t2— 35t +34) > 1
— 8(t2 — 35t + 34) > 1000
t2—35t+ 34 >-125
t2—35t+ 159> 0

A= b? — 4ac = 352-4.1.159 = 589

,_ —(-35)+V589 354243 354243 .
= 2.1 o2 N i

35—-243
=———=5,35

S ={5,35 <t < 29,65}, diferenca entre eles = 24,3

04. RESPOSTA : “C”
n2— 6n + 8 > 0,resolvendo pelo método da Soma e Produto, temos:
b

Soma=-2= % -¢
a 1

Produto=<=2=38
a 1

Precisamos descobrir dois nimeros cuja soma é 6 e o produto é 8 s6 podem ser 2 e 4.
Como a>0 a parabola tem concavidade para cima:

S=n<2oun>4
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ELIPSE, HIPERBOLE E PARABOLA

As cOnicas — hipérbole, parabola, elipse e a circunferéncia, possuem todas elas, um aspecto singular:
podem ser obtidas através da interse¢cdo de um plano convenientemente escolhido com uma superficie
cbnica, conforme mostrado na figura a seguir:

parabola

circunferéncia

elipse

A circunferéncia é, na realidade, uma elipse perfeita, cuja excentricidade é nula. No caso da elipse ja
sabemos que:

excentricidade = e = c/a
Como é vélido na elipse que a? = b? + ¢?, vem que:
FENrY
ot

Ora, como ¢ < a, vem imediatamente que e < 1. Também, como a e ¢ séo distancias e portanto,
positivas, vem que e > 0. Em resumo, no caso da elipse, a excentricidade € um namero situado entre O e
1 ou seja:

O<ex<1

Observa-se que a elipse € tanto mais achatada quanto mais proximo da unidade estiver a sua
excentricidade.

Raciocinando opostamente, se o valor de ¢ se aproxima de zero, os valores de a e de b tendem a
igualar-se e a elipse, no caso extremo de ¢ = 0, (o que implica e = 0) transforma-se numa circunferéncia.
A circunferéncia é entdo, uma elipse de excentricidade nula.

No caso da hipérbole, ja sabemos que c? = a2 + b? e, portanto,

WJat i

o
g =_—=
ct ct

Neste caso, ¢ > a, 0 que significa que a excentricidade de uma hipérbole € um nimero real maior do
que a unidade, ou seja e > 1.

Observe na férmula acima que se as medidas a e b forem iguais, ou seja a = b, teremos uma hipérbole
equilatera, cuja excentricidade sera igual a e = O 2, resultado obtido fazendo a = b na férmula acima.

Resumindo, observe que sendo e a excentricidade de uma conica:
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Conica e
Circunferéncia 0
Elipse O<exl1
Hipérbole e>1

Quanto a parabola, podemos dizer, que a sua excentricidade serd igual a 1? Em a realidade, a

excentricidade da parabola é igual a 1; Vamos desenvolver este assunto a seguir:

Equacdo Geral das Conicas (eg. de 2ograu em x e y): Ax>+ Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, (1) com A,
B,C, D, E, F €lIR, sendo A, B e C ndo simultaneamente nulos.

-Se B2 - 4AC <0, (1) é a equacado de uma elipse.
-Se B2 -4AC =0, (1) é a equacao de uma parabola.
-Se B2 - 4AC > 0, (1) é a equacdo de uma hipérbole.

Elipse: é o conjunto dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos (focos) é

constante e maior que a distancia entre eles.

Equacédo Reduzida

ﬁ 4+ EE —
a2 b2
I
0.5

(a > b)

Focos: (zc, 0) , sendo c? = a* - b?
Eixo maior = 2a

Eixo menor = 2b

Distancia focal =2c

Vértices: (+a, 0), (0,xb)

Equacdo Reduzida
2 2
L +L =1 (b>a)
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Focos: (0,£c), sendo c2 = b2 - a2
Eixo maior = 2b

Eixo menor = 2a

Distancia focal =2c

Vértices: (+a, 0), (0,xb)

Equacao Reduzida da Elipse centrada em (a, B):

r— a)? oy — B)?
(2 20) L8
a b=

L.

Parabola: é o conjunto dos pontos do plano equidistantes de um ponto fixo (foco) e de uma reta
(diretriz), que ndo contém o ponto.

Equacao Reduzida

y? =2px (p > 0)

=
8]
w
=

Foco : F (E.U)
Directriz : t = —£

2
Vértice : 17 (0,0)

Equacdo Reduzida

y? = -2px (p > 0)
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E==Fduca
y
4
2
- -3 -2 -1 *
2
-4
Foco : F (0. —2)
Directriz : = = £
Veértice : 17(0,0)
Equacdo Reduzida
x* = 2py (p > 0)
Y
10
8
6
4
2
7.5 5 2.5 2.5 5§ 7.5
Foco: F (0.%
Directriz : y = —£
Vértice : 17(0.0)
Equacao Reduzida
X2 = =2py (p > 0)
Y
5 &5 7.5

Foco : F (U. —g)
Directriz : y = £
Vértice : V7 (0,0)

EsPCEx




|

Equacao Reduzida da Parabola com vértice em (a, B):

(y-B)2=2p(x-aq)

(x-B)2=2p(y-a)

-4 -2 2 4 6 8

Hipérbole: é o conjunto dos pontos do plano tais que o médulo da diferenca das distancias a dois
pontos fixos (focos) é constante e menor que a distancia entre eles.

Equacédo Reduzida

X}
\
TJFN
I
—

hu‘ ]

-1

Focos : (+c,0) , sendo & = a® + b?
Eixo transverso = 2o

Eixo nao transverso = 2b
Distincia focal = 2¢

Vértices : (+a,0)

Assimptotas: y = iﬁz
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Equacédo Reduzida

o
)
R
I
=

-3

Focos : (0,+c) , sendo ¢® = a® + b*
Eixo transverso = 2b

Eixo nao transverso = 2a
Distancia focal = 2¢

Vértices : (0, +b)

Assimptotas: y = :t%a:

Equacao Reduzida da Hipérbole centrada em (a, B):
(z—a)* (y—5)°

= = =1

Considere o seguinte problema geral:

Determinar o lugar geométrico dos pontos P(X, y) do plano cartesiano que satisfazem a condicdo PF =
e . Pd, onde F € um ponto fixo do plano denominado foco e d uma reta denominada diretriz, sendo e uma
constante real.

Veja a figura abaixo, para ilustrar o desenvolvimento do tema

'y".

P(%,Y)
F---gD(d,y
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Temos entdo, pela condicdo dada, PF = e . Pd, onde e é uma constante real.
Usando a férmula de distancia entre dois pontos, fica:

= PP+ (=0 =enfx—d) + (¥ - »)?
Quadrando e desenvolvendo ambos os membros da expressao acima, vem:

(x—1)? +y?=e*.(x—d)?

X2 —2.fx+f +y?=¢e? (- 2.d.x + d?)

X2 —e2x?—2fx+e22.dx+y*+f-e’d’=0
X2(1—€?) +y? + (2e?d — 2f)x + P— e?.d> = 0

Ou finalmente:
x*(1—e?) +y*+2(e’d-f)x +f*—e*d*=0
Fazendo e = 1 na igualdade acima, obteremos y? + 2(d —f).x+ - d?=0

Fazendo d=-f, vem:y?—4fx=0 ou y? = 4fx, que é uma pardbola da forma y2 = 2px, onde f =
p/2, conforme vimos no texto correspondente.

A constante e é denominada excentricidade.
Vé-se pois, que a excentricidade de uma parabola é igual a 1
Algumas AplicacGes das Conicas

O interesse pelo estudo das cobnicas remonta a épocas muito recuadas. De fato, estas curvas
desempenham um papel importante em varios dominios da fisica, incluindo a astronomia, na economia,
na engenharia e em muitas outras situacdes, pelo que ndo é de estranhar que o interesse pelo seu estudo
seja to antigo. Vejamos entdo algumas situagcdes onde estas curvas aparecem.

Suponhamos que temos uma lanterna direcionada para uma parede, entdo o feixe de luz emitido
desenhara nessa parede uma curva coénica. Este fato acontece porque o feixe de luz emitido pela lanterna
forma um cone, e também porque a parede funciona como um plano que corta o cone formado.
Dependendo da inclinagéo da lanterna relativamente a parede, assim se obtém uma circunferéncia, uma
elipse, uma parabola ou uma hipérbole.

Certos candeeiros de cabeceira, cujo quebra luz (abajur) é aberto segundo uma circunferéncia,
desenham na parede uma hipérbole e no teto uma elipse. Os Engenheiros da area da iluminagdo usam
este fato, entre outros, para construirem candeeiros, lanternas, etc...

O som emitido por um avido a jato supersoénico tem a forma de um cone, pelo que, ao chocar com a
Terra vai formar uma curva conica. Assim, dependendo da inclinagdo do avido relativamente a Terra,
vamos obter elipses, parabolas ou hipérboles. A audiometria usa este fato, entre outros, para saber a que
distancia da Terra o avido pode ultrapassar a velocidade do som.

A superficie formada pela agua dentro de um copo € eliptica, sendo circular apenas no caso em que o
copo esta direito, isto é, esta alinhado com o nivel, na horizontal. Se animarmos o copo com um
movimento rotativo sobre si préprio, a superficie do liquido nele inserido serd a de um paraboloide. Esta
técnica é frequentemente usada para se obter este tipo de superficie.

Sol

focus
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Na astronomia, Kepler mostrou que os planetas do sistema solar descrevem orbitas elipticas, as quais
tém o sol num dos focos. Também os satélites artificiais enviados para o espago percorrem trajetorias
elipticas. Mas nem todos os objetos que circulam no espaco tém 6érbitas elipticas. Existem cometas que
percorrem trajetorias hiperbodlicas, os quais ao passarem perto de algum planeta com grande densidade,
alteram a sua trajetéria para outra hipérbole com um foco situado nesse planeta. Como a parabola € um
caso de equilibrio entre a elipse e a hipérbole (lembre-se que a excentricidade da parabola é igual a um),
a probabilidade de existir algum satélite com Orbita parabdlica € quase nula. Mas isso ndo impede a
existéncia de satélites com esta trajetoria.

Também as trajetorias dos projéteis, num ambiente sob a a¢édo da for¢ga de gravidade, séo parabdlicas.
Ja4 no ambiente terrestre, onde existe a resisténcia do ar, essas trajetorias sdo elipticas, mais
propriamente, arcos de elipses. No entanto, por vezes, as diferencas entre as trajetorias elipticas e as
parabdlicas sédo quase indiscerniveis, pelo que, pode-se facilmente verificar estes fatos tomando atencéo
ao jato de dgua de uma mangueira, cuja abertura esta inclinada para cima. A balistica ciéncia que estuda
as trajetoria de projéteis, faz uso deste fato para determinar o local da queda de um projétil. No estudo
dos atomos, um campo da Fisica e da Quimica, as 6rbitas dos elétrons em torno do nucleo séo elipticas.
Fazendo uso da propriedade refletora da parabola, Arquimedes construiu espelhos parabdlicos, os quais
por refletirem a luz solar para um sé ponto, foram usados para incendiar os barcos romanos quando das
invasdes de Siracusa. Lembre-se que a concentracdo de energia gera calor.

De fato, as propriedades refletoras das cénicas, e ndo somente as da parabola, tém contribuido para
a construcdo de telescopios, antenas, radares, faréis, Opticas dos carros, lanternas, etc... Na verdade,
alguns dos objetos mencionados também obedecem a propriedade refratora das coénicas. Esta
propriedade esta intimamente ligada a propriedade refletora, pelo que os seus estudos sdo muito
idénticos. SO para dar uma amostra de objetos mais vulgares que usam a propriedade refratora das
cbnicas, mencionamos os seguintes: os 6culos graduados, as lupas e 0s microscopios.

A partir da propriedade refletora das parabolas, os engenheiros civis construiram pontes de suspensao
parabdlica. Se imaginarmos os cabos que predem o tabuleiro da ponte como raios de luz, facilmente
verificamos que o cabo principal, aquele que passa pelos pilares da ponte, tem forma de uma parabola.

As extremidades das asas do famoso avido britanico spitfire, usado com grande sucesso na | grande
Guerra, eram arcos de elipses. Embora arazéo da sua escolha se prenda ao fato de se obter mais espago
para transportar municdes, este tipo de asa diminuia a resisténcia do ar, favorecendo melhores
performances ao avido em voo.

O sistema de localizacdo de barcos denominado por LORAM (Long RANnge Navigation), faz uso das
hipérboles confocais, onde os radares estdo nos focos. A ideia é baseada na diferenca de tempo de
recepcdo dos sinais emitidos simultaneamente pelos dois pares de radares, sendo um dos radares
comum aos dois pares. O mapa assim construido apresenta curvas hiperbolicas. Esta técnica foi usada
na Il grande Guerra, para detectar barcos japoneses.

Propriedades Refletoras

A elipse, a pardbola e a hipérbole sdo curvas que possuem propriedades que as tornam importantes
em varias aplicagbes. Aqui vamos ocupar-nos apenas das chamadas propriedades de reflexdo dessas
curvas, relacionadas com pontos especiais chamados focos.

O caso da elipse

A elipse é uma curva fechada para a qual existem dois pontos especiais, os focos. A propriedade de
reflexdo da elipse é a seguinte: A partir de um dos focos tracemos um segmento de reta qualquer. Este
segmento encontra a elipse num ponto, e se a partir deste tragcarmos outro segmento que faca com a
curva um angulo igual ao do primeiro segmento, o segundo segmento passa pelo outro foco. (Nota: Os
angulos com as curvas séo os angulos com as respectivas tangentes nos pontos em causa.)
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Esta propriedade faz com que a elipse tenha varias aplicagdes préaticas. Uma aplicacdo éptica vé-se
no dispositivo de iluminacdo dos dentistas. Este consiste num espelho com a forma de um arco de elipse

e numa lampada que se coloca no foco mais proximo. A luz da lampada é concentrada pelo espelho no
outro foco, ajustando-se o dispositivo de forma a iluminar o ponto desejado.

Uma ilustracdo acustica da propriedade de reflexdo da elipse pode encontrar-se em salas que tém a
forma de meio elipsoide (um elipsoide é um soélido que se obtém rodando uma elipse em torno do seu
eixo, isto é, da reta definida pelos dois focos). Se duas pessoas se colocarem nos focos e uma delas
falar, mesmo que seja baixo, a outra ouvira perfeitamente, ainda que a sala seja grande e haja outros
ruidos. Existem salas deste tipo (as vezes chamadas “galerias de murmurios”) em varios edificios publicos
na Europa e nos Estados Unidos.

O caso da parabola
A pardbola é uma curva com um foco. A propriedade de reflexdo da parabola é a seguinte: A partir de
um ponto qualquer tracemos um segmento de reta paralelo ao eixo da parabola. Este segmento encontra

a pardbola num ponto, e se a partir deste tracarmos outro segmento que fagca com a curva um angulo
igual ao do primeiro segmento, o segundo segmento passa pelo foco.

Esta propriedade faz com que a pardbola tenha varias aplicagfes praticas. Um exemplo sédo as
vulgares antenas parabdlicas, que concentram num aparelho receptor os sinais vindos de um satélite de

televisao.
A

J/

Uma aplicacao oOptica sao os farois dos automoveis e das motocicletas, que séo espelhados por dentro
e em que se coloca a lampada no foco.
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O caso da hipérbole

A hipérbole é uma curva com dois ramos e dois focos. A propriedade de reflexdo da hipérbole é a
seguinte: A partir de um ponto qualquer tracemos um segmento de reta dirigido a um dos focos da
hipérbole. Este segmento encontra o correspondente ramo da hipérbole num ponto, e se a partir deste
tracarmos outro segmento que faca com a curva um angulo igual ao do primeiro segmento, o segundo
segmento passa pelo outro foco.

Esta propriedade faz com que a hipérbole tenha vérias aplicagfes praticas. Um exemplo de uma
aplicacdo oOptica é o chamado telescopio de reflexdio. E constituido basicamente por dois espelhos, um
maior, chamado primario, que € parabdlico, e outro menor, que é hiperbdlico. Os dois espelhos dispdem -
se de modo que os eixos da parabola e da hipérbole coincidam e que o foco da primeira coincida com um
dos da segunda.

Quando os raios de luz se refletem no espelho parabdlico sao dirigidos para o foco, pela propriedade
de reflexdo da paradbola. Como este também é foco da hipérbole, pela propriedade de reflexdo desta os
raios de luz refletem-se no espelho hiperbdlico e seguem em dire¢céo ao outro foco da hipérbole. Os raios
de luz passam através de um orificio no centro do espelho primario, atras do qual estd uma lente-ocular
gue permite corrigir ligeiramente a trajetoria da luz, que chega finalmente aos olhos do observador ou a
pelicula fotogréfica.

A vantagem deste tipo de telescopio reside no facto de ter um comprimento muito menor do que 0s
telescopios de refracao (isto é, de lentes) com o mesmo poder de ampliacdo. Por exemplo, uma objetiva
fotografica com 500 mm de distancia focal € muito grande e pesada se for de refragdo, o que ja ndo
acontece se for de reflexdo, sendo pequena e manejavel, o que pode ser vantajoso.
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Outro exemplo é o telescopio Hubble (em o6rbita desde 1990 a 600 km da Terra), que se baseia nestas
propriedades de reflexdo. O seu espelho primario tem 2.4 metros de didametro. Como esta fora da
atmosfera, as imagens que o telescépio Hubble recolhe do espaco sao muito mais claras e rigorosas do
gue as recebidas pelos telescopios utilizados no solo, pois os raios de luz ndo sdo absorvidos nem
distorcidos pela atmosfera. Um telescopio de refraccdo com o mesmo poder de ampliacdo do Hubble
seria tdo grande e pesado que nenhum foguetéo seria capaz de o pbér em orbita.

Questdes

01. Considere as equagdes apresentadas na coluna da esquerda e os nomes das curvas planas
descritas na coluna da direita. Associe a 22 coluna com a 12 coluna.

x2 2 Elipse
mo Tl EE
v ( ) Hipérbole
(1) 2.2
42 9 ( ) Reta
(1) P . A
4 9 ( ) Circunferéncia
yz 52
V) =
v 3 4 )
) ) ( ) Parabola
Xty

A associacao que relaciona corretamente a equagao ao tipo de curva plana na sequencia de cima para
baixo, é:

A) 1 IV, 1, Vel

@)1V, I, IvVel

@ v, lelv

O) L, v, lev

(E) IV, I, V, lelll

02. A distancia entre o centro da circunferéncia de equacédo x2 + y2 + 8x — 6y = 0 e o foco de
2 2

- , ~ X y° o 4 ..
coordenadas positivas da elipse de equacao e + e 1e:
(A) 58
(B) 60
(C) V58
(D) V59
(E) V60

03. A equacao da elipse que tem como eixo maior a distancia entre as raizes da parabola de equagéo
y = x2 - 25 e excentricidade e = 3/5 &:
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B+l =1
%=1
OZ+Z=1
E)E+L=2

04. A equacdo da parabola que passa pelo ponto P(0,10) e pelos focos da hipérbole de equacdo 9x2 -
16y2 =144 é:

(A)y=—2¢-10

(B)y=—2¢+10

Qy= Exz +10

(D)y=2¢-10

(E) nda

05. A equacédo da reta que passa pelo ponto P(2,3) e é perpendicular a reta que passa pelo centro da

circunferéncia de equagdo x2 + y2 + 8x — 4y + 11 = 0 e pelo foco de coordenadas positivas da hipérbole
2

~ xz s
de equaga06—4—;'—6= 16é:
(A)11x-y-7=0
(B)-7x+y—-11=0
(C)7x+y+11=0
(D) 7x+y-11=0
(E)7x-y—-11=0
Respostas

01. Resposta: A.

Para determinar que tipo de curva cada equacdo representa devemos observar algumas
caracteristicas das equacgdes, observe:

Reta: x e y possuem expoentes iguais a 1, sendo que nem X, nem y podem estar no denominador,
nesse caso item (ll)

Circunferéncia: o numero que multiplica X2 e y2 € sempre 0 mesmo e temos uma soma de x2 e y2 nesse
caso o item (V)

Elipse: os numeros que multiplicam x2 e y2 sdo diferentes e temos uma soma de x2 e y?, item (1)

Hipérbole: temos uma subtracao de X2 e y?, item (IV)

Pardbola: temos s6 X2 ou sO y?, item (l1I)
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02. Resposta: C.

O centro C da circunferénciaé \

a =b+c

_ a =25 [p*=16 25=16+¢" o
Na elipse e . logo i . O centro da elipse e C(0,0).
ad b: 4 C_. :9

c=3

A elipse tem eixo maior sobre o eixo x, dessa forma o foco de coordenadas positivas e F (3,0).

dCF :\/(—4—3)2 +(3-0Y

A distancia entre o centro da circunferénciae o foco é: 1 dCF =+/49+9

dCF =58 u.c
03. Resposta: D.
c
e=—
y=x -25 a
2a =10 c 3
Na parabola {x =-5 , dessaforma s Usando a excentricidade sabemos que: 1 e = g = g, na elipse
o=
x=3 c=3
(x=xc)  (r=ye) _|
a=b+c a b
25=0+9 ny . |(x=0)y (y-o0)
A , 0 centro da elipse é C(0,0) e sua equagdoé:q ————+——— =1
b* =16 5° 4°
25 16
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04. Resposta: B.

frz r
1

[ = 2 i/ \ .<a =16 'Ezz'a:_bz
N :91’ —16}' = l—l—ll—l—l‘ll | [ﬂ =4 :EJ =16+0 | I’F]_ |:_—5:0.:|
Ma hipérbole: 4 o2 7 = =4 o
— b*=9 | =25 | F2(5.0)

16 9 g

10=a0+b0+¢

Na parabola temos y = ax? + bx + ¢, o ponto P(0,10) € a parabola entdo ¢

le=10
Se a parabola passa pelos focos da hipérbole temos que:
Sendo y = ax” +bx +10, temos
(50a+20=0
2522} sha10-0
\F,(-5.0)—>|0=25a-5b+10] | .'w‘gj‘ T
< : : < 2 s
[F.(5.0)>[0=25a+5b+10] |a=-5—>{-10-56+10=0
b=0
[ 2
i}'=?x' +0x+10
Dessa forma a equagdo da parabola é: <: j
L} =—x" +10
05. Resposta: E.
P(2,3
r: P33
1ls
{az =64 [’ =d +b*
: a=8 ' =64+36
Hipérbole: | X ¥ —15 A4S TP L R (10,0)
64 3 b*=36 |’ =100
b=6 c=10
(32432 +8x—4y+11=0
Circunferéncia : 4 Ce}m'o| %jj ;
[Cen tro(—4,2)
[0 -4 x 10
=0
0 2 » 0 . ; ; .
P(2.3) |y=—yo=m|x—x0]
20—4y-2x—-10y=0 | ‘ , ' '
| . -1 lv=3=T.[x-2)
si9—2x—14y+20=0 ,para a reta v temos 1 r{mr=—=>r:13" :
. —(-2) , ms yv—3=Tx-14
== - =7
|ms = = \mr = |7x-y-11=0
o1
[ms——F
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15) Geometria Plana: Angulo: definicdo, elementos e propriedades: Angulos
na circunferéncia; Paralelismo e perpendicularidade: Semelhanca de triangulos;
Pontos notaveis do tridngulo; Relacdo entre métricas nos triangulos; Relacao
Stewart; Triangulos retangulos, Teorema de Pitagoras; Congruéncia de figuras
planas; Feixe de retas paralelas e transversais, Teorema de Tales; Teorema de

bissetrizes internas e externas de um triangulo; Quadrilateros notaveis;
Poligonos, poligonos regulares, circunferéncias, circulos e seus elementos;
Perimetro e area de poligonos regulares, circunferéncias, circulos e seus
elementos; Férmula de Heron; Razéao entre areas; Lugares geométricos; Elipse,
parabola e hipérbole; Linha poligonal; e ainscrigdo e circunscrigao.

ANGULOS

Angulo: E uma regifo limitada por duas semirretas de mesma origem.

A
Elementos de um angulo:

- LADOS: si0 as duas semirretas 04 e OB.

7

-VERTICE: é o ponto de intersec¢do das duas
semirretas, no exemplo o ponto O.

Notagao: AOB
Lé-se angulo AOB

Angulo Agudo: E o angulo, cuja medida é menor do que 90°.

m (AOB) < 90°

Angulo Central:

- Da circunferéncia: é o angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia;
- Do poligono: é o angulo, cujo vértice é o centro do poligono regular e cujos lados passam por
vértices consecutivos do poligono.
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Angulo Circunscrito: E o angulo, cujo vértice ndo pertence a circunferéncia e os lados s&o

tangentes a ela.

A -

Angulo Inscrito: E o angulo cujo vértice pertence a uma circunferéncia.

B

BAC - angulo inscrito

Angulo Obtuso: E o angulo cuja medida é maior do que 90°.

|
A |
|
|
|

O

Angulo Raso:

- E 0 angulo cuja medida é 180°;
- E aquele, cujos lados séo semirretas opostas.

%
: f: : 3
M
Angulo Reto:

- E 0 angulo cuja medida é 90°;
- E aquele cujos lados se apoiam em retas perpendiculares.
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~ N ~ . . 0
Angulos Complementares: Dois angulos sao complementares se a soma das suas medidas é 90 .

piS

B
,/??'
7
L -
\/'\/

5 c

O

~ . A ~ . . , 0
Angulos Replementares: Dois angulos sao ditos replementares se a soma das suas medidas é 360 .

Angulos Suplementares: Dois angulos s&o ditos suplementares se a soma das suas medidas de dois
angulos é 180°.

Entéo, se x e y sdo dois angulos, temos:
-sex+y=90°=> xeysao Complementares.
-se x+y=180° = x e y sdo Suplementares.
-se x +y = 360° = x ey sdo Replementares.

Angulos Congruentes: S&o angulos que possuem a mesma medida.

Angulos Opostos pelo Vértice: Dois angulos séo opostos pelo vértice se os lados de um s&o as
respectivas semirretas opostas aos lados do outro.
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Angulos consecutivos: s&o angulos que tem um lado em comum.

Angulos adjacentes: s&o angulos consecutivos que ndo tem ponto interno em comum.

A Na figura ao lado:

- Os angulos AOB e BOC, ADB e AOC,
BOC e AOC sdo pares de angulos
consecutivos.

- Os angulos AOB e BOC s&o angulos
adjacentes.

Unidades de medida de angulos:

Grado: (gr.): dividindo a circunferéncia em 400 partes iguais, a cada arco unitario que corresponde a
1/400 da circunferéncia denominamos de grado.

Grau: (9): dividindo a circunferéncia em 360 partes iguais, cada arco unitario que corresponde a 1/360
da circunferéncia denominamos de grau.
- 0 grau tem dois submultiplos: minuto e segundo. E temos que 1° = 60’ (1 grau equivale a 60 minutos)
e 1" = 60" (1 minuto equivale a 60 segundos).
Questdes

01. As retas f e g sdo paralelas (f // g). Determine a medida do angulo &, nos seguintes casos:

a)
f /550
q d
b)
t
3
74° '
o
c)
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02. As retas a e b séo paralelas. Quanto mede o angulo 1?

/ a0°

130°

-

3
b

03. Obtenha as medidas dos angulos assinalados:

a)
x¥+100*
1603
b)
Gy +15°
2w +5°
c)
i3
¥ +20°
¥+ 1
¥ +20°
d)

X
Jx+12 138°
¥
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04. Quantos segundos tem um angulo que mede 6° 15°?

05. A medida de um angulo é igual & metade da medida do seu suplemento. Qual é a medida desse
angulo?

06. O complemento de um angulo € igual a um quarto do seu suplemento. Qual € o complemento
desse angulo?

07. Dois angulos que medem x e x + 20° sdo adjacentes e complementares. Qual a medida desses
dois angulos?

08. Na figura, o angulo x mede a sexta parte do angulo y, mais a metade do angulo z. Calcule y.

09. Observe a figura abaixo e determine o valor de m e n.

3m -12°0 0 m + 100

10. Determine o valor de a na figura seguinte:

Respostas

01. Resposta
a) 55°
b) 74°
c) 33°

02. Resposta “130”.

Solucao: Imagine uma linha cortando o angulo 7, formando uma linha paralela as retas "a" e "b".
Fica entdo decomposto nos angulos é e 6.

for

]

T4l

Sendo assim, é =80° e 6 = 50°, pois 0 angulo 6 € igual ao complemento de 130° na reta b.
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Logo, T=80° + 50° = 130°.

03. Solugéo:
a) 160° - 3x = x + 100°
160° - 100° = x + 3x

60° = 4x
X = 60°/4
x=15°

Entdo 15°+100° = 115° e 160°-3*15° = 115°

b) 6x + 15° + 2x + 5° = 180°
6x + 2x = 180° -15° - 5°

8x = 160°
X = 160°/8
X =20°

Entdo, 6*20°+15° = 135° e 2*20°+5° = 45°
c) Sabemos que a figura tem 90°.

Entdo x + (x + 10°) + (X + 20°) + (x + 20°) = 90°
4x + 50° = 90°

4x = 40°

X =40°/4

x=10°

d) Sabemos que os angulos laranja + verde formam 180°, pois sdo exatamente a metade de um circulo.

Entéo, 138° + x = 180°
X =180° - 138°
X =42°

Logo, o0 angulo x mede 42°.

04. Resposta 22.500
Solucao:
Sabemos que 1° =60’ e 1’ = 60", temos:

6°.60 = 360’ (multiplicamos os graus por 60 para converter em minutos).
360’ + 15’ = 375’ (somamos os minutos)
375’.60 = 22.500” (multiplicamos os minutos por 60 para converter em segundos).

Portanto 6° 15’ equivale a 22.500”.
05. Resposta “60°”

Solucéo:
- sendo x 0 angulo, o seu suplemento é 180° - x, entdo pelo enunciado temos a seguinte equagao:

x = 22 (multiplicando em “cruz”’)
2x =180° - x

2x + x = 180°

3x =180°

x=180°:3 =60°

06. Resposta “30°”.
- sendo x 0 angulo, o seu complemento sera 90° — x e o seu suplemento é 180° — x. Entéo, temos:
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90° - x = 18(:_’( (o 4 passa multiplicando o primeiro membro da equacéo)

4.(90° - X) = 180° - x (aplicando a distributiva)
360° - 4x = 180° - x

360° - 180° = - x + 4x

180° = 3x

x=180°: 3 =60°

- 0 angulo x mede 60°, o0 seu complemento € 90° - 60° = 30°

07. Resposta “35° e 55°”

Solugéo:

- do enunciado temos a seguintes figura:
A

X+ 20°

v

Ent&o:

X+ X+ 20° =90°
2x=90° - 20°
2x=70°
Xx=70°:2=35°

- 0s angulos sdo: 35° e 35° + 20° = 55°

08. Resposta “135°”.

Solugdo: Na figura, o angulo x mede a sexta parte do angulo y, mais a metade do angulo z. Calcule y.

Ent&o vale lembrar que:

x+y =180 entdoy = 180 — x.

E também como x e z séo opostos pelo vértice, x = z

E de acordo com a figura: o angulo x mede a sexta parte do angulo y, mais a metade do angulo z.
Calculey.

X=Vyl6 + /2

Agora vamos substituir lembrando que y =180 - xex =2z

Entao:

X = 180° - x/6 + x/2 agora resolvendo fatoracao:

6x = 180°- x + 3x | 6x = 180° + 2x

6x — 2x = 180°

4x = 180°

x=180°/4

x=45°

Agora achar y, sabendo que y = 180° - X

y=180° - 45°

y=135°.

09. Resposta “11°; 159°”,
Solugéo:
3m - 12° e m + 10°, sdo angulos opostos pelo vértice logo sao iguais.

3m - 12°=m + 10°
3m -m=10°+ 12°

2m = 22°
m = 229/2
m=11°
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m + 10° e n sdo angulos suplementares logo a soma entre eles é igual a 180°.

(m + 10° + n = 180°
(11° + 10°) + n =180°

21° + n = 180°
n =180° - 21°
n = 159°

Resposta: m = 11° e n = 159°.
10. Resposta “45™.
E um angulo oposto pelo vértice, logo, sdo angulos iguais.

CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

Circunferéncia: A circunferéncia é o lugar geométrico de todos os pontos de um plano que estédo
localizados a uma mesma distancia r de um ponto fixo denominado o centro da circunferéncia. Esta talvez
seja a curva mais importante no contexto das aplicagoes.

centro

Circulo: (ou disco) € o conjunto de todos os pontos de um plano cuja distancia a um ponto fixo O é
menor ou igual que uma distancia r dada. Quando a distancia é nula, o circulo se reduz a um ponto. O
circulo € a reuniao da circunferéncia com o conjunto de pontos localizados dentro da mesma. No grafico
acima, a circunferéncia € a linha de cor verde escuro que envolve a regido verde claro, enquanto o circulo
€ toda a regido pintada de verde reunida com a circunferéncia.

Pontos interiores de um circulo e exteriores a um circulo

Pontos interiores: Os pontos interiores de um circulo sdo os pontos do circulo que ndo estdo na
circunferéncia.

exterior

Pontos exteriores: Os pontos exteriores a um circulo séo os pontos localizados fora do circulo.
Raio, Corda e Diametro

Raio: Raio de uma circunferéncia (ou de um circulo) € um segmento de reta com uma extremidade no
centro da circunferéncia (ou do circulo) e a outra extremidade num ponto qualquer da circunferéncia. Na
figura abaixo, os segmentos de reta OA, OB e OC s&o raios.

Corda: Corda de uma circunferéncia € um segmento de reta cujas extremidades pertencem a
circunferéncia (ou seja, um segmento que une dois pontos de uma circunferéncia). Na figura abaixo, 0s
segmentos de reta AC e DE s&o cordas.
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Diametro: Didmetro de uma circunferéncia (ou de um circulo) € uma corda que passa pelo centro da

circunferéncia. Observamos que o diametro € a maior corda da circunferéncia. Na figura abaixo, o
segmento de reta AC € um diametro.

- rain

Posicdes relativas de uma reta e uma circunferéncia

Reta secante: Uma reta é secante a uma circunferéncia se essa reta intercepta a circunferéncia em
dois pontos quaisquer, podemos dizer também que é a reta que contém uma corda.

Reta tangente: Uma reta tangente a uma circunferéncia € uma reta que intercepta a circunferéncia
em um unico ponto P. Este ponto € conhecido como ponto de tangéncia ou ponto de contato. Na figura
ao lado, o ponto P é o ponto de tangéncia e a reta que passa pelos pontos E e F € uma reta tangente a

circunferéncia.
eta—* I‘

r
secante

Reta externa (ou exterior): € umareta que ndo tem ponto em comum com a circunferéncia. Na figura
abaixo aretat é externa.

Propriedades das secantes e tangentes

Se uma reta s, secante a uma circunferéncia de centro O, intercepta a circunferéncia em dois pontos
distintos A e B e se M é o ponto médio da corda AB, entédo o segmento de reta OM é perpendicular a reta
secante s.

Se uma reta s, secante a uma circunferéncia de centro O, intercepta a circunferéncia em dois pontos

distintos A e B, a perpendicular as retas que passam pelo centro O da circunferéncia, passa também pelo
ponto médio da corda AB.
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Seja OP um raio de uma circunferéncia, onde O é o centro e P um ponto da circunferéncia. Toda reta
perpendicular ao raio OP é tangente a circunferéncia no ponto de tangéncia P.

P

‘.

Toda reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.

Posic¢des relativas de duas circunferéncias

Reta tangente comum: Uma reta que é tangente a duas circunferéncias ao mesmo tempo é
denominada uma tangente comum. Ha duas possiveis retas tangentes comuns: a interna e a externa.

Ao tracar uma reta ligando os centros de duas circunferéncias no plano, esta reta separa o plano em
dois semiplanos. Se os pontos de tangéncia, um em cada circunferéncia, estdo no mesmo semi-plano,
temos uma reta tangente comum externa. Se 0s pontos de tangéncia, um em cada circunferéncia, estao
em semiplanos diferentes, temos uma reta tangente comum interna.

Circunferéncias internas: Uma circunferéncia C1 € interna a uma circunferéncia C2, se todos os
pontos do circulo C1 estéo contidos no circulo C2. Uma circunferéncia é externa a outra se todos os seus
pontos s&o pontos externos a outra.

Circunferéncias concéntricas: Duas ou mais circunferéncias com o mesmo centro, mas com raios
diferentes sdo circunferéncias concéntricas.

Circunferéncias tangentes: Duas circunferéncias que estdo no mesmo plano, sdo tangentes uma a
outra, se elas sdo tangentes a mesma reta no mesmo ponto de tangéncia.

O

As circunferéncias séo tangentes externas uma a outra se 0s seus centros estdo em lados opostos da
reta tangente comum e elas sdo tangentes internas uma a outra se 0s seus centros estdo do mesmo lado
da reta tangente comum.
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Circunferéncias secantes: sdo aquelas que possuem somente dois pontos distintos em comum.

Segmentos tangentes: Se AP e BP sdo segmentos de reta tangentes a circunferéncia nos ponto A e
B, entdo esses segmentos AP e BP sdo congruentes.

ANGULOS (OU ARCOS) NA CIRCURFERENCIA

Angulo central: é um angulo cujo vértice coincide com o centro da circunferéncia. Este angulo
determina um arco na circunferéncia, e a medida do angulo central e do arco sao iguais.

O angulo central determina na circunferéncia um arcoAB e sua medida é igual a esse arco.

o =AB
Angulo Inscrito: € um angulo cujo vértice esta sobre a circunferéncia.

A

O angulo inscrito determina na circunferéncia um arco AB e sua medida é igual & metade do arco.
AB
a=—
2

Angulo Exceéntrico Interno: é formado por duas cordas da circunferéncia.

EsPCEx | J



O angulo excéntrico interno determina na circunferéncia dois arcos AB e CD e sua medida € igual a
metade da soma dos dois arcos.

_/TB+CT)
“=7

Angulo Excéntrico Externo: é formado por duas retas secantes a circunferéncia.

O angulo excéntrico externo determina na circunferéncia dois arcos AB e CD e sua medida é igual &
metade da diferenca dos dois arcos.

01. O valor de x na figura abaixo é:

(A) 90°
(B) 92°
(C) 96°
(D) 98°
(E) 100°

02. Na figura abaixo, qual é o valor de y?
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== MAXI
=3Fduca

110°

(A) 30°
(B) 45°
(C) 60°
(D) 35°
(E) 25°

03. Na figura seguinte, a medida do angulo x, em graus, €:
I o
&
108° : i
D
—

04. A medida do arco x na figura abaixo é:

(A) 80°
(B) 82°
(C) 84°
(D) 86°
(E) 90°

X

95°
(A) 15°
(B) 20°
(C) 25°
(D) 30°
(E) 45°

05. Uma reta é tangente a uma circunferéncia quando:
(A) tem dois pontos em comum.

(B) tem trés pontos em comum.

(C) ndo tem ponto em comum.

(D) tem um Gnico ponto em comum.

(E) nda
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Respostas

01. Resposta: B.
O éangulo dado na figura (46°) € um angulo inscrito, portanto € igual a metade do arco x:

460 =2

2

X = 46°.2
X = 92°

02. Resposta: D.

O angulo da figura € um angulo excéntrico externo, portanto é igual a metade da diferenca dos dois
arcos dados.

_110° - 40°
Y=

— 700 —_— 350
y - 2 -

03. Resposta: C.
O angulo x € um angulo excéntrico interno, portanto é igual a metade da soma dos dois arcos.

_108° + 60°
YT

168
=

04. Resposta: A.

O angulo de 55 é um angulo excéntrico interno, portanto é igual a metade da soma dos dois arcos.
_95%+x

2

55°

55°.2 =95°+ x
110°—-95°=x
x = 15°

05. Resposta: D.
Questdo teodrica

GEOMETRIA PLANA
E o estudo das figuras em um so plano, por isso é chamada de Geometria Plana.

A Geometria estuda, basicamente, os trés principios fundamentais (ou também chamados de “entes

primitivos”) que sao: Ponto, Reta e Plano. Estes trés principios ndo tem definicdo e nem dimensé&o
(tamanho).

Para representar um ponto usamos. e para dar nome usamos letras maiusculas do nosso alfabeto.
Exemplo: . A (ponto A).

Para representar uma reta usamos < e para dar nome usamos letras mindsculas do nosso alfabeto
ou dois pontos por onde esta reta passa.
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Exemplo: t (retat ou reta AB).

o o >
A B

Para representar um plano usamos uma figura chamada paralelogramo e para dar nome usamos letras
minusculas do alfabeto grego (a, B, m, 6,....).
Exemplo:

Plano alfa
a

Partes de umareta
Estudamos, particularmente, duas partes de uma reta:

- Semirreta: é uma parte da reta que tem origem em um ponto e é infinita.

Exemplo: (semirreta AB), tem origem em A e passa por B.

—
A B v

- Segmento de reta: € uma parte finita (tem comeco e fim) da reta.
Exemplo: (segmento de reta AB).

Observacdo: AB#BA e AB=BA.

= Perimetro: é a soma de todos os lados de uma figura plana.
Exemplo:
10 cm

6cm 6cm

10 cm
perimetro=10+10+6 + 6 = 32 cm

2 Area: é uma medida de superficie, tendo como unidade basica o m2, que é um quadrado que mede
1 m x 1 m. Pode ser representada por S (superficie) ou A (area).
As figuras planas mais conhecidas e estudadas séo:

- Retangulo: S =b.h

h (altura)

b (base)

- Paralelogramo: S = b.h
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h (altura)

b (base)

b.h

- Triangulo: § = -

b
- Trapézio: S =
b

B+b).h , . .
g, onde B é a base maior, b é a base menor e h altura.

B

- Losango: S = Dz;d , onde D é a diagonal maior e d é a diagonal menor.
Wd

D

- Quadrado: S =17, onde | é o lado.

- Circulo: S =1R?, onde R é o raio e O é o centro.

- Coroa circular: S = m(R? —r?) onde R é o raio maior e r é o raio menor.

S
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Questdes

01. A area, em cm?, de uma coroa circular cujos raios sdo 9 cm e 5 cm é igual a:
(A)4

(B) 81

(C)56

(D)25

(E) 30 1T

02. Num trapézio isosceles, as bases medem 8 cm e 18 cm e os lados transversos medem 13 cm cada
um. A area desse trapézio é:

(A) 156 cm?

(B) 145cm?

(C) 150 cm?

(D) 125 cm?

(E) 165 cm?

~ - . , 3 . .
03. Um retangulo tem perimetro igual a 28 cm e sua altura é " de seu comprimento, as medidas dos

lados desse retangulo, em cm, séo:
(A)6e4
(B)8e4
(C©)8e10
(D)6e8
(E)6e10

04. A area de um triangulo é igual a 38,4 m2. A altura desse triangulo é 8 m, entdo sua base, em m, é:
(A) 8,6
(B) 9,6
(© 7,6
(D) 6,6
(E) 10

05. O perimetro de um quadrado vale 56, entdo a area desse quadrado é:
(A) 169
(B) 144
(C) 196
(D) 132
(E) 150

Respostas

01. Resposta: C.
-SendoR=9cmer=5cm, temos:
S =1m(R?>-r?)

S =m(9?-5?%

S =1(81 —25) =56 T cm?

02. Resposta: A.
Um trapézio isésceles tem dois lados iguais e pelo enunciado, temos:
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Pelo teorema de Pitagoras:
132=h*+52>169=h?>+25=>169-25=h*=> h*=144 > h =144 =12

S = (B+b).h
2
S = (18+8).12
2
S = 2612 _ 312
2 2
S =156 cm?

03. Resposta: D.
- Pelo enunciado temos:

X+X+y+y=28

2x+2y =28 (2)

X + y= 14 (l)

y === (I, substituindo (1) em (1)

x4+ =14

4
4X+3X _ 56

2=

7x = 56
x=2=g

7

3.8 24
y=y=3°°6

Assim, os lados medem 6 cm e 8 cm.

04. Resposta: B.
- Pelo enunciado:
S=38,4
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| =2

N _ 384

N

b8 _ 384
2

38,4.2 76,8
b = 5 = —

b=96m

05. Resposta: C.
- Perimetro é a soma dos lados, entdo:
1+1+14+1=56

41 = 56
=54—6=14
S =12
S =142
S =196

TEOREMA DE PITAGORAS

Em todo tridngulo retangulo, o maior lado é chamado de hipotenusa e os outros dois lados séo os
catetos.
B

No exemplo ao lado:
- a € a hipotenusa.
- b e ¢ 530 os catetos.

A C
b

- “Em todo tridngulo retangulo o quadrado da hipotenusa ¢é igual a soma dos quadrados dos catetos”.
a’=b?+c?

Questdes

01.Millor Fernandes, em uma bela homenagem a Matematica, escreveu um poema do qual extraimos
o fragmento abaixo:

As folhas tantas de um livro de Matematica, um Quociente apaixonou-se um dia doidamente por uma
Incognita.

Olhou-a com seu olhar inumeravel e viu-a do Apice & Base: uma figura impar; olhos romboides, boca
trapezoide, corpo retangular, seios esferoides.

Fez da sua uma vida paralela a dela, até que se encontraram no Infinito.

“Quem és tu” — indagou ele em ansia Radical.

“Sou a soma dos quadrados dos catetos. Mas pode me chamar de Hipotenusa.” (Millér Fernandes —
Trinta Anos de Mim Mesmo).

A Incognita se enganou ao dizer quem era. Para atender ao Teorema de Pitagoras, deveria dar a
seguinte resposta:

(A) “Sou a soma dos catetos. Mas pode me chamar de Hipotenusa.”

(B) “Sou o0 quadrado da soma dos catetos. Mas pode me chamar de Hipotenusa.”

(C) “Sou o quadrado da soma dos catetos. Mas pode me chamar de quadrado da Hipotenusa.”

(D) “Sou a soma dos quadrados dos catetos. Mas pode me chamar de quadrado da Hipotenusa.”
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(E) Nenhuma das anteriores.

—

\ N

< g

02.Um barco partiu de um ponto A e navegou 10 milhas para o oeste chegando a um ponto B, depois
5 milhas para o sul chegando a um ponto C, depois 13 milhas para o leste chagando a um ponto D e
finalmente 9 milhas para o norte chegando a um ponto E. Onde o barco parou relativamente ao ponto de

partida?
(A) 3 milhas a sudoeste.
(B) 3 milhas a sudeste.
(C) 4 milhas ao sul.
(D) 5 milhas ao norte.
(E) 5 milhas a nordeste.

03.Em um tridngulo retangulo a hipotenusa mede 13 cm e um dos catetos mede 5 cm, qual é a medida

do outro cateto?
(A) 10
(B) 11
(C) 12
(D) 13
(E) 14

04.A diagonal de um quadrado de lado | € igual a:

(A2
(B)W3
(O)IW5
(D)6

(E) Nenhuma das anteriores.

05.Durante um vendaval, um poste de iluminacdo de 9 m de altura quebrou-se em um ponto a certa
altura do solo. A parte do poste acima da fratura inclinou-se e sua extremidade superior encostou no solo
a uma distancia de 3 m da base dele, conforme a figura abaixo. A que altura do solo se quebrou o poste?

(A)4m
(B)4,5m
(©)5m
(D) 5,5m
(E) 6m

01. Resposta: D.
TEORICA.

02. Resposta: E.

Respostas
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E (chegada)

4

13
x2 = 32 + 42
x*=9+16
x? =25
=+25=5

03. Resposta: C.
132 =x>+5°
169 =x* + 25
169 — 25 = x?
X2 =144
=144 =12 cm

04. Resposta: A.

|
d? =12+ 1

d? =21?
= V2P
d=0h2
05. Resposta: A.

9O—-x?=x2+3°
92 -29x+xX2=x*+9

81-18x=9
81 —9=18x
72 = 18x
72
X=—
18
X=4m

TEOREMA DE TALES
- Feixe de paralelas: é todo conjunto de trés ou mais retas e paralelas entre si.

- Transversal: é qualquer reta que intercepta todas as retas de um feixe de paralelas.
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- Teorema de Tales: Se duas retas sao transversais de um feixe de retas paralelas entao a razdo entre
as medidas de dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razéo entre as medidas dos segmentos
correspondentes da outra.

Al \e

J N\

—|O
]

r//siit/lu (/I < simbolo de paralelas); a e b sdo retas transversais. Entdo, temos que 0os segmentos
correspondentes sdo proporcionais.

AB _BC CD AD _
EF FG GH EH
Questdes
01. Na figura abaixo, o valor de x é:
(A) 1’2 /] \
(B) 1.4 —
(C) 1’6 : f! "1“
(D) 18 % 1 \«
§ \
(E) 2,0 7 31
02. Na figura abaixo, qual é o valor de x?
(A)3 al \s .
(B) 4 / \
2x—3 5
€5 B o,
(D) 6 / \
(E)7 < e

03. Calcular o valor de x na figura abaixo.
a b
b [ .
N
<+ »&
&

A\
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04. Os valores de x ey, respectivamente, na figura seguinte é:
(A)30e8
(B) 8 e 30
(C)20e10
(D) 10 e 20
(E)5e25

05. Na figura abaixo, qual € o valor de x?

(A)3 L S
(B) 4 saa Jh

©)5 BT W
(D) 6 " /\ -
(E)7

Respostas

01. Resposta: C.

Solugéo:
2_%

5 4

5x=2.4
5x=8
Xx=8:5=1,6

02. Resposta: B.

Solugéo:
2x-3 _ 5

x+2 6

6.(2x—3) =5(x + 2)
12x - 18 =5x + 10
12x —5x =10 + 18
X =28
Xx=28:7=4

03. Resposta: 6
Solugéo:

10_x

30 18

30x =10.18
30x = 180
x=180:30=6

04. Resposta: A.

Solucéo:
x 20
45 30
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3x=45.2

3x=90
Xx=90:3=30
y _12

30 45
45y = 12.30
45y = 360
y=360:45=8

05. Resposta: D.

Solugéo:
X3 x
x—2  x+2

x=3).(x+2)=x.(x-2)
B+ 2X—3x— 6 =X — 2X
-X—6=-2X
-X+2X=6

X=6

TRIANGULOS

Triangulo é um poligono de trés lados. E o poligono que possui 0 menor nimero de lados. E o Gnico
poligono que nao tem diagonais. Todo tridngulo possui alguns elementos e os principais sdo: vértices,
lados, angulos, alturas, medianas e bissetrizes.

B

1. Vértices: A,Be C.
2. Lados: AB,BC e AC.
3. Angulos internos: a, b e c.

Altura: E um segmento de reta tracada a partir de um vértice de forma a encontrar o lado oposto ao
vértice formando um angulo reto. BH é uma altura do triangulo.

B

A/ 4 C

Mediana: E o segmento que une um vértice ao ponto médio do lado oposto. BM é uma mediana.

B
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-

Bissetriz: E a semi-reta que divide um angulo em duas partes iguais. O angulo B estéa dividido ao meio

e neste caso E = O.
A
B ééﬂ \C

Angulo Interno: Todo tridngulo possui trés angulos internos, na figura sdo A, B e C

B AE
D C
A F

Angulo Externo: E formado por um dos lados do triangulo e pelo prolongamento do lado adjacente a
este lado, na figura séo D, E e F (assinalados em vermelho).

= Classificacao
O tridngulo pode ser classificado de duas maneiras:
1- Quanto aos lados:

Triangulo Equilatero: Os trés lados tém medidas iguais, m(AB) = m(BC) = m(AC) e os trés angulos

iguais.
A
/\/.\&\
B " C

Triangulo Isésceles: Tem dois lados com medidas iguais, m(AB) = m(AC) e dois angulos iguais.
A
B c

Triangulo Escaleno: Todos os trés lados tém medidas diferentes, m(AB) # m(AB) # m(BC) e os trés

angulos diferentes.
A
B c

2- Quanto aos angulos:

Tridangulo Acutangulo: Todos os angulos internos sdo agudos, isto €, as medidas dos angulos sao
menores do que 90°.
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Tridangulo Obtusangulo: Um angulo interno € obtuso, isto €, possui um angulo com medida maior do

que 90°.
/
B A

Tridngulo Retangulo: Possui um angulo interno reto (90° graus).
|
A C
1- Angulos Internos: a soma dos trés angulos irgernos de qualquer triangulo é igual a 180°.
A\
A B

a+b+c=180°

= Propriedade dos angulos

2- Angulos Externos: Consideremos o triangulo ABC onde as letras mindsculas representam 0s
angulos internos e as respectivas letras mailsculas os angulos externos. Temos que em todo triangulo
cada angulo externo é igual & soma de dois angulos internos apostos.

<

i
A d C

!

—~ —~

A=b+¢ B=a+ceC=2a+b
= Semelhanca de triangulos

Dois triangulos sdo semelhantes se tiverem, entre si, os lados correspondentes proporcionais e 0s
angulos congruentes (iguais).

A
/\ D
B C E F
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eA=D B=E (C=F, entdo os triangulos ABC e DEF s&o
semelhantes e escrevemos ABC~DEF.

=» Critérios de semelhanca

1- Dois angulos congruentes: Se dois triangulos tem, entre si, dois angulos correspondentes
congruentes iguais, entao os triangulos sdo semelhantes.

A
70° D Nas figuras aolado: A=DeC=F
Fii]
: . entdo: ABC ~ DEF
30 a0
C B F E

2- Dois lados congruentes: Se dois triangulos tem dois lados correspondentes proporcionais e 0s
angulos formados por esses lados também séo congruentes, entdo os triangulos sdo semelhantes.

Nas figuras ao lado:

B —
; AB 6_8_,
cm L = = —_—_ = - =
8 cm Jc > dcocm EF 3 4
60 /é\ entdo: ABC ~ EFG
CE G

b
A

|| o
al &

3- Trés lados proporcionais: Se dois triangulos tém os trés lados correspondentes proporcionais,
entdo os triangulos sdo semelhantes.

c Nas figuras ao lado:
T AC AB BC 3 5 4
3 4 —=—==->5-—=-—===-=2
/(é\ 1;?@)\2’\ RT RS ST 15 25 2
entdo: ABC ~ RST
A 5 R 25 s

Observacao: temos trés critérios de semelhanca, porém o mais utilizado para resolucéo de exercicios,
isto é, para provar que dois triangulos sdo semelhantes, basta provar que eles tem dois angulos
correspondentes congruentes (iguais).

Questdes

01. O valor de x na figura abaixo é:

3x

(A) 30°
(B) 40°
(C) 50°
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(D) 60°
(E) 70°

02. Na figura abaixo AB = AC, CB = CD, a medida do angulo DCB é:
(A) 34° c
(B) 72° 7\
(C) 36° / \
(D) 45° / \
(E) 30° ‘ \

03. Na figura seguinte, o angulo ADC é reto. O valor em graus do angulo CBD é igual a:

(A) 120° &
(B) 110° B
(C) 105° ///\(30
(D) 100°
& o |

04. Na figura abaixo, o triangulo ABC é retangulo em A, ADEF é um quadrado, AB =1 e AC = 3. Quanto
mede o lado do quadrado? B

(A) 0,70 )

(B) 0,75 ‘ T

(C) 0,80 e

(D) 0,85 T

(E) 0,90 F

05. Em uma cidade do interior, a noite, surgiu um objeto voador nao identificado, em forma de disco,
gue estacionou a aproximadamente 50 m do solo. Um helicoptero do Exército, situado a
aproximadamente 30 m acima do objeto iluminou-o com um holofote, conforme mostra a figura seguinte.
A sombra projetada pelo disco no solo tinha em torno de 16 m de didmetro.

Sendo assim, pode-se concluir que a medida, em metros, do raio desse

aproximadamente:
(A)3
(B)4
©)5
(D) 6
B)7

01. Resposta: B.
Solucao:

| sombra

I
-

16m

S

disco-voador é

Respostas

Da figura temos que 3x é um angulo externo do triangulo e, portanto, é igual a soma dos dois

internos opostos, entao:
3x =x+ 80°
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3x — x = 80°
2x = 80°
x=80°:2
X = 40°

02. Resposta: C.

Solugéo:

Na figura dada, temos trés triangulos: ABC, ACD e BCD. Do enunciado AB = AC, o triangulo ABC
tem dois lados iguais, entdo ele € isosceles e tem dois angulos iguais:

ACB = ABC = x. A soma dos trés angulos é igual a 180°.

36° + x + x =180°

2x = 180° - 36°

2x =144

Xx=144:2

X=72

Logo: ACB = ABC = 72°

Também temos que CB = CD, o triangulo BCD é isésceles:

CBD = CDB = 72°, sendo y o &ngulo DCB, a soma € igual a 180°.

72° + 72° +y = 180°

144° + y = 180°

y = 180° - 144°

y = 36°

03. Resposta: D.

Solucéo:

Na figura temos trés triangulos. Do enunciado o angulo ADC = 90° (reto).
O angulo BDC = 30° = ADB = 60°.

&
257\
\-. 1
,,/*/ -‘30°‘
,/“/, . 40° \\l
A D

O angulo CBD (x) é angulo externo do triangulo ABD, ent&o:
X = 60° + 40° (propriedade do angulo externo)
x = 100°

04. Resposta: B.
Solugéo: sendo x o lado do quadrado:

B

im

D

A c

X 3 -x| J

Temos que provar que dois dos triangulos da figura sdo semelhantes.

O angulo BAC é reto, o angulo CFE é reto e o angulo ACB é comum aos tridngulos ABC e CEF, logo
estes dois triangulos sdo semelhantes. As medidas de seus lados correspondentes sdo proporcionais:

o i

==
=i (multiplicando em “cruz”)

L Wates|
w|w
13l
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3x=1.(3-X%)
3X=3-X
3X+x=3
4x =3
X=%
Xx=0,75

05. Resposta: A.
Solucéo: da figura dada, podemos observar os seguintes triangulos:

w
=3
3

80m

B G 8 &G
Os tridangulos ABC e ADE séo isosceles. A altura divide as bases em duas partes iguais. E esses dois

triangulos sdo semelhantes, pois os dois dngulos das bases de cada um sdo congruentes. Entao:
G _AG

EF AF
8 80
r 30
8r=8.3
r=3m

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Observe a figura abaixo:

A A
& W h c
S
B m H H n C

a

Os triangulos AHB e AHC séo semelhantes, entdo podemos estabelecer algumas relagbes métricas
importantes abaixo relacionadas:
h?=m.n
b?=m.a
c?=an
b.c=ah

Essas relagfes facilitam o calculo de muitos problemas mateméticos que envolvem no triangulo
retangulo.
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RELACOES METRICAS EM UM TRIANGULO QUALQUER
1- Lado oposto a um angulo agudo do Triangulo.
Temos a seguinte relagédo: “Num tridngulo qualquer, o quadrado da medida do lado a um angulo agudo

€ igual & soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o produto de um
desses lados pela medida da proje¢ao do outro lado sobre ele”.

No triangulo da figura ao lado:
a>=Db’?+c? -2cm

2- Lado oposto a um angulo obtuso do Triangulo.

Temos a seguinte relacdo: “Num tridngulo obtusangulo, o quadrado da medida do lado oposto ao
angulo obtuso é igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados mais duas vezes o
produto de um desses lados pela medida da proje¢céo do outro lado sobre ele”.

No triangulo da figura ao lado:
a’=b?+c?+2cm

>

x
S S
Py

In
@™

4
3
'
3
]

= Natureza dos Triangulos

Quantos aos angulos, um triangulo pode ser classificado em Acuténgulo (tem os trés angulos agudos),
Obtusangulo (tem um angulo obtuso) e Retangulo (tem um angulo reto).
Sendo a, b e c os trés lados de um tridngulo e, a € o maior lado, temos:

1) a®> = b? + ¢ =» o tridngulo é retangulo (Teorema de Pitagoras).
I) a® < b*+ ¢ =» o tridngulo é acutangulo.
1) @®> > b? + ¢ <o tridngulo é obtusangulo.
Questdes
01. Na figura abaixo, o valor de x é:
(A)10
(B)11 10 x
(©)12 125 |5

(D)13 e
(E)14

02. O valor de x na figura seguinte é:
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(A)10,775
(B)10
(C)11,775
(D)11
(E)12

03. O valor de x na figura abaixo é:

(A)14V2
(B)15v2
(C)16v2
(D)17+2
(E)18v2

04. Qual é o valor de x na figura dada?

(A1
(B) 2
©3
(D) 4
(E)S

05. Um tridngulo tem lados medindo 10 cm, 4 cm e 9 cm. Esse triangulo é:
(A) IsOsceles

(B) Equilatero

(C) Acutangulo

(D) Retangulo

(E) Obtusangulo

06. Os lados de um triangulo sao iguais a 13, 5 e 12. Esse triangulo é:
(A) Is6sceles

(B) Acutangulo

(C) Equilatero

(D) Retangulo

(E) Obtusangulo
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Respostas

01. Resposta: C.
Solugéo:

X2 =82+10%-2.8.1,25
x? =64 + 100 — 20

X2 =144

X =144

x=12

02. Resposta: A.
Solugéo:

152 = 20% + 162 — 2.20.x
115 = 400 + 256 — 40x
40x = 656 — 225

40x = 431

Xx=431:40

x = 10,775

03. Resposta: B.

Solucéo:

X2 =122+ 92+ 2.12.9,375

X2 =144 + 81 + 225

X2 = 450

X = /450 (dividindo 450 por 2 obtemos 225 que tem raiz exata e é 15)
X = V2252

X = 15v2

04. Resposta: A.
Solucao:

72 =42 +5%+2.4.x
49 =16 + 25 + 8x
49 — 16 — 25 = 8x
8x =8

x=8:8

x=1

05. Resposta: E.

Solucao: o maior lado do triangulo € 10 cm, entéo:
102 =100

42 +92=16+81=97

100 > 97 =>» triangulo obtusangulo.

06. Resposta: D.

Solug&o: o maior lado do tridngulo é 13, entéo:

132 =169

52+ 122 =25+ 144 =169

169 = 169 => triangulo retangulo (Teorema de Pitagoras)
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PARALELISMO
Angulos formados por duas retas paralelas com uma transversal

Lembre-se: Retas paralelas sdo retas que estdo no mesmo plano e ndo possuem ponto em comum.
Vamos observar a figura abaixo:

Regiao externa

Regido interna
n

Regido externa

Angulos colaterais internos: (colaterais = mesmo lado)

t

m
F
/ | “
A soma dos angulos 4 e 5 é igual a 180°.

t

m
3

A somados angulos 3 e 6 é igual a 180°

Angulos colaterais externos:

7

A somados angulos 2 e 7 é igual a 180°
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A somados angulos 1 e 8 é igual a 180°

Angulos alternos internos: (alternos = lados diferentes)

Os angulos 4 e 6 sédo congruentes (iguais)

Os angulos 3 e 5 sdo congruentes (iguais)

£
1 m

Angulos alternos externos:

7

Os angulos 1 e 7 sédo congruentes (iguais)

8

Os angulos 2 e 8 sdo congruentes (iguais)

Angulos correspondentes: sdo angulos que ocupam uma mesma posi¢cao na reta transversal, um na
regido interna e o outro na regiao externa.
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Os angulos 1 e 5 sdo congruentes (iguais)

0s angulos 2 e 6 sdo congruentes (iguais)

/.

os angulos 3 e 7 sdo congruentes (iguais)

£

8
0s angulos 4 e 8 sdo congruentes (iguais)
Questbes

01- Na figura abaixo, o valor de x é:
(A) 10°
(B) 20°
(C) 30° i
(D) 40°
(E) 50°

A
/

2x+30°
) \ s

02- O valor de x na figura seguinte, em graus, é:
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(A) 32°
(B) 32° 30’
(C) 33°
(D) 33° 30’
(E) 34°

03- Na figura abaixo, sabendo que o angulo A é reto, o valor de «a é:

(A) 20°
(B) 30°
(C) 40°
(D) 50°
(E) 60°

/ 47°

iox—18°

r

S

M

04- Qual é o valor de x na figura abaixo?

(A) 100°
(B) 60°
(C) 90°
(D) 120°
(E) 110°

05- Na figura seguinte, o valor de x é:

(A) 20°
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(B) 22°
(C) 24°
(D) 26°
(E) 28°

Respostas

01. Resposta: E.
Na figura, os &ngulos assinalados séo correspondentes, portanto sdo iguais.

N

L )

Sy

X 2x+30°
X+ 2x + 30° = 180°
3x = 180°- 30°
3x =150°

X =150°: 3
X = 50°

hy

02. Resposta: B.
Na figura dada os angulos 47° e 2x — 18° s@o correspondentes e, portanto tem a mesma medida,

entdo: - lembrando que 1° = 60’

2x - 18° = 47°
2x = 47° +18° o
o = 5° 05 32°30
X = 65° 2 1
x = 32° 30 X60
60’
00

03. Resposta: C.
Neste exercicio, precisamos tracar uma terceira reta pelo vértice A paralela as outras duas.

/ .

50° Tz

Os angulos séo dois a dois iguais, portanto a = 40°

04. Resposta: A.
Neste exercicio também precisamos tracar um terceira reta pelo vértice.
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) 80°
) 20¢

X = 80° + 20°
x = 100°
Obs.: neste tipo de figura, 0 &ngulo do meio sempre sera a soma dos outros dois.

05. Resposta: D.

4x + 30°

» =

Os angulos assinalados na figura, x + 20° e 4x + 30°, sdo colaterais internos, portanto a soma dos dois
€ igual a 180°.

X + 20° + 4x + 30° = 180°

5x + 50° = 180°

5x = 180° - 30°

5x = 130°

x=130°:5

X = 26°

POLIGONOS

Um poligono € uma figura geométrica fechada, simples, formada por segmentos consecutivos e nao
colineares.

Elementos de um poligono
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Um poligono possui 0os seguintes elementos:
- Lados: cada um dos segmentos de reta que une vértices consecutivos: AB, BC, CD, DE e AE.
- Vértices: ponto de intersec¢ao de dois lados consecutivos: A, B, C, D e E.

- Diagonais: Segmentos que unem dois vértices ndo consecutivos: AC, AD, BD, CE e BE.

- Angulos internos: angulos formados por dois lados consecutivos (assinalados em azul na figura): @

b.é. d. é.

- Angulos externos: angulos formados por um lado e pelo prolongamento do lado a ele consecutivo

(assinalados em vermelho na figura): 1, '51, €1, E?Il, €1,

Classificagao: os poligonos séo classificados de acordo com o numero de lados, conforme a tabela
abaixo.

N° de lados Nome
3 Triangulo
4 Quadrilatero
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octbégono
9 Eneagono
10 Decagono
11 Undecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono
20 Icosagono

Férmulas: narelacdo de formulas abaixo temos a letra n que representa 0 nimeros de lados ou de
angulos ou de vértices de um poligonos, pois um poligono de 5 lados tem também e vértices e 5
angulos.

1- Diagonais de um vértice: dy =n — 3.

(n-3).n

Total de diagonais: d= >

2

3- Soma dos angulos internos: S; = (n — 2).180°.

4

Soma dos angulos externos: para qualquer poligono o valor da soma dos angulos externos € uma
constante, isto é, Se = 360°.

Poligonos Regulares: um poligono é chamado de regular quando tem todos os lados congruentes
(iguais) e todos os angulos congruentes. Exemplo: o quadrado tem os 4 lados iguais e os 4 angulos de
90°, por isso € um poligono regular. E para poligonos regulares temos as seguintes formulas, além das
quatro acima:

R _ (n-2).180° S;
1- Angulointerno: dj = ————oudj — —
n n

R 360° Se

2- Angulo externo: dg = T oude = .
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Questdes

01. A soma dos angulos internos de um heptagono é€:
(A) 360°

(B) 540°

(C) 1400°

(D) 900°

(E) 180°

02. Qual é o nimero de diagonais de um icosagono?
(A) 20

(B) 70

(C) 160

(D) 170

(E) 200

03. O valor de x na figura abaixo é:
(A) 80°
(B) 90°
(C) 100°
(D) 70°
(E) 50°

04. Um joalheiro recebe uma encomenda para uma joia poligonal. O comprador exige que 0 nimero
de diagonais seja igual ao numero de lados. Sendo assim, o joalheiro deve produzir uma joia:

(A) Triangular

(B) Quadrangular

(C) Pentagonal

(D) Hexagonal

(E) Decagonal

05. Num poligono convexo, a soma dos angulos internos é cinco vezes a soma dos angulos externos.
O numero de lados e diagonais desse poligono, respectivamente, sdo:

(A)54 e 12

(B) 18 e 60

(C)12e54

(D) 60 e 18

(E) 15e 30

06. Cada um dos angulos externos de um poligono regular mede 15°. Quantos lados tem esse
poligono?

(A) 20

(B) 24

(C) 26

(D) 30

(E) 32

Respostas

01. Resposta: D.
Heptagono (7 lados) @ n=7
Si=(n-2).180°
Si=(7-2).180°

Si = 5.180° = 900°

02. Resposta: D.
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Icosagono (20 lados) = n =20
d = (n-3).n
2
d =222 _ 9710
d=170

03. Resposta: A.
A soma dos angulos internos do pentagono é:

5, = (r—2).180°
5, =(5—2).130°
5, = 3.180°
5, = 540°

54[]”:x+§x+x+15°+2x—20°+x+25”

54D°=5x+§x+20‘3

S50 10x+3x
1040°=13x
1040°
x =
13
x =30°

04. Resposta: C.
Sendo d o nimeros de diagonais e n 0 numero de lados, devemos ter:

d=n

(n—23)-n =n (passando o 2 multiplicando)
(n—23).pi= 2

n-3=2

n=2+3

n =5 =» pentagonal

05. Resposta: C.

Do enunciado, temos:

Si = 5.Se

(n —2).180° = 5.360°

(n —2).180° = 1800°
1800

n-2=2%
180

n—-2=10
n=10+2=12 lados

__ (n-3)n
T2

d

_ (12-3).12
2

d
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d = 9.6 = 54 diagonais

06. Resposta: B.
Solugéo: temos que a. = 15°

360°
de =

n

15°

15n = 360
n=360:15
n = 24 lados

POLIGONOS REGULARES
Todo poligono regular pode ser inscrito em uma circunferéncia. E temos formulas para calcular o lado
e 0 apotema desse triangulo em fungéo do raio da circunferéncia. Ap6tema e um segmento que sai do

centro das figuras regulares e divide o lado em duas partes iguais.

[) Tridngulo Equilatero:

-Lado: 1 =rv/3

i |

r
- Ap6tema: a = >

a
1) Quadrado:
- Lado: 1 = rv/2
r 2
- Ap6tema: a = %
a

[1I) Hexagono Regular

-lLado: 1 =r

) rv3
- Apdtema: a = ES
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Questdes

01. O apotema de um hexadgono regular inscrito numa circunferéncia de raio 8 cm, vale, em
centimetros:

(A4

(B) 43

€8

(D) 8v2

(E) 12

02. O ap6tema de um triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia mede 10 cm, o raio dessa
circunferéncia é:

(A) 15cm

(B) 10 cm

(C)8cm

(D) 20 cm

(E) 25 cm

03. O apotema de um quadrado mede 6 dm. A medida do raio da circunferéncia em que esse quadrado
esta inscrito, em dm, vale:

(A) 42 dm
(B) 5v2 dm
(C) 6v2 dm
(D) 7v/2 dm
(E) 8V2 dm

Respostas

01. Resposta: B.
Basta substituir r = 8 na formula do hexagono

a=r2£ -)a=82—\/§=4\/§cm

02. Resposta: D.
Basta substituir a = 10 na férmula do triangulo equilatero.

r T

a=; -> 10:5 = r=2.10 22 r=20cm

03. Resposta: C.
Sendo a = 6, temos:

2
a=—
2

6="2 3 rV2=26 S rV2=12 (2 passa dividindo)

2

_12
2

r (temos que racionalizar, multiplicando em cima e em baixo por v2)

ﬂ

1242 _ 122 _
r=-5 2>r= > 2 r=6v2dm
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TEOREMA DE STEWART

O Teorema de Stewart relaciona os comprimentos dos lados de um triangulo com o comprimento de
uma ceviana, sendo aplicavel a uma ceviana qualquer.

Recordando, ceviana é todo seguimento de reta que tem um das extremidades num vértice de um
tridngulo e a outra num ponto qualquer da reta suporte ao lado oposto ao vértice.

Teorema: Seja um triangulo ABC qualquer, cujos lados medem a, b e c. Seja d uma cevianae D o
ponto pertencente a reta suporte. O teorema de Stewart afirma que:

a’m + b*n — d%*c = mnc
Exemplo:

Sejam 3 circunferéncias tangentes duas a duas inscritas em uma quarta circunferéncias tangente as
trés primeiras. Calcular o raio x, conforme mostra a figura abaixo:

Do triangulo ABC, podemos construir as seguintes relacoes:
(1) AB=3

(2) A0=m=1
(3) BO=n=2
(4) BC=1+=x
(5) AC=2+4+x
(6) 0C=d=3—x

Aplicamo§ o] Teqrema de Stewart:
a“m+ b n—dc=mnc
BC?*+24Cc*—-3(3—x)*=1-2-3
(1+x)*+2(2+x)*-3(3—x)* =6
1+2x+x?+8+8x+2x*—-27+18x—-3x* =6
28x— 18=6
28x = 24
28x = 24

6

xX==
7
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FORMULA DE HERON

Heron de Alexandria € o responsavel por elaborar uma férmula matemética que calcula a area de um
tridangulo em funcédo das medidas dos seus trés lados. A formula de Heron de Alexandria é muito Util nos
casos em que nao sabemos a altura do triangulo, mas temos a medida dos lados.

Em um tridngulo de lados medindo a, b e ¢ podemos calcular a sua area utilizando a férmula de Heron:

A=/ p—aXp—bXp—c).sendo

_a+b+c
P=

Exemplos:
1) Calcule a &rea do triangulo a seguir:

9cm
Tem

14cm

p=9Q+7+14)/2
p=30/2
p=15

A =15(15 — 9)(15 — 7)(15 — 14)
A=+15.6.8.1

A =~720

A = 26,83 cm2(aproximadamente)

2) Utilizando a Férmula de Heron, calcule a area da regido com as seguintes medidas:
26cm, 26cm e 20cm

p=(26+26+20)/2
p=72/2
p =36

A =36(36 — 26)(36 — 26)(36 — 20)
A=+vV36*10*10*16

A = 57600

A =240 cm2
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16) Polindmios: - Funcao polinomial, polinGmio identicamente
nulo, grau de um polindémio, identidade de um polindmio, raiz de
um polinbmio, operacdes com polindmios, valor numérico de um

polinGmio; - Divisao de polinédmios, Teorema do Resto, Teorema
de D'Alembert, dispositivo de Briot-Ruffinni; relacéo entre
coeficientes e raizes. Fatoracdo e multiplicidade de raizes e
produtos notaveis. Maximo divisor comum de polindmios;

POLINOMIOS

Para polinbmios podemos encontrar varias definigcdes diferentes como:
Polindmio € uma expresséo algébrica com todos os termos semelhantes reduzidos.

- 3xy € monémio, mas também considerado polinbmio, assim podemos dividir os polinbmios em
mondémios (apenas um mondmio), bindmio (dois monémios) e trinémio (trés mondmios).

- 3x + 5 é um polinémio e uma expressao algébrica.

Como os mondmios, os polinbmios também possuem grau e € assim que eles sdo separados. Para
identificar o seu grau, basta observar o grau do maior monémio, esse sera o grau do polinémio.

Com os polinbmios podemos efetuar todas as operacdes: adicdo, subtracdo, divisdo, multiplicacao,
potenciacao e radiciacao.

Em resumo:

- Polinémio é uma expresséo algébrica racional e inteira, por exemplo:
X2y

3x—2y

X+Yy®+ab

- Mondmio é um tipo de polinémio que possui apenas um termo, ou seja, que possui apenas coeficiente
e parte literal. Por exemplo:

a? — 1 é o coeficiente e a? parte literal.

3x%y — 3 é o coeficiente e x?y parte literal.

-5xy® — -5 é o0 coeficiente e xy® parte literal

= Operac¢des com Polindmios
- Adigcao

O procedimento utilizado na adi¢cdo e subtracdo de polindBmios envolve técnicas de reducao de termos
semelhantes, jogo de sinal, operacfes envolvendo sinais iguais e sinais diferentes.
Exemplos:

1 - Adicionar x2 — 3x — 1 com —3x? + 8x — 6.

(x> — 3x—1) + (=3x% + 8x — 6) — eliminar o segundo parénteses através do jogo de sinal.
+(—3x?) = —-3x2

+(+8x) = +8x

+(-6) = -6

X2 — 3x — 1 —3x? + 8x — 6 — reduzir os termos semelhantes.

X2 —3x2—3x+8x—-1-6
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—2X% +5x—7
Portanto: (x2 —3x—1) + (-3x?> + 8x— 6) =—2x> + 5x— 7

2 - Adicionando 4x2 — 10x — 5 e 6x + 12, teremos:

(4x? — 10x — 5) + (6x + 12) — eliminar os parénteses utilizando o jogo de sinal.
4x?> — 10x — 5 + 6x + 12 — reduzir os termos semelhantes.

4x> —10x + 6X -5+ 12

42 —4x+ 7

Portanto: (4x? — 10x — 5) + (6x + 12) = 4x> —4x + 7

= Subtracéo
Exemplos:

1 - Subtraindo —3x? + 10x — 6 de 5x? — 9x — 8.

(5% — 9x — 8) — (-3x? + 10x — 6) — eliminar os parénteses utilizando o jogo de sinal.
— (-3x?) = +3x?

— (+10x) = —10x

—(-6) = +6

5x? — 9x — 8 + 3x?> —10x +6 — reduzir os termos semelhantes.

5x2 + 3x2 —9x-10x—8 + 6

8x2 — 19x — 2

Portanto: (5% — 9x — 8) — (—=3x? + 10x — 6) = 8x? — 19x — 2

2 - Se subtrairmos 2x3 — 5x2 — x + 21 e 2x + x2 — 2x + 5 teremos:

(2x3 = 5x2 — x + 21) — (2x® + X2 — 2x + 5) — eliminando os parénteses através do jogo de sinais.
2X8 —5x2 —x + 21 — 2x8 — X2 + 2x — 5 — reducdo de termos semelhantes.

23 -2 -5 —-x2—x+2x+21-5

Ox®—6x2+x+16

—6x2+x+ 16

Portanto: (2x3 —5x2 —x+21) — (2 +x2—-=2x+5)=—-6x2 + X + 16

3 - Considerando os polinbmios A=6x3 +5x2 —8x + 15, B=2x -6 -9x +10e C=x3 + 7x2 + Ox +
20. Calcule:

aA+B+C

(6x3 + 5x2 — 8x + 15) + (2x8 — 6x2 — 9x + 10) + (@ + 7x2 + 9x + 20)

6X3+5x2—8x+15+2x3—-6x2—9x+ 10 +x3+ 7x2+ 9x + 20

6 +2x3+x3+5x2—-6X2+ 7x2—8x—9x+9x+15+ 10+ 20

93 + 6x2 — 8x + 45

A+B+C=93+6x2—-8x+45

b)A-B-C

(6x3 + 5x2 — 8x + 15) — (2x3 — 6%2 — 9x + 10) — (@ + 7x2 + 9x + 20)
6X3+5x2—8Xx+15—-2x+6xX2+9x—10—-x3—7x2—9x - 20
-2 —x3+5x2+6X2—7Tx2—8x+9x—9x+15-10-20

X3 -3+ 11x2—7x2—17x+9x +15-30

3x3 +4x2—-8x—-15

A-B-C=3x3+4x2-8x-15

- Multiplicacéo

A multiplicagdo com polindbmio (com dois ou mais mondmios) pode ser realizada de trés formas:
1) Multiplicagdo de monémio com polinémio.

2) Multiplicag@o de numero natural com polinémio.

3) Multiplicagao de polinbmio com polinémio.

As multiplicacdes seréo efetuadas utilizando as seguintes propriedades:
- Propriedade da base igual e expoente diferente: a". a"=a"*™
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- Mondémio multiplicado por monémio € o mesmo que multiplicar parte literal com parte literal e
coeficiente com coeficiente.

1) Multiplicacdo de monémio com polinémio

- Se multiplicarmos 3x por (5x% + 3x — 1), teremos:

3x . (5x? + 3x — 1) — aplicar a propriedade distributiva.
3x.5x2 + 3x. 3x + 3x. (-1)

15x3 + 9x% — 3x

Portanto: 3x (5x% + 3x — 1) = 15x3+ 9x? — 3x

- Se multiplicarmos -2x2 por (5x — 1), teremos:

-2x? (5x — 1) — aplicando a propriedade distributiva.
-2X2 . 5x = 2% . (-1)

- 10%3 + 2x2

Portanto: -2x? (5x — 1) = - 103 + 2x?

2) Multiplicagc&o de numero natural

- Se multiplicarmos 3 por (2x? + x + 5), teremos:

3 (2x% + x + 5) — aplicar a propriedade distributiva.
3.2x*+3.x+3.5

6x% + 3x + 15.

Portanto: 3 (2x? + x + 5) = 6x* + 3x + 15.

3) Multiplicagdo de polinédmio com polindmio

- Se multiplicarmos (3x — 1) por (5x2 + 2)

(3x—1) . (5%% + 2) — aplicar a propriedade distributiva.
3x.5x2+3x.2-1.5x2-1.2

15x3 + 6x — 5x2 — 2

Portanto: (3x —1) . (5x* + 2) = 15x3 + 6Xx — 5x* — 2

- Multiplicando (2x2+ x + 1) por (5x — 2), teremos:

(2x2 + x + 1) (5x — 2) — aplicar a propriedade distributiva.
232 . (5X) + 2% . (-2) +X.5x+ X . (-2) +1.5x+ 1. (-2)
10x3 — 4x? + 5x2 — 2x + bx — 2

103+ X2 + 3x — 2

Portanto: (2x% + x + 1) (5x — 2) = 10x3+ x> + 3x — 2

- Diviséo
1) Divisdo de mondémio por mondmio

Ao resolvermos uma divisdo onde o dividendo e o divisor s4o mondmios devemos seguir a regra:
dividimos coeficiente com coeficiente e parte literal com parte literal. Exemplos: 6x3 + 3x=6 . x3 = 2x? 3x?
A= -Sxy?

>

-

-10x2y* : 2xy? =-10 x2
R

A}

Observacao: ao dividirmos as partes literais temos que estar atentos a propriedade que diz que base
igual na divisdo, repete a base e subtrai os expoentes.

Depois de relembrar essas definicbes veja alguns exemplos de como resolver divisdes de polinbmio
por monémio.

Exemplo 1: (10a%h® + 8ab?) + (2ab?)

O dividendo 10ab® + 8ab? é formado por dois mondémios. Dessa forma, o divisor 2ab?, que é um
mondmio, ira dividir cada um deles, veja:
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(10a%k® + 8ab?) + (2ab?)

10a’b® + 8ab?
2ab? 2ab?

Assim, transformamos a divisdo de polinbmio por monémio em duas divisbes de monémio por
monémio. Portanto, para concluir essa diviséo é preciso dividir coeficiente por coeficiente e parte literal
por parte literal.

/(\\

(10a*b® + 8ab?) : (2ab?)

I(10£t3b3) : (?.ab2)l + l(8ab2) 2 (Zabl)‘

5a%b - 4
Portanto, (10a%bh® + 8ab?) + (2ab?) = 5a%b + 4
Exemplo 2: (9x2y® — 6x3y? — xy) + (3x?y)

O dividendo 9x?y® — 6x%y? — xy é formado por trés monémios. Dessa forma, o divisor 3x?y, que é um
monodmio ira dividir cada um deles, veja:

9xzy3 - 6.\:3}‘2 - XV
2.2 ] i
Xy 3Xy 3x4y

Assim, transformamos a divisdo de polinémio por monémio em trés divisées de monémio por mondémio.
Portanto, para concluir essa divisdo é preciso dividir coeficiente por coeficiente e parte literal por parte
literal.

7 3 3.9
Oy — OX'Y. — X¥
3x‘y  3x%y 3x‘y
3y’ = 2Xy =4

3x

Portanto,
(9xy* — 6x°y* —xy) : Bx%y) =3y

2) Divisédo de Polinémio por polinémio

Sejam dois polindmios P(x) e D(x), com D(x) ndo nulo.

Efetuar a divisdo de P por D é determinar dois polinbmios Q(x) e R(x), que satisfacam as duas
condicdes abaixo:

1%) Q(x).D(x) + R(x) = P(x)

2?) gr(R) < gr(D) ou R(x)=0

P(x) | D(¥)
RO Q)

Nessa divisao:
P(x) é o dividendo.
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D(x) é o divisor.
Q(x) é o quociente.
R(x) é o resto da diviséo.

Obs: Quando temos R(x)=0 dizemos que a divisdo é exata, ou seja, P(x) € divisivel por D(x) ou D(x) é
divisor de P(x).

Se D(x) é divisor de P(x) & R(x)=0
Exemplo:

Determinar o quociente de P(x)=x*+x3-7x*+9x-1 por D(X)=x?+3x-2.
Resolucao: Aplicando o método da chave, temos:

X+ —7x*+9x-1 ‘ X2 +3x—2
—x*-3x*+2x° x> —2x+1 - Q(X)
—2x°-5x*+9x—1

+2X2 + 6X% — 4X

x? +5x—1
—X*—3x+2
2x+1 — R(X)

Verificamos que:

X+ x3-TxP+9x-1= (X*+3x-2) (X*-2X+1) + (2x +1)
|\ —
PX) D(X) Q) RX)

= O dispositivo de Briot-Ruffini

Utiliza-se para efetuar a divisdo de um polinémio P(x) por um bindmio da forma (ax+b).
Exemplo: Determinar o quociente e o resto da divisédo do polinémio P(x)=3x3-5x?+x-2 por (x-2).
Resolugéo:

EAIZ DO DIVISOR COEFICIENTESDE Px)
—_— r ~ .
2 | 3 -5 1 | -2
| 4 3.2)-5 L@+1 | 3.2)-2
| .3 1 3 | 4
COEFICIENTESD O QUOCIENTE Qi) RESTO

Para resolvermos este problema, vamos seguir o passo a passo abaixo:
1) Vamos achar a raiz do divisor: x-2 =0 =» x=2 ;
2) Colocamos a raiz do divisor e os coeficientes do dividendo ordenadamente na parte de cima da reta,

como mostra a figura acima;
3) O primeiro coeficiente do dividendo é repetido abaixo;
4) Multiplicamos a raiz do divisor por esse coeficiente repetido abaixo e somamos o produto com o 2°

coeficiente do dividendo, colocando o resultado abaixo deste;
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5) Multiplicamos a raiz do divisor pelo numero colocado abaixo do 2° coeficiente e somamos o produto
com o 3° coeficiente, colocando o resultado abaixo deste, e assim sucessivamente;

6) Separamos o ultimo numero formado, que é igual ao resto da divisdo, e os numeros que ficam a
esquerda deste serdo os coeficientes do quociente.

Observe que o grau de Q(x) € uma unidade inferior ao de P(x), pois o divisor é de grau 1.
Resposta: Q(x)=3x2+x+3 e R(x)=4.

Questdes

01. (Guarda Civil SP) O resto da divisdo do polindmio x3 + 3x2 — 5x + 1 por x — 2 é:
(AL

(B)2

(©)10

(D)11

(E) 12

02. (Guarda Civil SP) Considere o polinbmio

Px)=4x +3x>-2x*+x+k,

Sabendo que P(1) = 2, entéo o valor de P(3) é:
(A) 386.

(B) 405.

(C) 324.

(D) 81.

(E) 368.

03. (UESP) Se o polinémio P(x) = x3+ mx2 - 1 é divisivel por x2 + x - 1, entdom € igual a:
(A)-3
(B)-2
©)-1
(b1
(E)2

04. (UF/AL) Seja o polindbmio do 3° grau p = ax® + bx2 + cx + d cujos coeficientes sao todos positivos.
O n° real k é solu¢ao da equacao p(X) = p(- X) se, e somente se, k € igual a:

(A)O

(B)Oou1l

(©-1loul

(D) £ c/a

(E) 0 ou +V-cla

05 . (UFSM) Considere os polindbmios, de coeficientes reais:
AX)=x3+ax+bx+c

B(X)= bx® + 2x2 + cx +2

Teremos que A(k)=B(k), qualquer que seja o numero real k, quando:
(A) a=c=2 e b=1

(B) b=c=1e a=2

(C) a=b=c=1

(D) a=b=c=2

(E) nunca
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06. (FUVEST) Um polindmio P(x) = x3 + ax? + bx + ¢, satisfaz as seguintes condi¢cdes:
P(1) = 0; P(—x) + P(x) = 0, qualquer que seja x real. Qual o valor de P(2)?

(A) 2

(B)3

€4

(D) 5

(E)6

07. (MACK)

P(X) [x—2 Q(X)|x—6

4 Q) 11Q1(x)

Considerando as divisdes de polindmios acima, podemos afirmar que o resto da divisdo de P(x) por x?
—8x+ 12 é:

(A) 3x -2

B)Yx+1

(C)2x+2

(D)2x+1

(E) x+2

08. (FGV) Sabe-se que o polindmio f = x* — x3 — 3x? + x + 2 é divisivel por x>— 1. Um outro divisor de f
€ o polinébmio:

(A)x2-4

B)x*+1

(©) (x + 1y

(D) (x—2)?

(B) (x—1)

09. (FGV) Um polindémio P (x) do 40 grau é divisivel por (x — 3)3. Sendo P (0) = 27 e P (2) = -1, entédo
o valor de P (5) é:

(A) 48

(B) 32

(C) 27

(D) 16

(E) 12

10. (MACK) Se P (x) = x3 — 8 x2 + kx —m é divisivel por (x — 2) (x + 1) entéo% , (m=%0), vale:
(A) 2/5

(B) —5/14

(©) 772

(D) 217

(E) 1/2
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Respostas

01. Resposta: D.
x*+3x*-5x+1 | x-2

-(x3- 2¢%) x*+5x+5

S5x*-5x +1

-(5x* -10x)

) c

-(5x - 10)

11

02. Resposta: A.

P(1)=4.1 +31-21+1+k=2
PQ)=4+3-2+1+k=2
10+k=2

k=2-6

k=-4

Substituindo k, e fazendo P(3), teremos:
PB)= 4x4 +3x¢+2x2+x—-4
P(3)=4.(3)4+3.(3)3+2.(3)2+3 -4
P(3)=481+327-29+3-4
P(3)=324+81-18+3-4

P(3) = 386

03. Resposta: E.
X3+m+0x-1 | x2+x-1

o resto deve ser igual a zero, assim teremos que
m-2=0
m=2

04. Resposta: E.
P(X)=p(-X)
axd+bx2+cx+d=-ax3+bx2-cx+d
2ax3+2cx=0
2(ax3+cx)=0
axd+cx=0
Como k é solucao da equacao ax3+cx=0, teremos
p(k)=ak3+ck=0
ak3+ck=0
k(ak2+c)=0
k=0 ou
ak2+c=0
2=-cla
k=+v-c/a
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05. Resposta: E.

A(X)=B(X) =& x3 +ax? + bx +c = bx® +2x2 + cx+2 = x® +ax? + bx +c - bx® -2x2 —cx -2 =0=>

X3 (1-b) + x*(a-2) + x(b-c) +c — 2 =0, dai tiramos:

b=1;a=2;b=c;c=2,b=2, entdo se b=1 e b=2, b ndo pode ter dois valores, logo ndo existe resposta
correta.

06. Resposta: E.

P(x)= x3+ax?*+bx+c

P(1) = 13+al?+bl+c = at+b+c=-1

P(-x)+P(x)= -x3+ax?-bx+c + x3+ax?+bx+c = 2ax*+2c=0 =» ax*+c=0 = a=0; c=0
Substituindo em a+b+c= -1, b=-1

P(2)=22-1.2=8-2=6

07. Resposta: E.

P =Q(X) (x—2)+4,Q(x)=Q1 (x) (x—6) +1
P(X)=(Q1(¥) (x-6)+1)(x-2)+4
PX)=Q1l(X) (x*—8x+12)+x—-2+4

P(X) = Q1 (X) (x* —8x + 12) + (x + 2)
RxX)=x+2

08. Resposta: C.
¥ —1=(xx+1)(x-1)
XP=x =3+ x+2 X1
0 x2|—x—2=(x+1)(x—2)

X ==+ x+2=(x+1)2.(x=-1).(x=2)

09. Resposta: E.

P(X) = (x-3)*. Q(X) + R(x)
P0)=-27.Q(0)=27= Q(0)=-1
P2)=-1.Q012)=-1=0(2) =1

P(5)="7
QX)=ax+b
QO)=b=-1

Q) =2a-1=1=22a=1=20Q0x)=x-1
P5)=(5-3)3.Q56)=2>P5)=8.(5-1)=32

10. Resposta: B.

Resolucéo:
x3-8x2+kx—-m |[x2-—x-2
— X3 + x2 + 2x x—=7
-7X + (2+K)x —m
+7X2 +7x-14

(2+k-7)x — (14+m) =» 2+k-7 =0 = k=5
-14-m=0 <> m=-14

MAXIMO DIVISOR COMUM DE UM POLINOMIO
Um maximo divisor comum de um grupo de dois ou mais polinémios ndo nulos, de coeficientes
racionais, P1(x), P2(x), ... , Pm(x) € um polindmio de maior grau M(x) que divide todos os polinémios
P1(x), P2(X), ..., Pm(x) .

M(x) também deve so6 conter coeficientes racionais.

Saiba: P(x) = 2x® + x — 1 é um polindmio de coeficientes racionais porque todos os coeficientes das
poténcias xn (n =1, 2, 3, ...) e o termo independente sdo numeros racionais. O grau deste polindbmio é 3.
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poténcia x3 x2 x! termo independente
coeficiente 2 0 1 =1

Saiba:

P(x) = 140x5 + V2 x3 — x2 + 3 NAO é um polindémio de coeficientes racionais porque ha pelo menos
um coeficiente das poténcias xn (n =1, 2, 3, ...) ou do termo independente que ndo € um numero racional.
No caso, o coeficiente irracional (que é um nuimero real ndo racional) é V2 da poténcia cubica. Preste
atencéo: P(x) ndo deixa de ser um polindmio! Apenas ndo é um polinémio racional.

Um polinémio D(x) divide um polinbmio A(X) - ndo nulo - se existe um polindmio Q(x) tal que
A(x) = Q(x)D(x)

or exemplo, D(X) = x + 2 divide A(X) = x® + 2x> — 9x — 18 pois existe um Q(x) = x2 — 9 tal que A(x) =
Q(X)D(X). Veja:

X2+ 2x2—9x—18 = (x + 2)(x2 - 9)
Denotamos D(X) | A(X) e lemos: D(x) divide A(xX) ou A(X) é divisivel por D(x). Q(X) é o quociente.
Procedimento

Obtendo um mdc usando FATORACAO:
Obter a fatoracéo de P1, P2, etc... Isso quer dizer, decomponha P1, P2, etc... em fatores com menor
grau possivel onde os fatores ainda sejam polinémios racionais.

1) Um mdc entre os polinbmios é igual produto dos fatores comuns dos polinbmios.
2) Caso ndo existam fatores comuns, o maior divisor comum € 1, logo o mdc(P1, P2, ...)=1

Exemplos:

1) Obter um mdc entre (x> —2x+ 1) e (x2 — 1)

X¥=2x+1=(x-1)(x-1)

X*—1=(Xx—-1)(x+1)

Um mdc é (x — 1) ja que é fator comum entre os polindmios x>— 2x + 1 e x2— 1.

2) Obter um mdc entre (x* — 2x + 1) e (5x* — 5)

XP—2x+1=(x—-1)(x-1)

5%~ 5=5(x—1)(x + 1)

Um mdc é (x — 1) ja que é fator comum entre os polindmios x>~ 2x + 1 e 5x°>- 5 .

Entretanto, em se tratando de polindmios, temos sempre a EXISTENCIA de mdc (entre polindmios néo
nulos); e isso é garantido, uma vez que 1 divide qualquer polindmio. Mas nao temos a unicidade de mdc
para polinbmios.

Pela defini¢cdo, para que um polinémio M(x) seja mdc entre A(x) e B(x) - ndo nulos - basta que M(x)
divida A(x) e B(x).

Perceba, por exemplo, que A(X) = x> — 2x + 1 e B(X) = x2 — 1 sdo ambos divisiveis por x — 1,
2x—2,3x—3,—4x + 4, ... enfim! A(X) e B(x) sdo divisiveis por qualquer polinbmio da forma
a(x — 1) onde a é uma constante ndo nula.
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A(x) = Q(x)[a(x - 1)] B(x) = Qi(x)[a(x - 1)]
A(x) = a-Q(x)*(x - 1) B(x) = a:Qq(x)-(x - 1)
A(x) = Qx(x)+(x - 1) B(x) = Qa(x)-(x - 1)
Pelo Teorema de D'Alembert, (x — 1) | A(x) assim como (x — 1) | B(x), pois A(1) =B(1) =0
Cardica = O MDC entre polinbmios nao € unico.
Mas se P é um mdc entre os polinbmios considerados, todo mdc entre eles pode ser escrito como a-P
(a € uma constante ndo nula).

N&o se esqueca que para ser mdc é OBRIGATORIO que ele seja o produto de TODOS os divisores
dos polinbmios dados (desconsiderando as constantes multiplicativas). O grau do mdc € unico

17) Equacdes Polinomiais: - Teorema Fundamental da Algebra,

o— " "M11l Teorema da decomposicao, Raizes imaginarias, raizes racionais,
g relacdes de Girard, Teorema de Bolzano.
-
==

EQUAGOES ALGEBRICAS OU POLINOMIAIS

Sendo P(x) um polindmio em C, chama-se equacao algébrica a igualdade P(x) = 0

Portanto, as raizes da equacéo algébrica, sdo as mesmas do polindmio P(x). O grau do polinémio,
serd também o grau da equacéao.

Exemplo: 3x* - 2x3 + x + 1 = 0 é uma equacao do 4° grau

Propriedades importantes:

- Toda equacéo algébrica de grau n possui exatamente n raizes.
Exemplo: a equagdo x® - x = 0 possui 3 raizes a saber: x =0 ou x =1 ou x = -1. Dizemos entdo que o
conjunto verdade ou conjunto solu¢éo da equacdo dada e S ={0, 1, -1}.

- Se b for raiz de P(x) = 0, entdo P(x) é divisivel por (x — b) . Esta propriedade é muito importante
para abaixar o grau de uma equacéo, o que se consegue dividindo P(x) por x - b, aplicando Briot-Ruffini.

- Se 0 numero complexo (a + bi) for raiz de P(x) = 0, entdo o conjugado (a — bi) também sera raiz .

Exemplo: qual o grau minimo da equacéo P(x) = 0, sabendo-se que trés de suas raizes sao 0s
nameros 5, 3 + 2i e 4 - 3i. Ora, pela propriedade P3, os complexos conjugados 3 - 2i e 4 + 3i sdo
também raizes. Logo, por P1, concluimos que o grau minimo de P(x) é igual a 5, ou seja, P(x) possui no
minimo 5 raizes.

- Se a equacgdo P(x) = 0 possuir k raizes iguais a m entdo dizemos que m € uma raiz de grau de
multiplicidade k.

Exemplo: a equacdo (x - 4)'° = 0 possui 10 raizes iguais a 4. Portanto 4 é raiz décupla ou de
multiplicidade 10.
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Outro exemplo: a equacédo x® = 0, possui trés raizes iguais a 0 ou seja trés raizes nulas com ordem
de multiplicidade 3 (raizes triplas).

A equacdo do segundo grau x? - 8x + 16 = 0, possui duas raizes reais iguais a 4, (X = X’ = 4).
Dizemos entdo que 4 € uma raiz dupla ou de ordem de multiplicidade dois.

- Se a soma dos coeficientes de uma equacéo algébrica P(x) = 0 for nula, entdo a unidade é raiz da
equacao (1 é raiz).

Exemplo: 1 é raiz de 40x° -10x® + 10x - 40 = 0, pois a soma dos coeficientes é igual a zero, isto é, 40
-10+10-40=0.

- Toda equacéo de termo independente nulo, admite um namero de raizes nulas igual ao menor
expoente da variavel.

Exemplo: a equacéo 3x° + 4x? = 0 possui cinco raizes, das quais duas sdo nulas. A equacéo x'® +
x!2 = 0, possui 100 raizes, das quais 12 séo nulas.

-Se X1, X2, X3, ... , Xn SA0 raizes da equacdo aox" + a;x"! + ax™? + ... + a, = 0, entdo ela pode ser
escrita na forma fatorada : ap(x — x!) . (x=x?) . (x=x%) . ... . (x=x") = 0.

Exemplo: Se -1, 2 e 53 s&o as raizes de uma equacao do 3° grau , entdo podemos escrever: (x + 1)
. (x=2).(x—=53)=0, que desenvolvida fica : x® - 54x*> + 51x + 106 = 0 .

Relacdes de Girard - Albert Girard (1590-1633).
Sao as relagdes existentes entre os coeficientes e as raizes de uma equacédo algébrica.

Para uma equacdo do 2° grau, da forma ax? + bx + ¢ = 0, ja conhecemos as seguintes relacdes
entre os coeficientes e asraizes x; e X : Xo + X2 =-blae x. x=cla.

Para uma equacdo do 3° grau, da forma ax® + bx? + cx+d =0, sendo x; , X2 € X3 as raizes , temos
as seguintes relacdes de Girard : X3 + X + X3 = - b/a; X1.X2 + X1.X3 + X2.X3 = C/a € X1.%X2.X3 = - d/a

Para uma equacéao do 4° grau, da forma ax* + bx® + cx? + dx + e = 0, sendo as raizes iguais a X1 , X
, X3 € Xa , temos as seguintes relagdes de Girard : X3 + Xo + X3 + Xa = -b/a; X1.X2 + X1.X3 + X1.Xa + X2.X3 +
X2.X4 + X3.Xq = C/a@; X1.X2.X3 + X1.X2.X3 + X1.X3.X4 + X2.X3.X3 = - d/a € X1.%2.X3.X4 = €/a

NOTA: observe que 0s sinais se alternam a partir de ( - ) , tornando facil a memorizacéo das
formulas.

Teorema das Raizes Racionais

O Teorema das raizes racionais € um recurso para a determinacao de raizes de equacdes
algébricas. Segundo o teorema, se 0 numero racional, com e primos entre si (ou seja, € uma fracdo
irredutivel), € uma raiz da equagéo polinomial com coeficientes inteiros entdo € divisor de e é divisor de.

Exemplo:

Queremos saber se a equacdo x® — x? + x — 6 = 0 possuli raizes racionais: p deve ser divisor de 6,
portanto: 6, +3, +2, +1; g deve ser divisor de 1, portanto: £1; Portanto, 0os possiveis valores da fracao
séo p/q: £6, £3, £2 e +1. Substituindo-se esses valores na equagéo, descobrimos que 2 é uma de suas
raizes. Como esse polindmio € de grau 3 (x3 ) é necessario descobrir apenas uma raiz para determinar
as demais. Se fosse de grau 4 (x4 ) precisariamos descobrir duas raizes. As demais raizes podem
facilmente ser encontradas utilizando-se o dispositivo pratico de Briot-Ruffini e a formula de Bhaskara.

Questdes

01. Uma equacdo algébrica com coeficientes reais admite como raizes os nimeros complexos 2 + i,
1 —ie 0. Podemos afirmar que o grau dessa equacao &, necessariamente:

(A) par.

(B) impar.
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(C) igual a trés.
(D) menor ou igual a seis.
(E) maior ou igual a cinco.

02. Resolver a equacao x3 — 5x2 + 8x — 6 = 0, sabendo-se que 1 + i € uma de suas raizes.

03. Sendo 4 + vZi e /5 raizes do polindmio P(x) = 2x5 — 22x* + 74x3+ 2x? — 420x + 540, entdo a soma
dos quadrados das raizes reais desse polindmio é:

(A) 17

(B) 23

(C) 19

(D) 25

(E) 21

04.Entre as fracdes

33576 5 7 119 13

r r r r r r r P ‘- B Ve ~
4°7 8810711 121315 6 podem ser raizes da equacdo 16x°® + ax® + bx* + cx® + dx® + ex + 45
=0, com a, b, c, d e e nUmeros inteiros, as fracdes:

3 5 al 7
aj ILg d}ﬁi_‘ﬁ
9 7 13 5
s 9% m
3 11
c) ?Lﬁ

05. Obter todas as raizes, reais e nao reais, da equagdo: x3 — 4x% + x + 26 = 0.

1 1 1

———

06. (ITA-SP) Se «, [5, 1 séo raizes da equagdo x® — 2x? + 3x — 4 = 0, entéo, o valor de @ Bboye:

N

(E)

07. (Fuvest-SP) Sabe-se que o produto de duas raizes da equacédo algébrica 2x® — x> + kx + 4=0 é
igual a 1. Entao, o valor de k é:

(A)-8

(B)-4

©)0

(D) 4

(E)8

08. (UFSCar-SP) Sabendo-se que a soma de duas das raizes da equacdo x® — 7x> + 14x -8 =0 é
igual a 5, pode-se afirmar a respeito das raizes que:

(A) séo todas iguais e ndo nulas.

(B) somente uma raiz é nula.

(C) as raizes constituem uma progressao geomeétrica.

(D) as raizes constituem uma progressao aritmética.

(E) nenhuma raiz é real.
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Respostas

0l.Resposta: E.
Como a equacao tem coeficientes reais, além das raizes 2 +1i, 1 —i e zero, ela admite também 2 — i

e 1 +icomo raizes. Logo, 0 menor grau possivel para essa equacao é 5.

02. Sendo a equacéo de coeficientes reais, se 1 + i € uma raiz, entdo 1 — i também sera raiz desta
equacdao. Assim, ja temos duas das trés raizes da equacéo. Pelas relacdes de Girard, temos:

g
_of
Xi+t X2 +Xs= Fo  ouseja (1+i)+(1-i)+xs=5
Soxe=3
V={l-i1+i3}

03.Resposta: C.

Sendo a equacao de coeficientes inteiros, se 4 +v2i e v/5 sdo raizes, entdo 4 —v2i e —+/5 também
sdo raizes desta equacdo. Assim, ja temos quatro das cinco raizes da equacao. Pelas relagdes de
Girard, temos:

Fy
Xit Xo + Xs + X4+ Xs = 70, ou seja,

(4+2i)+ (5 )+ (4 - 2i)+ (-5 | +x; =11
Sox=3

As raizes reais sao: J_, —J5e3.
A soma dos quadrados das raizes reais é:

(v5) +(—-..r’§}:+3J =19

04.Resposta: A.
Em todas as alternativas, exceto a primeira, em pelo menos uma das fragdes ou 0 numerador ndo &

divisor inteiro de 45 ou o denominador nao é divisor inteiro de 16.

05.Pe{+1,+£2,+£13,+£26} e qe{t1}
g
Assim, T e{£1, 2, + 13, £ 26} (possiveis raizes racionais).

Parax = -2, temos:
1 -4 1 2

-2‘1 -6 13 0

Portanto, — 2 é umaraiz

;. \ =16
r-bx+13=0=21=—""——
Gty

-

=342

=

V={-2 3+2i3-2i}

06.Resposta: C.
il

1 Bey+o-y+of ﬂ,:; 3
Y  oBy A -m 4

!!D

1 1
—+—+
S
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07. Resposta: A.
23 —xi+ e+ 4=0
Raizes: Xy Xy €%y
Informagio: x; - x, =1
—4
Girard: x-25-2; :Tz_g

[ —
1

Sxy=-2
—2éraiz = P{=2)=1{
HBP (2P =2k+d=0
—~16—-4-2k+4=10
- 2k-16=1

==§

08.Resposta: C.

X¥=Tx*+14x-8=0

Raizes: x1, X2 € X3

Informagao: x; + X2 =5

Girard: x; + X + X3 =7 54X =7 X3 =2
Como 2 € raiz, por Briot-Ruffini, temos

2 |1 -7 14 -8

1 -5 4]0

X2 —-5x+4=0
X=1loux=4
S={1, 2,4}

TEOREMA DE BOLZANO-CAUCHY (OU TEOREMA DO VALOR INTERMEDIO)
Seja f uma funcéo real de variavel real continua no intervalo fechado [a,b].
Se f(a) < s = f(b) entdo existe pelo menos um c € [a,b] tal que f(c) = s.

o ||

Caso particular: usa-se para provar que uma fungdo tem zeros.
Seja f uma funcao continua no intervalo fechado [a,b].
Se f(a) x f(b) < 0 entéo a fungéo tem pelo menos um zero em ]a,bl.

&
fb)——

P
— f{a)
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Notas:

- Sempre que se resolva um exercicio e se utilize o Teorema € necessario mencionar a
continuidade;

- O Teorema apenas confirma que uma funcdo tem zeros. Nao se pode usar para provar que a
fung&o ndo tem zeros, mesmo que f(a) x f(b) > 0.

Exemplo:

fiv)

Exercicios exemplificativos:

f(a) x f(b) < 0 e f(x) ndo tem zeros em ]a,b[

Este exemplo ndo contradiz o0 Teorema de Bolzano
porque f ndo é continua em [a,b].

f(x)=x*+2x+1
a) 7#(x)=0 sera possivel em }-1, 4 ?
R: f(-1)=-2: f(4)=73. Como a fungéo

é continua, pois trata-se de uma fungdo
polinomial, e como f(-1)xf(4)<0, pelo

Teorema de Bolzano podemos afirmar que
existe pelo menos um zero em }1, 4.

Assim f(x) =0 é possivel nesse intervalo.

b) Terd #(x) zerosem R?
R: lim f(x)=—o, lim f(x)=+c .

X =y

Como lirif(x)x lim F(x)=—-= (<0) e

como a fungdo é continua, pelo Teorema
de Bolzano podemos afirmar que £(x)

tem zeros em R.

g(x) écontinuaem R
g9(-3)=5e g(3)=1
no intervalo[-3, 3]

Podemos afirmar:
(A) g tem pelo menos um zero.

R: Falso. Nada podemos concluir
porque g(-3)x ¢(3)>0

(B) g ndo tem zeros.

R: Falso. Nada podemos concluir

porque g (-3)x g(3)>0.

(C) g(x)=-1 é impossivel.
R: Falso. Nada podemos concluir porque
s6 conhecemos o comportamento da
funcdo em g(-3) e g(3).
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