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INTRODUCCION

Al Calculo Diferencial e Integral, se le conoce como Calculo, palabra castellana que
proviene del latin “calculus” la cual curiosamente significa “piedra’; pero este significado
no debe sorprender puesto que estos objetos se utilizaban para realizar calculos
numéricos e inclusive los primeros abacos utilizados fueron hechos precisamente con
piedrecillas. El Calculo Diferencial e Integral se utiliza para realizar célculos simbdlicos;
asi, por ejemplo, se estima la razén de cambio de una funcidn, el crecimiento acumulativo
del area bajo la funcién o el valor promedio de una funcidn sobre un intervalo. La
aplicacion del Calculo es fundamental, en particular, para entender el desarrollo cientifico
y tecnoldgico del siglo XXI. Esta es la razon por la cual el Calculo es materia obligada en
los contenidos curriculares del nivel medio superior y superior en casi todas las
especialidades.

La forma mas usual de desarrollar el calculo en el nivel superior, es una orientacion seudo
formal; esto es, se establecen propiedades formales de los numeros reales, sucesiones,
limites, continuidad, derivada, series, etc. pero finalmente se les solicitara aplicar el
Calculo hacia problemas en donde la formalidad resulté un lujo innecesario.

En los ochenta surgen las microcomputadoras y con ellas programas o software con
aplicacion hacia la ensefianza de las matematicas y en particular hacia el Calculo
Diferencial e Integral. Todos los programas realizan muchas de las tareas usuales
propuestas en la ensefianza del Calculo. El impacto de la tecnologia en la ensefianza del
Calculo ha sido tan extraordinario, que en la actualidad la mayoria de los textos de Calculo
incluyen o le han afadido software.

Sin embargo se ha abordado el estudio con la intencidn de que de la discusion
académica organizada y del analisis de diversas propuestas metodoldgicas y tedricas se
llegue a propuestas que puedan representar una alternativa de solucién al entendimiento
de la teoria del Calculo.

El estudio del calculo dentro de las carreras de Agroindustria es necesario porque hay
varios problemas que requieren su uso, como por ejemplo el de la fotosintesis, ¢ Cual es la
intensidad de luz acumulada durante un periodo determinado de horas?.
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1. FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

La definicibn moderna del concepto de funcidn se debe al matematico francés Agustin-
Louis Cauchy (1789-1857). Cauchy inici6 la sistematizacibn de la teoria de grupos,
imprescindible en el Algebra Moderna y fue uno de los precursores del rigorismo en
Matematicas.

1.1 Definicion de funcion

De manera intuitiva se puede decir que una funcion es una relacion entre dos magnitudes,
de tal manera que a cada valor de la primera le corresponde un unico valor de la segunda.

Ejemplo
La expresion f{x} = == — 3x define una funcién para la que :
o o 1,5
flO)=0 fl-1j=4 f[?] I

Cualquier expresion del tipo y=f(x) representa una funcion real de variable real.
Se define funcién a cualquier aplicacion :
F:R = Roblen f: D — R siendo D un subconjunto de R

Mediante una funcién, a cada elemento x de R ( o de un subconjunto de R ) le asociamos
un unico elemento y=f(x) de R :

x es la variable independiente e y la variable dependiente.
Ejemplo
Para la funcion g{x) = 2%/« se tiene que:
g1 =2 2(2) =+2: (0} no existe. pues 2 Yt ne e un mimere real

Una funcidon puede expresarse bien mediante la férmula, bien mediante su grafica
(conjunto de puntos del plano (x,y), tales que y=f(x)).

Ejemplo

La funciéon f{x) ==x~ —4 , que asigna a cada nimero su cuadrado menos 4, tiene por
grafica:

AGROINDUSTRIA 3130



>,

SENATT MATEMATICA APLICADA (Parte Il)

Y

Puesto que en una funcion cada elemento x = R puede tener a lo sumo una imagen
y=f(x),la grafica de una funcién nunca puede volver hacia atras. De las siguientes graficas,
sblo la segunda representa una funcion (puede observarse como en la primera, O tendria
hasta tres imagenes).

1.2 Dominio de una funcion

El Dominio de una funcién, al que se le suele escribir por la letra mayuscula D o con la
abreviatura Dom, esta formado por aquellos valores de x (nUmeros reales) para los que se
puede calcular su imagen f(x).

Para el calculo del dominio de una funcién dada por su formula, se ha de tener en cuenta
que:
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¢ No es posible la division por 0

e No es posible extraer raices cuadradas, cuartas, sextas, etc, cuando el radicando
es negativo

¢ No es posible calcular el logaritmo de un numero negativo ni tampoco de 0.

Ejemplo

El dominio de cualquier funcién polindmica es todo R:
- R P
flxil=3x—-2 —= D=R; g{,xﬁj=;*ﬁ:’ —~8x~—v2 D =R

Ejemplo

.. . e 1
Hallar el dominio de la funcion f{x}) = —

f(x) solo sera un nimero real si x~ —4 =0 — x> =4 — x = =2 que son los valores que
anulan el denominador. Por tanto, el dominioes 0 = f—{-2.2}.

Ejemplo
Para la funcién cuya grafica es la siguiente :
Y
a2 X
iy - }
—— 2
N .
%’;
O B
|

k1

El dominioes D = {—, =31 u {—2,0) v (0.2} U {2,2)
Problemas

Hallar el dominio de las siguientes funciones:

a)flx)=x" +2x+1 bif{x)=— 2 Sifix) =—
¥= = x

dyflxy=lxl afilx)=Ilx=3 FAv={x=3)

&
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1.3 Operaciones con funciones
1.3.1. Suma de funciones

Sean dos funciones reales de variable real dadas por las expresiones:

y1=f1(x)
y2=fa(x)

Se llama funcion suma de ambas, a la funcion:

Ys = y1ty2 = f1(x) +fa(x)

Analogamente podemos definir la funcion diferencia como :
Ya = y1-y2 = f1(x)-f2(x)

Propiedad

El dominio de definicidn de la funcion suma, y también el de la funcidn diferencia sera la
interseccidon de los dominios de ambas funciones.

Ejemplo:
Calcular la funcién suma de las siguientes funciones con sus dominios respectivos:
- (Lj = -2;‘-;: — 4

Al =21

&

L]

V.=yvy m v, =x-—1—2x"+-4=—-x-=-F

Ejemplo:
Calcular la funcion suma de las siguientes funciones con sus dominios respectivos:
+/

X
X

Si(x)=

Sxt
Fafx) =x—£ Luego :
x-1

x+!  -x+l] fx¥il)fx-1)+4xf -x+1) F-1-F+x x-1 )
.J"_g:}’,;—l'.}’g: + = = = = __
x x-1 x(x-1) x{x-1) x(x-1) «x

Dom(y,) = R\{O}}
Adewmas : = Dom( y, ) = (RVO])(RA(1]) =RA01]
Dom(y;) = R\{1}
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Observar que el dominio de la funcidn resultante solo seria toda la recta real salvo el cero,
que no coincide con la interseccion de los dominios. A pesar de esto no se debe calcular
el dominio trabajando con la funcidn resultante sino con la interseccion.

Problemas:

Calcular las funciones suma y diferencia de las siguientes funciones con sus dominios
respectivos:

x+2

z+1 x-1 -1
D=k 7= T By e g= i gy= f y= ET

1.3.2 Producto y cociente de funciones

Sean dos funciones reales de variable real dadas por las expresiones:

y1=f1(x)
y=fa(x)

Se llama funcién producto de ambas, a la funcién:
Yp = Y1%y2 = f1(x) % fo(X)

Analogamente se puede definir la funcién cociente como :

_w_ filx)
Tow Al
Propiedad

Analogamente a lo que ocurre con las funciones suma y diferencia, el dominio de
definicion de estas funciones vuelve a ser la interseccidn de los dominios.

Pero ademas, en la funcidén cociente, habra que quitar todos los puntos que anulen a f2(x)
puesto que seran puntos que anulen el denominador de dicha funcién.

Ejemplo
Dadas las funciones y1=x+1 y y>=x+2 calcula y, asi como y. con sus dominios respectivos.

+1

y=(x+)ex+2)=x"+32+2 yzx Pero ahora :
F Fox+2

Dom(y)=RMR=R  Dom(y)=R\(-2}

puesto que el -2 anulara el denominador de la funcién cociente.
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Ejemplo
En las funciones siguientes calcular yp asi como yc con sus dominios respectivos.
_x+l -1
% -2 fa x+2
2+1 -1 g*-
= . = Lueps : Dom =RWV{ZY RV -2} =R\{-2,2
=t g e (7,) =R\(2} NRV(-2) = R\(-2.2)
x+1
- +
go=x-2 @ DETD 4 Dom(y)=R\(-22.1)

x1 ®@-DE-2)
H+2

Observar que en la funcion cociente también se ha quitado del dominio el punto 1 puesto
que la funcion y2 se anula para dicho punto.

Problemas:

Calcular yp asi como y. en los siguientes casos:

-1 ®-1 % +1
& = ¥q= by, = ‘.—,=£2-1
)yl :»:+2j‘ q-3 &t ®-1 ¥a7x

1.4 Funcién Compuesta

Dadas dos funciones y=f(x), z=g (y), se llama funcion compuesta (gof) a:

(9of)(x)=g(f(x))

En este esquema se observa que para que exista la funcidn compuesta es necesario que
el recorrido de la funcién f quede totalmente incluido en el dominio de la funcién g.

Si no se verificara esta condicién se podria construir una funcion compuesta realizando
una restriccion en los puntos donde no existen problemas. En este caso, el dominio de
definicidn de la nueva funcién seria:

Dom(gof)= {xe Dom(f) ta f(x)e Dom(g)}
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Ejemplo:

Estudiar la existencia de la funcidn compuesta de las siguientes funciones y en caso
afirmativo calcularla:

P

Flay=x+1 glxl=x2=1

o,

En este caso el dominio de la funcién g es todo R. Cuando esto ocurra, la funcion
compuesta existe y el dominio de la misma coincidira con el dominio de f.

Por tanto, en este caso la funcién compuesta existe y Dom(gof)=Dom(f) = R

gof)(x)=g(flxl}=(F(x)) P =1=(x+1) 7 +1=x"+2x+-1+1=
,“.: £ Ty L 2

a4

Ejemplo:
Estudiar la existencia de gof en el caso:

x+1
fz) =, )— &® =x"
x-1
En este caso, Dom(g)=R luego la funcion gof existe siendo ademas
+om

Dom(gof)=Dom(f)= - =~ 1JU(L.+=)

—

(gaf)® = e) = (=) Y'= [ il] _xtl
x-1 21

Ejemplo:
Dadas las funciones:

x-1
%+ 2

f) =Ly ) = +3
H

estudiar la existencia de gof y de fog

a) gof
Dom(g)=R\{0}. Por tanto, si existe algun punto del dominio de f tal que f(x)=0 entonces no
existira gof:

%-1

flz) =0 =0lex-1=0=x2=1

¥+

Por tanto, como existe un punto verificando eso, la funcidon gof no existe en este caso. No
obstante, constriyase una restriccion. Para ello bastara con quitar al dominio de f los
puntos que verifican que f(x)=0.

Dom(f)=R\{-2} Y Dom(gof)=R\{-2,1}
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b) fog
Dom(f)=R\{-2}.
Por tanto habra que comprobar si existe algun punto tal que g(x)=-2:

glx) =—2¢:>l+3=—2<::=-l=—2—3<‘;:@l=-5<:>:;=-1
X X it 3

Como existe un punto en esas condiciones, no existe fog. No obstante, construyase una
restriccidn. Para ello bastara con quitar al dom de g los puntos que verifican que g(x)=-2.
Dom(g)=R\{0} Y Dom(gof)=R\{-1/5,0}

Problemas:

a) Dadas las funciones f(x)=3x-7 y g(x)=2x+k, determinar k para que gof=fog.

b) Dadas las funciones:

_ _x+2
o) = A+ o) =2

calcular si es posible la funcion gof.
c) Dada la funcion :
f) =1-—
X
comprobar que (fofof)(x)=x
d) Estudiar la funcion gof siendo :
f(x)=8x-3

o =1
B = T 5ar 6

e) Estudiar las funciones gof y fog en el caso :

o = a0 =5

1.5 Funciones clasicas

1.5.1 Funciodn lineal

Son las funciones que se representan mediante rectas. Son polinomios de grado 0 6 1 del

tipo :

v =ax + b
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Ejemplo

fix)= 1 + 2x

4 o
3 -
e '(fx
2| -
|~
A
-z = S 1 z
-
/ -2
- < —_— 3

Dado que se trata de rectas, para la representacion grafica de cualquier funcion
polindbmica de grado uno basta obtener dos puntos de la misma.

Problema:

Representar la grafica de la siguiente tabla, ventas de camisas, sin dibujar los puntos de la
tabla.

Precio 7000 | 6000 5000 4000 3000 2000
Numero de 1 4 7 10 13 15
camisas

1.5.2 Funciones formadas por trozos de rectas.

Para comprenderla se va a representar graficamente la siguiente funcion:

- C
iy SLX <

Es aconsejable expresar la funcion sobre un diagrama lineal como el siguiente:

2 -Xx+2 x -2
| l
| {

0 3

Cada uno de los trozos de la funcién es un tramo de recta. Por lo tanto, basta elegir dos
puntos de cada tramo siendo aconsejable elegir los extremos, aun cuando no formen
parte del tramo correspondiente.

Entonces:
v = 2 ez recta horizontal
g x=0=v=2
v= -y = 2 )
k=3=v=-1
v =3 — 2 -
= 5 — YT = 3
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5 B 4 a2 8 2;\ 4 B 8
«2
3
=4

Problemas:

- Graficar la funcién valor absoluto » = |x|.
- Graficar la funcién » = [2x — 2|,

1.5.3 Funcién cuadratica

Las funciones de segundo grado v = ax~ + bx — ¢ se representan mediante unas graficas
llamadas parabolas verticales.

5
3 .
2 3
3
2
-3 -2 71 1 1
-2 -1 1 2 3
- -2
e -7
-5
frxi=2x +x=x =1 -] flg=lx-x" =1-{x-1r

El valor del coeficiente a determina que la curva sea mas o0 menos cerrada, y su signo el
que la curva se abra hacia arriba o hacia abajo.

Las coordenadas del vértice, punto resaltado de las graficas anteriores, son
Vip.ql, siendo p= = vg=fi— =3,

o HE:J

Ejemplo:

-

Representar graficamente la funcidén v = —x- — 4x+5.

Dado que o« = —1 = 0, la parabola se abre hacia abajo.

Las coordenadas del vértice son: » = :—' =2, gq=f{2)=-2"+42+5=9
Por lo tanto 17{2.9}.

Para completar la grafica damos valores a x en torno a la 1° coordenada del vértice, 2:
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x=0—=v=5 x=1-=v=38 x=3—=v=8 v=4—=v=58
12
g 4
L
4 2/.4 2 a4 \e& s
6
8
Problema:

Representar graficamente las siguientes funciones :

alv=—x"—dx—1 blv=-x-—2x+4
: ; 3

1.5.4 Funcién polinémica

Son aquellas funciones de grado superior a dos. Son funciones definidas en todo R. Su
estudio y elaboracién de grafica requieren conocimientos de calculo infinitesimal.

-

Pixi=x" -3y~ + 2y -7

1.56.5 Funcién de proporcionalidad inversa, La Hipérbola.

Es aquella funcion del tipo + = f

Su gréfica es una hipérbola cuyas asintotas son lo ejes coordenados.

Otras funciones relacionadas con la proporcionalidad inversa son :
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10}

y=1l

Problemas:

Representar graficamente las siguientes funciones:

1.5.6 Funcién simétrica

Funcién impar

Una funcién f es simétrica respecto al origen cuando para todo valor que tome la variable
X se cumple que f(-x)=-f(x). Las funciones simétricas respecto al origen reciben el nombre

de funciones impares.

Cuando se conoce cual es la grafica para valores positivos de x, se puede construir por
simetria respecto al origen para los valores negativos de x.

Ejemplo:

Comprobar que las siguientes funciones son impares.

e,

x}=— flxl=x°
X

Para que sean funciones impares debe de cumplir que f{—x} = —f{x).
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. ., e 1
Comprobar primero en la funcion Fixi ==

&

s 1
fi—x)=—=—7=
A I
__,F(ft | = — —
x
. "o -~y 1 e . . - .
Por lo tanto fi—x} = —f{x} = —=y la funcion tiene simetria impar.
Y
Ahora se comprueba en la funcién #{x} = «*
f(«—:x:l = t\—’xg“l = —x*
—flx)=—x*
Por lo tanto f{—x) = —f{x) = —x%y la funcion tiene simetria impar.

Problema:

Graficar las funciones del ejemplo anterior.

Funcién par

Una funcidén f es simétrica respecto al eje de ordenadas cuando para todo valor que tome
la variable x se cumple f(-x)=f(x). Las funciones simétricas respecto del eje de ordenadas

reciben el nombre de funciones pares.

Cuando se conoce cual es la gréafica para valores positivos de x, se puede construir por
simetria respecto al eje de ordenadas para los valores negativos de x.

Problema:

Verificar que la funcion #{x} = x* —3x~ + 4, cuya gréfica se muestra a continuacion, es
una funcién par.
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1.5.7 Funcién exponencial

Sea x un numero fijo, se define la funcion exponencial como f{x} = a*

Problema:
Calcular los valores que toman las siguientes funciones para x = —2,—-1,0,1,2 :
a) flx) =5 blglx)=5"% c}hix)= &g)ﬁ d) kix)= =

La diferencia en las graficas de las funciones exponenciales se ponen de manifiesto segun
que la base a (siempre positiva) sea mayor o menor que 1. Dichas graficas se muestran a
continuacion:

f{X) a’ f(X) =g e
%+% Oexet VLJMMMV//:) i
R T i

l

Observar que f{0) =a" v f{1) =« , es decir que, (0,1) y (1,x) son 2 puntos que siempre
pertenecen a la grafica f.

Problema

Representar las siguientes funciones:
ajy=2%¥ b)yy= 2¥71 oy p= 2l
1.56.8 Funcién logaritmica
Definicién

El logaritmo de un numero respecto a otro llamado base es el exponente a que hay que
elevar la base para obtener dicho numero.

Si se tiene que:

27 =4
2*=3
2° =32
28 =54

se dira que siendo la base 2 en todos los casos, el logaritmo de 4 es 2 puesto que 2 es el
exponente a que se debe elevar la base 2 para obtener 4. Analogamente, en base 2 el
logaritmo de 8 es 3, el logaritmo de 32 es 5 y el logaritmo de 64 es 6.

Para expresar estos hechos haciendo uso de la notacion cientifica se dira que:
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leg.4=2
log.8=3
log,32=5
log, 84 =5
En general, si se cumple que = = =z, tendremos que v = leg, z. Es decir que la operacion

de extraer logaritmos es una operacion inversa de la potenciacion.

Cualquier numero positivo puede utilizarse como base de un sistema de logaritmos. Por
consiguiente, el numero de sistemas de logaritmos es infinito.

No obstante, en la practica son dos los sistemas de logaritmos mas usados: el sistema de
logaritmos vulgares cuya base es 10 y el sistema de logaritmos naturales o neperianos
cuya base es el numero irracional e=2.7182815234...

Cuando se emplean logaritmos vulgares se acostumbra a omitir el subindice 10, asi por
ejemplo:

legl =20
legio =1
log100 =2

Obviamente, para que en una base cualquiera el logaritmo de un nimero natural sea otro
numero natural es condicidén necesaria que el numero dado sea una potencia exacta de la
base, asi por ejemplo :

log, 25 = 2 puesto que 5 =17g

log, 27 = 3 puesto que 3° = 27
Problemas:

- Para cada una de las siguientes igualdades exponenciales, escribir la
correspondiente igualdad logaritmica:

a2’ =128 B)87r=2 () 2% =64

- Recordar que v =leg,8 =27
calcular:

gl v=log,16 &iv=1log.32 clv=log,,100 d)v=Ilog;9

s

=8=2" - 1v=3.Bajo este mismo concepto

- Hallar el valor de x en los siguientes casos:

oh

[N

&) leg.64=x Bllegv7I=x cllogx=
Conociendo ya la gréfica de la funcién » = a*, la grafica de su funcidn inversa, » = log_ x,
sera simétrica de la anterior respecto de la recta y=x, bisectriz del primer y tercer
cuadrante.
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4
/
Problema:
Siv= (%:)"‘, representar graficamente esta funcion y respectiva funcion inversa.

Propiedades de los logaritmos

a) La base de un sistema de logaritmos no puede ser un nimero negativo.
b) No pueden hallarse logaritmos de numeros negativos.
c) El logaritmo de la base, en cualquier sistema de logaritmos, es siempre igual a la
unidad.
log.a=1

d) En cualquier sistema de logaritmos, el logaritmo de la unidad es cero.
e) Ellogaritmo de un producto coincide con la suma de los logaritmos de sus factores.

log,m—log n=log_mn

Ejemplo:
- Comprobar que legldd0 = logldd— logl0
Se tiene que:
loglldi =73
logl0l =2
loglo=1

Por lo tanto 3=2+1.

f) El logaritmo de un cociente coincide con la diferencia entre el logaritmo del
dividendo y el logaritmo del divisor.

1
log,m—log_n=leg,—
ki
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Ejemplo:

Comprobar que Iog100 = legl000— logll

Se tiene que:
lcgl00 =13
ogll0=12
logld =1

Por lo tanto 2=3-1.

g) El logaritmo de una potencia coincide con el producto del exponente por el
logaritmo de la base.

-
log, m™ = nlog_ m

&

h) El logaritmo de una raiz coincide con el cociente entre el logaritmo de la cantidad
subradical y el indice de la raiz.

Problemas:

- Calcular :

- Sabiendo que log 2=0.301y log 3=0.477, calcular :

8561 ' “po125%3B0F 0 76

1.5.9 Funcién trigonométrica

Las funciones trigonométricas se definen comunmente como el cociente entre dos lados
de un triangulo rectangulo respecto sus angulos; pueden igualmente describirse como
longitudes de varios segmentos respecto de una circunferencia unitaria (de radio unidad).
Definiciones mas modernas las describen como series infinitas o como la solucion de
ciertas ecuaciones diferenciales, permitiendo su extensidn a valores positivos y negativos,
e incluso a numeros complejos.

Existen seis funciones trigonométricas basicas. Las ultimas cuatro, se definen en relacién
de las dos primeras funciones, aunque se pueden definir geométricamente o por medio de
sus relaciones.
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Funcién | Abreviatura Equivalencia

Seno sen (sin) 1 7T cos@
sentd = Sces{-—8) =

e cotl

Coseno cos - 1 {;r g = send
SGEF = =S5En|{——vF%} =

ze ol 2 ) =5 ang

Tangente tan (t 1 i sent
g (tg) tanf = =cot{-—8) =

rotd cos

Cotangente | cot (cot 1 T cosf
9 (cotg) cotd = =tan (- —8) =

trnld 2 cenf?

Secante sec 1 7 tanf
sech = =csc({-—F) =

cos8 2 send

Cosecante | csc (cosec) 1 T cotf
czof = =sec{——#F) =

zend 2 cosl

Definiciones respecto de un triangulo rectangulo

B

iipotenusa)

(ady acente)

Para definir las funciones trigonométricas del angulo: a, del vértice A, se parte de un
triangulo rectangulo arbitrario que contiene a este angulo. El nombre de los lados de este
triangulo rectangulo que se usara en lo sucesivo sera:

La hipotenusa (h): es el lado opuesto al angulo recto, o lado de mayor longitud del
triangulo rectangulo.

El cateto opuesto (a): es el lado opuesto al angulo que nos interesa.
El cateto adyacente (b): es el lado adyacente al angulo del que queremos determinar.

Todos los triangulos considerados se encuentran en el Plano Euclidiano, por lo que la
suma de sus angulos internos es igual a 1 radianes (o 180°). En consecuencia, en
cualquier triangulo rectangulo los angulos no rectos se encuentran entre 0 y 11/2 radianes.
Las definiciones que se dan a continuacion definen estrictamente las funciones
trigonométricas para angulos dentro de ese rango:

El seno de un angulo es la relacién entre la longitud del cateto opuesto y la longitud de la
hipotenusa:
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sene = T 7
nipoternusc 5

El valor de esta relacidn no depende del tamafio del triangulo rectangulo que elijamos,
siempre que tenga el mismo angulo a, en cuyo caso se trata de triangulos semejantes.

El coseno de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la longitud

de la hipotenusa:
advacente b
oSt =T—————— = —

E fam mude s 2 -
HRLPOLeanisa ¥

La tangente de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto opuesto y la del
adyacente:

opuesto a
fang =——— =7
aayacente ]

La cotangente de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la del

opuesto:
. advacente b
cotqg = —————— = —
CpUesto a

La secante de un angulo es la relacion entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del

cateto adyacente:
hipotenusa h

secll = ——/—————— = —

1

advacente b

La cosecante de un angulo es la relacion entre la longitud de la hipotenusa y la longitud

del cateto opuesto:
hipotenuso

i
csol = ————————— = —
ocpuesto e

Funciones trigonométricas de angulos notables

0" 300 45 BD° 9m°

smo| L V2 V3,
2 2 2

Cos 1 mém@ i ]
2 2 2

fan 0 ? 1 \/g > .

Teorema de Pitagoras

En todo tridangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.
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L

cateto Caéem
b
Y. B
e
hipotenusa
c® = at+b”

Identidades trigonométricas

Son igualdades que se cumplen para cualesquiera valores del angulo que aparece en la
igualdad.

sen o —cos g =1

Es llamada identidad trigonométrica fundamental (identidad pitagérica), y efectuando
sencillas operaciones permite encontrar unas 24 identidades mas, muy Uutiles para
problemas introductorios del tipo conocido el valor de la funcion seno. Por ejemplo:

tan~or — 1 = sec o

cota +1 =cscva

Funciones trigonométricas

Funcién Seno
La funcién seno se denota como f(x)=senx y su grafica es la siguiente:

15 fixi =sen x

1 P

os{ / \\

&
g
4N s
“‘\-«M/,, |

4,5 J

Funcién Coseno
La funcidn coseno se denota como f(x)=cosx y su grafica es la siguiente:

15, fixi=cosx
1 .
ﬂ? 5‘% ;_i
I
% ;ﬁ 3% i '
40 5L 4 o8 2 s 10
Lo0s \ ]
% W
1.5
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Funcién Tangente
La funcion tangente se denota como f(x)=tanx y su grafica es la siguiente:

ﬁ
/

1 £ L
; : :
: i i
i i i
{ H i
: ; £t
1 § i
{ E i
{ E E
i I I
; ! I
; I I
1 I I
i I

E

1 g

I
; } }

En los siguientes ejemplos utilizaremos otras identidades trigonométricas muy usuales.

Ejemplos:
- Resolver el triangulo rectangulo de la figura, utilizando los datos que se indican en
cada caso:
a) a=120m B =35°15"
b) a=3500m C=15°18" 32"
c) c=130m B=72°10"
d) b=239m B=29°12"1%"
e) b=15m c=7m
i
C i
B C

Recordar la tabla:

Grados 0° 30° 45° 60° 90°
Radianes 0 w6 /4 w/3 m/2
Seno 0  1/2 ~N2/2 N3/2 1
1
0

Coseno V312 \N212 %0
Tangente 13 1 V3 =

a) A+B+C=180°
C=180°-A-B
C = 180° - 90° - 35° 15’
C = 54° 45
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sen B = c/a

c=asenB

c=(120 m).sen 35° 15°
c=(120m).0,5771
c=6925m

cos B =b/a

b=a.cosB

b = (120 m).cos 35° 15°
b =(120 m).0,8166
b=9800m

b) A+B+C=180°
B=180°-A-C
B =180°-90°-15°18" 32"
B=74°41" 28"

sen C = b/a

b=asenC

b = (3500 m).sen 15° 18" 32"
b = (3500 m).0,2640
b=924,08m

cos C =c/a

c=acosC

¢ = (3500 m).cos 15° 18" 32"
c = (3500 m).0,9645
c=337581m

c) A+B+C=180°
C=180°-A-B
C =180°-90°-72°10"
C=17°50"
cos B =c/a
a=c/cos B
a = (130 m)/cos 72° 10’
a = (130 m)/0,3062
a=42449m

tgB =bl/c

b=ctgB

b= (130 m).tg 72° 10°
b= (130 m).3,1084

b =404,09 m

d A+B+C=180°
C=180°-A-B
C =180°-90°-29°12" 15"
C =60°47" 45"
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sen B = b/a

a=Dbl/sen B

a= (239 m)/sen 29° 12" 15"
a = (239 m)/0,4879
a=489,83m

tgB =blc

c=DbltgB

c = (239 m)/tg 29° 12" 15"
¢ = (239 m)/0,5590
c=427,47 m

e) a?=b?*+c?
az=(15m)2+ (7 m)?
az2=225m?+49m?
a?=274m?2
a=16,55m

tg B =blc

tg B = (15 m)/(7 m)
tg B =2,1428

B = arctg 2,1428

B = 64° 58" 59"

tgC=clb

tg C = (7 m)/(15 m)
tg C = 0,4667

C = arctg 0,4667
C=25°1"1"

- Calcular:

a) cos (11 /6).sen (17 /3).tg (17 /4)
b) cos 0°.sen 450°.tg 135°

Recordando la tabla:

Grados 0° 30° 45° 60° 90°
Radianes 0 T /6 T /4 T3 /1;
Seno 0 1/2 212 312 1
Coseno 1 V3/2 \2/2 112 0
Tangente 0 13 1 V3 %
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a) cos (11 /8).sen (17 /3).tg (11 /4) = (N3/2).(N3/2).1 = (N3) 2/22 =%,
b) El angulo 450° corresponde a:
450° - 360° = 90° (un giro y 1/4)

El angulo de 135° corresponde a 45° en el segundo cuadrante, tratandose de la
tangente el signo es (-)

cos 0°.sen 450°.tg 135° =1.1.(-1) = -1
- Calcular sen (a + b) dados:
sena=1/3
cos b =-3/5
conna>Tm/2yb<T
El seno de la suma de dos angulos es:

sen (a+hb)=sena.cosb +cosa.senb

Pero falta el cos ay el sen b:

Chs 5 = - 2 - - 12= —1_= E:F:g

cosa =1 - sen‘a 'ﬁ‘|[ [3] ’ 5 i 5 g H.JZ_
.Y

senh = f1-cosfa = 1-|-= =J—i:,\/25_9=|‘ﬁzi
] 25 g 89 3

Como se ve sen a es positivo, por lo tanto, para que cumpla la condicién (a > 1 /2)
corresponde a un angulo del 2° cuadrante. Luego cos a es negativo.

El cos b es negativo, por lo tanto, para que cumpla la condicién (b < 1) corresponde
a un angulo del 2° cuadrante. Luego sen b es positivo.

(1/3).(-3/5) + (-2.N2/3).(4/3)
-1/5 - 8.N2/9

sen (a+b)
sen (a+b)

- Calcular sen 2.ay cos 2.a siendo:
sena=2/3
conn0O<a<tm/2
sen 2.a =2.sen a.cos a

Segun la condicién todas las funciones son positivas.

]
= - 2 = - 2 = - 4 = 9 - 4 = f = £
Cosg = +1- sen‘a ,,||1 [ﬁ] 1|"I g }T 5T
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Luego:
sen 2.a = 2.(2/3).(N5/3) = 4.N5/9

Finalmente:
cos2.a=cos?a-sen?a
cos2.a= (\/5/3) 2-(213)2=5/9-4/9=1/9

- Calcular el otro lado del triangulo ABC, empleando el Teorema del coseno:
"El cuadrado de un lado de un triangulo es igual a la suma de los cuadrados

de los otros dos lados menos el doble del producto de dichos lados por el
coseno del angulo que forman".

Lado Lado Angulo
A~ fw Tiom Bs S0m o= &F
B s Tm O &m b SFEIL a .
. Be 1dom = 15om as 12340 B

a)
C2=A2+B2-2AB.cosc
C2=(11cm)2+(Bcm)2-2. (11 cm). (6 cm).cos 42°

C2=121cm2+36cm?2-132cm 20,7431
C2=158,9049 cm 2

C=7,675cm

b)

B2=A2+C2-2AC.cosb
B2=(7m)2+(8m)2-2.(7m).(8 m).cos 52° 20"

B2=49m2?+64m?-112m?20,6111
B 2= 44,5605 m 2

B=6,675m

c)

A2=B2+C2-2B.C.cosa

A2=(10cm) 2+ (15cm)2-2.(10 cm).(15 cm).cos 123° 40°
A2=100cm2+225cm2-300 cm 2. (-0,5544)
A2=4913081cm?2

A =22165cm

Problemas:

1) ¢, Qué angulo describe el minutero del reloj?
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2) A qué cuadrante pertenece un angulo de:

a) 500° b) 1000° c) 786°

d) -120°

3) A qué cuadrante pertenece la mitad de un angulo de:

a) 450° b) 800° c) 650°
d) -200° e) -500°

4) Expresar en radianes los siguientes angulos:

a) 90° b) 45° c) 30°
d) 75° e) 120° f) 150°
g) 2 giros h) 300°

5) Pasar al sistema sexagesimal los siguientes angulos:

a) T b) T /2 c) 1 /4
d) 7 /112 e) 3.1 /4 f)7.17 /36

6) Aplicar a los siguientes angulos todas las funciones trigonométricas de un angulo
del primer cuadrante:

a) 112° 40° b) 205° 15" 40" c) 110° 49" 20"
7) Calcular el valor de x:

a)
b)
c)

8) Hallar sin emplear tabla de valores los siguientes angulos:

(sen 30° - sen 60°)/(sen 30° + sen 60°)
[(1-sen 45°) 2 + 2.cos 45°]/cos 60°
(sen 90°.sen 60° + cos 0°.cos 30°)/(sen 45°.cos 45°.tg 30°)

X
X
X

a) sen 240° = b) tg 225° = c) tg 300° =
d) sen 390° = e) sec 135° = f) sec 660° =

9) Calcular las funciones trigonométricas de a sabiendo que:
a) sena = 2/3si90° <a<180°

b) cos a = 1/4 si 270° < a <360°
c)tga=-2si180° <a=<270°
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10) En los siguientes casos calcular x:

a)x=sen 38°15° b) cotg x =0,57735
c) sen x = 0,0364 d)x=cos 72° 05" 15"
e) sen x = -(31/2/2) f) tg x = 0,8699
g)x=1g 3°19 25" h) cos x = -0,68236
1) sen x = 0,5466 J) X = cotg 29° 19~
k) sec x = 22 l) cos x=0,1175

m) x = tg 90° n)tgx = 3,25
0) sen x = 0,9807 p) X = cos 75°

q) cosec x = -3,5 rycos x=0,7729

S) X = cosrr/12 t)tgx =1,7302
u) x =sen 15° v) cos x = 0,4893
w) x =tg 75° x) cotg x = 0,6749

11) Calcular x :

a) x = sen 30° +2.cos 45°.tg150°

b) x = (sen 2 120° - cos® 60°)/(tg 30°.cotg 135°)
C) X =sen 3.1m.cos T /3 + tg 1 /4.cos (- T /6)
d)x=(a+b)tg45°-a.cos0°+b.sent

4) Determinar el valor de x siendo 0 =x < TT:

a) sen x = cos 210°.sen (-45°)

b) sec x = tg 145° 18", cosec (-19°)

c) tg x = sen 145° 15°. tg 209°/cos 18°

d) cos x = sen 910°.cos (-1000°)/tg 335°
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2. PROGRESIONES
Las progresiones constituyen el ejemplo mas sencillo del concepto de sucesion.

El estudio de las progresiones aritméticas es paralelo al de las geométricas por cuanto las
propiedades de estas ultimas emanan de las primeras sin mas que convertir las sumas en
productos, diferencias en cocientes, y el producto por un numero natural en una potencia
de exponente natural.

El origen de las progresiones es incierto. No obstante, se conservan algunos documentos
que atestiguan la presencia de progresiones varios siglos antes de nuestra era, por lo que
no se debe atribuir su paternidad a ningun matematico concreto.

Es conocido el problema de calcular en cuanto tiempo se doblaria una cantidad de dinero
a un determinado interés compuesto, propuesto por los babilonios (2000 a.C. - 600 a.C.),
lo cual hace pensar que conocian de alguna manera la férmula del interés compuesto v,
por tanto, las progresiones geométricas.

En el libro IX de Los Elementos de Euclides aparece escrita una formula, semejante a la
actual, de la suma de n términos consecutivos de una progresion geomeétrica. Bhaskara,
matematico hindu del siglo XII, plantea en su mas conocida obra, el Lilavati, diversos
problemas sobre progresiones aritméticas y geométricas.

2.1 Sucesiones.

Se entendera por sucesidon una coleccion de numeros dispuestos uno a continuacién de
otro. Por ejemplo:

a)-3,0,1/52, 7, 13...
b)-1,3,7, 11, 15...
c) 3, 6, 12, 24, 48...

En el primero no es posible averiguar qué numero seguiria a 13 (no se encuentra una
regla que indique la relacion entre los términos). En el segundo, a 15 le seguirian 19, 23,
27... (cada término es cuatro unidades mayor que el anterior). En el tercero, al término
quinto, que es 48, le seguiria 96 (cada término es el doble del anterior).

Cuando se habla de una sucesidn cualquiera, la forma mas usual de referirse a ella es
escribir,... @y, @, Gy @y e, 5. 4,4, a, donde los subindices determinan el lugar que
cada término ocupa dentro de la sucesidn, y los puntos suspensivos evitan la necesidad
de escribir todos los numeros.

Es también frecuente encontrar una sucesion simbolizada por «,,.
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Término general de una sucesién
El término general de una sucesion es una férmula que permite conocer el valor de un

determinado término si se conoce previamente el lugar que ocupa en la misma. Por
costumbre, al término general de una sucesidon se le denota por a, y se hablara de

término n-ésimo.
De entre los muchos ejemplos que se podrian citar, valgan los siguientes:

112, 312,314,415, ..., ="/

i — 1

4,412, 16/3, 25/4, .. b = " T

~

112,1,908,1,25/32, ... c, ="/,

Ejemplos

a) ¢cual es el término sexagésimo de la sucesion 1/2, 2/3, 3/4, 4/5,...7
Es claro que el término general esan =n/(n + 1)

Asi, el término agy = 60/61

b) Escribir los seis primeros términos de la sucesion a, = 3.2"~

a;=32"""=31=3

a,=32=6
a;=322=12
as=32%=24
as = 3.2°=48
as=3.2°=96

La obtencion del término general de una sucesion puede entrafar una notable dificultad.
No obstante, se estudiaran a continuacion dos clases de sucesiones en las que el
hallazgo del término general es bastante sencillo.

2.2 Progresiones aritméticas

Una progresién aritmética es una sucesion en la que cada elemento se obtiene sumando
al anterior un numero fijo llamado diferencia, que se representa por la letra d.

Asi, si (an) es una progresion aritmética, se verifica que:

an=an-1+d
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Ejemplos: como reconocer una progresion aritmética

Para asegurarse de que una sucesion es una progresion aritmética se ha de comprobar
que la diferencia entre cada término y su anterior es siempre la misma. Ademas, esta
comprobacién elemental determina el valor de la diferencia de la progresion.

a) ¢,Eslasucesidn 7, 5, 3, 1, -1, -3, -5... una progresion aritmética?

Si lo es, ¢ .cual es la diferencia?

Se determina si la diferencia entre cada dos términos consecutivos es la misma:

5-7=-2
3-5=-2
1-3=-2
4-1=-2

Es una progresion aritmética de diferencia d = -2.

b) ¢ Es 1, 3/2, 2, 5/2, 3, 9/2,... una progresion aritmética?
32-1="%
3-512="%
2-312="%
9/2-3=3/2
512-2=1/2

No es una progresion aritmética.
Término general de una progresion aritmética

La formula del término general de una progresion aritmética (a,) se encuentra sin mas que
observar que:

a>=as +d

a3=82+d=(a1 +d)+d=a1 +2d

a4=ag+d=(a1 +2.d)+d=a1 +3d

a5=a4+d=(a1 +3.d)+d=a1 +4d

Nétese que en todos los casos el término correspondiente es la suma de dos cantidades:

- La primera es siempre a;
- La segunda es el producto (n-1) d.

an=a1+(n-1)d

Si la diferencia de una progresion aritmética es positiva, la progresion es creciente; es
decir cada término es mayor que el anterior.

Si la diferencia de una progresidn aritmética es cero, la progresion es constante, es decir,
tiene todos sus términos iguales.
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Si la diferencia de una progresion aritmética es negativa, la progresion es decreciente, es
decir, cada término es menor que el anterior.

Ejemplos: calculo del término general de una progresioén aritmética
a) Sealasucesion 1, 3, 5,7, 9,... 4 Cual es su término general?

Se trata de una progresidén aritmética de diferencia d = 2 y primer término a; = 1. El
término general es, por tanto:

an=1+(n-1).2=2n-1

b) Calcular a qué altura sobre el suelo se encuentra una persona que vive en un 6°
piso, sabiendo que los bajos del edificio tienen una altura de 4 m y que entre cada dos
pisos consecutivos hay un desnivel de 2,8 m.

Es claro que si se considera la sucesion de las alturas de los pisos, la diferencia entre
cada vivienda y la anterior es constante e igual a 2,8 m.

Asi pues, se esta en el caso de una progresion aritmética en la que el primer término es 4
(altura a la que se encuentra el primer piso) y la diferencia es 2,8.

El problema se resuelve calculando el término 6°:

an=4+(Nn-1).28
as=4+(6-1).28=18

Términos equidistantes de una progresion aritmética

El interés de las progresiones aritméticas no acaba en el célculo del término general.
Estudiando mas detalladamente algunos modelos de progresiones aritméticas, se pueden
deducir propiedades de enorme interés.

En cada uno de estos tres modelos se han elegido al azar dos parejas distintas de
términos, de forma que la suma de los subindices es igual en ambos casos. Sumando el
valor de los términos en cada una de las dos parejas, se observa que los resultados
coinciden.

Esto conduce a la pregunta de si, elegidas cualesquiera dos parejas de términos cuyas
sumas de subindices coincidan, también coincidiran las sumas de sus términos
correspondientes.

Dicho en lenguaje matematico, cabe preguntarse si sera cierto que el hecho de serr +s =
u + v, se desprende laigualdad a; + as = a, + a, .

La respuesta es afirmativa, y este resultado se conoce con el nombre de propiedad de los
términos equidistantes de una progresion aritmética.

AGROINDUSTRIA 33/130



>,

SENATT MATEMATICA APLICADA (Parte Il)

Propiedad

Si a, es una progresion aritmética de diferenciadyr+s =u+ v, entonces a; + as = q, + a..
Ejemplo: calculo de términos equidistantes en una progresion aritmética

En una progresion aritmética se sabe que a; = -2, az = 91, a1 = 43. Encontrar ay7.

Puesto que 1 + 32 =16 + 17 = 33, por la propiedad de los términos equidistantes:

ai +azx=aetay

-2+91=43 + a7

a7 = 46

Interpolacién de medios aritméticos

Interpolar (de inter, entre y polos, ejes) n numeros entre otros dos conocidos a y b;
consiste en construir una progresion aritmética a, a, ay,..., an, b.

Para resolver este problema basta con conocer la diferencia que ha de tener la
progresién, la cual se deduce sin mas que tener en cuenta dos cosas:

1) La sucesion tiene n + 2 términos
2) El primer términoes ay el término a, + 2 es b.

Aplicando la formula del término general de una progresién aritmética, se tiene que:

b=a+[(n+2)-1].d,
d=(b-a)(n+1)

Una vez conocido el valor de la diferencia, a; se obtiene como lasumadeayd; aes la
suma de a1 y d, y asi sucesivamente.

Los numeros ay, as,..., an reciben el nombre de medios aritméticos.
Ejemplo: interpolacion de medios aritméticos

Interpolar cinco medios aritméticos entre -18 y 25.

La progresién es: -18, a4, ay, as, as, as, 25.

Aplicando la formula obtenida con a =-18 y b = 25.
d=1[25-(-18)]/(5 + 1) = 43/6

ai =-18 + 43/6 = -65/6

ar = -65/6 + 43/6 = -22/6 = -11/3
azs=-11/3+43/6 =21/6 =7/2
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as =712 + 43/6 = 64/6 = 32/3
as = 32/3 + 43/6 = 107/6

La progresion aritmética que se buscaba es:

-18, -65/6, -11/3, 7/2, 32/3, 10716, 25, ...

Suma de términos consecutivos de una progresion aritmética
Se denotara por Spalasumaas +az +... + a,

Se tiene entonces:

Sh=aj+axtaz+..+ap.o+tan.1+an

Invirtiendo el orden,
Sh=an+tapn.1t+an.2+.. +az+ax+a;ysumando:

2Sh=(artay) +t(axt+an.1)+... +(an.1+a) +(an+ay)
Ahora bien, por la propiedad de los términos equidistantes se sabe que:
artan=axtap.1=aztan.2=..=an+ay
Por tanto, 2. S, = n(as + a,), y despejando:
Sh=(ar +ay).n2

Esta formula no solo sirve para sumar los primeros términos de una progresion aritmética
sino para sumar cualesquiera n términos consecutivos.

Para sumar, por ejemplo, as + as_. + as3, €s necesario constatar que hay
(83 -4 =79) 79 términos (faltan los cuatro primeros).

La suma es:

(as + ag3).79/2

Es muy conocida la anécdota segun la cual a Carl Frederich Gauss (1777-1855), cuando
contaba con diez afnos de edad, le propusieron en la escuela primaria de su aldea natal
que sumara los 100 primeros numeros naturales. Ante el asombro del profesor, apenas
éste habia acabado de dictar el problema, Gauss dio la solucion: 5 050.

Lo que este insigne matematico observo fue que la suma 1 + 100 era igual a 2 + 99, igual
a3+ 98, ... etc. es decir, sblo tuvo que darse cuenta de que contaba con 50 parejas de
numeros, cada una de las cuales sumaba 101. Asi, se limité a multiplicar: 50.101 = 5 050.
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Ejemplos: suma de términos de una progresion aritmética
a) Sumar los veinte primeros términos de la progresion:
-5,4,13, 22, 31, 40

S20 = (a1 + ax).d/2

La diferenciaes d =9

ax=-5+(20-1).9
a0 = -5+ 199 = 166

Sy =(-5+116).20/2 = 1610

b) Dada la progresién aritmética 8, 3, -2, -7, -12, ..., sumar los términos comprendidos
entre ax4 y asze.

La diferenciaes d = -5

)
)

Entre ambos hay 36 - 23 = 13 términos. La suma pedida es Sy3 = [(-120) + (-116)].13/2 = -
1781

ax =8+ 23(
azx =8+ 35(

-107
-167

-5
-5

C) ¢, Cuantos términos de la progresiéon -11, -4, 3, 10, ... hay que tomar para que su
suma sea 5707

Se sabe que:
ar=-11,d=7,a,=-11+(n-1)7=7n-18y S, =570.
Se ha de calcular n:

570 =(-11 +7.n-18).n/2

1140=7n2-29n

7Nn2-29n-1140=0

Se resuelve la ecuacidn de 2° grado:

n = (29 £ V841 + 31920)/14 = (29 + V32761)/14 = (29 + 181)/14 =

Como n ha de ser entero y positivo -76/7 no puede ser la solucién, luego n = 15.
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Problemas

1) En una progresion aritmética, la suma de todos ellos es 264 y la diferencia entre los
extremos es 40, 4 cual es la progresion?

2) Hallar el primer término y el ultimo de una progresidn aritmética, sabiendo que: n =
24,d=3y S =924

3) El perimetro de un tridngulo rectangulo es 1,8 m. Calcular la longitud de sus lados
sabiendo que estan en progresion aritmética.

4) ¢ Los siguientes numeros forman una progresién aritmética?:
(V6 + 2)/(N3 +V2); 2.(V6 + 2)/(N3 + v2): 3.42

4) Calcular la diferencia az - a12 de una progresion aritmética de diferencia igual a-5.
5) Escribir la progresion aritmética donde:

ds = \/2 - \/3
ag =82 -22+3

6) Calcular la suma de los 32 primeros términos de una progresidn aritmética con a, =
5n+4.

7) La suma de los tres primeros términos de una progresion aritmética es 12, y el
quinto término es el quintuplo del primero, ¢,cual es la progresién aritmética?

8) Tres numeros estan en progresion aritmética. Si les sumamos 2, 8 y 10
respectivamente a los tres primeros, los resultados son proporcionales a los numeros 3, 7,
10. ¢ Cuales son esos numeros?
2.3 Progresiones geomeétricas
Una progresion geométrica es una sucesidn en la que cada elemento se obtiene
multiplicando el anterior por un numero fijo llamado razén, y que se representara por la

letrar.

Asi, si (an) es una progresion geométrica, se verifica :
an=an-1.r

Ejemplo: como reconocer una progresion geométrica
Para asegurarse de que una sucesion es una progresion geométrica se ha de comprobar
que el cociente entre cada término y su anterior es siempre el mismo. Ademas esta

comprobacién elemental determina el valor de esta razdn de la progresion.

a) ,Es 5,15, 45, 135, 405... una progresiéon geométrica?
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- 15/5 = 45/15 = 135/45 = 405/135 = 3. Es una progresion geométrica de razon 3.

b) ¢ Es la sucesidn 25, -5, 1, -1/5, 1/25, 1/125 una progresion geométrica?

S 7 S
25 -5 1 -1/4 5
pero V125,25 _ 1

°E 125 5

NoO es una progresion geométrica

Término general de una progresion geométrica

La formula del término general de una progresion geométrica (a,) se encuentra sin mas
que observar que:

a=aq.r

az=axr=(aj.r.r=a;.r?

as=azr=(@.r3.r=a.rt

as=asr=(a.rf).r=a.rt

Noétese que, en todos los casos, el término correspondiente es el producto de dos
cantidades:

- La primera es siempre a,
- La segunda es una potencia de base r y exponente un cierto numero, que se obtiene
restando una unidad al subindice.

En definitiva, la expresion del término general es:

an=ay .’

Si la razdn de una progresion geométrica es mayor que uno, la progresion es creciente, es
decir, cada término es mayor que el anterior.

Si la razdn de una progresion geométrica estd comprendida entre cero y uno, la
progresion es decreciente, es decir, cada término es menor que el anterior.

Si la razdén de una progresién geométrica es igual a uno, la progresion es constante, es
decir, tiene todos los términos iguales.

Si la razdn de una progresién geométrica es menor que cero, la progresion es alterna, es
decir, sus términos son alternativamente positivos y negativos.
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Ejemplos: calculo del término general de una progresiéon geométrica
1) Calcular el término general de la progresion 1/3, 1, 3, 9,...
Se trata de una progresién geométrica de razon r = 3 y primer término a; = 1/3.
El término general es, por tanto:
an=(1/3).3n -1
an=3n-2

2) ¢ Cual es el término general de la progresion -1, 2, -4, 8, -16,...7

Es una progresion geométrica en la que el primer término a4 vale -1, y la razon es:
2/(-1) = -4/2 = 8/(-4) = -16/8 = -2

Su término general es, pues:
an=-1.(-2)n-1

Este tipo de progresiones geométricas recibe el nombre de progresidbn geométrica
alternada.

Noétese la similitud que hasta el momento se da entre las progresiones aritméticas y las
geométricas. Se seguiran comprobando todas las propiedades, sin mas que cambiar
sumas por productos.

Términos equidistantes de una progresion geométrica

La analogia observada hasta ahora conduce a la pregunta de si, elegidas cualesquiera
dos parejas de términos cuyas sumas de subindices coincidan, también coincidiran los

productos de sus términos correspondientes.

Dicho en lenguaje matematico, cabe preguntarse si sera cierto que del hecho de sert + s
= u + v, se desprende la igualdad at. as = au. av .

La respuesta es afirmativa, y este resultado se conoce con el nombre de propiedad de los
términos equidistantes de una progresiéon geométrica.
Propiedad

Si en una progresion geométricat + s = u + v, entonces a;. as = a,. ay

Ejemplo: calculo de términos de una progresion geométrica
Encontrar el término a; de una progresion geométrica de la que se sabe que:

as = 9; dg = 1/81 yan= 1/729
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Puestoque 3+9=1+11=12
asz. dg = a1 .adq1

9.1/81 = a1.1/729

1/9 =a1.1/729

a; =729/9

a = 81

Interpolacién de medios geométricos

Interpolar n medios geométricos entre otros dos conocidos a y b, consiste en construir una
progresion geométrica a, a4, az,..., an, b.

Para resolver este problema basta con conocer la razén que ha de tener la progresién, la
cual se deduce sin mas que tener en cuenta dos cosas:

1) La sucesion tiene n + 2 términos.
2) El primer términoesayeln+2esb.

Aplicando la formula del término general de una progresién geométrica se tiene que:
b=ar""?"" de donde

p i =E. r=”+{/§
a a

Una vez conocido el valor de la razén, as se obtiene como el producto de r por a; a; es el
producto de a4 por r , y asi sucesivamente.

Ejemplos: interpolacion de medios geométricos

a) Interpolar cuatro medios geométricos entre 128 y 4.

La progresidn es 128, ay, a, as, as, 4.

Aplicando la formula obtenida cona =128 y b = 4:

4 1 T 1
= S :5_ = —_— e —
"Y1z J; 5\{:5 2
a; =128.(1/2) =64
a,=64.(1/2) = 32
az=32.(1/2) =16
as=16.(1/2) =8
La progresidon geométrica que se buscaba es: 128, 64, 32, 16, 8, 4,...

b) Interpolar tres medios geométricos entre 3 y 48.
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Aplicando la férmula:
r:ﬂ-'%:ﬁ:q'zq =+

Recordar que una raiz de indice par tiene dos soluciones, una positiva y una negativa. Asi
pues, en este caso, hay dos posibilidades.

Sir=2, laprogresidones 3, 6, 12, 24, 48,...

Sir=-2, laprogresion es: 3, -6, 12, -24, 48, ...

Producto de términos consecutivos de una progresion geométrica

Continuando con la analogia observada, se encuentra la férmula del producto de términos
de una progresion geométrica.

Se denotara por Py, al producto ay. ay..... an.

Se tiene entonces:

Ph=ai-a-as..an-2" a@n-1"an

Invirtiendo el orden P, =an - an-1- @n-2... @z~ az - ay

y multiplicando P, 2= (a1 - an)(@z2 - @n-1) ... (@n-1- a2)(an - a1)

Ahora bien, por la propiedad de los términos equidistantes se sabe que:
A1 apn=az2 a@p-1=4az  anpn-2=...=an" A

Por tanto P, 2 = (a1 - a,)n y despejando:

Pp=tafla ap)”
Para determinar el signo, ha de estudiarse cada caso concreto.
Esta formula no sélo sirve para multiplicar los primeros términos de una progresién

geométrica, sino que también es valida para multiplicar cualesquiera n términos
consecutivos, al igual que se hace en las progresiones aritméticas.

Ejemplos: calculo del producto de términos consecutivos de una progresion
geomeétrica

a) Multiplicar los veinte primeros términos de la progresion 1/16, 1/8, 1/4,1/2, ...
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Es una progresion geométrica de razénr = 2

& :a1.r19:1_.219:£:215
: 16 7
(1
'%I:I: (a]a_EI:I:IED :[2_4_215] :(211)'10:2110

Para poder escribir dicho numero serian necesarias 34 cifras, lo que da idea de la gran
velocidad de crecimiento que tienen las progresiones geométricas.

C) Calcular el producto de los siete primeros términos de la progresion 1, -2, 4, -8, ...
Es una progresion geométrica de razénr = -2

an=1-(-2)n-1; a7 = 1(-2)6 = 64

of = 2(164) = 142%7 = 227!

Para determinar el signo, obsérvese que hay tres términos negativos y al ser este numero
impar, el producto de todos ellos es negativo.

Asi pues, P; = -2?!

Suma de varios términos consecutivos de una progresion geométrica
Se denotara por S, a la suma de n términos consecutivos de una progresién geométrica:
Sh=artax+. +a,.1+a,

Para obtener una féormula que permita hacer este calculo de un modo rapido, se
multiplican ambos miembros de la igualdad por la razén:

Sh.r=(ay+ax+..+ay.1+an).r
Sp.r=ai r+a-r+..+ag.q-r+ayg-r

y teniendo en cuenta que al multiplicar un término por la razén se obtiene el término
siguiente,

Sh.r=ax+az+..+ay+tanr

Restando ahora a esta igualdad la primera:
Shr=ax+az+..+aytanr
Sh=aj+tax+.. +an.1+an
Sn.r-Sp=-ar+an.r

Sn(r-1)=an r-aq

Despejando S Sh=an(r-a)l(r-1)
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Esta formula que da la suma de n términos consecutivos de una progresidn geométrica
tiene otra version igualmente Util si se expresa el término general an como aq .r, .1 :
1
g A reE A & & F -
r - r- r -
Pt -1
r=1

Sp =&

Ejemplos: suma de términos de una progresion geométrica
a) Sumar los quince primeros de la progresion geométrica 3/2, 9/2, 2712 ...

Utilizando la segunda formula, basta calcular la razon:

b) Sabiendo que 3 es el primer término de una progresion geométrica y 1 875 el
quinto, calcular la suma de esos cinco términos.

a5=1875=35%=a; r*

r.4=54

r=+5

Sir:5,55:3-55'1:3-312‘1:2343
5:15—1 4—3125

Sir=—5,55=3-[i:'_1 =3 —— = 1563

C) Sumar los términos comprendidos entre el tercero y el vigésimo lugar de la
progresion geométrica 8, 4, 2, 1, 1/2, ...

1 17 11? 118
e e 2 )

Suma de todos los términos de una progresion geométrica ilimitada decreciente
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Una progresion geométrica es decreciente (cada término es menor que el anterior),
cuando su razén esta comprendida entre cero y uno. La progresién 8, 4, 2, 1, 1/2, ... es
una progresién decreciente de razén 1/2.

La relevancia de este apartado es que se trata de sumar todos los términos de la
progresioén y no una parte de ellos. Obsérvese que en el caso de una progresion creciente
(cada término mayor que el anterior), la suma de todos los términos de la misma sera
infinito, independientemente del valor de los términos. No ocurre asi para el caso de
progresiones decrecientes.

Partiendo de la formula: S=an(r"-1/r-1)

donde r es un numero comprendido entre cero y uno y n el numero de términos de la
progresion (infinito), la potencia r" es una cantidad tan pequefia (tiende a cero), que se
puede despreciar. Recuérdese que el resultado de una potencia cuya base esta
comprendida entre cero y uno va disminuyendo a medida que aumenta el exponente.

Se tiene entonces: S=ai.(0-N/(r-1)
S=-ai/(r-1)

o bien: S=ai(r-1)

Como se suman los términos de una progresién geométrica de razén -1 <r <1, sir es un
numero mayor que -1 y menor que 1, r, se aproxima tanto mas a cero cuanto mas grande
sea n; matematicamente esto se expresa diciendo que rn tiende a cero.

Obsérvese como, por ejemplo, (1/2)2=1/4=0,25
(1/2)* =1/18 = 0,125

(1/2)4 = 1/16 = 0,0625

(1/2)20 = 1/1048576 = 0,0000009

Y de igual modo (-1/2) 2 = 1/4 = 0,25

(-1/2)* =1/8 = -0,125

(-1/2)4 = 1/16 = 0,0625

(-1/2)20 = 1/1048576 = 0,0000009

Ejemplos: suma de infinitos términos de una progresion geométrica (| r |< 1)
a) Calcular la suma de todos los términos de la progresion: 0,3; 0,15; 0,075;...

Se trata de una progresiébn geométrica decreciente cuyo primer término es 0,3 y razon
0,15/0,3=0,5

S=a/(1-r)=0,3/(1-0,5)=0,3/0,5=0,6
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b) Sumar todos los términos de la progresion geométrica -7, 713, -719, 7127 ...

]
By
n
n
I
I
ey
n
n

781 -7
1__

Lﬂlh|-!4
N

1
3

c) En un triangulo equilatero de 6 metros de lado, se unen los puntos medios de sus
lados, obteniéndose asi otro triangulo inscrito en el primero. Este proceso se repite
indefinidamente. Calcular la suma de las areas de todos los triangulos formados.

Se trata aqui de sumar todos los términos de una progresion geométrica ilimitada cuya
razon es menor que uno, puesto que las areas de los triangulos que se van formando son
cada vez menores.
El primer término de la progresion sera el area del primer triangulo:

a = ;—b-h, siendo A= /B2 -3% = J27 = 5196 = & = 15 588

La razon es 1/4, puesto que el area del segundo triangulo es 1/4 del area del primero.

1.8 _ 3
= _3 _— —
2 2 4
Aplicando la férmula de la suma:
5=-2= 15588 - 20784
- T
1

d) Dado un circulo de radio r, se construye un segundo circulo cuyo diametro sea el
radio del anterior, un tercero cuyo diametro sea el radio del segundo y asi sucesivamente.
¢, Cual sera la suma de las areas de todos los circulos asi formados?

Como en el caso anterior, se trata de sumar todos los términos de la progresion
geométrica que forman las areas de los circulos.

2 2 2
r] r r

&= az=n[§ =A@ ST

Se observa que se trata de una progresion geométrica decreciente de razon 1/4, siendo,

por lo tanto, su suma:
2

S:ﬁ:

1
Fl

H."z

—
o] e

Entre las progresiones aritméticas y las geométricas se pueden apreciar notables
diferencias. Estas ultimas «crecen» mucho mas deprisa (si la razén es mayor que la
unidad) que las progresiones aritméticas; o «decrecen» de manera tan vertiginosa que
incluso es posible sumar una cantidad infinita de numeros y obtener un resultado tan
inesperado como sorprendentemente pequeno, cuando la razén, en valor absoluto, es
menor que la unidad, como ya se ha visto.
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Sirva como ilustracién de cuanto se acaba de decir, la siguiente situacion:

Piénsese en dos personas (de economias solventes) que acuerdan que uno dara al otro
dos millones de pesetas el primer dia de mes; cuatro millones al dia siguiente; seis el
tercero, y asi, sumando dos millones diarios hasta completar el mes. Simultaneamente, el
segundo dara al primero una peseta el primer dia; dos pesetas, el segundo; cuatro, el
tercero, y asi sucesivamente, duplicando la cantidad del dia anterior, hasta cumplir el
plazo asignado de treinta dias. ¢ Quién obtendra mayores beneficios?

El primero, la ultima jornada desembolsa:

az =2 +(30-1)2 =60; 60 millones

En todo el mes tiene un gasto de S 30 = (2 + 60).30/2 = 930; 930 millones.

Por su parte, el otro amigo aporta (1 +2 + 4 +... + 229) pesetas. Sin mas que hacer uso de
la férmula de la suma de los términos de una progresion geométrica, se tiene que la
cantidad es:

(230 - 1)/(2 - 1) pesetas, es decir, |1.073.741.823 pesetas!

De otro lado, los numeros a que dan lugar las progresiones geométricas serian
sencillamente increibles (de hecho, son increibles para muchas personas) a poco que se
dudase de la exactitud de las matematicas.

Piénsese en un folio de 1/20 mm. de espesor; es decir, veinte folios bien prensados
tendrian un grosor de 1 mm. Si se dobla el papel por su mitad; se vuelve a doblar otra vez
por la mitad, y se continua este proceso hasta repetirlo 50 veces, qué grosor tendria el
trozo de papel resultante?

Es claro que en la quincuagésima operacion de plegado, se tendria un grosor de 250
veces el espesor inicial, es decir, 250/20 mm; o también, 250/200 cm; o bien, 250/20000
m; 0 mejor aun, 250/2000000 km.

Haciendo las oportunas operaciones; resulta que el grosor del tan citado papel es de
1156 295 500 km.!!

Comparese este dato con la distancia media de la Tierra a la Luna, que es de 385 000 km.
Problemas

1. Se da la progresidon geométrica infinita: 213; 219; 2127; 2/81;...

Calcular la suma de ocho de sus términos.

2. En una progresion geométrica de cuatro términos, la suma de los dos primeros es 2 y
la de los dos ultimos es 50. Calcular dichos términos.
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3. Calcular la suma de las seis primeras potencias de exponente natural 2.

4. El segundo y cuarto término de una progresion geométrica finita de cinco términos son,
respectivamente 6 y 24. Calcular la suma de todos los términos de la progresion y
escribirla.

5. Calcular aig en la progresion geométrica: 1/243; 1/81; 1/27;...

6. Determinar los términos de la progresidn geométrica creciente de numeros naturales,
de 6 términos, en la que el producto de los términos de orden impar es 64 y el de los
términos de orden par es 512.

7. Determinar la razon de las siguientes progresiones geométricas:
a) 3; 12; 48; 192
b) -4; 12; -36; 108; -324
c) 1/5; 1/125; 11125
d) 3/8; 3/4; 3/2; 3
e)-1;1/4; -1/16; 1/64

8. La suma de los 4 primeros términos de una progresion geométrica es: 4.(1 - ¥3). La
razén es: -V3. Calcular el 2° término.

9. Cuatro numeros forman una progresién geométrica decreciente. Sabiendo que la suma
de los términos extremos es igual a 27, y la suma de los términos medios igual a 18,
hallar esa progresion.

10. Intercalar:

a) 8 medios aritméticos entre 4 y 40.
b) 3 medios geométricos entre 12 y 972.
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lll. MATRICES

Las matrices se utilizan en el calculo numérico, en la resolucidn de sistemas de
ecuaciones lineales, de las ecuaciones diferenciales y de las derivadas parciales. Tienen
también muchas aplicaciones en el campo de la fisica.

Matrices

Una matriz es una tabla ordenada de escalares ax de la forma:

ayr a2 ... an

dz1 A ... ax

dmi1 @m2 ... @mn

La matriz anterior se denota también por (a.), i =1,..., m, j =1,..., n, o simplemente por (ax).

Los términos horizontales son las filas de la matriz y los verticales son sus columnas. Una
matriz con m filas y n columnas se denomina matriz m por n, 0 matriz m'n.

Las matrices se denotaran usualmente por letras mayusculas, A, B,..., y los elementos de
las mismas por minusculas, a, b,...

Ejemplo:

1 -3 4
La siguiente matriz es una matriz de 2 x 3:[O 5 o ]

1 -3 4
donde sus filas son (1, -3, 4) y (0, 5, -2) y sus columnas[O }{ :Iy[ ]

3.1 Clases de matrices
Segun el aspecto de las matrices, éstas pueden clasificarse en:
Matrices cuadradas

Una matriz cuadrada es la que tiene el mismo numero de filas que de columnas. Se dice
que una matriz cuadrada n'n es de orden n y se denomina matriz n-cuadrada.
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Ejemplo
Sean las matrices

1 2 -3
A=l4 0 5
3 12

2 -3
-1 5

Entonces, A y B son matrices cuadradas de orden 3 y 2 respectivamente.

Matriz identidad

Sea A = (ax) una matriz n-cuadrada. La diagonal (o diagonal principal) de A consiste en los
elementos aiq, az,..., ann. La traza de A, escrito tr A, es la suma de los elementos
diagonales.

La matriz n-cuadrada con unos en la diagonal principal y ceros en cualquier otra posicion,
denotada por |, se conoce como matriz identidad (o unidad). Para cualquier matriz A,

Al=1-A=A

Matrices triangulares
Una matriz cuadrada A = (a;j) es una matriz triangular superior o simplemente una matriz

triangular, si todas las entradas bajo la diagonal principal son iguales a cero. Asi pues, las
matrices:

Tl

son matrices triangulares superiores de 6rdenes 2, 3y 4.

3 -b
-1 7
B -2
o 5

O O py @

Matrices diagonales

Una matriz cuadrada es diagonal, si todas sus entradas no diagonales son cero o nulas.
Se denota por D = diagonal (d11, dos,..., dnn). Por ejemplo:
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2
[Sﬂg][n n] 5
o -3 0
] K

son matrices diagonales que pueden representarse, respectivamente, por diagonal (3,-1,7)
diagonal (4,-3) y diagonal (2,6,0,-1).

= =

-1

Transpuesta de una matriz

La transpuesta de una matriz A consiste en intercambiar las filas por las columnas y se
denota por AT. Asi, la traspuesta de:

3 14
A=|2 5 -7
4 0 9

es

3 2 4
AT=|-1 5 0
4 -7 9

En otras palabras, si A = (ajj) es una matriz m x n, entonces AT = (aTj) es la matrizn x” m.
La transposicion de una matriz cumple las siguientes propiedades:

A+ B)T = AT + BT.
AT)T = A

1. (
2.
3. (KA)T = KAT (si k es un escalar).
4. (AB)T = BT AT.

Matrices simétricas.

Se dice que una matriz real es simétrica, si AT = A; y que es antisimétrica, si AT = - A.
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Ejemplo:

Considerando las siguientes matrices:
2 35 0 3 -4

A=|36 7 B=|30 5
577 8 4 50

1 0 O
C=
[O 1 0 ]

Se puede observar que los elementos simétricos de A son iguales, o que AT = A. Siendo
asi, A es simétrica. Para B los elementos simétricos son opuestos entre si, de este modo
B es antisimétrica. A simple vista, C no es cuadrada; en consecuencia, no e€s ni simétrica
ni antisimétrica.

Matrices ortogonales
Se dice que una matriz real A es ortogonal, si AA T = AT A = |. Se observa que una matriz

ortogonal A es necesariamente cuadrada e invertible, con inversa A-1 = AT.
Consideremos una matriz 3 x 3 arbitraria:

al a2 a3
A=1b1 b2 b3
cl c2 c3

Si A es ortogonal, entonces:

al a2 a3 (jal b1 c1 1 0 O
AAT =lb1 b2 b3 {ia2b2c2 10 1 0 =1
cl c2 c3 a3 b3 c3 0O 0 1

Matrices normales

Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AA T = AT A. Obviamente,
si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es necesariamente normal.
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Ejemplo

6 -3
Sea , entonces:
3 6

6 -3 ||6 3 45 0
AAT = : =

3 6 -3 6 0 45

6 3 6 -3 45 0
AT.A= : =

-36 3 6 0 45

Puesto que AAT=AT A, la matrizes normal.

3.2 Operaciones con matrices
Suma y resta de matrices

Para poder sumar o restar matrices, éstas deben tener el mismo numero de filas y de
columnas. Es decir, si una matriz es de orden 3 x 2 y otra de 3 x 3, no se pueden sumar ni
restar. Esto es asi ya que, tanto para la suma como para la resta, se suman o se restan
los términos que ocupan el mismo lugar en las matrices.

Ejemplo
3 1 2 -1 2 4
Sean las matrices:A={0 5 -3 yB= 12 5 8
7 0 4 o1 -2
Entonces:
3 1 2 -1 2 4 2 3 6

A+B=0 5 3 |[H2 5 8 [F|2 102
7 0 4 o1 -2 71 2

1 2 -1 2 4 4 1 -2
AB=l0 5 -3 ||2 5§ 8 [H|-2 0 5
7 0 4 o1 -2 /7 -16

Para sumar o restar mas de dos matrices se procede igual. No necesariamente para
poder sumar o restar matrices, éstas tienen que ser cuadradas.
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Ejemplo

Sean:

-1 2 4 3 20 5 13
A= ,B= lyC=
2 7 6 0 -3 -1 11 2
-1 2 4 3 20 5 13 7 3 7
+ I+ =
2 7 6 0 -3 -1 11 2 3 57
-1 2 4 3 20 5 13 1 17
_ o+ =
2 7 6 0 -3 -1 11 2 3 119

Producto de matrices

A+B+C=

A-B+C=

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el mismo numero de columnas
que filas la segunda. La matriz resultante del producto quedara con el mismo numero de
filas de la primera y con el mismo numero de columnas de la segunda. Es decir, si se tiene
una matriz 2 x 3 y se multiplica por otra de orden 3 x 5, la matriz resultante sera de orden
2x5:

(2x3)x (3x5)=(2x5)

Se puede observar que el producto de matrices no cumple la propiedad conmutativa, ya
que en el ejemplo anterior, si se multiplica la segunda por la primera, no se podria efectuar
la operacion: 3 x 5 por 2 x 3;

puesto que la primera matriz no tiene el mismo numero de columnas que filas la segunda.

Supdngase que A = (ax) y B = (bx) son matrices tales que el numero de columnas de A
coincide con el numero de filas de B; es decir, A es una matrizm x p y B una matriz p x n.
Entonces el producto AB es la matriz m x n cuya entrada ij se obtiene multiplicando la fila i
de A por la columna j de B. Esto es:

a ... Ap b11 b1j b1n C11 ... Cin

am1... amp bp1 bpj bpm Cm1 Cmn

donde ¢ i = ai b1j+ aiz sz +. .. +tayp b pi
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Ejemplo

roEl (e 8 &) (ratsh ra b oray +shy
[f H] {51 By ba]_[?aﬁubl ta +uby  tay +uby

Ejemplo

1 2 T 1) j11+2-0 T1+2-4) |1 &
3 4) \0 2) \3-1+4-0 31+4-2) 13 11
Producto por un escalar

El producto de un escalar k por la matriz A, escrito k-:A o simplemente kA, es la matriz
obtenida multiplicando cada entrada de A por k:

k.a11 k.a12 k.a1n

kA= ...
k.am1 k.amz... ka mn
Ejemplo
1 2 3
Sea A=
4 5 2
Entonces:

L3 e@33[3 609
134 35 3.(2)[]12 15 6
Division de matrices

La divisidbn de matrices se define como el producto del numerador multiplicado por la
matriz inversa del denominador. Es decir, sean las matrices Ay B tal que A/B = AB-1:

Si una matriz esta dividida entre un escalar, todos los términos de la matriz quedaran
divididos por ese escalar.
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Ejemplo

8 16
Sean la matriz A =[ 5 ] y k = 2 un escalar. En este caso:

At =

[2 1—2]:[532 16/2 [ 4 B]

2 32 -62) \3e -3
3.3 Matrices invertibles

Se dice que una matriz cuadrada A es invertible, si existe una matriz B con la propiedad
de que:

AB =BA =

siendo | la matriz identidad. Se denomina a la matriz B la inversa de A y se denota A-1.

Ejemplo

Suponiendo A =

3 -5
-12

Entonces:

2 5 3 -5 6-5 -10+10 1 0

A B= . = =
1 3 -1 2 3-3 5+6 |0 1
3 -5 2 5 6-5 15-15}11 O

A.B= . = = = |
12 1 3 2+2-5+6|10 1

Puesto que AB = BA = |, Ay B son invertibles, siendo cada una la inversa de la ofra.

|

yB=

Método de Gauss

Sea A = (ax) una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de A,
denotada A-1, se seguiran los siguientes pasos:
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Paso 1: Construir la matrizn x 2n M = (A il) esto es, A esta en |la mitad izquierda de My la
matriz identidad | en la derecha.

Paso 2: Se deja tal y como esta la primera fila de M, y debajo del primer término de la
diagonal principal, a11, que llamaremos pivote, ponemos ceros. Luego se opera como se
indica en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Considerar una matriz 3 x 3 arbitraria
a1 a2 a13

A =laz ax ax

dz1 az2 az3
Paso 1:
aprapaz: 1 0 0
M=Ail)=layaxax: 0 1 0 [~
asraszaszs: 0 0 1
_Paso 2: _
an an as 1 0 0

0 811.822-811.823—:811.0 —811.1 —811.0 -
-821.812-821.813'-821.1 -821.0 -821.0

a11.332—a11.333—,a11.1 -811.0 -811.1 -

0 .
- az1.A12 - az1.aA13 ' - 831.1 - 831.0 - 831.0 i

El siguiente paso es igual que el anterior, pero esta vez se coge como pivote el segundo
término de la diagonal principal. Al llegar al ultimo término de la diagonal, se procede igual
que antes, pero poniendo los ceros encima del nuevo pivote. Se observa que al coger
como pivote el ultimo término de la diagonal, la matriz A se transforma en una matriz
triangular.

Una vez realizados todos los pasos, la mitad izquierda de la matriz M se convierte en una
matriz diagonal. En este momento hay que proceder a transformar, si es que no lo esta, la
mitad izquierda en la matriz identidad, dividiendo si fuera necesario las filas de M por un
escalar.
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Ejemplo
Suponiendo que se quiere encontrar la inversa de:

10 2
A=|2 -1 3
4 1 8

Primero, se construye la matriz M = (A il):
102 : 1 00
M=[2 -1 3 010
4 1 8 0O 0 1
1 0 2 P 0 0
~0 -1-203-22: 0-2 1-200 ~

0 1-408-42; 0-4 0 1-0

102 ; 1 00
~0 1 -1 21 0
01 0: 40 1

Luego se toma como pivote az; = -1,
1 0 2 P 0 0

o 4 1 . 2 1 0 ~
0 0 0-(1: 4-(20-1 -1-0

102 :; 1 00
o 11: 21 0 |~
o o01: 6 -141

4
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La mitad izquierda de M esta en forma triangular, por consiguiente, A es invertible. Si
hubiera quedado toda una fila con ceros en la mitad A de M, la operacién habria
terminado (A no es invertible). A continuacion, se coge como pivote ass, S&€ ponen ceros
encima de éste y se sigue operando hasta que quede una matriz diagonal.

1 0 0 : 112 2
~0 10 : 4 0 1
O01: 6 -1-41
Ya que la matriz colocada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar mas. Se

transforma la matriz diagonal en una matriz identidad; para ello hay que dividir la segunda
fila entre -1:

1.0 0 -112 2
~0 1 O -4 0 1
0 0 1 6 -1 -1

La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es precisamente |la matriz inversa de
A

-112 2
A-1=-4 0 1
6 -1 -1

Para comprobar si el resultado es correcto, se procede a multiplicar AA-1, teniendo que
dar como resultado la matriz identidad .

Comprobacién:

AA-1 =1

1.0 2 112 2 11+0+122+0-22+0-2||1 0 O

2 13 |40 1 F | 22+4+184+0-34-1-3 |0 1 0 |=1
4 1.8 ||6 -1 -1 44-4+488+0-88+1-8|]0 0 1
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Ejemplo: operaciones con matrices

Sean:

2 4 1
-2 3
-1

>

I
(@) ] —
o

w

-1 -2
5 6
0 9

o
1l
o O

2 0 1
0 12
1 -2 5

O
Il

¢, Qué clase de matrices son?
Calcular: -A-B+C; A+B-C.; 3A+C/2.
Calcular: (A-B)/C.

a
b
c
d) Calcular la inversa de A (A-1) y comprobar el resultado.

~— " e N

Solucion:

a) Las tres matrices son cuadradas y de orden tres. A su vez, B es una matriz triangular,
ya que todas las entradas debajo de la diagonal principal son ceros, y C es antisimétrica
porque los elementos simétricos son opuestos entre si.
b)

2 4 1 3 -1 -2 2 0 1
-A-B+C=41 -2 3 0O 56 HO 12 [

5 0 A1 0O 0 9 1 25

-2-3+2 -4+1+0 -1+2-1 -3 -3 0
=|-1-0+0 2-5-1 -3-B+Z|=|-1 -4 -7

-5-0+1 0-0-2 1-9+5 -4 -2 -3

2 4 1 3 -1 -2 |12 0 1
A+B-C=1 -23 [HO 5 6 0 12 F
5 0 A1 0O 0 9 1 -2 5
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3 30
=|1 4 7
4 2 3

1+0-0 2+5+1 3J+B-12

2+3-2 4-1-0 1-2+1
5-0-1 D0O+0+2 -1+9-5

2.0 -1
2 4 1 ? :; g
3A+CR=3|1 2 3+
5 0 -1
{6 12 13 10 -12
=l 3 5 9l+«| 0 -2 1=
15 0 -3) Lz -1 5

f B+1 12+0 3-172
=l 3+0 -B-12 941
15+12  D-1 -3+572

f 7 12 52
= 3 -132 10
312 -1 -2

c)
- Puesto que (A. B) / C =A . B . C-1, se calculara primero la inversa de C y luego se hara
el producto.

20 1: 100
c-150 -1 2 010
1 25 . 00 1
o )
do 12 : 010 |
411: 10
2 0 1: 10 |
4o 12 0 ~
0 -3 4 -2
(6 0 24 2]
~ 2 114 |
3 1 4 2
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Se divide la primera fila entre -6, la segunda entre 3 y la tercera entre -3 para que en la
mitad izquierda quede la matriz identidad,

0O 0O -1/13-213 113
1 0 -2/3-11/34/3
0o 1 -1/13-413 2/3

4
o O -

Por lo tanto, la matriz inversa de C es:

-1/13-213 113
C-1={-2/3-11/34/3
-1/13-4/13 2/3

A continuacion, se calcula el producto de las matrices Ay B,

2 4 1 3 -1 -2 6 18 29
AB=l1 -2 3 |0 5 6 |§3 -1113 ]
5 0 A1 0O 0 9 15 -5 -19

Por ultimo, se calcula (A. B). C-1.

E 18 20 13 -2/3 173
wog-c'=3 -1 13|23 -113 ap| =
15 -5 -18)l-13 -4/3 273

(6% 20 12 198 116 6,72 58)
3 3 3 3 3 3 3 3 3

44 26

+

3 3 |-=

B 3
- —_
3 3

59/3 326/3 1363
4 2 5

4473 1013 -43,3

Sacando factor comun 1/3, el resultado puede escribirse como:

59 326136
(A.B).C-1 = (1/3). |12 63 -15
44 101-43
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d) Primero se construye la matriz M = (A il) y luego se va desarrollando por Gauss. Asi
pues:

2 4 1 100
M=@Ah=[1 23 : 01 0
50 1: 00 1
2 41 . 100 |
do 85 : 12 0 |

0O 0 186 -5 0 2

2 41 . 100
0 85: 12 0 |
0 0 39: 2040-16

4

Se simplifica un poco para que las operaciones no sean tan costosas, dividiendo la tercera
fila entre cuatro. De este modo, se tiene

241 : 100
~0 85 ; 12 0 |
0O 0 39; &5 10-4

y se continda calculando,

781560 ; 34 -104
~0 -3120 : -6428 20 |~
O 0 39:; 5 104

Se vuelve a simplificar, dividiendo la primera fila entre dos y la segunda entre cuatro,

-3042 0 O : -78 -156 -546
39780 : 17 -5 2 '
~0 -780 : 167 5 ~ 0 -780 : -167 5 ~
0O 0 39: &5 104 O 0 39: 5 10 4
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Puesto que ya ha quedado una matriz diagonal en la mitad izquierda de M, se procede a
transformar esta mitad izquierda en una matriz identidad, dividiendo la primera fila entre -
3042, la segunda entre -78 y la tercera entre 39,

0O 0O 1/392/39 7/39
1 0 : 8/39-7/78-5/78 |~
0o 1 5/3910/39-4/39

¢
o O -

Asi pues, la matriz que ha quedado en la mitad derecha es precisamente la matriz
identidad, que sacando factor comun 1/78 se puede escribir como:

2 4 14
A-1=(1/78). |16 -7 -5
10 20 -8

Para comprobar el resultado, la matriz inversa de A o A-1, tiene que cumplir:
AA-1 = 1.

Procediendo a la comprobacion:

2. 4 N2 4 14
Axt=1 -2 3|6 -7 -5[1/78=
5 0 -1Jyi0 20 -8

2:2+416+10 2-4-4.7+20 2-14-4-5-8
= 1/78

2-216+3-10 4+2-7+3-20 14+2-5-3-8
5-2+0-10 5-4-0-20 514-0+8

8 0 0 1 00
=| 0 7 0O1/78= [0 1 0]=1
n o 78 o001

3.4 Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

La matriz ampliada M de un sistema de m ecuaciones con n incognitas es la siguiente:

ajran... aim: by

axia@xn.. an i b2

ami@m2... @mni bm
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Cada fila de M corresponde a una ecuacion del sistema y cada columna a los coeficientes
de una incognita, excepto la ultima, que corresponde a las constantes del sistema. Un
sistema de ecuaciones lineales puede resolverse trabajando con su matriz ampliada,
especificamente, reduciéndola a forma escalonada mediante el proceso de Gauss.
Método de Gauss

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, se aplica el método de Gauss. Este
proceso se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Sea el sistema:

X+2y+z=3
2X+5y-z=-4
3x-2y-z=2

su matriz ampliada asociada es :

" , 2 -
12 1 3
2 5 1 4
_3 2 -1 2 |

Ahora se resuelve por el método de Gauss, sabiendo que la primera columna corresponde
a los coeficientes de la x, la segunda a los de la y, la tercera a los de la z y la cuarta a los
términos independientes:

X ¥y oz X ¥y Z

1 2 14+ 311 2 1+ 3
2 5 -1+ -4 o 1 -3 ¢ -0
3 -2 1+ 2)lo B -4 -4
fx v z

12 1% 3

“lo 1 -3 ¢ -

0 0 -28 : -B4

(x v z Xy z

12 1 il |1 2 o 0
lo 1 -3 ¢+ <07 |o 10 ¢ -1
00 3) lo o 1 3
(x v z

100 i 2

“lo 10 ¢ 1

001 i 3

-
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De este modo, el sistema tiene la solucién unica:
La resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por matrices, aplicando el método de
Gauss u otros, es una de las multiples aplicaciones que tienen éstas.

Ejemplo: resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por matrices

Hallar el valor de x, y, z, t en los siguientes sistemas de ecuaciones lineales aplicando

matrices:

a)

X+y-2z+4t=5
2X+2y-3z+t=3
3x+3y-4z-2t=1

b) X+y-2z+3t=4
2x+3y-3z+t=3
Sx+7y+4z+t=5

Solucion:

Xy z t |
11 24 ; 5

M=
2 2 31 : 3
3 3 4 -2: 1

La tercera fila se suprime, puesto que es multiplo de la segunda y resultaria una fila nula.
Asi, el sistema queda formado por dos ecuaciones con cuatro incégnitas:

La solucidn del sistema es compatible e indeterminado, esto es, tiene infinitas soluciones.

Xy
1 1
o 01 -7 -7
0O O

24 ; 5

2 -14; -14

9-y+10t
z2=7t-76(-9-y+10t,y,7t-7,1).

AGROINDUSTRIA
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a) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

z t
24 : 5
1 7 -7

2 -14; -14

x=2,y=-1,z=3.
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Dependiendo de qué valores se escojan paray y t, salen distintos resultados. Asi, paray =
t = 0 tendremos la solucidn del sistema:

=9 vy=02z=-7,t=0.

b) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

Xy z t X y z t

m=|?t P24 1123 4
2 33 -1 6 017 -7: -5
5 7 41 ] 0 2 14 -14; -15]

-xyzt ]

11 23 4

To17 7. 5

0000 5]

No hay necesidad de continuar calculando nada mas, puesto que la matriz escalonada ya
nos indica que el sistema es incompatible (Sl), es decir, que no tiene solucion.
Especificamente, |a tercera fila de la matriz escalonada corresponde a la ecuacion:

Ox+0y+0z+0t=-5

obteniendo como resultado 0 = -5, que es absurdo. Por lo tanto, decimos que no tiene
solucién.

Problema:
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones con tres incognitas utilizando matrices:

a) X-y-z=6
3y-x-z=12
7.z-y-x=24

b) 3x+2y+4z=19
2x+3y+3z=21
3x-y+z=4

C) 6/x +4/ly +5/z=4
3Ix=4-8ly-5/z
9/x-10/z=4 -12ly
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IV. LIMITES
1.1 Limite de una funcion

El limite de una funcién y = f(x) en un punto xp es el valor al que tiende la funcién en
puntos muy proximos a Xo.

Idea intuitiva de limite

1. Considérese la funcion lineal y = 2 x + 1. ¢ A qué valor se aproxima la funcion, cuando x
se aproxima al valor 37

Resolucion:

- Si se quiere estudiar el limite de esta funcidon cuando x tiende a 3, hay que ver los
valores que toma la funcién en puntos muy proximos a 3.

- Se puede determinar que al tomar valores de x muy proximos a 3, ya sean mayores 0
menores que €l, sus imagenes se aproximan al valor 7.

Cuanto mayor es la proximidad de x a 3, mayor es la proximidad de f(x) a 7.

Esto se expresa diciendo que, cuando x tiende a 3, el limite de la funcibny =2 x+ 1 es 7,
y se escribe:

Im{2x+1)=7

4.2 Limites laterales

- El limite por la izquierda de una funcion y = f(x), cuando = — =, es el valor al que tiende
la funcidn para puntos muy préoximos a xp y menores que Xop.

Para expresar el limite por izquierda se escribe lim, ., _ f{x]

- El limite por la derecha de una funcién y = f(x), cuando x — =, es el valor al que tiende
la funcién para puntos muy préoximos a xo y mayores que Xo.

Para expresar el limite por derecha se escribe lim, .. _ F(x])

Relacion entre el limite y los limites laterales de una funcién

El limite de una funcién y = f(x) en un punto xo existe si y solo si existen los limites
laterales y coinciden:

lirn _ ~ im fim
#=xf(X) = | si y solo si x+xf(X) = x=xf(X) = |

Si se verifica esto, y | es un numero finito, se dice que la funcion es convergente.
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En el ejemplo anterior los limites por la derecha y por la izquierda coinciden:
S 2X+ 1) =i (2x+ 1) =7

4.3 Propiedades de los limites

Si una funcioén f(x) tiene limite cuando x — x,,el limite es unico.

Esto se puede escribir también asi:

lim i
Si x5 f(x) = | y x=xf(x) =" = 1 = |

Ejemplo: Calculo aproximado de limites

X2 siXx#2

Sea la funcion definida por f(x) = 7 six=2

¢, Cual es su limite cuando x tiende a 27

Resolucion:

Para calcular el limite de la funcién cuando x tiende a 2, puede hacerse una tabla de
valores para puntos de abscisa proximos a 2.

Se puede determinar que cuando x tiende a 2, tanto por la derecha como por la izquierda,
la funcién tiende al valor 4. Por lo tanto:

(%) = (%) = 4 si y s0lo i Af(x) = 4
Ejemplo

Sea la funcion f(x) = 1,8l x <3

“lx-2 six>3 definida en A - {3}

¢,A qué valor se aproxima la funcién cuando x se aproxima a 37?

Resolucién:

Cuando x se aproxima a 3, tanto por la izquierda como por la derecha, la funcion se
aproxima al valor 1. Por lo tanto:

i

x—}Elf(X) =1
Obsérvese cdmo se pone de relieve que el valor del limite de una funcién en un punto es
independiente del valor que la funcidén tome en ese punto.

En este ejemplo, el limite de la funcién en el punto 3 es 1 y sin embargo, la funcién ni
siquiera esta definida en él.
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4.4 Limite de una funcién en un punto

1. Se dice que una fufncién f(x) converge, en el punto xo, hacia el valor |, o que su limite en
Lt

Xo €s |, y se escribe #+xf(x) = |, cuando a valores muy préximos a xo corresponden valores

de la funcion muy proximos a .

2. Una funcion f(x ) converge hacia | en xp,0 tiene por limite | en xp,cuando para todo

entorno de I deradio g, E(l, €) = (I - €, | + €), hay un entorno de xpde radio &, E(Xp, 0) = (Xo

-8, xo + 0),tal que para cualquier x de E(x0, 8),su imagen f(x ) esta en E(l, ¢€).

O bien:

3. Una funcion f(x) converge hacia | en xo, 0 tiene por limite | en xp, cuando para cualquier

€>0,existeund>0talquesiO<|x-X|<0— |f(x)-1|<E€

4.5 Limites infinitos

Una funcion es divergente cuando su limite es + « § -,

Se estudiaran los siguientes limites:

1. 7XF(x) = £

2, x?ﬂmf(x) =

3. xossf(X) = 400
i

Caso 1: x+x4f(x) = -

Sea la funcion f(x) =1/ x 2.

Para calcular el limite de esta funcién en el punto xo = 0, hay que estudiar los valores que
toman las imagenes de puntos proximos a 0. De la observacién de la grafica de la funciéon

se deduce que:

Para valores préximos a 0 y menores que 0, la funcién toma valores cada vez mayores.
— fien
Esto significa que x—=0-1/x 2 = +e°

Para valores proximos a 0 y mayores que 0, la funcidn toma valores cada vez mayores.
. g [1ee]
Esto significa que x—a+1/x 2 = +e0
fiers e Iire
Puesto que x=0-1/x 2 = x=0+1/x 2 = +0, entonces x—o1/x 2 = +

En el caso de la funcidn g(x) = -1/x 2, el limite de la funcién cuando x —= 0 es -.

Para valores préoximos a 0 y distintos de O, tanto por la derecha como por la izquierda, los
valores que toma la funcién son cada vez menores.

AGROINDUSTRIA 69/130



>,

SENATT MATEMATICA APLICADA (Parte Il)

fire
Caso 2: x—#=f(x) = |
Sea lafuncidony =x/(x-1).
Graficando la funcidén, se ve como a medida que x toma valores cada vez mayores, la

funcidén se aproxima mas a 1. Por lo tanto, el limite de la funcidén cuando x tiende a infinito
es 1.

LLoxl(x-1) =1
De la observacion de la grafica se deduce que a medida que x toma valores cada vez
menores, la funcién se aproxima mas a 1. Por lo tanto, el limite de la funcion cuando x

tiende a -« es también 1.

Jmoxd(x - 1) = 1

Caso 3: xﬂ_ﬂf(x) = feo
Sea la funcion f(x) = x + 5.

Graficando la funciéon se ve claramente que cuando x tiende a mas infinito, la funcién
también tiende a mas infinito. Es decir, a valores cada vez mayores de x, corresponden
valores cada vez mayores de la funcién. Por lo tanto:

L (X +5) = 4w

Cuando x toma valores cada vez menores, la funcién también toma valores cada vez
menores. Por |o tanto:

L (X +5) = -0

Si se estudian los limites en el infinito de g(x) = -(x + 5), se tiene:

[iTee]

X—NI'-(X + 5) = - 00
lier

H—y —Co— (X + 5) = +o0

Es decir, cuando x toma valores cada vez mayores, x — +%, la funcién toma valores cada
vez menores, g(x) — -«.

Y cuando x toma valores cada vez menores, x — +«, |a funcion toma valores cada vez
mayores, g(x) — +.
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4.6 Operaciones con limites de funciones

firm fire
Sean f y g dos funciones tales que: =+xf(x) = Ay x*=g(x) = B

Limite de una suma de funciones

El limite de una suma de dos funciones convergentes, es igual a la suma de los limites de
cada una de ellas:

lirra lir lirr

=(f + g)(X) = #+xf(X) + =2xg(X) =A+ B
Limite de una resta de funciones

El limite de una resta de dos funciones convergentes, es igual a la diferencia de los limites
de cada una de ellas:

lirr him lirn

=+ - g)(X) = #=2xf(x) - »=%g(X) = A—B
Limite de un producto de funciones

El limite de un producto de dos funciones convergentes, es igual al producto de los limites
de cada una de ellas:

fim i i

=x4(f.g)(X) = x*xf(x) . x+xg(x) = A.B
Limite de un cociente de funciones

El limite de un cociente de dos funciones convergentes es igual al cociente de los limites
de cada una de ellas, si el denominador no es nulo:

i) N

lirm
x=5(f/Q)(X) = #+xf(X) / #2xg(X) = A/B (siempre que B # 0)

Ejemplo: limites de suma, resta, producto y cociente de funciones

Sif(x) =x2+ 2y g(x) = 1/x; calcular:

lim

< HE + G)(X), A5(F - G)(X), HE.Q)(X) Y *ob(FIg)(x)
Resolucion:

lirr

) =22 +2 =11 yx—}ag(x) = 1/3
ATE + Q)(X) = ATH(X) + rag(x) = 11 + 1/3 = 34/3
I Q)(X) = AT - AT (x) = 11 - 1/3 = 3213
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«i:%(f-g)(X) = :fi}”af(x) : ii’?%g(x) =11.(1/3) = 11/3
JRRIGX) = ao(x) 1 AThg(x) = 11/(1/3) = 33

4.7 Calculo de limites de funciones.

Calculo del limite de funciones polinédmicas.

Una funcion polindmica es una funcién del tipo:

f(x) =ap+ar.x+axx2+ ... +a,x"

Para estudiar el calculo de su limite, se distinguiran dos casos:
Limite de una funcion polindmica en el punto xo finito

El limite de una funcion polinbmica en un punto xp es igual al valor que toma la funcién en
ese punto.

Limite de una funcion polindmica en el infinito

El limite de una funcidon polindbmica en el infinito es +« § - dependiendo de que el
coeficiente del término de mayor grado del polinomio sea positivo 0 negativo:

lirn 2 h . .
#==@o + 1. X+ 2. X"+, +apnX =+ slanes positivo.

lirey 2 n . .
#—wdp + a1.X + @2.X2 +... + an.X = -%°; S| an es negativo.

Ejemplos: calculo de limites de funciones polinémicas

1) Calcular xid x¢ - 3.x - 2

I

Resolucién: o l(433 -3x-2)=4.(-1)*-3.(-1)-2=-4+3-2=-3

e

2) s 4 X2 4X5y T8 X3 + 5.X/2 — 6

., lim 34+ 32— 4x% = —omo,
Resolucion: .

Ya que el coeficiente del término de mayor grado es -4.

5‘-’*» f_ o= n
¥ ‘-,‘ J.xi

L3,
lim 977/

4
B 3

puesto que el coeficiente del término de mayor grado, 8/3, es positivo.
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Calculo de limites de funciones racionales

Una funcién racional es una funcidon del tipo f(x) = P(x) / Q(x), donde P(x) y Q(x) son
polinomios.

Para estudiar el limite de una funcidn racional, se distinguiran dos casos:
A. Limite de una funcion racional en el punto Xy finito.

Puesto que una funcidn racional es el cociente de dos polinomios, para calcular su limite
puede aplicarse la regla para el calculo del limite de un cociente de dos funciones:

lire

lirrt I
x=5P(X)Q(X) = %P (X)=%Q(X)

Tanto el limite del numerador como el del denominador son limites de funciones
polindbmicas, cuyo calculo se explico en el apartado anterior.
Al efectuar estos limites pueden darse varias situaciones:

lives
- El limite del denominador es distinto de cero: *»*%Q(x) # 0
Se calculan en este caso los limites de P(x) y Q(x) como funciones polinémicas y se halla
su cociente.

lires
- El limite del denominador es cero: *+%Q(x) = 0
Si el denominador se anula en xp, puede ocurrir que el numerador también se anule en xo,

o que el numerador no se anule en X.
;

fivn lim
El limite del numerador también es cero: *+%Q(x) = 0 y *=»%P(x) = 0
En este caso se obtiene el resultado 0/ 0, que es una indeterminacion.

Para resolver esto basta con tener en cuenta que si Q(xo) = 0y P(xp) = 0, xo €s raiz de los
polinomios P(x) y Q(x), y por tanto el cociente P(x) / Q(x) se puede simplificar.

Una vez hecha la simplificacion, bien dividiendo P(x) y Q(x) entre x - xo 6 bien aplicando la
regla de Ruffini, se vuelven a calcular los limites de los polinomios ya simplificados.

El limite del numerador no es cero.

lirn
El limite del cociente da como resultado la indeterminacion *—+=P(x)/0
Para resolver esta indeterminacién es necesario estudiar los limites laterales de la funcién
f(x) = P(x) / Q(x), en el punto xo.

Si ambos limites laterales son iguales, la funcidén tiene por limite su valor. Si no son
iguales, la funcion no tiene limite.
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Ejemplos: calculo de limites de funciones racionales (x —x0)

1) Calcular el limite de la funcién f(x) = (2.x* - 1)/(3.x 2 + 4), cuando x — 1

ResolUCIoN: ~i(2.x% - 1)(3.X2 +4) = 25253 - 1) (3x 2 + 4) = 1/7

2) Calcular el limite de la funcién g(x) = (x* - 2.x2-6.x + 12)/(x 2 + 3.x - 10), cuando x — 2

I?esolucién: _ _
%23 - 2.X 2 - 6.X + 12)/(x 2 + 3.x - 10) SMiE (x*-2x%-6x+ 12)/;53 (x2+3x-10)=(2%-
222-6.2+12)/(22+3.2-10)=0/0

Esta indeterminacién se resuelve simplificando el cociente. Aplicando la regla de Ruffini,
se obtiene la descomposicidn de los polinomios P(x) = x®*-2x2-6x+12y Q(x) =x2+ 3 x
-10.

- Descomposicién factorial de P(x): 1 2612
2 2 0 -12
1 060
P(x)=x*-2x2%2-6x+12=(x-2).(x*-6)

- Descomposicion factorial de Q(x):
1 3 10
2 2 10

150
P(X) = X2 +3.x- 10 = (x - 2).(X + 5)

- El limite del cociente P(x)/ Q(x) es:

I -2 x 2 - B.x + 12)/(x 2 + 3.X - 10) = A T3(x - 2).(x 2 - BY/[(X - 2).(X + 5)] = 2 7h(x 2 - B)/(x +
5) = -217

3) Calcular el limite de la funcidn f(x) = (3.x 2 - 4.x)/x, cuando x = 0

Resolucion: I3 X2 - 4x)Ix = ATHBx 2 - 4.X)A x = 0/0, indeterminacion.

- Se simplifican numerador y denominador:
iieen iire firry
x=0(3.X 2 - 4.X)/X = x=0X.(3.X - 4)/X = x=0(3.X - 4) = -4

4) Calcular ~741/(x - 3) 2

y i i . . L.
Resolucioén: x’—%ﬂ(x -3)2%2= 1/xss (x - 3) 2=1/0, indeterminacion.
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- Para resolver la indeterminacién se estudian los limites laterales de la funcidén en el
punto x0 = 3.

Jir lirm lim

#=3/(X - 3) 2 = 5231 /u=3* (X -3)2=1/0=+

e firn fire

x—>3‘1/(X - 3) 2 = w3 1/u—3- (X - 3) 2=1/0=+e

;o . i
Como los limites laterales coinciden, x—=31/(x - 3) 2= + o

5) Calcular el limite de la funcidén f(x) =1 /(x - 1), cuando x — 1.

L, B I It . . .,
Resolucion: i | (x-1)= sot] (x - 1) = 1/0, indeterminacion.
- Se estudian los limites laterales:

I e e
#=1*1/(X = 1) = w111t (X - 1) = 1/0 = + e
v v hira

x—ﬂ"]/(X - 1) = 5171 x1" (X - 1) =1/0=-

Como los dos limites laterales no coinciden, la funcion f(x) = 1/(x - 1) no tiene limite
cuando x tiende a 1.

Limite de una funcién racional en el infinito

Las reglas de calculo de limites de funciones cuando x — **, son las mismas que las
empleadas para limites de sucesiones.

El limite de una funcién racional cuando x — £«  es igual al limite del cociente de los
términos de mayor grado del numerador y denominador.

Si: P(X)=ap+aj.x+axx2+ ... +apx"

Q(X)=bo+bi.x+box2+ .. +byx"

I I
xJ—_'?;P(X)/Q(X) = xﬂ(ao +arX + X2+ o+ g xXD)(bo+bx+box2+ .+ byx") =

XM (o X")

El valor de este limite depende del valor que tengan ny m:

- Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador (n > m), el limite es +
« dependiendo de que los signos de los cocientes an y b, sean iguales o distintos.

- Si el grado del numerador es igual que el grado del denominador (n = m), el limite es el
cociente an/ bp.

- Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador (n< m), el limite es 0.
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Ejemplos: calculo de limites de funciones racionales (x — )
1) Calcular el limite de la funcion f(x) = (3.x 2 - 2.x - 5)/(x - 4), cuando X — «

Resolucion:
En este caso, el grado del numerador, 2, es mayor que el grado del denominador, 1, por
tanto el limite es .

ler liem

B X2 - 2X - BY(X - 4) = naB X 2Ix = Ae3 X/ = +oo

2) Calcular el limite de la funcién g(x) = (x® - 5)/(-x 2 - 4), cuando x —

Resolucion:
El grado del numerador es mayor que el grado del denominador, y los términos de mayor
grado tienen signos distintos, por tanto:

B - BYI(X 2 - 4) = wex¥l(X ?) S = X(-1) = o0
fim
3) Caloular «e(-3.x 2 - 2.x + 5)/(4.x? - 4)

Resolucion:
El grado del numerador es igual que el grado del denominador, por tanto:

T (BX 2= 2. + B)(4.X % - 4) = (-3 X 2)/(4 X ?) = -3/4
lim
4) Calcular xoe=(x 2 - x + 1)/ - 4.x + 3)

Resolucion:
El grado del numerador es menor que el grado del denominador, por tanto:

I ! I
srm(X 2 < X + 1)OC - 4.X + 3) = smex 2IxX® = xswd /X = 0

Calculo de limites de funciones irracionales
Una funcion es irracional cuando la variable independiente aparece bajo el signo de raiz.

Son funciones irracionales las siguientes:

f(x) =Vx - 3

g(x) = 3.x -4¥ +5
h(x) = Vx - 1/Vx + 1
k(x) = x/Vx
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El modo de calcular el limite de una funcidn irracional es analogo al calculo del limite de
una sucesion irracional.

A. Célculo del limite de una funcion irracional en un punto X finito

Estos limites se resuelven, en general, como si de una funcion racional se tratara.

En el caso de que, calculando el limite aparezca una indeterminacion, ésta suele
resolverse multiplicando y dividiendo por el conjugado del numerador o del denominador.

Ejemplos: calculo de limites de funciones irracionales (x — xg)

lirm
1) Calcular x—=2y/ x — 2
., . —
Resolucion: o2y — 222 —2=0

2) Calcular m(¥x - 1)/(x - 1)

Resolucion: ;ﬂ(\/x -D(x-1)=(¥1-1)/(1-1) = 0/0, indeterminacion.

- Para resolver la indeterminacidon se multiplica y se divide por el conjugado del
numerador, Vx + 1:

£ (M- 1ix- 1) = I - ). (0 + D= 1009 + )] = 20 - 1)1 - 1).(3 + 1)] =
=111\ + 1) = 1/N1 +1) = 1%
3) Resolver el siguiente limite: xs(\x - V5)/(x - 5)
Resolucion: Ji’l’%(x/x -V5)/(x - 5) = (N5 - V5)/(5 - 5) = 0/0, indeterminacion.
- Para resolver la indeterminacion se multiplica y se divide por V5 + V5
lirry

ALK < NBY(X - 5) = A H(NX - V5).(Nx + VB])[(X - 5). (¥ + V5)] = A75(x - BY[(X - 5).(Vx + V5)]

= P4 I(Nx +N5) = 1/(\5 + \5) = 1/2.5

Calculo del limite de una funcion irracional en el infinito
B.1. Limites indeterminado de la forma «/~

Cuando al calcular el limite de una funcion irracional resulta la indeterminacion «/ «_ ésta
se resuelve aplicando la regla dada para la misma situacion en funciones racionales.
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Ejemplos: calculo de limites indeterminados de la forma =/~

1) Calcular el limite de la funcidn f(x) = (4.x% - 2)/(Nx - 3), cuando x — =
Resolucién: xﬂ(4.x~°’ - 2)/(x - 3) = =/e_ indeterminacion.

- Haciendo uso de la regla mencionada, resulta:

Grado del numerador = 3

Grado del denominador = 1/2, (puesto que Vx = x'?)

Por [0 tanto, xrs(4.x? - 2)/(¥x - 3) =

5x-3
2) Calcular el limite de la funcién f(x) = J42 +3x -1, cuando x — e

Resolucion:

- Calculando el limite del numerador y del denominador se obtiene:

Gx-13
livry rfg__ . . .,
x—own 83" +3x - 1= eofeo indeterminacion.

- Estudiando los grados:

Grado del numerador = 1
Grado del denominador = 1 (puesto que Jx_2= X)

fx-3
. O e

Por lo tanto, el limite es: o3 +3x - 1= 5/\4 = 5/2

i X" +2x-B
3) Calcular s x° - 4x +2

. X" +2x-B
Resolucién: xm 30 - 4x +2 = wfe indeterminacion.
Grado del numerador: 5/2
Grado del denominador: 3 52 <3
i X +2x-B

Por lo tanto, el limite es: om0 - dx+2 =0
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B.2. Limites indeterminado de la forma «= — <=

Cuando al calcular el limite de una funcién irracional resulta la indeterminacion =« — == ésta
se resuelve generalmente multiplicando y dividiendo la funcidén por su conjugada.

Ejemplos: calculo de limites indeterminados de la forma = — <=
1) Calcular el limite de la funcion y = ¥x% +3x- x, cuando x — .

., firry . . L,
Resolucién: sme X2 + 3K - X = 00 - % indeterminacion.

Se multiplica y se divide la funcion por su conjugada, ¥x? +3x + X

. (o2 +3x - %) (@ +3x + %) X2 e3xo
xﬂ wl'r}f2+3x+x =xmm+><= 3/(\/1 -1)=3/2

2) Calcular el limite de la funcién v = yx — 3 —+/x — 3, cuando X — oo,

., fim _ — . . .,
Resolucién: x—wy — 3 — /v + 3 = oo — oo indeterminacion.

Se multiplica y se divide la funcién por su conjugada,

Vi—3+vVx+3

lira — , ; ; :

)X — 3 —yx 340y =3+ L3y -3y +3
e

= s - 3) - (x + BT =3+ = 3

W - :
= x—sa-Bfijx — 3+ 4/x + 3
=0

3) Calcular el limite de la funciéon f(x) = v x - 1 - x, cuando x — .

., fieey . . .,
Resolucién: x—omy ¥ — 1 - X = 0 - o0 ndeterminacion.

Se multiplica y se divide la funcion por su conjugada, v x — 1 + X

e —_— —_— I R
;.:—}m(\f:r; —1-Xyx+1l+x/[yx=1+Xx= x—m(X +1-x 2)/’%,“1' = 1+X=-
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Problemas

Calcular los siguientes limites:
1) lm,_ (—x"=2x— 3)

2) lim, . (3xd—x —x = 1)

3) lim, .. 2 R

e

4) Iirilk;_- — o %

5) lim

3y —h O
e 2 T 1

6) lim, _.(3x"— 1)

AGROINDUSTRIA
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V. DERIVADAS

Se abre aqui el estudio de uno de los conceptos fundamentales del calculo diferencial: la
derivada de una funcién.

La nocidn de derivada es histéricamente anterior al concepto de limite aunque
actualmente se estudie aquélla inmediatamente después de éste, por razones que seran
facilmente comprensibles.

La derivada de una funcidon en un punto xp surge del problema de calcular la tangente a la
grafica de la funcidon en el punto de abscisa xp, y fue Fermat el primero que aporto la
primera idea al tratar de buscar los maximos y minimos de algunas funciones. En dichos
puntos las tangentes han de ser paralelas al eje de abscisas, por |0 que el angulo que
forman con éste es de cero grados. En estas condiciones, Fermat buscaba aquellos
puntos en los que las tangentes fueran horizontales.

5.1 Derivada de una funcién en un punto

Sea una funcién y = f(x) y xo un punto del eje X. Si se toma un punto xo + h muy préximo a
Xo (h es un numero infinitamente pequeno), a medida que se hace tender h a cero, la recta
secante que une los puntos (Xo,f(X0)) ¥ (Xxo + h,f(xo + h)) tiende a confundirse con la
tangente a la curva en el punto (xo, f(Xo)).

Si an es el angulo que forma la secante con el eje de abscisas, y a el angulo que
determina la tangente con ese mismo eje, en el triangulo rectangulo de vértices
(X0,f(X0)), (X0 + h,f(xo + )) ¥ (X0 + h,f(X0)), se verifica:

tg an = [f(xo + ) - f(xo)]/h

Al hacer tender h a cero, y puesto que la secante tiende a confundirse con un segmento
de la tangente, tg a h tiende a tg a, es decir, a la pendiente de la tangente a la curva en el
punto (x0,f(x0)).

Esto se expresa matematicamente asi:

Nim

ATtg ah = Aalf(x0 + h) - f(x0)J/h = tg ah
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Derivada de una funcién en un punto
y=04

¥l=mx+h
i

o
- L
]
by
|
]
e
B
-

x=0

Ax

Dada una funcion y = f(x), se llama derivada de la funcion f en un punto xo al limite, si

existe y es finito (un numero), wn[f(xo + h) - f(Xo)}/h y se simboliza por f'(xo) (f prima de
equis subcero) o por D(f(xo)):

ATHF(X0 + h) - f(xO)J/h = F'(x0) = D(f(x0))

Cuando este limite existe (finito) se dice que la funcién f(x) es derivable en el punto xo.

Significado de la derivada

Puesto que:

tg an = hjiﬂn[f(xo + h) - f(xo))/h = f'(Xo),

la derivada de la funcion en un punto xo no es otra cosa que la pendiente de la tangente a
la curva (grafica de la funcion) en (xo,f(Xo)).

Ejemplos: calculo de la derivada de una funcién en un punto
1) Calcular la derivada de la funcién f(x) = 3x + 5 en el punto de abscisa x = 1.

Resolucion:
- Se plde el valor de f'(1) (en este caso, xo = 1).

£(1) = AR + h) - f(1))/h
f(1+h)=3.(1+h)+5=3h+8

f(1)=31+5=8

f'(1) = ffiﬂn[s h + 8 - 8]/h

f'(1) = h—>EI3 h/h

(1) = rfﬂ?ui% 3; Por tanto, f'(1) = 3.
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2) Calcular la derivada de la funcion f(x) = Vx en el punto 2.

lirr

Resolucioén: f(2) = i=d[f(2 + h) - f(2))/h
f+h)=v2+h
f(2) = \/2
f(2) = f:-—:»D[\/Z +h-v2]/h

multiplicando numerador y denominador por V2 + h + V2 (conjugado del numerador)

f(2) = ffi”n[(\lz +h-vV2).(N2 + h + V2)[[h.(N2 + h + V2)]
Recordando que suma por diferencia es igual a la diferencia de los cuadrados:

(V2+h-v¥2).N2+h+V¥2)=2+h-2=h
f(2) = Ji”uh/[h.(xlz +h +V2)]
f(2) = ;fi”m/(x/z +h +12)

f(2) = 1/(N2 + 0 +V2) = 1/(N2 + \2) = 1/(2.N2)
Ejemplo: calculo de la ecuacidén de la tangente a una funcién en un punto
Calcular la ecuacion de la tangente a la curva f(x) = x 2 en el punto de abscisa 2.
Resolucion:
- La tangente pasa por el punto (2, f(2)) = (2,4).

- La pendiente de la tangente a la curva en el punto de abscisa 2 es, por definicidn, f'(2),
luego la ecuacién de larectaes de laformay -4 =f'(2) (x - 2).

f(2) = ffi”n[f(z +h) - f2)Jh
£(2) = 472 + h) 2 - (2) 2]/h
f(2) = ”m(h 2.+ 4 h)h
£(2) = han(h + 4) = 4

La ecuacién de la tangente es entonces y-4=4(x-2) =y-4=4x-8 =4x-y-4=0.
Ejemplos: estudio de la derivabilidad de una funcién en un punto
1) Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x) definida por

x2six=s1

wsix>1 &N los puntos x1 =1y xp=0

f(x) =

Resolucién:

a) Derivabilidad en x1 = 1.

AGROINDUSTRIA 83/130



>,

SENATT MATEMATICA APLICADA (Parte Il)

Se han de considerar dos casos:

Sih>0,1+h>1yen este caso f(x) = x. Por tanto:

Sih>0, fim LRI TeA-T
h—=0 Padt h
A0 B30

Este limite es el «limite por la derecha» e indica que la tangente a la derecha de 1 tiene
por pendiente 1.

Sih<0,1+h<1, yeneste casof(x) =x2

Frlem-F(1)_ . (1+ 0P -F

Sih<0, m = lim = fim2+h=2
h—D h h—0 h h—0
A0 XA h<0

Este limite es el «limite por la izquierda» e indica que la tangente a la izquierda de 1 tiene
por pendiente 2.

Al no coincidir los limites a derecha e izquierda de 1, no existe tal limite y, por tanto, la
funcidn f(x) no es derivable en x = 1.
b) Derivabilidad en x = 0.

En este caso no es necesario considerar h > 0 y h < 0 ya que en las proximidades de cero
(h es muy pequeno) la funcion es f(x) = x 2.

ATIO + h) - F(O)/h = AH[f(h) - O = A78h 2/h = Abh = 0

El limite existe y es cero, luego f(x) es derivable en x0 = 0 y la pendiente de la tangente es
cero (paralela al eje de abscisas).

2) Estudiar la derivabilidad de la funcion f (x) = |x| (valor absoluto de x) definida por

., _X2%six=20 _
f(x) = |x|] = xsix<0 &N el punto x0 =0
Resolucién:
Sih>0, fm AW -M0) L R0
h=0 ] h—=0 h
L] h0
S0, jim ORI IO 2RO Th
h—0 # h—0 h h—0 h
#<0 A< H<0

Al no coincidir los limites a derecha e izquierda de 0, la funcién f (x) = |x| no es derivable
en dicho punto.
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- ¢, Cuando hay que considerar limites a derecha e izquierda al calcular la derivada de una
funcién en un punto?

Si al dibujar la curva se observa que en el punto considerado ésta cambia bruscamente de
direccidn, es necesario considerar limites a derecha e izquierda, puesto que, en este caso,
la tangente no se comporta de igual modo y se «quiebra».

Consecuencias de la definicién de derivada en un punto

1. Si existe la derivada de una funcidn f(x) en un punto (xo, f(xo)), existen las derivadas a
derecha e izquierda de xp y tienen que ser iguales; de lo contrario no existiria f'(xp).

Puede ocurrir, no obstante, que existiendo las derivadas a derecha e izquierda éstas sean
distintas. En este caso no existe la tangente en (xo, f(Xo0)), sino dos semirrectas, cada una
tangente a uno de los arcos en que el citado punto divide a la curva. Los puntos en que
esto ocurre se llaman puntos angulosos.

Los puntos A, B, C, D y E de la grafica de la ilustracion son puntos angulosos: la curva
cambia bruscamente de direccidn en ellos. La funcidn correspondiente no es derivable en
las abscisas de dichos puntos.

No es dificil, consecuentemente, imaginar la grafica de una funcién que no sea derivable
en muchos e, incluso infinitos puntos.

2. La idea que hasta ahora se tenia de tangente a una curva como la recta que posee un
unico punto comun con ella no es nada apropiada.

Tangente a una curva en un punto

El concepto de derivada facilita la definicion de tangente a una curva en un punto como el
limite de una secante que pasa por él y por otro punto cualquiera de la curva cuando éste
ultimo, recorriendo la curva, tiende a coincidir con el primero.

Propiedad

Si una funcidn es derivable en un punto, necesariamente es continua en él.

Demostracion:

Sea una funcién y = f(x) derivable en un punto xo. Para probar que la funcién es continua
en él, es preciso demostrar que

ffiﬂn[f(xo + h) = f(xo)]/h, o lo que es equivalente, que
hirm

s a[f(xo + h) - f(xo)J/h = O

Pero, f(xo + h) - f(xo) = h.[f(xo + h) - f(x0)J/
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Tomando limites cuando h tiende a 0.

N e fim

pm ] F(Xo + h) - f(X0)] = oh.asd[f(xo + h) - f(xo)]/h

de donde, por ser f(x) derivable, rfﬂnu[ f(xo + h) - f(xo)] = f'(x0).0 = O, resultado al que se
queria llegar.

Esta propiedad evita el trabajo de estudiar la derivabilidad de una funcion en un punto
donde ésta no sea continua.

Por el contrario, puede darse el caso de una funcion continua en todos los puntos y no ser
derivable en alguno, e incluso infinitos puntos. Valga como ejemplo la funcién [x|, que
siendo continua en todos los puntos de la recta real, no es derivable, como ya se ha
comprobado, en el origen.
5.2 Calculo de derivadas
Derivada de una funciéon constante
Sea una funcién constante f(x) = C.
Su grafica es, como se sabe, una recta paralela al eje de abscisas. Puesto que para
cualquier valor de la abscisa su ordenada correspondiente es, constantemente, igual a C,
si a es un punto cualquiera del campo de definicidn de f(x),
(a+h)-f(a)=C-C =0, por lo que

i i
f'(a) = st[f(a + h) - f(@))/h = #s00/h = 0

Luego la derivada de una constante es siempre cero. Sif(x)=C—-=1f(x)=0

Derivada de la funcion lineal mx + b
Sea una funcién lineal cualquiera f(x) = mx + b. Para un punto cualquiera x,
i

[f(x + h) -f)Yh = [m.(x +h) -b - (Mx+b)/h=mhh=m y  ssom=m=F(x)

lo cual significa que la derivada de una recta coincide con la pendiente de ella mismay, en
consecuencia, la tangente en un punto a una recta es la propia recta.

Sif(x)=mx+b—=1f(x)=m
Derivada de una constante por una funcién, k - f(x)

Si k es una constante y f(x) una funcién, la derivada de la nueva funcién k - f(x) sera:

AGROINDUSTRIA 86/130



>,

SENATT  VATEMATICA APLICADA (Parte Il)

Ik

w~alk.f(x + h) - Kf(x))/h =
K oD [f(x + h) - f(x))/h = k.f'(x) (sacando factor comun Kk, ya que no depende de h)

Se ha demostrado que:

(k- f(x))" =k-f(x)

Asi, para derivar una expresioéon de la forma k - f(x), basta derivar la funcién f(x) y

multiplicar después por la constante k.

De igual manera se pueden encontrar las derivadas de otras funciones, tal como se
muestra en la tabla siguiente:

AGROINDUSTRIA

Funcidn Derivada
y=x" y = -nx*t"
y=x" y = 1/2.4%)
y=x" y =X "/(bra)
y=1/x y =-1/x2
y =sin x y’ = cos X
y = COS X y =-sinx
y = tan x y" = 1/cos 2 x
y = cotan x y’ = -1/sin 2 x
y = sec X y’ = sin x/cos ? x
Yy = cosec X y’ = -cos x/sin ? x
y = arctg X y ' =1/(1 +x3
y = arccotan x y =-1/(1+x3
y=shx y =chx
y=chx y =shx
y =th x y’ = sech 2x
y = coth x y’ = -cosech ?x
y = sech x y’ = -sech x.th x
y = cosech x y’ = -cosech x.coth x
y = log x y =1/

y = logax y =1/xloga
y=¢ y =¢

y=a y =a‘log a
y=x" y =x(logx+1)
y=¢e' y =e'u
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Funcion Derivada
y=uyv y'=u.v+viu
y = ulv y =(Uu.w-uviv?

Las tablas de derivadas mas amplias estan disponibles como tales en las respectivas
bibliografias.

Ejemplo: calculo de derivadas
Calcular la derivada de f(x) = x 2 en el punto de abscisa - 1.

Resolucién: f(x) 2

= 1
f(-1) 1)

Entonces, la pendiente de la tangente a la parabolay = x2enx=-1es-2.

2 x2-
=2 (-

5.3 Operaciones con derivadas
Derivada de una suma de funciones

Si f y g son dos funciones derivables en un mismo punto x de un intervalo, la derivada de
la funcién suma en dicho punto se obtiene calculando:

ies] I lien
w=o[(f + g)(x + h) - (f + g)(X))/h = #=0[f(x + h) + g(x + h) - f(x) - g(X)I/h = #=0[f(x + h) - f(x) +
g(x +h) - g(x)I’h

descomponiendo en suma de dos limites:

N

PIBIf(x + h) - F(Vh + #blg(x + h) - GOV = F(x) + g'(X)

La derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas.
[1(x) +g(x)] = f(x) + g'(x)

Derivada de una diferencia de funciones

f-g=f+(-9) porloque [f(x) + (- g(x))I" = f'(x) + (- 9(x))’

Pero - g(x) = (- 1) - g(x) y la derivada de una constante por una funcién es igual al producto
de la constante por la derivada de la funcion:

[- 9l =1(- 1).9(x)]" = (- 1).9°(x) =-9'(x)
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En consecuencia, [f(x) - g(x)] =f(x)-g(x)
Ejemplos: calculo de derivadas
1) Calcular la derivada de la funcién f(x) = x - cos x

Resolucion:

‘X)=1-(-senx)=1+senx

2) Calcular la derivada de f(x) = x® - sen x + In| x| en el punto x = - 1T /3.

Resolucion: x?) = 3x2

(

(sen x)” = cos x

(In[x])" = 1/x

f'(x) =3.x2-cos x + 1/x

Sustituyendo x por - 11 /3 se obtiene:

f(-m/RB)y=m23-1/2 -3

Derivada de un producto de funciones

Sean f y g dos funciones definidas y derivables en un mismo punto x.
[(F.9)(x + h) - (F.g)(x))/h = [f(x + h).g(x + h) - f(x).g(x))’/h = (1)

Si se suma y se resta en el numerador f(x) - g(x + h), la fraccion anterior no varia,
(1) = [f(x + h).g(x + h) - f(x).g(x + h) + f(x).g(x + h) - f(x).g(x))/h = (2)
Sacando g(x + h) factor comun en los dos primeros sumandos, y f(x) en los otros dos,

(2) = {g(x + h).[f(x + h) - f(x)] + f(x).[g(x + h) - g(X)]}/h = g(x + h).[f(x + h) - f(x)I/h + f(x).[g(x +
h) - g(x)I/h

Si ahora se toman limites cuando h tiende a cero,

ff’fgg(x +h) = g(x) pues g es continua en x ya que es derivable en x.
x + h) - f(x))/h = f"(x)por definicién de derivada.
ﬂgf(x) = f(x) al no depender f(x) de h.

mat[g(x + h) - g)h = g7(x)

Por tanto, (f.g)"(x) = Aab[(f.g)(x + h) - (F.g)(x)Ih = F'(x).9(x) + f(x).g"(x)
(f.9)"(x) = F'(x).9(x) + f(x).g"(x)
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Ejemplos: calculo de derivadas
1) Hallar la derivada de h(x) = x - In x para cualquier x positivo.

Resolucion:

g: ;?X')'az”l‘ﬁ I(( ;? ’)‘zf g )= ]_3 [7().900]" = 1.In X + X.(1/x) = In x + 1

2) Calcular la derivada de h(x) = (x 2/2).sen x

Resolucién'

Sif(x) = x2, f(x) = 2.x

Si g(x ) - sen x, g'(x) = cos X —=h(x)" = (1/2).(2.x.sen x + x 2.cos X)

Derivada de un cociente de funciones

Considérense, como en los casos precedentes, dos funciones f y g definidas y derivables
en un punto x. Ademas, en este caso, se tiene que imponer la condicion de que la funcién
g no se anule en x.

Flx+ b)) F()
g+ ) glx) _ Flxe B)ge) - F gl b
h Gix)-glx+ H)-h
_ 1 e+ B) gix) - ) g+ B) -y
gix)-glx+ #) h

Si en la segunda fraccién se suma y se resta al numerador f(x) - g(x),se obtiene:

(1) = {1/[g(x).g(x + )I}[f(x + h).g(x) - f(x).g(x) + f(x).g(x) - f(x).g(x + h)l/h = (2)

Sacando factor comun g(x) en los dos primeros sumandos de la segunda fraccidn, y f(x)
en los dos ultimos,

(2) = {1/[g(x).g(x + h)I}-{g(x).[f(x + h) - f(x)] - f(x).[g(x + h) - g(x)]}/h

Por ultimo, se toman limites cuando h tiende a cero notando que:

ffﬁ?ng(x + h) = g(x) por la continuidad de g en x al ser g derivable en dicho punto.
;f’__;mg[f(x +h) - f(x)]/h = f'(x) por definicién de derivada.
;ffn[g(x + h) - g(x))/h = g’(x)por definicion de derivada.
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En definitiva,

flse+ b)) fix)

gix+ R glx)

1Y AL L L E

h—0 h

. 1 _ flx+ B-F | Coaglx+ H-glx)
hfiﬂn[m] g':x:'[rffn h ] ﬂix}'[h”—r?n h ]
= 1 Lf! - '

= [gl:xjf [0y £ () - Fix) &' ()]

[ﬁ:x ] _ P00 a0 - F) - g' ()

(%) [00:]

Ejemplo: calculo de derivadas

1) Calcular la derivada de y = x "™ = 1/x™ (m es un nUmero natural)

m-1-2m 1

Resolucion: y” = (0.x" - 1.m.x™ - 1)/(x™) 2 = -m.(x™ - 1)/(x2.M) = -m.x =-mx™"

2) Calcular la derivada de h(x) = (x.cos x - 2)/x 2
Resolucion:

- Llamando f(x) = x cos x - 2, f(x) =1 - cos x + X - (- sen X) = cos X - X sen X (la derivada de
2 es cero por ser una constante)

-Sigx)=x2g'(x)=2x

h'(x) = [(cos X - x.sen x).x 2 - (X.COS X - 2).2.X]/x4 = (-X.COS X - X 2.sen X + 4)/x®

3) Hallar la derivada de h(x) = (x.tg x - cos x)/In x

Resolucion:

-Sif(x)=xtgx-cosx, f'(xX)=1-tgx+x(1+tg2x)-(-senx)=tgx+x.(1+tg?x)+senx
-Sigx)=Inx—= g'(x) =1/x

h'(x) = [(tg x + X + x.tg 2 X + sen X).In x - (x.tg x - cos x).1/x])/In % x

A pesar de contar ya con un numero estimable de propiedades para el calculo de
derivadas, hay funciones elementales, como Vx, para las que no se conoce ningun

procedimiento para la obtencién de su derivada. Para seguir avanzando por este camino
se hace imprescindible conocer una de las propiedades mas fundamentales y utiles de la
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derivacion, aunque no se hara su demostracion. Se la conoce como derivada de una
funcién compuesta o regla de la cadena.

5.4 Regla de la cadena

Esta propiedad asegura que si y = f(x) es una funcion derivable en un cierto intervalo |,

f.l =R,

y z = g(y) es otra funcion derivable y definida en otro intervalo que contiene a todos los
valores (imagenes) de la funcidn f,

g: f() = R, entonces la funcién compuesta gofl=1(l)=R,

definida por (g o f) (x) = g[f(x)], es derivable en todo punto x de | y se obtiene

(9 0 f)'(x) = g Tfx)].f(x)

Ejemplo: calculo de derivadas

1) Calcular la derivada de la funcidén h(x) = sen x 2.

Resolucion:

- La funcién sen x 2 es una funcion compuesta de otras dos f(x) = x 2y g(x) = sen x.
En efecto, (g o f) (x) = g[f(x)] = g(x ?) = senx ?

- Al ser g(x) = sen x, g'(x) = cos X, por tanto g'[ f(x)] = cos f(x) = cos x 2
f(x)=x2=f(x)=2x

- Por la regla de la cadena,

h'(x) = g TFX)] - £(X) = 2.X.COS X 2

2) Derivar la funcion h(x) = [(x 2 + 1)/x]?
Resolucion:

h(x) es una funcién compuesta de f(x) = (x2 + 1)/x y g(x) = x®
(Se ha de suponer que x # 0 porque para este valor la funcidn no esta definida)

(g o f)(x) = glf(x)] = gl(x * + 1)/x] = [(x * + 1)/x]*
- De g(x) = x3, se deduce g'(x) = 3x 2. En consecuencia,

g fx)]=3f(x)2=3.[(x2+1)/x] 2
Por otro lado,
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fF(xX)=[2xx-(x2+1)1]/x2=(2x2-x2-1)/x?
- Por la regla de la cadena,

{[(x 2 + )XY = 3.[(x 2 + 1)/x] 2[(x 2 - 1)/x 2]

Regla de la cadena para la funcién potencial
Se sabe que la derivada de una funcion f(x) = x" es f'(x) = m.x" - 1.

Si en lugar de x se tuviese una funcién u(x), la derivada de u(x)™
X = U(X) = u(x)m

aplicando la regla de la cadena, sera:

Para simplificar la notacion, y a partir de ahora, se escribira simplemente u en lugar de
u(x).

Asl Siflx) =u" — £() = (") =mu""u’

Ejemplo: calculo de derivadas

Calcular la derivada de f(x) = (x 2 + 1)3.
Resolucién: -Siu=x2+1,u =2x
En este casom =3

SF()=3(x2+1)2-2x=6x (x2+1)2

Regla de la cadena para la funcién logaritmo neperiano

Si en la derivada de logaritmo neperiano se sustituye x por una funcién de x, u(x), en
virtud de la regla de la cadena se tiene que

(In|ul)) =uu
Ejemplos: calculo de derivadas
1) Calcular la derivada de f(x) = In[(x 2 + 1)x 2]

Resolucion: Setomau=(x2+1)/x?2
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- Se calcula u” aplicando la derivada de un cociente:
U =[2.xx2-(x2+1).2x]/x4 = -2.x/x4 = -2/x®

- Se aplica la regla de la cadena:

iFI(}R':lz .'I."J[XE+1] I:—E'X2+1:— 2}{2 = 2
N oK W+ x(x2+ )

2) Hallar |la derivada de f(x) = In |sen x |
Resolucién: -Uu=senx; u =cosx

f'(x) = (In |[sen x|)" = u/u = cos x/sen x = cotg x

Regla de la cadena para las funciones exponenciales

Si en lugar de x se tuviese una funcidén u(x),por la regla de la cadena se tiene que para

una funcion f(x) = a" y para otra g(x) = e,

f'(x) = =u-a
g0 = (") =u e’
Ejemplos: calculo de derivadas
1) Calcular la derivada de f(x) = 4x sen x
Resolucién: - Llamandou=x.senx, u” =1 - sen x + X Cos X

f'(x) =(4xsenx) =(senx +xcos x) - 4xsenx-In4

2) Calcular la derivada de g(x) = e-x 2

Resolucion: Siu=-x2u =-2x g'(x)=(ex? =-2xex?

Regla de la cadena para las funciones trigonométricas

X —U(X) — sen u(x) (senu) = u’.cos u

X —=Uu(x) = cos u(x) (cosu) =-u’.senu
X—=Uu(x)=tgux)(tgu) =(1+tg?u)u" =u/cos?u=u’.sec?u
X = U(x) = sec u(x) (secu) = u’.secu.tgu

X — U(x) — cosec u(x) (cosec u)” =-u’.cosec u.cotg u

X — u(x) = cotg u(x) (cotgu)" =-u".(1 +cotg?u) =-u/sen?u
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3) Calcular la derivada de f(x) = sen(sen x)
Resolucién: -Siu=senx, u =cosx

f'(x) = (sen(sen x))" = u” - COS U = COS X.COS (sen Xx)

4) Hallar la derivada de g(x) = sec (x*-1)

Resolucién: -u=x2-1,u =2x
-g'(X)=(sec(x?-1))"=u’-secu-tgu=2x-sec(x?-1)tg(x%-1)

5) Calcular la derivada de h(x) = sen®x 2

Resolucion:

- Llamando u = sen x 2, hay que derivar sen® x 2 = U3,

- Por la regla de la cadena, la derivadade u*es (U®)" =3 -u?-u’

Llamandov =x2% u=senv.
u=v -cosv=2xcosx?2

- Finalmente, h'(x) = (sen®*x2)"=3u?-u =3 -sen?x?- 2X.Cos X2 =6x - sen x 2 - cos x 2
Para calcular la derivada de una funcién que es inversa de otra, es necesario conocer un
importante resultado, aunque se evita hacer su demostracion.

Derivada de la funcidén inversa

Si una funcion y = f(x) admite una funcién inversa f' y la funcion f(x) es derivable en un
punto xo, entonces la funcion £ es derivable en el punto f(xo).

En virtud de este teorema, la funcion x" es derivable por ser la funcion inversa de x™;
X — Xn — (Xn)1/n =x
Como consecuencia, al ser la funcién x™ derivable para cualquier nimero entero m, como

ya se ha visto, la funcién x™" es derivable por ser composicién de dos funciones
derivables:

X —= Xm — Xm/n
Derivada de la funcion x'
Seau=x"" elevandoan, u" = x.

Derivando ambos miembros se observa que
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ny-r _ n-1
Sfi1 U hu 'y =1

Despejando u’,

En particular, la derivada de la funcion f(x) = Vx es (x'?)" = 1/(2.x""%) = 1/(2.Vx)

Derivada de la funcién x™"

Sea f(x) = x™"

Se eleva an, f(x)" = x™

Sederiva:  n.f(x)" ".f(x) = mx™"’

Pero, f(x)" "= (x™M"""

Despejando f(x),

- m
£ = ™ mon
n(x”’f"j n=1 "

Regla de la cadena para las funciones u""y u™"

Si en las dos funciones anteriores se tiene una funcidén dependiente de la variable x,u(x),
en lugar de la funcién x, se obtienen las siguientes derivadas:

y
5

ew ot

Sif(x) = WM = £ () = (W=

) u
En paticular, (4u)'= —
p () T

-1

m
S -

L m

Sig(x) = u" = g = (" =

Para obtener estas igualdades, basta aplicar la regla de la cadena.

Ejemplos: calculo de derivadas

1) ¢ Cual es la funcién derivada de f(x) = *u'xz +Een X
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Resolucién:

- Se escribe la raiz en forma de potencia: & + sen x= (x2+senx)1/2
- Se trata de calcular una derivada de la forma u1/2.

Siu=x2+senx, u =2x+Ccosx
- Obsérvese que en este cason =2

f'ix) = [-.|'>=.' + 58N x] . _2Xroosx
E*Jr EJX + s8n X

2) Calcular la derivada de f{x) =3 [X +1]
x

Resolucion:

- Se escribe la raiz en forma de potencia:

5 [x+1]2=[x+’l]2"3
X X

_x+1l o Tx - (x+1]|1 x-x-1_ 1
u= LU= = =-—

M
i
[ ;] ]
Se aplica la formula

x+1 2 X+1
Flix)= I”I ]=§ -

[x]3:__3 ®
3x K+ Tt | ox+ 1

bl_g
3|§

2
)2
e 3

Regla de la cadena de las funciones trigonométricas inversas

Si en cada una de las funciones trigonométricas inversas se tuviese una funciéon de x,u(x),
en lugar de la funcién x, las derivadas de las nuevas funciones compuestas se convierten,

por la regla de la cadena en:

f(x)

arcsen u

arccos u

arctg u
arccotg u

arcsec u
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o
arccosec u 5
- weeE -1

Ejemplos: calculo de derivadas

1) Calcular la derivada de y = arc sen [(x + 1)/(x - 1)]

Resolucion:

Siu=[(x+1)/(x-1)], por la derivada del cociente,
T De= 1= e 1)1 -2

TR wepP

2
e

2) Hallar la derivada de y = arc tg (In x)/x

Resolucion:
Llamando
1
= lnx u:;“‘”’“j—m
% x x
1-nx 1 1-inx 5 1-n x

3) Calcular la derivada de y = arc sec (5.x%/3)

Resolucién:

4) 4 Cual es la derivada de y = arc cosec B2 -1

Resolucién:
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Siu= ok -1 =

X
- w2 -1

Yy i}
23052-1 A -1

_|,.-rl_

Problemas
Calcular la derivada de :

1217
W7
o W
Diflx)= —x-

B)y= (x = 3)(x—2)

DFla) =2 —1{x" =32+ 2Y

. p 1
EYflx)=x"r3
Eif(x) ="

‘3));' =log (Zx +1)
10y = 2In {x* = 1)
11y = (x° = 3x)°

X -1
13)F{x) = sen " (3x + 2)
14y = {x +— L)sen™ "2
—1;;
15:‘:‘% - :.l: :

w1 :J£—1-Jx2—1—1 :fx2—1jJ£—2
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VI. INTEGRALES
6.1 Primitiva de una funcién
El concepto de primitiva es el reciproco al de la derivada.

Hasta ahora nuestro objetivo ha sido: Dada una funcion g, hallar su funcion derivada g°.
Obviamente el problema inverso seria este: suponiendo que nos dan g’, hallar la funcién
g. Pero como distintas funciones pueden tener la misma derivada, este es un problema
que no tiene solucidén unica, de modo que lo enunciaremos de forma mas precisa asi:
Ssuponiendo que se conoce una funcion f, se trata de hallar otra funcion F que cumpla la
condicion F’=f.

Se dice que una funcion F(x) es primitiva de una funcién f(x) si F’(x)=f(x).

Ejemplos

L)F(x) =x° esung primitiva de f{x) = 3x° . dado que F'(x) = 3x~
PR A
=] !\.L,j

- ks LY ' g = k &

2YF(x) = senx esuna primitiva de f{x) = cosx, pues F'{x) = cosx
— L e
— :;L)

6.2 Integral indefinida

Segun acabamos de ver, una funcion f(x) puede tener infinitas primitivas que se
diferencian unas de otras en una constante.

El conjunto de todas las primitivas de f(x) se llama integral indefinida de f(x). Se
representa por:

Fladdx

of

Por tanto, si F(x) es una primitiva de f(x), se tiene que:

Fladdy =F(x)i=k

of

donde k es la llamada constante de integracion.

Ejemplos

" T D Fe — a3 7 Fne — g 7
Ly 3x"de=x"+ & 2] { COSXOX = 58X — K

g

El calculo de primitivas, ademas de un simple juego de ingenio ( a ver si eres capaz de
averiguar una funcion cuya derivada es ....... ) €s un gjercicio de importancia capital por la
multiples aplicaciones que presenta.
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Como resultado, y al igual que las derivadas, se disponen de las tablas respectivas que
muestran algunas integrales inmediatas.

Funcién Integral
y=c c.X
y=cX c.X?2
y=x" X" + 1)
y=x" K"+ 1)
y=x"* x/(3/2)
y =1/x log x
y =sin x -COS X
y = cos X sin X
y =tan x -log cos x
y = cotan x log sin x
y = sec X y’ = log (tg x/2)
y = cosec X y" =log [cos x/(1 - sen X)]
y = arctg x x.arctg x - [log (1 + x?)}/2

y = arccotan X

x.arccotg x + [log (1 + x
Y2

y =sh x ch x

y =chx sh x

y =th x log ch x

y = coth x log sh x

y = log x X.(log x- 1)

Y = logaX X.(loga x - 1/log @)
y= e o

y=a" aYlog a

y=uv ,[u.dv + ,[v.du

Légicamente existen tablas mas completas de las integrales.
6.3 Métodos de integracion

En este tema se tratan los métodos de integracidon, en el que a partir del concepto de
primitiva y de las derivadas de las funciones elementales se obtienen las integrales
inmediatas.

Se estudiaran las técnicas mas elementales para reducir a inmediatas aquellas integrales
que no lo sean: integracidn por partes, integrales de cocientes de polinomios por
descomposicidn en fracciones simples y formulas de reduccion.

Todos los métodos de integracidn tienen por objetivo transformar una integral dada, no
inmediata, en otra, o suma de varias, cuyo calculo resulte mas sencillo.
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La integracion por partes consiste en descomponer una integral en una suma de un
producto de funciones mas una integral que, pretendidamente, es mas sencilla que la de
partida.

La descomposicion en fracciones simples de un cociente de polinomios transforma éste
en una suma de fracciones cuyas integrales pueden solucionarse con facilidad.

Por ultimo, las férmulas de reduccion permiten, en algunos casos, resolver integrales que
dependen de un numero natural n si se conoce el valor de la integral que depende del
numero anterior o ante-anterior. Asi, por ejemplo, a partir de f sen® xdx =§ 1 dx=xy J sen
X dx = - cos X, va a ser posible calcular las integrales de sen 2 x, sen® x, sen4 x, etc.
Integracién por partes

Este método permite resolver un gran numero de integrales no inmediatas.

1. Sean u y v dos funciones dependientes de la variable x; es decir, u = f(x), v = g(x).

2. La férmula de la derivada de un producto de dos funciones, aplicada a f(x).g(x), permite
escribir,

d(f(x).g(x)) = g(x).f"(x)dx + f(x).g"(x)dx
3. Integrando los dos miembros,

J dIf(x).9(3)] =J g(x).f (x).dx + I f(x).g"(x).dx

De la misma manera que | dx = x también | d[f(x).gx)] = f(x).g(x)
Por tanto, f(x).g(x) = | g(x).f"(x).dx + | f(x).g’(x).dx. De aqui se obtiene que:
J(x).g"(x).dx = f(x).g(x) - | g(x).f"(x).dx

Esta no es la formula usual de la integracion por partes. Puesto que u =f(x), du = f'(x)dx, y
al ser v = g(x), dv = g'(x)dx. Llevando estos resultados a la igualdad anterior,

fudv=uv-[v.du

Coémo se resuelve una integral por partes

Este método consiste en identificar u con una parte de la integral y dv con el resto, con la
pretension de que al aplicar la formula obtenida, la integral del segundo miembro sea mas
sencilla de obtener que la primera. No hay, y éste es el mayor problema de este
procedimiento, una regla fija para hacer las identificaciones mas convenientes. La
resolucién de un buen numero de problemas es el mejor camino para adquirir la técnica
necesaria.
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No obstante, se suelen identificar con u las funciones de la forma xm si m es positivo; sim
es negativo,es preferible identificar con dv a xm .dx. También suelen identificarse con u
las funciones In x, arc sen x, arc tg x y con dv, ex .dx, sen x dx, cos x dx, etc.

Antes de empezar a practicar este método se ha de tener presente que al hacer la
identificacién de dv, ésta debe contener siempre a dx.

Ejemplos: integracién por partes

1) Calcular J In x dx

Resolucién:

Este es uno de los casos mas sencillos; la integral consta de una sola funcién, In x.
Haciendo u = In x, y diferenciando, du = dx/x

Necesariamente, dv = dx. Integrando ambos miembros, | dv = dx. Es decir, v = x.

Aplicando la férmula, § In x dx = x.In x - | x.(1/x).dx = x.Inx-x + C

2) Calcular | sen 2 x dx

Resolucion:

Se puede resolver efectuando cambios distintos:

a) La identificacion, en este caso, puede ser u = sen x y dv = sen x dx
De u = sen x se deduce, diferenciando, que du = cos x dx.

De dv = sen x dx, integrando, | dv = | sen x dx, es decir, v = - cos x

Aplicando la férmula, f u.dv = u.v - J v.du,
Jsen2xdx=senx. (-cosx)-J (- cos x).cos x dx = - sen x . cos X + | cos? x dx

Puesto que cos 2 x =1 - sen 2 x,
Isen2xdx=-senx.cosx+J(1-sen2x).dx=-senx.cosx+fdx-fsen2xdx
Isen2xdx=-senx.cosx+x-Jsen2xdx

Al volver a obtener en el segundo miembro la integral de partida puede llegarse a la

conclusién de no haber avanzado en el propdsito de calcular la integral. No es asi en este
caso, pasando al primer miembro
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- | sen 2 x dx, se obtiene

2.fsen?xdx = x - sen x .cos x.

Y pasando al segundo miembro,

I 'sen2x.dx = (x - sen x.cos x)/2 + C

b) Esta integral admite también la identificacion u = sen 2 x, dv = dx

Diferenciando u, du = 2 sen x cos x dx = sen 2 x.dx

Integrando dv, fdv =Jdx = v =x.

Aplicando la férmula de integracion por partes, | sen 2x dx = sen 2 x .x - | x.sen 2.x dx (1)
Y aqui es necesario volver a integrar por partes | xsen 2x dx
Siu=x, du=dx

Sidv=sen2xdx, v=Jsen2xdx="%.2sen2xdx=-"%.cos 2.x

Ixsen2.xdx=-%.cos2x-|-%.cos2xdx=-%xcos 2.x +%.| cos 2.x dx = - ¥.x.cos 2.X
+ %[ 2.cos 2.x dx = - ¥4.x.cos 2.x + Va.sen 2.x

Volviendo a la igualdad (1)
| sen2x.dx = x.sen 2 x + (x.cos 2.x)/2 - (sen 2.x)/4 + C

No hay que dejarse engafiar por la apariencia de que los resultados que se han obtenido
son distintos; en realidad son iguales. Si en la segunda expresidn se sustituye cos 2 x por
su valor, cos 2 x - sen 2 x, y sen 2 X por el suyo, 2 sen X.Cos X, se obtiene:

x.8en 2 x + (x/2).(cos 2 x - sen 2 x) - (1/4).2.sen x.cos x =

= Xx.sen 2 x + (x/2).cos 2 x - (x/2).sen 2 x - (1/2).sen x.cos x =
= (x/2).cos 2 x + (X/2).sen 2 x - (1/2).sen X.COS X =

(x/2).(sen 2 x + cos 2 x) - (1/2).sen x.cos x =

(x/2).1 - (1/2).sen x.cos x =

(x - sen x.cos x)/2

3) Resolver | arc sen x.dx

Resolucién:
1

La identificacion obligada es u = arc sen x; asi du = +1-x% dx

dv = dx, de donde v = | dx = x

Aplicando la férmula,
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1

farc sen x dx = x.arc sen x - | x.1-»* dx =
Jarc sen x dx = x.arc sen x - | x.(1 - x2)-1/2 dx
Jarc sen x dx = x.arc sen x - (-1/2). | -2.x.(1 - x3)-1/2 dx =

1
) 1(1-x% 2 _
= X FFc SE'."I'X+§——

1

1
VI
=xarcsenx+%%=xarcsen x+~4'1—)<2 +

2

+

4) Calcular | x.¥1 + x.dx
Resolucién:

Llamando u = x, du = dx;

1
dhv = 1420 dhe, 'v‘:.[qﬂ*'}f d}f:j(hxﬁ i = L2 X0°

r| Lo
[

R

3
_2x . 5 3 . _
_[mh X db= (10 ) E-[ﬂ ¥Z o =

k2|

3
2x g _201+x)

2 _2)( 3 4 5
— =+ - M+ +1
- = Ju+x 15\& %)

5
7

5) Hallar | x 2.ex.dx
Resolucién:
Se hace la identificacidon u = x 2; diferenciando, du = 2 x.dx

dv = ex.dx, integrando, v = | ex.dx = ex
Aplicando la férmula,

Ix2exdx=x2ex-Jex2xdx=x2ex-2fxexdx (1)
Se vuelve a integrar por partes | x.ex.dx

u=x, du=dx dv=exdx v=]|exdx=ex

Asi,

I x2exdx=xex-Jexdx=xex-ex=ex(x-1)
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Llevando este resultado a (1),

Ix2exdx=x2ex-2ex(x-1)=ex[x2-2.(x-1)]=ex(x2-2x+2)+C

6.4 Integrales de funciones racionales

Se trata de resolver integrales de la forma | P(x)/Q(x).dx en las que p(x) y g(x) son
polinomios.

Integrales racionales inmediatas

Son aquellas que se convierten en suma de integrales inmediatas sin mas que dividir p(x)
entre q(x). Para ello es preciso que el grado de p(x) sea mayor o igual que el grado de

q(x).
Se sabe que en una division D = d-c + r. Dividiendo ambos miembros entre el divisor, d ,
D/id=d.c/d+r/d=c+r/d

En general, para polinomios, si p(x) es el dividendo, q(x) el divisor, c(x) el cociente y r(x) el
resto,

P(X)/q(x) = c(x) + r(x)/q(x)
Por consiguiente,

[ P(x)/Q(x).dx = | [e(x) + r(x)/q(x)].dx = | ¢(x).dx + | r(x)/Q(x).dx

Ejemplo: calculo de integrales de funciones racionales

1) Calcular § [x 2/(x 2 + 1)].dx

Resolucion:

Se divide x 2 entre x 2 + 1. El cociente es 1 y el resto - 1.
JIx2(x2+1)]dx=J[1-1/(x2+1)].dx=fdx-fdx/(x2+1)=x-arctgx +C
2) Hallar | [(x 2 - 5.x + 4)/(x + 1)].dx

Resolucion:

Se dividen los polinomios.

X2-5x+4=(x+1)(x-6)+10

El cociente es x -6 y el resto 10.
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JI(x2 -5+ 4)(x + 1)].dx = [ [(x - 8) + 10/(x + 1)].dx = [ x.dx - 6.J dx + 10.J dx/(x + 1) = x 2/2
~6x+10.(n|x+1]) + C

Hay, no obstante, integrales racionales que no se convierten tan facilmente en inmediatas.
Para resolverlas es preciso hacer uso de la descomposicion en fracciones simples.

Una fraccion simple es cualquier fraccion propia de polinomios (el grado del numerador es
estrictamente menor que el grado del denominador), cuyo denominador sea de la forma
(ax + b)n 6 (ax 2 + bx + ¢)n si el polinomio ax 2 + bx + ¢ no tiene raices reales, y n es un
numero natural.

Asi, 3/(x+4); (5x-2)[(x2+x+3), (x-3)/(2x+1)

son fracciones simples. Al hacer el estudio de integrales de la forma | P(x)/Q(x).dx, se
supondra que el grado del numerador, p(x), es estrictamente menor que el grado del
denominador, pues si el grado del numerador fuese mayor o igual al grado del
denominador, se dividiria p(x) entre g(x), obteniéndose un cociente ¢(x) y un resto r(x), en
cuyo caso la integral | P(x)/Q(x).dx se convierte en | [c(x) + r(x)/q(x)].dx.

La integral | c(x).dx es inmediata por tratarse de un polinomio y la integral | r(x)/Q(x).dx es
del caso supuesto, ya que el grado del resto, r(x), en una division de polinomios, es
estrictamente menor que el grado del divisor q(x).

Método de integracion por descomposicion en fracciones simples

Para resolver este tipo de integrales, | r(x)/Q(x).dx, se procede del siguiente modo:

1. Se descompone factorialmente el polinomio q(x), es decir, se hallan las raices de la
ecuacion g(x) = 0.

2. Se descompone la fraccion p(x)/q(x) en suma de fracciones simples como se vera en
los ejemplos.

3. Se integran los sumandos que resulten.

Ahora bien, al resolver la ecuacion q(x) = 0 es posible encontrar resultados distintos y
éstos se pueden clasificar en tres casos:

- obtencidn de raices simples (ninguna raiz esta repetida).
- obtencidn de raices multiples (al menos hay una raiz repetida).
- obtencidn de raices imaginarias (numeros complejos).

Hay que estudiar, pues, cada uno de los casos.

A) Se obtienen raices reales simples.

Si X1, X2,..., Xn SON las raices simples de q(x),se tiene:
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.[[ PP P ]dx
I[p(x)/Q(X)]dX= X- X X- X9 X - X,
A che + a dx+...+ji,§x

J p()/g(x)].dx = # % - % X - Xz X- Xp

A1, Az...., Ay son constantes que se tienen que determinar. Como se aprecia, las
integrales que resultan son inmediatas.

Ejemplo: calculo de integrales
1) Calcular la integral J [(x® - 3.x2 + 1)/(x 2 - 1)].dx
Resolucion:

Al ser el grado del numerador, 3, mayor que el del denominador, 2, se dividen los
polinomios y se obtiene:

X -3x2+1=(x2-1)(x-3)+(x-2)

JI0G-3.x2+ 1)/(x2- D].dx =J [x- 3+ (x- 2)/(x - D)].dx = [ x.dx - 3.f dx + [ [(x - 2)/(x 2 - 1)].dx =
X 22 - 3.x+ [ [(x - 2)/(x 2 - 1)].dx

Las raicesde x?-1son:x?2-1=0—-=x2=1 —=x=41
Tiene, por tanto, dos raices simples distintas, 1y - 1.

Se descompone (x - 2)/(x 2 - 1) en fracciones simples:
(x-2)(x2-1)=A/(x-1)+B/(x+1)=[A(x+ 1) +B.(x-1)/[(x2-1)

Puesto que los denominadores son iguales, los numeradores también han de serlo:
x-2=A(x+1)+B(x-1).
Para determinar A y B, se dan valores a x:

six=1,1-2=A1+1)+B(1-1),-1=2A, A=-1/2
six=-1,-1-2=A(-1+1)+B(-1-1),-3=-2B, B=3/2

Debe hacerse notar que, aunque a x se le pueden dar valores arbitrarios, en este caso se
han elegido aquellos que anulan uno de los sumandos para simplificar los calculos. Este
sera un procedimiento muy generalizado. Asi pues:

(x - 2)/(x % - 1) = (-1/2)I(x - 1) + (3/2)/(x + 1), por lo que
¢ - 2)I(x 2 - 1)].dx = [[(-172)/(x - 1)].dx + [[(3/2)/(x + 1)].dx = ~(1/2).In [x - 1] + (3/2).In |x + 1]

Finalmente, | [(X® - 3.x 2+ 1)/(x % - 1)].dx = x 2/2 - 3.x - (1/2).In [x - 1| + (3/2).In [x + 1] + C
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B) Se obtienen raices reales multiples.

Si a es una raiz multiple de multiplicidad n (esta repetida n veces), la descomposicidén en
fracciones simples de p(x)/(x - a)n es

PR A, A A A

(x-a)" x-2 (x-af (x-a = (x-a)"

A1, Ay, As,..., Ay vuelven a ser constantes a determinar. De nuevo, las integrales de la
forma

J Ail(x - a)i.dx son inmediatas.

Ejemplo: calculo de integrales
1) Calcular f [(x 2 + 3.x - 5)/(x® - 3.x + 2)].dx
Resolucion:

Como el grado del numerador, 2, es menor que el del denominador, 3, no se dividen los
polinomios.

Las raices del polinomio x® - 3 x + 2 se obtienen aplicando la regla de Ruffini:
xX*-3x+2=(x-1)2(x+2)

El polinomio tiene una raiz simple, - 2, y una raiz multiple, 1, de multiplicidad dos.
La descomposicion en fracciones simples de la fraccién es:

*+3x-5_ A, B, C _

)0 -3x+2 x-1 (k-7 x+2

_AG- N [ )+ B+ 2)+ Clx - 1)
(3 - 117 (x+ 2)

Como en el caso anterior, se igualan los numeradores y se dan valores arbitrarios a x para
determinar A, By C.

x2+3x-5=AX-1)(x+2)+B(x+2)+C(x-1)2
Six=1 =--1=3B —=B=-1/3.

Six=-2 =--7=9.C =C=-7/9.

Six=0 =-5=-2A+2B+C=-2A-2/3-7/9 =A=16/9.

Por tanto,
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X 2 + 3.x - 5)/(® - 3.x + 2)].dx = J[(16/9)/(x - 1)].dx + J[(-1/3)/(x - 1) 2].dx + J[(-7/9)/(x +
dx =

16/9).f dx/(x - 1) - (1/3).f dx/(x - 1) 2 - (7/9).f dx/(x + 2) =

16/9).In |x - 1] - (1/3).[(x - -1 - (719).In |x + 2| + C =

16/9).In |x - 1| - (7/9).In |x + 2| + (1/3)/(x - 1) + C

nnmnmnN—
—_ —

C) Se obtienen raices imaginarias

Si un polinomio con coeficientes reales tiene una raiz imaginaria x = a + i. B, su conjugada
también es raiz del polinomio, x = a - i. B. Si se multiplica x - (a +i. B) por x - (a - i. B), se
obtiene:

(X-0-i B).(X-a+i.B)=(x-0)2+p?2

(el numero imaginario i verificai? =-1).

Cada par de raices imaginarias conjugadas determina una fraccién simple de la forma
Ax+ B

2 2 . , . . .
(x-o)"+5° por lo que se hace necesario aprender la técnica de resolucion de integrales
Ax+ B

de la forma (x-a)? + B2 dx.
1. Se suma y se resta al numerador A a y se descompone en las dos integrales siguientes:

chx =

J' Ax+ B i J-A>+B+Ac< Ao

(% - mz .62 (x cc)2

- Alx - o) . B+ Ao -
I[(x—af—‘+32 (x—cs)2+.<32]dx

:-r Alx - o) d}“.r( Beho o

(X_Q)E_'_IBZ x_a32+|@2

Estas dos integrales son inmediatas aplicandoles un cambio de variable:

2. Alser[(x-0)2+B] =2.(x-a),

J.,;K o) +52 Ej.x o)’ +ﬁ2m{_

:gm [(x—mj2+£2]+&|

B+ Ax ih
3. g+ 4 =
-[Jf ) 7@ m)jﬁz[h'ﬁi’f-“f]
2
=E|+Ar:x.[ (14 8
52

1+[x—o:]2
1§

Puesto que la derivada de (x - a)/ B es 1/ B,
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B+Amj

- =
® -0
[ ; ]
B+Am B+ A X0
= ‘arct +C
.'3

4. Concluyendo:

_[ }“'E gfn[(x -:'.4] +,GE] B+E'qmarctg[xrém]+6

(% - e +||32
Obsérveseque C1 +C2=C

Para este tercer caso solo se estudiaran las integrales en las que las raices imaginarias
del denominador sean simples.

Ejemplos: calculo de integrales

1) Calcular f(3.x - 1)/(x 2 + 2 x + 5).dx

Resolucion:

Al resolver la ecuacién de segundo grado x 2+ 2 x + 5 = 0, se obtienen las raices
-1+21ly-1-21, porlo que

X2+2x+5=(x+1-2)(x+1+21)=(x+1)2+41.
Aplicando la férmula anterior, A=3, B=-1, a=-1ypB =2.

X+1+C=
2

3x -1 3 4
2 =S in|(x+NZ+8|-Larct
.[(x+1)?+4 2 [l: ) ] 2 g

=§In[|:x+1)2+4]—2 arcig 21

A pesar de haber aplicado la férmula, ésta no debe aprenderse de memoria ya que se
olvida con suma facilidad. Es conveniente aplicar el proceso teérico paso a paso:

a)

_[ 3;{;1 e = IB}{ 1+3-( d _[ (+1) -
(x+1)° +4 [x+1 x+1

RN -4
-j#d jmdx.

Se resuelven por separado las dos integrales.
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b)

30D =3[ 2T g Siw= (e 204, 0= 2xed
j(}f+1)2+4 -[(_}{+1:]2+4 - ( :I I |: :]
Por tanto,

D) 20D e = T fer)2 4]+
j.x+'] +f.1. 2-[ X+1:I +f_1 2 |:|I :I ] G1

o2 g a e ey,
&) fx +1) A-AIT 1]'4[[T] 1‘
ol

4
Asi j—dx= —4_[
I FETN " 2
b7 e
2

Llamando u = (x + 1)/2, u” = 1/2. Multiplicando y dividiendo por 1/2:

o 112 x+1
-|l—-= —EI—dx= -2 arc tg +Co
.[[;{+1]2+1 [}{+1]2+1 2
2 2

d) Sumando los resultados de b) y C). (C1 + C2 = C),

G

2

J@x-1(x2+2x+5).dx=(3/2).In[(x+1)2+4]-2.arctg (x + 1)/2 + C,
resultado igual al obtenido aplicando directamente la formula.
2) Calcular J(2.x + 5)/(x® + 6.x 2 + 9.x).dx
Resolucién:
Se calculan las raices del denominador.

X = 0
X*+6.x2+9x=x(x2+6x+9)=0-=6

X2+6x+9=0
X2+Bx+9=0—x=(-6+V36-36)2 =x=(6+0)2—x=-3
Tiene las raices x = 0, simple, y x = - 3, doble. Asi,
X(X2+6x+9)=x(x+3)?2
Se descompone (2.x + 5)/(x® + 6.x 2 + 9.x) en fracciones simples:

2645 _A, B . € _APc+3P%+ Bxix+3)+Cx
rBx +9x  H K*3 (x+73)° x(x+ 37

Igualando los numeradores,
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2x+5=A(x+3)2+Bx(x+3)+Cx

Se dan valores a x:
Six=0,5=A(0+3)22=9A—=A=5/9
Six=-3,2(-3)+5=-3.C—=+-1=-3.C—=C=1/3

Six=t7=16A+4B+C—=7=1659+4.B+1/3—-63=80+36B+3 —=-20=236.B
—=B = -5/9
Asi

1

2% +5 _ 6@ -5 13 _
—_—— = | X dy + cly + ch =
3 +BxE +0x .[ x .[x+3 .l.(x+3)2

=2
5

In || - gm |x+3|+%j(x+3)‘2dx:

5 x+3)™

In|x|—9fn|;={+3|+%( c-

WO ith |

in |x|—§fn |x+3|—:13— 1q +C

M

3) Calcular f(3.x 2 + 5)/[(x - 2) (x 2 + 2 x + 4)].dx
Resolucién:
Raices de (x-2) (x2+ 2 x + 4):

X-2=0—=x=2

. o xt=1+in
XEH2x+4=0-lo - .03

X2+2x+4=(x+1+iV3).(x+1-iV3)=(x+1)2+3
Descomposicidn en fracciones simples:

Ix?+5 _ AL MxeN |
(k-2) (% +2x+4) x-2 (x+177+3

_ AR + Docr d) + (M + W) (x-2)
(3 -2) (% + 2%+ 4)

Se identifican los numeradores y se dan valores a x:

3x2+5=AX2+2x+4)+(Mx+n) (x-2)
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Six=2,17=A12=A=1712

17
17 57 ° 1
Six=0, 5=4A—2M=>5=?—2N=*-M=7;*-N:§
Six =, B=?A—M—N=>B=%—M—1§ M—%
19}“1
j 345 d = I 12 cli + 3 e
(x=2) (x +2x +4) x+1] +3
17
J-X_zdx 121’n|x 21+
19 1 19 1+19|:_1:|
1273 . -12 2 312 %+ 1 B,
che = 2= in |+ 1)+ 3]+ arc t +0n =
(x+17° +3 2 [[ ) ] N QNG_ ©
_1 2 5 x+1
—E—In[[xﬂjl +3] 4,\,@‘%2@ N +15
Luego
_[ B +5 e
(x-2) (x% + 2x + 4)
17 B 2 |
-121' | 2|+:2 J'n[(x+1) +:|] ﬁammhﬁ

6.5 Formulas de reduccion

Hay integrales que no se pueden resolver por ninguno de los métodos descritos; sin
embargo es posible encontrar unas férmulas, llamadas de reduccion, que permitiran
resolver algunas integrales que dependen de un numero natural n, siempre que se sepa
resolver la integral paran-16n-2.

Ejemplo: Célculo de I, = [ sen” x dx

Como se ve, el subindice n de |, coincide con el exponente de sen" x.
Desde luego, lo=fsen®xdx=f1.dx=xel; = sen ' x dx = | sen x.dx = -cos x

Para encontrar la férmula de reduccion de In se integrara por partes:

2)

u = sen ® - Y x du = (n - 1).sen” x.cos  x.dx

dv = sen x dx; v = | sen x.dx = -cos x

Por tanto, In = -cos xsen " = 'x - (n - 1) -sen "™ - ? xcos 2 x dx
<cos x .sen " T x + (n - 1 sen " ° 2 x(1 - sen 2 x).dx
In <cos x .sen " 'x + (n - 1) sen " "2 xdx - (n - 1) sen " xdx
In=-cos x.sen™ Vx+(n-1).In-2-(n-1).In
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Pasando - (n - 1) I, al primer miembro y despejando I,

h(1+n-1)=-cosx-sen ™ Vx+(n-1) l,.2
nlh=-cosx sen™Vx+(n-1):In.»

De donde I, = (-cos x.sen ™" x)/n + [(n - 1)/n].In_2

Asi: lp=x 11 =-cos x
b =Isen2xdx=—cosxsenx+2_1-x= cosxsenx+1_x
2 2 2 2
_ 2
% :ISEHSXQIK:%-F%E_COS X:|

Ejemplo : Célculo de J, = Jcos " x dx

Para calcular J, = | cos " x dx, basta darse cuenta que cos x = sen (90° - x),
por lo que J, = | [sen (90° - x)]".dx y haciendo el cambio de variable 90° - x =y, dx = - dy.

Asi:

1
Jy = —Isen”y dy =

cosy-sen” 'y n-1
n n

-I.sen” 2y dy

Volviendo a hacer el cambio y = 90° - x se tiene:
cos y = cos (90° - x) = sen x;
sen®™ Py =sen ™ M(90° - x) = cos "V x

y - [(n 1/n] I sen ™2) (90° - x).(-dx)

1 n-
= cos" Zxdw=—-J
n n n-2

Concluyendo que:

Jn = (sen x.cos "1 x)/in + [(n - 1)/n].Jn-2

Ejemplo: Calculo de la integral I, = dx/(1 + x 3)n
Sumando y restando x 2 al numerador,

1 1457 -5 14 57 x*
= | ———ts = | —————d = | —— - | ———fx
! Ic1+x23” J (143" Im+£:ﬁ’ It1+x23”

2

- chy _ X _ _ s
I”_-[mw?j”” -[(1+x2j|”dx Fomt Imdx (1)

La segunda integral se resuelve por partes:
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u =x, du = dx
X b4

ohe = i = | — gy =
Ay i I

20+
= l_[zx(1+ w2 nhe = LX) 7
2 2

-n+1
De donde,
j pe e = El:1+;{2:]—.r:l+1 ) 1 I':1+x2) B+ e =
(1+x%)" 2 -n+1 2(-n+1)
- E( + }{2:]_”+1 1 al -
2 -n+1 20-n+ 14 (14577

Volviendo a la expresion (1), se obtiene:

% (1+x5)70* 1
fn=lyoq-= f
T T
Operando,

/ =2n—3I L X 1

"2 MU 2n1) (el

Asi, se obtendria, por ejemplo:
x 1

H=Iﬂ=arcf k'S ."=lar-:f K+ —
1432 g 2m a2

%"3{1amt X ]+x 1
1 R A 2 11+ x2)2

Se debe tener presente que aunque existen métodos para calcular gran cantidad de
integrales, éstos no siempre son sencillos; incluso hay integrales irresolubles.

Problemas

Calcular las siguientes integrales:

1;1} Sy dx 23 } 7 xTdx
o E

3} § 3xxidw 4] i Gx S ds
i y"‘ r

' E R ar =N

5) é%{_%i 1Fax 1

6) [ 12{x%) ‘zdx
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ol

] { (x + 137 dx ) } w (v — 1) dx
o

9} j w&(x? =+ 1)dx 10)

6.6 Integral definida

Suponiendo que f(x) es una funcién continua [a,:]. Se denomina integral definida de f(x)
entre a y b al area orientada comprendida entre la grafica de f(x), el eje X y las abscisas
x=ay x=b.

Al hablar de area orientada queremos decir que el valor de la integral sera positivo o
negativo dependiendo de si la funcidn es positiva (grafica por encima del eje Y) o negativa
( por debajo ).

Ejemplo

1’5 xdx €s el area comprendida entre la grafica de y=x, el eje X'y las abscisas x=2y x=5.

Problema

Del ejemplo anterior, graficar y sombrear el area indicada segun la integral definida.

Propiedades de la integral definida

Se enuncian algunas propiedades y teoremas basicos de las integrales definidas que
ayudaran a evaluarlas con mas facilidad.

b
[.cdx=c(b-a)
1) = donde c es una constante

2) Si f y g son integrables en [a, b] y ¢ es una constante, entonces las siguientes
propiedades son verdaderas:

[Pe f(x)ix= e [PF(x)ex
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[ETF0+ g 6ldx= [PFOx)exr [Pp(x)dx

(se pueden generalizar para mas de dos funciones)

3) Si x esta definida para x = a entonces

o [Pf(x) dx = - [3F(x) i
4) Si f es integrable en [a, b] entonces -2 b

5) Propiedad de aditividad del intervalo: si f es
integrable en los dos intervalos cerrados . . .
definidos por a, b y ¢ entonces : _[af(xjdx= jaf(x]dm _[hf(x)dx

Y1 y = f(x)

Simetria

El siguiente teorema permite simplificar el calculo de integrales de funciones que poseen
propiedades de simetria.

Sea f una funcién continua sobre el intervalo [-a, a]

J-EI
a) Sifes par -2

2 f(x)dx=10
b) Si f es impar -2 .

F(x)dx = 2 [0 (x)olx

F(x)d

d
_, x
Demostracion: tenemos en cuenta que a -[-a la podemos descomponer en dos

nuevas integrales
0
faf(x)dxz [R{ELE Jofx)dx
® foadx - [CFeadx [Pf(x)d
_[_a (%) X _ _[D (%) X, _[D (x)dx
En la primera integral sustituimos u = —x — du = —dx, ademas six=—-a - u = a.

—a u u
- fix)dx = [ f(—u)|-du|= | f(-u)du
ID (x) = ID (~u)l-du] Iﬂ (-u) con esto la ecuacién original resulta:
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Fafedx_ - [

En el caso a) si la funcion es par f(—u) = f(u) entonces

faf(x]dxz _[;f(u)du+_|'§f(x_]dx= 2 o F(x )b

Mientras que en el caso b) si la funcion es impar f(—u) = — f(u)

[ fexax _ - [ftuydu+ (<)

=0.
Ejemplo
_ : x? dx = 8 . :
Sabiendo que "0 3 calcule las siguientes integrales.
0 3 2 3 29,24 2 2 4y
a) _[_2 x? dx o) _[_zx dx 0 _[D x“ dx d) _[U x* dx

Utilizando propiedades de las integrales resulta:
0 2., 2 9 8

. ®<dx xedx o

a) Como x? es una funcién par: -[—2 = -[D =3

2 2 0
. d
b) Como x* es una funcion par: -[—2 <2 I

—
w|m

7 2 2
) X d><+_|'0 x2 dx 5 -[0 %2 dx

2.2 2.7
) -[D 3x c:l:ui:s_[ux dx _g

Problemas

Calcular las siguientes integrales:

[ 4dx

Pt
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=TT

Calculo de areas
Cuando fix} =0

Sea y = f(x) > 0 en todo el intervalo correspondiente al recinto que encierra el area a
determinar. Nos interesa el area determinada entre la curva mencionada, el eje de
abscisas y las rectas verticales x =ay x =b.

'!ll'JL

/

‘_

-

Cuando el valor de una funcién continua es positivo en el intervalo a £ x £ b (o sea que la
grafica de f se encuentra por encima del eje x), el area que esta acotada por f, el gje x, x =
ay x = b se determina resolviendo

h
A= ja f(x)dx
Ejemplo:

Determine el area determinada entre la curva y = f(x) = x? - Bx + 10, el eje de abscisas y
lasrectas x =1y x=25.

Realizando la gréfica resulta que el area buscada es:

'

5
. . _ [C(x® -6x+10)ax
El valor se obtiene resolviendo la integral “1 que resulta:
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3 5
[%_szﬂﬂx]
Area = 1
3 3
8 352105 |- 122312 1101
N O 3
Area =
125 1 28
o 2129 75,501 3 10228
Area 3 3 3
28

El dreavale 3 .

Ejemplo

Determinar el 4rea determinada entre la curva y = g(x) = 6x - X, el eje de abscisas y las
rectasx=1yx=5.

Realizando la gréfica resulta que el area buscada es:

v1 y= g

{ ¥ 1 x:S\

5
. . _ [C(Bx—x*)ox
Su valor se determina resolviendo la integral 1 :

34|53 3 3
[3}:2_"‘_] =[3.52_5_]_[3.12_1_]
3 3 3
A: 1

125 ., 1_82
e e -

92

El areavale 3 .

A

Cuando f{x) =0
Cuando el valor de una funcién continua f es negativo en el intervalo a < x < b (0 sea que

la grafica de f se encuentra por debajo del gje x), el area que esta acotada por f, el gje x, x
=ay x = b se determina resolviendo

_ —I:f(}:]dx

AGROINDUSTRIA 121/130



>,

SENATT MATEMATICA APLICADA (Parte Il)

Ejemplo

Determinar el drea encerrada entre la curva h(x) = x*> - 6x — 1, el eje x y las rectas x = 1 y x
= 5. Graficamente resulta:

Realizando los calculos:

A=—[5[x2 —Ex—1)dx=—[£_3x2 —x]
1 3

3 3
A-—| 8% 352 5| 12 342 4
3 3
A=—[@—?5—5j+[l—3—1]
3 3

_ 135 1_4 104
A= 3 +BI]+:3 4: 3

El area a calcular esta comprendida entre las graficas de dos funciones positivas

El area a calcular estd comprendida entre la grafica de y = f(x) e y = g(x), ambas de
ordenada positivas en el intervalo de extremos a y b determinados por la interseccion de

las curvas.
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Se pueden hacer las graficas de cada una de las funciones que delimitan la regidén de la
cual queremos calcular el area:
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Se puede plantear:

Ejemplo

A=Ay -Ag = [PF(x)dx- [a(x)dx= [LF(x) - g()]ox

Determinar el area encerrada entre las curvas f(x) = x2 - 6x + 10 y g(x) = 6x - x2.

Realizando la grafica resulta:

i 4

10

V=0

Observando las graficas de f y g en distintos sistemas coordenados se puede ver que el
area buscada es la diferencia de las areas calculadas en los ejemplos anteriores.

)

F.

¥ =g
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con el mismo eje desde x = 1 hastax =5, esdecir 3 3 3.

Podemos pensar en calcular el area aplicando la siguiente formula:

%% ) dx - Iﬁf

A= L Ty - [15[Q[X)—fl[x)]dx=Lﬁ[(Bx— x2)-(x? - Bx+ 10) o

6 5 , \[5
J [Bx—xz—x2+6x—1ﬂ)dx=1 [—2><2+12>:—1D)dx=[_2><3+B><2—1D><J
A= 1 3 1
(—3.53 +5_52—m.5]—[-3+e.12 -1D.1]=@+E=E
A= 3 3 33 3

A modo de conclusion se puede decir que el area se puede calcular sin necesidad de

5
. , . x) = f(x)|d=
calcular las areas por separado resolviendo directamente la integral: I1 [a0x)=7(x)]

El area a calcular esta limitada por las graficas de dos funciones pero se encuentra
en el semiplano negativo { y = 0

El area a calcular esta comprendida entre dos funciones de ordenadas cualesquiera en el
intervalo [a, b].

Tratamos de llevar este caso a la situacidon anterior. Para ello buscamos cuanto vale el
minimo absoluto de la funcidén g que es g(x1) y desplazamos verticalmente hacia arriba
ambas funciones sumando un valor de ordenada h por lo menos igual al valor absoluto del
minimo hallado.
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i )

y=1(x)

In>[80x0)ly ge aqui Y1 =F)+Ihl va=gC)+[n|

A que es el trasladado de A, le aplicamos lo visto en anteriormente y entonces:

Yo

¥, =160 +hl

¥, =500 +|h

p':'\*

T

y = fix)

-

A7 = [ [Itec+ |- (g6 ] dx

a
AT = [0+ |- abd- | ex = [Trex)- 0x) Jax

Conclusién: para calcular el area no es necesario hacer el traslado al semiplano superior,
siempre se calcula

[F1769- g(x) e

a

teniendo en cuenta que f(x) = g(x).
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Ejemplo

Determinar el area que queda definida entre las curvas h(x) = x* - 6x - 1 y m(x) = 6x - X* -
11.

Graficando ambas funciones en un mismo sistema de coordenadas resulta:

w

Si se traslada la funcién y = h(x) once unidades hacia arriba resulta y = x* - 6x + 10
gue coincide con la funcién y = f(x) del ejemplo anterior.

De la misma manera la funcion y = m(x) trasladada once unidades en sentido positivo

genera la funcidn definida por y = 6x - x* que se superpone con la ley y = g(x) del ejemplo

anterior. Asi podemos asegurar que el area encerrada por h(x) y m(x) es la misma que la
64

determinada por f(x) y g(x), es decir, vale 3 .

Siguiendo el mismo criterio que en el ejemplo anterior:

p 2 ImO0=he0Jdx = [[(Bx-x7 - 11)-(x? -Bx-1)]ax= [*(-2x7 + 12¢-10)uix

B4
3

5
[_gxa +B><2—1Dx]
3 1

A=

El valor del area coincide con el que ya se habia determinado.

Ejemplo

Graficar las curvas f(x) = x-x* y g(x) = - x en un mismo sistema de ejes y determinar el
area de la region limitada por ellas.
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Graficando ambas curvas en un mismo sistema de ejes:

:

Se halla analiticamente la interseccidn resolviendo el sistema:
¥ =X- x?
y+x=10
Despejando la variable y de la segunda ecuacion e igualando resulta:
2 _ 2 - oy = -
X-X"=-X=-X+2X=0 = xy=0,%x=2
No es necesario trasladarla hacia el semiplano superior porque ya sabemos que haciendo
la integral de la diferencia entre las dos funciones de la manera conveniente se encuentra

el area buscada.

El area de la regidén encerrada entre dichas curvas esta comprendida entre Oy 2, y como
f(x) > g(x) en ese intervalo, es evidente que:

4
El area de la region delimitada por las curvas es 3.
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Problemas

Hallar el area del recinto limitado por las siguientes funciones :

¥

1yv = 2x,el eje de abcisas ¥

¥y

asrectasx=1va=3

Jv=9—x"veleje de abeisas

[

lv=4drv—x-ve

5y =x~+3,el eje de aboisas viasrectas x = —1vx = 2

Hiv = g% el eje de abrisas viasvectas x = 0vax=1

£

8)v=ux"elejede aboisasy lasrectasx =0 yx =1

b

Siv=-e"" elejedeabcisas viasrectasx =0 vx =4

10 v = cosx, el eje de abeisas vilasrectasx =0 v x =

[ I |
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