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أ  

  مقدمة المقرر 
بسم االله والحمد الله الذي خلق الانسان وعلمه بـالقلم مـا لـم یعلـم والـصلاة والـسلام علـى نبینـا محمـد 

 إلیــك نقــدم. نبــي الرحمــة والهدایــة والحــاث علــى العلــم ولــو بالــصین وعلــى آلــه وصــحبه المیــامین 
ي یعــد مــن أهــم فــروع عزیــزي الــدارس، هــذا المقــرر كمــدخل للتحلیــل العــددي ذلــك العلــم الهــام والــذ

  .الریاضیات التطبیقیة خاصة بعد اقتحام الحاسوب لشتى مجالات حیاتنا المعرفیة والعملیة
ًفالتحلیل العددي یقدم الینا طرقا وأسالیبا توضع في شكل خوارزمیات یقوم باجرائها وتنفیـذ أوامرهـا  ً

  .لتفاضلیة كالمعادلات  الجبریة أو المعادلات االحاسوب لحل كثیر من المشاكل 
أساسیة فالوحدة الأولى جذور المعادلات غیـر الخطیـة نوضـح مـن یحوي هذا الكتاب اربع وحدات 

خلالهـــا بعـــض الطـــرق المتبعـــة لحـــل مثـــل هـــذه المعـــادلات أمـــا الوحـــدة الثانیـــة الاســـتكمال وتقریـــب 
 یـــتم بهـــا ًالــدوال فقـــد تناولنـــا فـــي بـــدایتها تعریفـــا لمعنـــى الاســتكمال ثـــم تطرقنـــا لـــبعض الطـــرق التـــي

استكمال الدوال وتقریبها وفي الوحدة الثالثـة والتـي اسـمیناها التكامـل والتفاضـل العـددي فقـد شـرحنا 
ــدینا لاجــراء تكامــل الــدوال خاصــة الــدوال ذات المتغیــر  مــن خلالهــا بعــض الطــرق غیــر المألوفــة ل

ًالواحد ثم تناولنا بعد ذلك طرقا غیر مألوفة لدینا، أیضا    .والثانیة للدالة الأولى لمشتقتینلتقریب اً
ـــیم  ـــد شـــرحنا مـــن خلالهـــا كیفیـــة ایجـــاد الحلـــول العددیـــة لمـــسائل الق أمـــا الوحـــدة الرابعـــة والأخیـــرة فق
الابتدائیــة للمعــادلات التفاضــلیة العادیــة حیــث تناولنــا بعــض  الــصیغ الهامــة والمتبعــة لإیجــاد تلــك 

  .الحلول
یقة وممتعــة حتــى تــدرك الفائــدة المنــشودة مــن دراســة هــذا المقــرر شـ دارسـنا العزیــز نأمــل أن تكــون 

دراسته ولذا ینبغي أن تقوم بحل جمیع تدریباته وأسئلته كما یمكنـك الرجـوع إلـى مـشرفك الأكـادیمي 
  .عند مواجهتك لأي صعوبة في حل مسائله

  .نرحب بك في هذا المقرر كما نرحب برأیك ومقترحاتك البناءة
  
  
  
  
  
  
  
  



ب  

   الأهداف العامة للمقرر
  :ً نأمل عند فراغك من دراسة هذا المقرر أن تكون قادرا على انرس العزیز،الدا

 .توحد جذور المعادلة غیر الخطیة بطریقة مختلفة )1

 .تختار أفضل الطرق لحل المعادلة غیر الخطیة )2

 .تقرب الدوال باستخدام طرق الاستكمال )3

 .تحل مسائل لإیجاد التكامل العددي )4

 .تقرب المشتقة الأولى والثانیة )5

 .ستخدم بعض الطرق في حل مسائل القیم الابتدائیة من عدة رتبت )6

 .تكتب الخوارزمیة المناسسبة لحل بعض المسائل )7

  
  

  محتويات المقرر 
  رقم الصفحة  الوحدة

  1  جذور المعادلات غیر الخطیة: الوحدة الأولى
  41  الاستكمال وتقریب الدوال: الوحدة الثانیة
  75  ل العدديالتكامل والتفاض: الوحدة الثالثة
الحلول العددیة لمسائل القیم الابیدائیة للمعادلات : الوحدة الرابعة

  التفاضلیة العادیة
141  
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  المقدمة 
  تمهيد 

  عزیزي الدارس،
جـذور : ًأهلا بك في هذه الوحدة الأولى مـن مقـرر التحلیـل العـددي، وهـي بعنـوان

  . عادلات غیر الخطیةالم
وقد وجدنا من المناسب أن نبدأ مقرر التحلیل العددي بهذه الوحدة، التي ستتمكن 
بعــد دراســتك لهــا مــن إیجــاد حلــول عددیــة لجــذور المعــادلات غیــر الخطیــة فــي متغیـــر 

كما سنطلق علیهـا ) الحدودیات(واحد، ومن ضمنها كذلك إیجاد جذور لكثیرات الحدود 
  . خلال الوحدة

ـــرتین، ولاإن ــسائل لهــــا أهمیــــة تاریخیــــة ونظریــــة كبیـ ــل هــــذه المــ ــذا  ّ مثــ ـــك أن هــ شـ
ّالموضوع مألوف بالنـسبة لـك، فقـد مارسـت مـن قبـل طریقـة إیجـاد الممیـز مـن أجـل حـل 

  درجـــاتالمعـــادلات التربیعیـــة، بـــل ربمـــا تكـــون لـــدیك القـــدرات علـــى حـــل معـــادلات مـــن
ّإلا أننـي اعتقـد أن . الدرجـة الرابعـةأعلى، كالمعادلات التكعیبیة وكـذلك الحـدودیات مـن 

ًعددا محدودا مـن الدارسـین مـن یمكـنهم اسـتخدام القـوانین لمعرفـة حلـول المعـادلات مـن  ً
  .  الدرجة الخامسة واكثر

 فـإن طـرق لدرجـة الصیغ التي تحسب جـذور المعـادلات عالیـة العدم وجودًونظرا 
  . ك المعادلاتالتحلیل العددي تعتبر الأسلوب الأمثل لمعالجة مثل تل

ة، تتنــاول مجموعـة مــن الطـرق لإیجــاد ف هــذه الوحـدة مــن خمـسة أقــسام رئیـستتـأل
ــذور، منهـــا طریقــــة الت ــي القـــسم الثــــاني صنـــالجـ یف فــــي القـــسم الأول، وطریقــــة الخطـــأ فــ

  . وطریقة نیوتن رافسن في القسم الثالث، وطریقة القاطع في القسم الرابع
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حــدودیات، وســتجد فیــه طریقــة ممتعــة القــسم الخــامس خصــصناه لإیجــاد جــذور ال
وستتعرف عزیزي الدارس خـلال الوحـدة كـذلك علـى مفهـوم . للتعامل مع تلك المعادلات

الحل التتابعي الذي تحسب به تلك الجذور، وهو حـل یعتمـد علـى إعـادة إدخـال النتـائج 
ًفي الصیغة الحسابیة مرة أخرى، لذا فإن الحاسوب هنا یكون مفیدا للوصـول إلـى ال حـل ّ

  .بطریقة أسرع
ن تجــدها وحــدة مفیــدة لــك كمــدخل لهــذا أ أن تــستمتع بدراســة هــذه الوحــدة، ونرجــو

  . ونحن بانتظار اقتراحاتك وتعلیقاتك لتحسین مستوى هذه الوحدة. المقرر
  . ًومرحبا بك مرة أخرى

  أهداف الوحدة
  عزیزي الدارس،   . 

  : ًبعد فراغك من دراسة هذه الوحدة ینبغي أن تكون قادرا على أن

 معنى جذور المعادلة وتكرارهاتشرح    .  

 صیف، وطریقــة الخطــأین، وطریقـــة نــالت:  جــذور المعادلــة بطـــرقتوجــد
  . نیوتن رافسن، وطریقة القاطع

 في هذه الوحدة وكیفیة  بین الأخطاء الناتجة عن الطرق العددیةتقارن ّ
  . حسابها

 أحسن الطرق التي تعطي أسرع النتائج وأقل الأخطاءتقرر  .  

 الطریقة الأفضل لحل معادلة ماتختار  .  

 خوارزمیة لتمثیل الطرق العددیة باستخدام الحاسوبتكتب ّ 
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  ّجذور المعادلات غير الخطية 
   عزیزي الدارس،

ــذور هاوأقـــدم ةلعـــل أهــــم الطـــرق العددیــــ ــساب جــ  لحــــساب المـــسائل الریاضــــیة هـــي حــ
 ویلـزم أن نـذكر هنـا أن  دالـة معروفـةf حیـث .f (x) = 0المعـادلات الجبریـة علـى الـصیغة 

  . mقد یكون له عدد من التكرار ولیكن الجبریة جذور المعادلات 
  :  ویحسن بنا البدء بالتعریف التالي

  : تعریف

  :  فإنm بتكرار   f (x) = 0ریة  للمعادلة الجباً جذرإذا كان 
f(x) = (x - )m g (x) حیث g (x) دالة متصلة في جوار  و ،g ()  0 .  

 اً زوجیـاً عددmإذا كان أما ، اً فردیاً یسمى جذر فإن الجذر اً فردیاً عددmوٕاذا كان 
  .  اً زوجیاً یسمى جذرفإن الجذر 

  

 مثال:  
  . ور المعادلة وتكرار كل منها جذفجد  f (x) = x3 - 2x2 + x   لیكن

  :الحل
  له الجذر   f  وهذا یعني أن      f (x) = (x - 1)2 x = 0إذن   f (x) = 0نضع 

  ). فردي (1 بتكرار  = 0وله الجذر ) زوجي (2 بتكرار 1 =
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ـــصيف .1 ـــة التنـ ـــذر بطريقـ ـــساب الجـ  Bisection) حـ
Method)  

  عزیزي الدارس، 
  .  محور السیناتf (x)جذور الفردیة حیثما یقطع رسم تعمل هذه الطریقة لإیجاد ال

 لهمـا f (b) , f (a) حیـث [a, b] متـصلة فـي الفتـرة f (x)لنفـرض أن لـدینا دالـة 
 یوجد جذر في الفترة المذكورة هإشارتان مختلفتان وباستخدام نظریة القیمة الوسطیة، فإن

  : وتتلخص الطریقة كما یلي. f () = 0بحیث 
  f(b) <0  و f(a) >0خصص  الآتي ًأولا دعنا ن

  ثـم كخطـوة أولـى  b1 = b   و  a1 = aلنفـرض 
2

ba 11  1 =  حینئـذ نختبـر ،

 f (1)، أمـا إذا كـان 1 و a1، فالجذر یقع بـین f (1) < 0إذا كان : 1  الدالة عندإشارة

  . ینا من إیجاد الجذر فقد انتهf (1) = 0 أما إذا كان b1 و 1 فالجذر یقع بین 0 <
 وفي الخطوة الثانیة. b1 و 1 لذلك فالجذر یقع بین f (1) > 0لنفرض أن 

نفرض 
2

b11 2 =  ونختبر إشارة f (2) 1 كما في الشكل(، فالإشارة السالبة له (

، والآن نفرض2, 1تعني أن الجذر یقع بین 
2

21 
3 =    شارةفالإ f (3) < 0 

 وهكذا نكمل باقي الخطوات اللازمة حتى نحصل 3 و 1بین تعني أن الجذر محصور 
  .  من الجذور التقریبیة التي تقترب من الجذر الدقیق ( … ,x1, x2, x3)على متتالیة  
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  )1(الشكل 
  
  
  
  
  
  
  
  

 وبعد التنصیف الأول یصبح b - aلاحظ  أن طول الفترة هو 
2

ab  وبعد التنصیف ،

22الثاني یصبح
ab

4
ab  وهكذا فإن طـول الفتـرة بعـد n هـو تكـرار n2

ab ، وللحـصول 

 n2 >  فإن  0< على جذر بخطأ لا یتجاوز
ab    أي أن


 ab > 2n   

ـــإن أي خطــــأ فـــي التقریــــب م ــب أن n یعنـــي أن عــــدد التنـــصیفات قـــداره لـــذلك ف  یجــ

یتجاوز 
2ln

abln 










  ) للطرفینlnبتأثیر  (

 مثال:  
  .  أقرب إلى خانتین عشریتین[2 ,1] في الفترة f (x) = x3 - x - 1قرب جذر الدالة 

  
  

y 

x a                       1         2     
3               b  

f (x) 
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  :الحل

 =6.64 یحقق الشرط nعدد التنصیفات 
2ln
01.0
1ln 








 n >  أي أن n  7   

  
n an bn n  f (n) 

1 1 2 1.5 0.875 

2 1 1.5 1.25 -0.29688 

3 1.25 1.5 1.375 0.224609 

4 1.25 1.375 1.3125 -0.05151 

5 1.3125 1.375 1.3438 0.08283 

6 1.3125 1.3438 1.3282 0.014898 

7 1.3125 1.3282 1.3204 -0.01834 

ــا  ــانتین  تنــــصیفات للفتــــرة حتــــى نحــــصل7ولاحــــظ أنــــه لزمنــ  علــــى دقــــة مكونــــة مــــن خــ
  :  وهذا واضح من نتیجة آخر قیمتین تقریبیتین للجذر،عشریتین

| 7 - 6 | = 0.0078   < 0.01  

  : ملاحظة
  . في المثال السابق نستطیع حساب النسبة المئویة للخطأ النسبي

a = %100*
k

1kk


   

  :  هوkًفمثلا نسبة الخطأ النسبي في الإجابة الأخیرة 
a = %100*

3204.1
3282.13204.1  = 0.6% 

  . وهي نسبة مقبولة
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  )1(تدریب  ال
  

  
  

  

 مثال:  
  . [2 ,1]ً بدقة خانتین عشریتین مستخدما الفترة 2أوجد 

  :الحل
 x2 = 2 أو = x 2  لهـا جـذر2 بحیـث یكـون f (x) ةبـ المناسـالدالــةوّن ـنكـ

 أي أن لهمـا f(1) = -1 ، f(2) = 2ًأیـضا .  هـي الدالـة المناسـبةf (x) = x2 - 2 واضـح أن
مختلفتـین مـن الـسهل علـى الــدارس حـساب عـدد الخطـوات اللازمـة لدقـة خــانتین إشـارتین 

  : n  7عشریتین وهو 

n an bn n  f (n) 

1 1 2 1.5 0.25 

2 1 1.5 1.25 -0.4375 

3 1.25 1.5 1.375 -0.109375 

4 1.375   1.5 1.4375 0.06640625 

5 1.375 1.4375 1.40625 -0.0224609 

6 1.40625 1.4375 1.42188 0.021742734 

7 1.40625 1.42188 1.414065 -0.00042017 

   2 وهي قیمة تقریبیة للقیمة 1.414065فیكون الجذر التقریبي للدالة هو 

  : أوجد قیمة تقریبیة لجذر الدالة(n = 5)باستخدام خمس تنصیفات  

f(x) = 
2

2
x






  - sin x  

   ثم احسب الخطأ النسبي؟[2 ,1.5]في الفترة 
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   7 - 6 | = 0.007815 < 0.01 |لاحظ أن 

  : ملاحظة
 كمــا تمتــاز ،ًتمتــاز طریقــة التنــصیف بأنهــا دائمــا تــضمن التقــارب للجــذر الفــردي

أنهـا بطیئـة التقـارب  علیهـا عـاب لكـن ی(Error Bounds)بـسهولة حـساب حـدود الخطـأ 
  كما أنها غیر فعالة لحساب الجذور الزوجیة.للوصول إلى الحل

  )2(تدریب 
  
  
  
  
  
  
  

  )3(تدریب 
  
  

  
 
 
 

 - f (x) = x3 + 4x2ت اللازمـة لحـل المعادلـة احـسب عـدد التنـصیفا) أ(

  . [2 ,1] في الفترة 3-10 بدقة 0 = 10
-10 بدقـة [2 ,1] في الفترة x3 + 4x2 - 10 = 0أوجد جذر للمعادلة ) ب(

2 .  
   [3 ,1] في الفترة x حیث f (x) = x2 - 4 sin (x)لیكن ) جـ(

 . نتین عشریتین استخدم طریقة التنصیف لإیجاد الجذر إلى أقرب خا      

 .   لتنفیذ صیغة التنصیف حاسوبیةاكتب خوارزمیة) أ(
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  أسئلة تقویم ذاتي 
  

  
  
  

  

   حساب الجذر باستخدام طريقة الخطأين .2
(False Position)   

  ،عزیزي الدارس
 مـع طریقــة التنـصیف فــي حـصر الجــذر (False Position)تتـشابه طریقـة الخطــأین 

 f (x) = 0نفرض أن لدینا ولتوضیح هذه الطریقة . أسرع منها) طریقة الخطأین(المفرد، لكنها 
إن معادلـة الخـط المـستقیم .  لهمـا إشـارتان مختلفتـانf (b) , f (a)، بحیـث a, b][فـي الفتـرة 

  : هو(a, f (a)) , (b, f(b)) :المار بالنقطتین

ba
)b(f)a(f

ax
)a(fy







  

، وبــالتعویض (x1, 0)وسـوف یمــر هــذا الخــط المــستقیم بمحـور الــسینات عنــد النقطــة 
  :  یصبح لدیناy = 0 ، x = x1لة الأخیرة في المعاد

ba
)b(f)a(f

ax
)a(f

1 





  

  :  في طرف یصبح لدیناx1وبالضرب التبادلي وجعل 

x1 = 
)a(f)b(f

)a(fb)b(fa

  

  . لجذر الزوجي للمعادلة الجبریة ما الفرق بین الجذر الفردي وا-1
  .  ما المقصود بطریقة التنصیف لإیجاد الجذور للمعادلة الجبریة-2
  . f (x)ّ عدد خطوات إیجاد جذر الدالة المتصلة -3

  . اذكر میزات طریقة التنصیف، واذكر عیوبها-4
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(a, f (a)) 

(b, f (b)) 

x2,f (x2) 
(x1,f (x1) 

x 

b 

        x3   x2          x1 

فینحــصر الجــذر ) انظــر الــشكل( ولنفــرض أنهــا ســالبة f (x1)والآن نبحــث فــي إشــارة 
 ,a) ,(x1,f(x1))لمـار بـین النقطـة  لـذلك نعیـد حـساب معادلـة الخـط المـستقیم اx1 , aبـین 

f(a))ویصبح لدینا  :  

x2 = 
)a(f)x(f

)a(fx)x(fa

1

11


  

 مـن تقتـرب أكثـر وأكثـر x3, x2, x1 , … وبتكـرار تلـك العملیـة یـصبح لـدینا متتالیـة
  . الجذر المطلوب

  

  )2(الشكل 
  

  
  
  
  
  
  
  

 مثال:  
   [1 ,0] بطریقة الخطأین في الفترة x3 - 4x + 1 = 0أوجد جذر المعادلة 

  :الحل
   f (x) = x3- 4x + 1 :نفرض



  -13 -

f (1) = -2 < 0       ,        f (0) = 1 > 0 [1 ,0]  لذلك فالجذر موجود في الفترة   
  : الخطوة الأولى

3
1

3
1

12
)1)(1()2)(0(
)()(

)()(
1
















afbf
afbbfax

 

f (x1) = f 1
3
4

27
1

3
1







        = -  0.2963 

  :لي الخطوات اللاحقة لنحصل على الجدول التابعنتا
  

n an bn xn  f (xn) 

1 0 1 0.33333 -0.296296 

2 0 0.333333 0.25714 -0.00038225 

3 0 0.25714 0.25420 -0.000012546 

4 0 0.25420 0.2541018 -0.000000412 

5 0 0.25410 0.2541017  

  )4(تدریب 
  
  
  
  
  

 باسـتخدام x tan x = -1استخدم طریقة الخطأین لحل المعادلة ) أ(
   [3 ,2.5] خانات عشریة في الفترة 3دقة 

 في x - cos x = 0استخدم طریقة الخطأین لإیجاد جذر المعادلة ) ب(
  [1 ,0]الفترة 
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  )5(تدریب ال

  

  

  

  

  ذاتي أسئلة تقویم 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 f (x) = x2 - e-x للدالـة  [1 ,0]طبـق طریقـة الخطـأین فـي الفتـرة ) أ(
  .  طًمستخدما خطوتین اثنتین فق

 [3 ,2]، استخدم طریقة الخطـأین فـي الفتـرة f (x) = x2 - 6لتكن ) ب(
   . x3لإیجاد 

   بماذا تتشابه طریقة الخطأین مع طریقة التنصیف؟ -1
  .  اشرح طریقة الخطأین بنقاط محددة-2
ــا فــي ســیاق الــشرح-3 تعتبــر طریقــة الخطــأین أســرع مــن ":  ذكرن

 .  ّ فسر ذلك"طریقة التنصیف
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  رافسن لحساب الجذر-يوتنطريقة ن .3

 (Newton - Raphson  Iteration) 
  عزیزي الدارس،، 

 وأن القیمة التقریبیة لها في لنفرض أن الدالة لها جذر ، تتابعیةً هذه الطریقة أیضا 
یمكن حسابها من خـلال إیجـاد نقطـة تقـاطع الممـاس للدالـة  xn+1إن قیمة . xn هي iالخطوة 

fعند النقطة ) f(xi) و  xi ( مع محور السینات)التاليانظر الشكل  .(  

  )3(الشكل 
  
  
  
  
  
  

  
  :أي أن

 '

1

( ) 0( ) tan( )i
i

i i

f xf x
x x





 


   

  :  في طرف، نحصل علىxn+1وبجعل 

Xn+1 = xn - )(
)(

n

n

xf
xf


   

         xn+1              xn 
x 

y 

 

 f (xn) 

  
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 x0 رافسن، ویفضل البدء بقیمـة ابتدائیـة -ه المعادلة هي ما یسمى بصیغة نیوتن وهذ
  .  ما أمكنقریبة من الجذر الدقیق 

 مثال:  
 ,0]ن فـي الفتـرة رافـس- باسـتخدام طریقـة نیـوتنx = cos xأوجد قیمة تقریبیة لجذر المعادلة 

1] .  
  :الحل

 f (1) , f (0)ً، أیـضا f (x) = x - cos xنفـرض أن ، f (x) = x - cos xنفـرض أن 
   :لهما إشارتان مختلفتان

(f (1) = 0.459697   ,       f (0) = -1 )  
   x0 = 0.7، ولیكن )لماذا ؟ (0إلى ما یكون  أقرب x0ونختار 

f  (x) = 1 + sin x   
   

f  (x) = 1 + sin x   

 

x
xxx

x
xxx

xf
xfx

sin1
cossin

sin1
cos

)(
)(













 

        xi+1 = i i i

i

x sin x cos x : إذا
1 sin x




                 

  : لنحصل على الجدول التاليx0 = 0.7نبدأ بأن تخمین ابتدائي ولیكن 
n xi+1 

0 0.739436499 

1 0.739085162 

2 0.739085136 
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  : تعریف

  (Order of Convergence)رتبة التقارب 
 ناتجة عن طریقة عددیة بحیـث  متتالیة لقیم تقریبیة للجذر xn , … , x1 , x0 لیكن 


 nn

xlim  

0Clim:  إذا كان،n =  - xnلیكن  P
n

1n

n




 


  

 هو ثابت الخطأ C و Pفإن الطریقة العددیة المنتجة للمتتالیة لها رتبة تقارب 
  . (Asymptotic  error constant)المحاذي 

  .  كبیرة كان التقارب أسرعPمن التعریف السابق، نرى أنه كلما كانت قیمة 

  دراسة الخطأ في طريقة نيوتن رافسون 1.3
 دالة قابلة f (x)نفرض أن  و رافسن– الدارس إلى طریقة نیوتن د الآن عزیزيلنع

، إذن وباستخدام متسلسلة )f(، أي ذو تكرار واحد، لـ هو جذر بسیطللاشتقاق مرتین، 
  : (Taylor Series)تایلور 

f () = f (xi) + ( - xi) f  (xi) +   0f
2

)x( 2
n 

  

 :نحصل على ) f(x I ≠0بافتراض أن(:  ، إذنxi و هو عدد بین حیث 

 - xi +
 

)x(f2
f)x(

)x(f
)x(f

i

2
i

i

i







 

  - xi+1 =  
)x(f2
f)x(

i

2
i


  

  | i+1 | = | - xi+1 |     ،  | i | = |  - xi |ولكن 
  : إذن

 
)x(f2

f

i
2

i

1i







   
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)(f2
)(f

lim 2
i

1i

i 






 


 

   i  عندما xi   لأن
ـــوتن ـــة نی ــذلك فـــإن طریق ـــة -لـ ــا الرتب ــاذي 2رافـــسن لهـ ــت الخطـــأ المحـ ــارب، ولهـــا ثابـ  مـــن التقـ

)(f2
)(f

.ض أن ایجب علینا هنا افترf (0)  0  

  )6(تدریب ال
  
  
  
  
  

 مثال:  
   f (x) = ex - x - 1 للدالةأوجد الجذر التقریبي 

  :لالح
 f  (0) = e0 - 1 = 0، كـذلك f (0) = e0 - 0 - 1 = 0لاحـظ عزیـز الـدارس أن 

 وهـذا المثـال f (x) للدالـة 2 هـو جـذر ذو تكـرار  = 0 ومعنـى هـذا أن f (0)  0لكـن 
  . الأول في هذا الفصل الذي یصادف فیه جذر غیر بسیط

  
  
  
  
  

ًرافـسن مبتـدئا - احـسب الجـذر بطریقـة نیـوتنf (x) = ex + 3xإذا كـان ) أ(
  . x0 = 0بالقیمة         

 احـسب الجـذر f (x) = x3 - 4.45x2 + 9.33x - 5.545إذا كـان ) ب(
 خطـوات تتابعیـة؟  7 و عـدد x0 = 5ًبطریقة نیوتن رافسن مبتدئا بالقیمـة 
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  : الجدول التالي رافسن، نحصل على -، وبتطبیق صیغة نیوتن x0 = 1لنفرض أن 
  

n xn+1 n xn+1 

0 0.58198 4 0.0438 

1 0.31906 5 0.02206 

2 0.16800 6 0.01107 

3 0.08635 7 0.005545 

  .  جذر بسیط = 0 ولكن درجة التقارب أقل من لو كان xn  0لاحظ أن 

  (Secant Method) طريقة القاطع .4
  عزیزي الدارس،،، 

 f رافـــسن هـــو الحاجـــة إلـــى حـــساب المـــشتقة للدالـــة -لعـــل أحـــد عیـــوب طریقـــة نیـــوتن 
  : ونعلم أن. ًوالذي قد یكون حسابها صعبا من الناحیة العملیة

f (xn)  
1nn

1nn

xx
)x(f)x(f






  

  . x n-1 قریبة من  xnاذا كانت 
  :  یصبح لدینان رافس- في صیغة نیوتن f  (xn)لذلك بتعویض قیمة 

xn+1 = xn - )x(f)x(f
)x(f)xx(

1nn

n1nn






 ,  n = 1, 2, …  

ونلاحــظ عزیــزي . (Secant method)وهــذه الــصیغة الأخیــرة تــسمى طریقــة القــاطع 
 والــشكل x1, x0: الــدارس أن الطریقــة تحتــاج إلــى قیمتــین ابتــدائیتین قبــل البــدء باســتخدامها

ًالمقابل یمثل رسما توضیحیا لطریقة القاطع ً:  
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y 

f (xn) 

  f (xn-1) 
xn-1       xn 

x x2 
x0 

x3 

x1 

  
  
  
  
  
  

  

 ة هــو نقطــx2 فیكــون x1, x0دأ مــن النقطتــین بــتوالطریقــة كمــا هــو واضــح مــن الرســم 
 هو نقطـة x3مع محور السینات و ) x1. f(x1) ( و(x0, f(x0))تقاطع المستقیم الواصل بین 
  . مع محور السینات، وهكذا(x2, f (x2)) و (x1, f(x1))تقاطع المستقیم الواصل بین 

 مثال:  
   f (x) = x3 + 4x2 - 10 = 0احسب جذر 

  :الحل
  : فإننا سنحصل على الجدول التالي  x1 = 1.3733 , x0 = 1.5لنأخذ 

n 0 1 2 3 4 

xn 1.50 1.3733 1.3657 1.3652 1.3652 
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  )7(تدریب 
  
  
  
  
  

ًلاحظنا فیما سبق، أنه في حال كان الجذر مكررا فإن تقـارب الحـل فـي طریقـة نیـوتن 
ًیكون خطیا ولیس ثنائیا) وكذلك طریقة القاطع (نرافس  المـشكلة فإننـا نفـرض أن ولحل تلك. ً

  : ، ولنأخذ الصیغةmعدد تكرار الجذر المراد تقریبه هو 

xn+1 = xn - m 
)x(f
)x(f

n

n


 

، ولكــن هــذه الــصیغة Ralston & Rabinowitzكمــا اقترحهــا رالــستون وزمیلــه 
اقتـرح العالمـان صـیغة أخـرى . ً وهذا قد یكـون شـاقا فـي بعـض الأحیـانmتتطلب معرفة 

:   رافسن حیث- قة نیوتن لطری
)x(f
)x(f


  =u (x)  لها نفس جذورf (x) .  

            :ثم اقترحا
)x(u
)x(u

i

i


 xn+1 = xn -   

  :  وتعویضها في المعادلة السابقةu (x) وباشتقاق 

u  (x) = 
 2)(

)()()()(
xf

xfxfxfxf


  

xn+1 = xn - 
 

  )()()(
)()(

2
nnn

nn

xfxfxf
xfxf



  

  .  رافسن المعدلة- الصیغة هي طریقة نیوتن وهذه

 3 بطریقـة القـاطع لأقـرب f (x) = ex + 3xاحـسب الجـذر للدالـة ) أ(
  . خانات عشریة

 3 لأقـرب f (x) = cos x - xذر بطریقـة القـاطع للدالـة احـسب الجـ) ب(
 . خانات عشریة
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 مثال:  
  رافسن العادیة والمعدلة لحساب جذور المعادلة - نیوتن تيقارن بین طریق

f (x) = (x - 3) (x - 1) (x - 1) = x3 - 5x2 + 7x - 3  

  :الحل
  :هي رافسن العادیة -صیغة نیوتن 

xn+1 = xn - 7x10x3
3x7x5x

n
2
n

n
2
n

3
n


  

 الطریقتین باستخدام الخطأ النسبي المئوينقیس الفرق بین(


 nx1 =    

100x لاحظ أن(نحصل على الجدول  n


t =  حیث هو جذر المعادلة .(  

 وذلـك الجذر  رافسون العادیة في تقریب –الجدول یوضح الناتج من طریقة نیوتن 
  x0 1=بأختیار

n xn t (%) 
0 0 100 
1 0.4285714 57 
2 0.6857143 31 
3 0.8328654 17 
4 0.9133290 8.7 
5 0.9557833 4.4 
6 0.9776551 2.2 

  ). طئبلاحظ أن التقارب (
   : ذات الصیغة رافسن المعدلة-دام طریقة نیوتن  أما باستخ

xn+1 = xn - 
  

    10x63x7x5x7x10x3
7x10x33x7x5x

nn
2
n

3
n

2
n

2
n

n
2
nn

2
n

3
n



  



  -23 -

  :فینتج عنها

n xn t (%) 

0 0 100 
1 1.105263 11 
2 1.003082 0.31 
3 1.000002 0.00024 

  ).سرعة التقاربلاحظ (
  . والجدول التالي یمثل الحل باستخدام الطریقتینx0 = 4 فنختار  = 3أما التقریب 

n   العادیة xn العادیة t (%)    المعدلة xn المعدلة t (%) 

0 4 33 4 33 
1 3.4 13 2.636364 12 

2 3.1 3.3 2.820225 6.0 

3 3.008696 0.29 2.961728 1.3 

4 3.000075 0.0025 2.998479 0.051 

5 3.000000 2 * 10-7 2.999998 7.7 * 10-5 

  .ًمما یعكس ان الطریقة المعدلة تفید في حالة كون الجذر مكررا

ّاطع المعدلــة ّ المعدلــة، یمكننـا اسـتنتاج طریقــة القـن رافـس- طریقــة نیـوتن یجـادوبـنفس ا
(Modified secant Method):  

   .f صراحة بدلالة uیجب تعریف 

xn+1 = xn - )x(u)x(u
)xx()x(u

n1n

n1nn






  
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  ذاتي أسئلة تقویم 
 
 

  

  
  
  
  

   )الحدوديات(جذور كثيرات الحدود  .5
 (Roots of Polynomials) 

   عزیزي الدارس،
 بعـــض المفـــاهیم مـــن ، ســـوف نـــتعلم)كثیـــرات الحـــدود(قبـــل دراســـة جـــذور الحـــدودیات 

  . خلال المثال التالي

 مثال:  
  لها ثلاثة جذور عند  f (x) = 0 ، إن المعادلة f (x) = x2e-x - 0.5لیكن 

 x = -0.539835  ، x = 1.48796     ، x = 2.61786   
  : من خلال تعریفf للدالة (deflation)نكماش  مایعرف باونستطیع عمل 

  
)48796.1(

)(
x

xf f1 (x) =  

وكـذلك ) x = 1.48796عـدا  (f (x) هـي دالـة جدیـدة لهـا نفـس جـذور f1 (x)حیـث 
  نعرف 

  .   یقة القاطع، واشرحها اكتب الصیغة الریاضیة لطر-1
 كیف عالجنا التقارب الخطي ولیس الثنائي للحل في حال كـون الجـذر -2

  .   مكررا
  . المعدلةن رافس- ما هي طریقة نیوتن -3
 .  ّ ما هي طریقة القاطع المعدلة-4
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f3 (x) =         
)61786.2(

)(2
x

xf         ,      f2 (x) = 
)539835.0(

)(1

x
xf 

 مثال:  
   رافسن -في المثال السابق أوجد الجذور الثلاثة بطریقة نیوتن 

  :الحل
  :  كذلكx0 = 1: نفرض

xn+1 = xn - )x2(x2
e)x1(x2

)x(f
)x(f

nn

x
n

2
n

n

n
n







 

  : ویصبح لدینا
n 0 1 2 3 4 5 
xn 1 1.3591 1.4730 1.4877 1.4880 1.4880 

  
                :ّوهنا بعد أن وجدنا الجذر الأول نعرف

)488.1x(
)x(f


 f2 (x) =   

  :  كذلكx0 = 1ثم نختار 

xn+1 = xn - )x(f
)x(f

n2

n2


  

 
n 0 1 2 3 4 5 
xn 1 2.3601 2.5955 2.6177 2.6179 2.6179 

  
  : وهنا بعد أن وجدنا الجذر الثاني نعرف

f3 (x) = 
)6179.2x()488.1x(

)x(f


 

  :  كذلك(x0 = 1)ثم نختار 
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xn+1 = xn - )x(f
)x(f

n3

n3


  

  : ویصبح لدینا
n 0 1 2 3 
xn 1 9.5356 13.4071 19.0849 

  
 تبتعد عن الجذر الثالث، ویعود ذلـك إلـى أسـباب تتعلـق xnلاحظت أن المتتالیة لعلك 

 سـیؤدي إلـى متتالیـة متقاربـة كمـا هـو x0 = -1 لا مجال لذكرها هنا، وربما اختیـار f3بالدالة 
  : التاليموضح في الجدول

n 0 1 2 3 4 5 
xn -1 -0.6664 -0.5517 -0.5399 -0.5398 -0.5398 

  :  ملاحظة

ام الــواردة فــي الجــدول فــي هــذا المثــال تــم حــسابها بواســطة الحاســوب، ومــن الأرقــ
  . الصعب حسابها باستخدام الآلة الحاسبة

  

   ما هي الحدودية؟  1.5
  :  هي دالة  لها الصیغة العامة التالیةnالحدودیة من الدرجة 

Pn (x) = 


n

0k

k
k xa  

  n ≠0حیث 
 هو (x - 1) ولذلك فإن Pn (1) = 0 فإن Pn (x) هو أحد جذور 1إذا كان 

 هي حدودیة q(x)n-1 (x) حیث Pn (x) = (x - 1)qn-1 (x) أي أن Pn (x)أحد عوامل 
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 - x) أو qn-1 (2) = 0 فإن Pn (x) للحدودیة ا جذر2، كذلك إذا كان n - 1من الدرجة 

2) هو عامل للحدودیة )x(qn-1  أي أن :  
Pn (x) = (x - 1) qn-1 (x)  
          = (x - 1) (x - 2) rn-2 (x)  

  :  من المراتnوبتكرار تلك العملیة . n-2 حدودیة من الدرجة rn-2حیث 
Pn (x) = (x - 1) (x - 2) … (x - n-1) (x - n)  

ـــة أم مركبـــة، n لهـــا nأي أن الحدودیـــة مـــن الدرجـــة   مـــن الحـــدود ســـواء أكانـــت حقیقی
  : ستطیع معرفة جذور الحدودیة؟ لنفرض أنبسیطة أم مكررة، ولكن كیف ن

Pn (x) = an xn + an-1 xn-1 + … + a2x2 + a1x + a0 

  :  یصبح لدینا(x - z)وبالقسمة على العامل 
Pn (x) = (x - z) qn-1 (x) + b0 …………………………………….. * 

  : حیث
qn-1 (x) = bn xn-1 + bn-1 xn-2 + … + b2x + b1 

  .  هو الباقيb0و 
  : لذلك

anxn + an-1xn-1 + … + a2x2 + a1x + a0 = (x - z) (bnxn-1 + bn-1xn-2 + … + b2x + b1) + 
b0  

  :  وبمقارنة المعاملات في طرفي المعادلة
  :نجد ما یلي

bn = an   : xn 
bn-1 = an-1 + zbn  an-1 = bn-1 - z bn : xn-1 

bn-2 = an-2 + z bn-1  an-2 = bn-2 - z bn-1 : xn-2 

          
b2 = a2 + z b3  a2 = b2 - z b3 : x2 

b1 = a1+ z b2  a1 = b1 -  zb2 : x 
b0 = a0 + z b1   a0 = b0 - z b1 : 1 
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  k =  n-1,n-2,…..1,0   حیث  bk = ak + z bk+1   و   bn = an :إذن
  : ینایصبح لد(*)  في المعادلة z بالمتغیر xوٕاذا استبدلنا 

Pn (z) = (z - z) qn-1 (z) + b0 = b0 

  .O (n) أي أن الطریقة لها x = zومعنى هذا أننا نحصل على قیمة دقیقة عندما 
  (*):  عن طریق اشتقاق المعادلة Pn (z)والآن، لنحسب المشتقة 

Pn (x) = qn-1 (x) + (x - z) qn-1 (x)  
 (x - z) فإننــا نقــسم علــى qn-1 (z)  ولحــساب Pn(z)= qn-1 (z) ؛ x = zفعنـد 

  : n - 2لنحصل على حدودیة من الدرجة 
rn-2 (x) = dn xn-2 + dn-1 xn-3 + … + d3x + d2  

  :  كما یليdkویمكن تعریف .  d1 = qn-1 (z) = Pn (z)مع الباقي 
dn = bn       ،      dk = bk + dk+1 xj حیث  k =  n-1,n-2,….1.  

 مثال:  
 x = 0.5 القریب من P4 (x)= x4 - 10x3 + 35x2 - 50x + 24أوجد جذر الحدودیة 

  .  رافسن-بمساعدة صیغة نیوتن 
  :الحل

  : نطبق الصیغة العامة لنحصل على الجدول
x0 = 0.5 k 4 3 2 1 0  

 ak 1 -10 35 -50 24  

 bk 1 -9.5 30.25 -34.88 6.56 = P4 (0.5)  

 dk 1 -9 25.75 -22.01  = P4 = (-0.5) 
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x1 = x0 - 80.0
01.22

56.65.0
)5.0(P
)5.0(P

4

4 





 

 

x1 = 0.80 k 4 3 2 1 0  
 bk 1 -9.2 27.64 -27.89 1.69 = P4 (0.80) 
 dk 1 -8.4 20.92 -11.15  = P 1

4  (0.80) 

x2 = x1 - 95.0
15.11

69.180.0
)80.0(P
)08.0(P

4

4 





 

x2 = 0.95 k 4 3 2 1 0  

 bk 1 -9.05 26.40 -24.92 0.33 = P4 (0.95) 
 dk 1 -8.10 18.71 -7.15  = P4 = (0.95) 

x3 - x2 - 00.1
15.7

33.095.0
)95.0(P
)95.0(P

4

4 





 

x3 = 1.00 k 4 3 2 1 0  

 bk 1 -9 26 -24 0 = P4 (1.00) 

  . P4 (x) = 0  هو جذر للمعادلة x = 1.5   إذن P4 (1.0) = 0إذن 

   (Deflation) الانكماش  2.5

 هـو x = 1ًور أخـرى للحـدودیات، مـثلا إذا كـان یمكن استخدام الانكماش لإیجاد جذ
    و b0 = bn (1) = 0أحد جذور الحدودیة فإن 

Pn (x)  = (x - 1) qn-1 (x)  

   Pn (x)ً كما فعلنا سابقا مع qn-1ویمكننا تكرار إیجاد الجذور للحدودیة 

 مثال:  
   x0 = 0.5ًأوجد جذر ثان للحدودیة في المثال السابق مستخدما 

    q3 (x) = 
)1x(
)x(P4


  =  x3 - 9x2 + 26x - 24  
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x0 = 0.5 k 3 2 1 0  
 ak 1 -9 26 -24  
 bk 1 -8.5 21.75 -13.13 = q3 (0.5)  
 dk 1 -8 17.75  = q 1

3  = (0.5) 

    x1 = x0 - 24.1
75.17
13.135.0

)5.0(q
)5.0(q

3

3 





 

 

x1 = 1.24 k 3 2 1 0  

 bk 1 -7.76 16.38 -3.69 = q3 (1.24) 
 dk 1 -6.52 8.30  = q 1

3 = (1.24) 

    x2 = x1 - 68.1
30.8
69.324.1

)24.1(q
)24.1(q

3

3 





 
 

x2 = 1.68 k 3 2 1 0  
 bk 1 -7.32 13.70 -0.98 = q3 (1.68) 
 dk 1 -5.64 4.22  = q 1

3  = (1.68) 

    x3 - x2 - 91.1
22.4
98.068.1

)68.1(q
)68.1(q

3

3 





 

 
x3 = 1.91 k 3 2 1 0  

 bk 1 -7.09 12.46 -0.20 = q3 (1.91) 
 dk  1 -5.18 2.57  = q3 (1.91) 

x4 = x3 - 99.1
57.2
20.091.1

)91.1(q
)91.1(q

3

3 





 

 
x4 = 1.99 k 3 2 1 0  

 bk 1 -7.01 12.05 -0.02 = q3 (1.99) 
 dk  1 -5.02 2.06  = q3 (1.99) 
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x5 = x4 - 00.2
06.2
20.099.1

)99.1(q
)99.1(q

3

3 





 

 
x5 = 2.00 k 3 2 1 0  

 bk 1 -7 12 0 = q3 (2.00) 

  ). P4 (x) و q3 (x)ان تیجذر للحدود (x = 2إذن الجذر الثاني للحدودیة هو 
  

  ذاتي أسئلة تقویم 
  ّ عرف ما هي الحدودیة؟    -1
  .     اشرح كیف یمكننا معرفة جذور الحدودیة-2
  ماذا نعني بالانكماش، ولماذا نستخدمه؟ -3



  -32 -

  الخلاصة
  عزیزي الدارس،،

بــدایتها، فــي فـي نهایــة الوحــدة الأولــى نأمـل أن تكــون قــد حققــت الأهـداف التــي وردت 
  :  لأهم النقاط التي وردت في الوحدة یلي ملخصوفیما

ة بمتغیــر واحــد، وشــرحت عــددا مــن الطــرق -  ً ركــزت الوحــدة علــى المعادلــة غیــر الخطی ّــ
  . ً، سواء أكانت جذورا بسیطة أم مكررة)أو حلولها(لإیجاد جذور تلك المعادلة 

 طریقــة :ٕ قمنــا فــي الوحــدة بحــل المعــادلات وایجــاد جــذورها باســتخدام طــرق عــدة، هــي- 
ّوناقشنا كیفیة .  رافسن، وطریقة القاطع- التنصیف، وطریقة الخطأین، وطریقة نیوتن 

ودرسنا كذلك رتبة التقارب لبعض . تحلیل الأخطاء الناتجة عن بعض الطرق العددیة
  . ومزایاها. الطرق ومحاسن تلك الطرق

د فتـرة أولـى هي طریقة لحساب الجذر بـصورة تقریبیـة، وذلـك بتحدیـ:  طریقة التنصیف- 
وهكذا . ًلحصر الجذر، ثم تنصیف تلك الفترة بناء على إشارة الدالة عند حدود الفترة

  . حتى نتمكن من محاصرة الجذر إلى أقرب دقة ممكنة
. ّ تتمیــز طریقــة التنــصیف بأنهــا مــضمونة للوصــول إلــى الجــذر الفــردي، وســهلة الحــساب-

وتبلـغ رتبــة التقـارب فیهــا . ّذور الزوجیــةولكنهـا بطیئـة التقــارب، وغیـر فعالــة فـي حالــة الجـ

2
1 .  

ز طریقـــة الخطـــأین عـــن طریقـــة التنـــصیف فـــي أنهـــا ذات رتبـــة خطیـــة، واذا كـــان -  ٕ تتمی ّـــ
2ّمعــدل التقــارب فیهــا أقــل مــن 

ّ فهــي أســرع مــن طریقــة التنــصیف، والا فــإن طریقــة 1 ٕ
  . التنصیف أسرع

. سرعة التقارب، سهولة الحـساب والبرمجـة:  رافسن هي-  طریقة نیوتن  أبرز حسنات- 
، كما أن التقـارب x0أما أبرز عیوبها فیكمن في أن تقاربها یعتمد على حسن اختیار 
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، ویجـب أن  0x(f( = 0 یقـل فـي حـال الجـذر المكـرر، وقـد نواجـه مـشاكل فـي حـال 
  . ً معاf (x) ، f  (x)نعرف 

 على عكس طریقة نیوتن رافس، ولذلك فإن f(x)تاج إلى معرفة  طریقة القاطع لا تح- 
 رافــسن، بــالرغم مــن أنهــا - طریقــة القــاطع اقتــصادیة فــي الوقــت بالمقارنــة مــع نیــوتن 

 رافــسن للوصــول إلــى دقــة الحــل - تحتــاج إلــى عــدد مــن الخطــوات أكثــر مــن نیــوتن 
  . نفسها

  
  ّقة عن الوحدة الدراسية التاليةلمحة مسب

  س،، عزیزي الدار
نعــالج فــي الوحــدة التالیــة موضــوع تقریــب الــدوال مــن خــلال اســتكمال بیانــات مجدولــة 

  . لتلك الدوال عن طریق حدودیات تمر بالأزواج المرتبة المجدولة
ــتكمال،  ـــة ومنهـــا وســـتقدم لـــك الوحـــدة أســـالیب متنوعـــة لحـــساب حـــدودیات الاسـ حدودی

  . ّلاجرانج ونیوتن المتقدمة والرجعیة
  . وحدة مفیدة وممتعة لكنأمل أن تكون 
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  إجابات التدريبات 
  )1(تدریب ال

n an bn n  f (n) 

1 1.5 2 1.75 - 

2 1.75 2 1.875 - 

3 1.875 2 1.9375 + 

4 1.875 1.9375 1.90625 - 

5 1.90625 1.9375 1.921875  

a =  %8.0%100*
921875.1

190625921875.1


  

  )2(تدریب ال

     ) أ( 
3

2 1ln
10 9.96

ln 2
n



 
 
    

   n = 10إذن      
  )خانتین عشریتین (2-10لدقة   n = 7 ویلزمنا  f (2) = 14 > 0  ,   f (1) = -5 < 0) ب(

n an bn n  f (n) 

1 1 2 1.5 + 

2 1 1.5 1.25 - 

3 1.25 1.5 1.375 + 

4 1.25 1.375 1.3125 - 

5 1.3125 1.375 1.3438 - 

6 1.3438 1.375 1.3594 - 

7 1.3594 1.375 1.3672 + 
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  :تنصیف فنحصل على الجدولنطبق صیغة ال) جـ(
a f(a) b f(b) 

1.0000 -2.36588 3.00000 8.43552 
1.0000 -2.36588 2.00000 0.36281 
1.5000 -1.73998 2.00000 0.36281 
1.7500 -0.87344 2.00000 0.36281 
1.8750 -0.30072 2.00000 0.36281 
1.8750 -0.30072 1.93750 0.019849 
1.9063 -0.14326 1.93750 0.019849 
1.9219 -0.06241 1.93750 0.019849 
1.9297 -0.02145 1.93750 0.019849 
1.9336 -0.00085 1.93750 0.019849 

  1.93 :لذلك فیكون الجذر التقریبي
  )3(تدریب ال
متصلة على الفترة  fنفترض أن الدالة ) أ(  ,a b وتتغیر اشـارتها علـى تلـك الفتـرة، وسـتجد 

 P إلــى النقطــة *Pعزیــزي الــدارس فــي الخوارزمیــة الحاســوبیة التالیــة طریقــة تقریــب النقطــة 
  .تساوي صفرا P قیمة الدالة عند النقطةتكون بحیث 
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  )4(تدریب ال
   f (x) = x tan x + 1 :                   نفرض) أ( 

f (3) = 3 tan 3 + 1 
      = 0.572360 

f (2.5) = 2.5 tan (2.5) + 1 
  = -0.867556 

نعـــوض فـــي معادلـــة الخـــط المـــستقیم ]. 3 ,2.5[ لـــذا فـــإن الجـــذر موجـــود فـــي الفتـــرة 
 : بالخطوات المتتابعة ونحصل على

n an bn xn  f (xn) 

1 2.5 3 2.801252 + 

2 2.5 2.801252 2.806513 + 

3 2.5 2.806513 2.798683 + 

4 2.5 2.798683 2.7981  
  

 4لاحـظ عزیــزي الــدارس ســرعة التقــارب فــي الحــل، كمــا ونلاحــظ هنــا أننــا توقفنــا بعــد 
  ). x3 - x2|  10-2 |ولكن  (x4 - x3 | < 10-3 |خطوات ولذلك لأن 

  : ، ونوجد قیم الدالة عند حدود الفترةf (x) = x - cos xنفرض ) ب(
f (1) = 1 - cos 1 = 0.459698   ,  f (0) = 0 - cos 0 = -1 ّنكون الجدول التالي :  

n an bn xn  f (xn) 

1 0 1 0.685078 - 

2 0.685078 1 0.736299 - 

3 0.736299 1 0.738945 - 

4 0.738945 1 0.739079  
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  . هي دقیقة بمقدار أربع خانات عشریةx4 = 0.739079وهذه القیمة الأخیرة 

  )5(تدریب ال
  . [1 ,0] لذلك هناك جذر في الفترة f (1) > 0     , f (0) < 0)  أ( 

  نطبق الصیغة التتابعیة ونحصل على الجدول 
k xk-2 fk-1 fk-2 fk-1 xk fk 

2 0 1 -1 0.6321 0.6127 -0.1665 

3 1 0.6127 0.6321 -0.1665 0.6680 -0.0666 
  

   x1 = 3  , x0 = 2   حیث f (3) > 0  ,  f (2) < 0)  ب (

x2 = 
5

12
)2(f)3(f

)2(f3)3(f2



 = 2.4 

   [3 , 2.4]، لذلك فإن الحل موجود في الفترة f (2.4) = -0.24 < 0لاحظ أن 

x3 = 
)4.2(f)3(f

)4.2(f3)3(f)4.2(

  = 2.444 

  )6(تدریب ال
  : التاليصل على الجدولنستخدم الصیغة لنح  ) أ(

  

 : التالينحصل على الجدول  ) ب(

  
  
  
  

   k       f(x)           f’(x)           x(k+1) 
  0    1.000e+000    4.000e+000   -0.250000000000000 
  1    2.880e-002    3.779e+000   -0.257621672780536 
  2    2.256e-005    3.773e+000   -0.257627653046074 
  3    1.382e-011    3.773e+000   -0.257627653049737 
  4    1.110e-016    3.773e+000   -0.257627653049737 
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  0.906285فیكون الجذر التقریبي 

  )7(تدریب ال
  ) أ( 

n 0 1 2 3 4 

xn 
2
1  0 -5.264066 -0.257808  -0.257622 

  ) ب(
n 2 3 4 5 
xn 0 1 0.6850733 0.7362984 0.7391192 0.7390850 

   k       f(x)                 f’(x)                     x(k+1) 
  0    5.485e+001    3.983e+001    3.622771780065277 
  1    1.740e+001    1.646e+001    2.565801919827111 
  2    5.990e+000    6.244e+000    1.606601014662056 
  3    2.105e+000    2.775e+000    0.847866258882024 
  4   -2.239e-001    3.941e+000    0.904684599791607 
  5   -5.971e-003    3.734e+000    0.906283844764428 
  6   -4.436e-006    3.728e+000    0.906285034568648 
  7   -2.450e-012    3.728e+000    0.906285034569305 
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  مسرد المصطلحات 
  (Deflation) الانكماش

 بقـسمة أحـد جـذورها عملیة تخفیض درجة الحدودیة درجة واحدة عن طریـق معرفـة 
  . (x - )الحدودیة على العامل 

  (Asymptotic Error Constant) ثابت الخطأ المحاذي
  . یكون نتیجة النهایة للخطأ النسبي لطریقة عددیة ماCوهو قیمة ثابت 

  (Error Bound) حدود الخطأ
  .  وهو الحد الأعلى للخطأ الناتج عن استخدام طریقة عددیة ما
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  المقدمة 
  تمهيد 

  عزیزي الدارس،، 

و   الاسـتكمال" دات هـذا المقـرر، وهـي بعنـوان ًمرحبا بـك إلـى الوحـدة الثانیـة مـن وحـ
  . "تقریب الدوال

كثیـرات (إن أكثر الطرق رواجا فـي تقریـب الـدوال هـي التقریـب مـن خـلال الحـدودیات 
، وأشهر الأسـالیب المتبعـة هـو أسـلوب الاسـتكمال، لـذا سـنتعرف بالتفـصیل فـي هـذه )الحدود

  . هئ إجراةّوحدة إلى مفهوم الاستكمال وكیفیال
ـّ حـدودیات الاســتكمال لهــا عــدة اســتخدامات مهمة كمــا ســنرى فــي وحــدات قادمــة ، إن ّ

ّفهو یمهد الطریق لحـسابات عددیـة تقریبیـة للتكـاملات العددیـة والاشـتقاقات العددیـة والحلـول 
  . ّالعددیة للمعادلات التفاضلیة

ـــة لاجـــرانج ونـــستخدمها فـــي حـــسابات  ـــاء علـــى مفهـــوم الاســـتكمال ســـنعرف حدودی ّوبن ً
لتقریب لعـدد مـن الـدوال، وبالتـالي ننتهـي مـن القـسم الرئیـسي مـن أقـسام هـذه الوحـدة، ویبقـى ا

ّاســـتكمال الفـــروق المقـــسومة، حیـــث نعـــرف مـــن : لـــدینا قـــسمان آخـــران مهمـــان، الثـــاني حـــول
  . ، والتي سنستخدمها في عملیات التقریب)حدودیة نیوتن(خلاله حدودیة الفروق المقسومة 

ستعرض الاســتكمال علــى فتــرات متــساویة، ونتطــرق مــن خلالــه  نــالأخیــروفــي القــسم 
  . إلى شرح معامل الفروق المتقدمة

ًوقد زودنا الوحدة بعدد من الأمثلة والأسئلة والتدریبات التي ستساهم معا فـي توضـیح 
  . المفاهیم الواردة بدقة

  . نرجو أن تكون وحدة مفیدة لك، وأن تساهم معنا في نقدها وتقویمها
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  لوحدةأهداف ا
  

  

  

  عزیزي الدارس، 

  : ًبعد فراغك من دراسة هذه الوحدة ینبغي أن تكون قادرا على أن

 معنى الاستكمالتشرح     .  

 بین طرق الاستكمال المختلفةّتمیز  .  

 دوال باستخدام طرق الاستكمال الّتقرب . 
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   و الحدودياتالاستكمال  1.
رض أن فلن: سنقوم بشرحه بالتالى. عزیزى الدارس، إن مفهوم الاستكمال جد بسیط

xfy)(لدینا البیانات التالیة، المبینة فى الجدول، لقیم الدالة   عند النقاط 
,,,01المختلفة xxxn :  

nx  ……… 
1x  0x  ix  

ny  ………   
1y  0y   ii xfy   

),(یمكن التعبیر عن تلك البیانات بـ  ii yx  ،ni ,.....,1,0.  
ــــة  ـــات xp)(نقــــول إن الدال ــــك البیانـ ــل تل iiإذا كــــان  تكمــ yxp )( ،ni ,.....,1,0 .

 fرب  تقـpو یمكننا القول بأن .  عند تلك النقاطxf)( تكمل xp)(كذلك نقول إن الدالة 
ــتكمال ــى إیجــــاد دالــــة كإذن فالاســــت. بالاســ ــكل f تقــــرب دالــــة مــــا pمال یعنــ ــة فــــى شــ  معرفــ

 یمكـــن أن تنتمـــى لأى مجموعـــة مـــن الـــدوال، غیـــر أننـــا فـــى هـــذه الوحـــدة pلدالـــة ا. بیانـــات
  .)كثیرات الحدود(مال باسخدام الحدودیات كستلنكتفى فقط بالا
  : إذا كانت على الصورةx فى المتغیرnحدودیة ذات درجة  xp)(نقول إن 

n
n

n

i

i
i xaxaaxaxp 



..........)( 10
0

و . 0na  وi ثابت لكـل ia حیث 

ــشرط  ــــل الـــ ـــــإن 0naإذا أهمـ ـــن p ف ــد عــ ـــ ـــا لا تزی ـــة درجتهــ ــ ــــز لمجموعـــــة . n حدودی یرمـ
  . nIP بـ nالحدودیات التى لا تزید درجتها عن 

  : مثال
52)( 3  xxxp ــا ـــة درجتهـــ ـــا 3 حدودیــ 50 و فیهــ a ،21 a ، 02 a و 

13 a  
  .تعد الأساس للاستكمال بالحدودیاتالمبرهنة التالیة 
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ــــن  ـــــد عـــ ــــا لا تزیــ ــــدة درجتهـــ ــــة فریـــ ـــد حدودیـــ ـــات nتوجــــ ــل البیانــــ ),( تكمـــــ ii yx ، 
ni ,.....,1,0 

  :الإثبات
,)(عرف الدالة  xL inبـ :  

 
)).....()()......((

)).....()()......((

110

110

niiiiii

nii

xxxxxxxx
xxxxxxxx









 




n

j ji

j
in

ij

xx
xx

xL
0

, )(  

  : واضح أن

       
jixL

xL

jin

iin





,0)(
1)(

,

,                                            )2.1(  

:  بـxp)( الآن، عرف الحدودیة 



n

k
knk xLyxp

0
, فإن ) 2.1(خدام تإذن باس. )()(

i

n

k
iknki yxLyxp 

0
,  فهذا یثبت وجود الحدودیة التى لا nIPpبما أن . i لكل )()(

  .  و تكمل البیانات المعطاةnتزید درجتها عن 
ii و تحقق nIPqلنفرض أن .  فریدةpثبات أن إبقى علینا  yxq )( لكل i . عرف

)(xw بـ  :)()()( xqxpxw  . واضح أنnIPw.الآن :  

     niyyxqxpxw iiiii ,......,1,0,0)()()(    
)(0هذا  لا یمكن إلا إذا كان .  جذر1n لها على الأقل wإذن  xw لكل x. إذن 

qp  و هذا یثبت أن ،pفریدة ■  
الإثبات أعلاه لم یكن فقط إثبات لوجود الحدودیة المكملة الفریدة، بل یمكن به إیجاد 

  .Lagrange لاجرانج بطریقةالحدودیة المكملة، بما یعرف 
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   لاجرانج للاستكمالطريقة  .2
  : تعرف طریقة لاجرانج لتكمیل البیانات

nx  ……… 
1x  0x  ix  

ny  ………   
1y  0y   ii xfy   

ـــة  ــــ ـــاد الحدودیــ ــــ ـــــى إیجــ ـــل علــــ ــــ ـــــا تعمــ ـــــصیغة nIPpبأنهـــ ـــــات، بالــــ ــــة للبیانــــ ، المكملـــــ





n

i
ini xLyxp

0
, ، حیث )()(


 




n

j ji

j
in

ij

xx
xx

xL
0

,   .i لكل )(

  :الآن، عزیزى الدارس، إلیك بعض الأمثلة لتطبیق طریقة لاجرانج
 مثال:  

ــتخدم  ــــ x  0.0 اســـــ 0 ، 2.11 x  ــاد ــــ ــــ ـــــرب 1IPpلإیجـ ــــ ــــى تقــ ــــ xxf، التـــ cos)(  
  .ستكمالبالا

  :الحل

362358.02.1cos
000000.10.0cos

1

0





y
y  

xx

xx
xLyxLyxp

301965.0)2.1(833333.0
0.02.1

0.0362356.0
2.10.0

2.1000000.1

)()()( 1,110,10













 

 مثال:  
  .  لاجرانجباستخدام طریقة f)5.0(  قیمةلتقریباستخدم الجدول التالي 

ix  1 1  2  

)( ii xfy   0  2  3  
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  :الحل
  .2nهنا 

2
2

)1()2(
)2)(1(

))((
)()(

)(
2

2010

21
0,2












xxxx

xxxx
xxxxxL  

6
23

)3()2(
)2)(1(

))((
)()(

)(
2

2101

20
1,2












xxxx

xxxx
xxxxxL  

3
1

)3()1(
)1)(1(

))((
)()(

)(
2

1202

10
2,2











xxx

xxxx
xxxxxL  

  : تعطى بـ2IPpإذن 

3
532

3
1)3(

6
23)2(

2
2)0(

)()()()(

2

222

2,221,210,20















xx

xxxxx

xLyxLyxLyxp

 

1إذن 
3

5)5.0(3)5.0(2)5.0()5.0(
2




 pf  
 

  )1(تدریب  
  
  
  

  
 مثال:  

  :  على المعلومات التالیةباحثفي إحدى التجارب الكیمیائیة حصل 
x 2 0 2 
y 4 2 8 

   حیث8.1(p(، p)6.1( لتحسب1IPp حدودیة لاجرانج ّكون
x 1.1 1.2 

y 2.3 3.1 



- 49-  أ

  .y و xحدودیة مناسبة لتقریب العلاقة بین فاحسب 

  :الحل
xpy)(لایجاد نستخدم صیغة لاجرانج    2، حیثIPp.  

)02())2(2(
)0())2(()8(

)20())2(0(
)2())2(()2(

)22()02(
)2()0()4()(














xxxxxxxp  

        = 2
8

)2()8(
4

)2)(2()2(
8

)2()4( 2 








 xxxxxxxx   

22إذن   xxy.  
 مثال:  

فـــي المثـــال الـــسابق حـــصل الباحـــث بعـــد إجـــراء المزیـــد مـــن التجـــارب علـــى معلومـــات 
  : إضافیة لیصبح لدیه خمسة أزواج من النقاط هي

x 2 0 1 1 2 
y 4 2 1 1 8 

  
  .yو  xلإیجاد العلاقة التقریبیة بین سبة حدودیة المناالفأوجد 

  :الحل
  : ستتوصل عزیزي الدارس بعد حسابات مطولة إلى حدودیة لاجرانج التالیة

)1)(1()2(
24
1

)2)(1()2(
6
1)2)(1()2(

6
1

)2)(1)(1)(2(
4
1)2)(1)(1(

24
1







xxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxxy
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  )2(تدریب 
  
  
  
  
  
  

 مثال:  
xexfالدالــة اســتخدم حدودیــة لاجــرانج لتقریــب  )( 00  باســتخدام النقــاط الــثلاث x ،

5.01 x 12 و x .25.0( ثم أوجد قیمة تقریبیة للمقدار(f.   

  :الحل

)(
))((

)()(
)(

))((
)()(

)(
))((

)()()( 2
1202

10
1

2101

20
0

2010

21 xf
xxxx

xxxx
xf

xxxx
xxxx

xf
xxxx
xxxxxp














 

  : نحصل على25.0xبالتعویض المباشر بقیمة 

 
1.2717560.339785 - 1.236541  0.375000 

)(
)5.0)(1(

)25.0)(25.0()(
)5.0)(5.0(
)75.0)(25.0(

)1)(5.0(
)75.0()25.0()25.0()25.0( 15.00













 eeepf
 

  )3(تدریب 

   
  

  

 (4,5)  التى تمر بالنقاط2IPباستخدام طریقة لاجرانج أوجد الحدودیة فى 
, (2,1) , (1,8) 

  :ىأعطیت الجدول التال

3  2  0  1  x    

2  0  1  4  y  

  
  

ــست ـــب مــ ــة المناســــبة لتقریـ ــ ــد الحدودی ًخدما طریقــــة لاجــــرانج جــ
  y و xالعلاقة بین 
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  التقريب بالاستكمال بالحدوديات الخطأ في تحليل  .3
  عزیزي الدارس،،
دالــة ال لتقریــب ات الاســتكمال مقــدار الخطــأ عنــد تطبیــق حــدودیمعرفــةمــن الــضروري 

ننــا ســنعمل علــى فــى الحقیقــة لا یمكـن معرفــة مقــدار الخطــأ بالـضبط، و لك .xf)(مـستمرة ال
  .إیجاد صیغة للخطأ تعطینا فكرة مفیدة عن الخطأ

  : باستخدام البیاناتf الحدودیة المقربة لـ nIPpلتكن 

nx  ……… 
1x  0x  ix  

ny  ………   
1y  0y   ii xfy   

  
)()()( یعطى بـ xp)( بـ xf)(عند تقریب ، xEn)(الخطأ،  xpxfxEn  .

)(0واضح أن  in xE لكل i 0 منi إلى ni  . المبرهنة التالیة تعطى صیغة لـ
nE.  

  مبرهنة

],[لتكن  ba 0 الفترة المغلقـة التـى تـضم النقـاطx ،1x، .......  ،nx . إذا كانـت
f قابلـة للاشـتقاق باتـصال فـى الفتـرة ],[ ba1  حتـى المـشتقةn كانـت و ],[ bat  

  :فإن
     

)(
!)1(

........
)( )1(10 




 nn
n f

n
xtxtxt

tE  

)(],[حیث  bat   

  : الإثبات
)())()........(( بـ عرف الدالة  10 nxxxxxxx  . و عرف الدالةG بـ :  

)(
)(
)()()( tE

t
xxExG nn 


)                               2.2(  
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)(000الآن 
)(
)(

)()(  tE
t
x

xExG n
i

ini 
 ، ni ,........,1,0 . ًو أیضا

0)()()(
)(
)()()(  tEtEtE

t
ttEtG nnnn 

.إذن G 2 لها على الأقلn حذر 

],[فى  ba . 1(إن فباستخدام مبرهنة رول(G 1 لها على الأقلn حذر فى ],[ ba .
)(بصورة عامة  jGلى الأقل  لها عjn  ],[ حذر فى 2 ba , 1.0,.....1حیث  nj .

)1(إذن  nG لها على الأقل  حذر واحد فى ],[ ba . أى أنه یوجد],[ baبحیث :  
0)()1(  nG                 )                            2.3(  

  : مرة نحصل على1n) 2.2( الآن بتفاضل طرفى 

)(
)(
)!1()(

)(
)(

)()()(

)1(

)1(
)1()1(

tE
t

nxf

tE
t

xxExG

n
n

n

n
n

n
n
















 

)(نحصل على ) 2.3(بالتعویض فى 
)!1(

)()( )1( 
 


 n

n f
n

ttE■  

 مثال:  
ـــد تقریـــب ـــق متوقـــع عن ــا هـــو أكبـــر خطـــأ مطل مـ  xxf sin ـــات تقـــع  باســـتكمال بیان

[ فى الفترة 0x ،1x ،......... ,nxنقاطها 
2

,0[ .  

  الحل
xxfواضــح أن  n sin)()1(  إذا كانــت n فردیــة و أن xxf n cos)()1(   إذا

)1()(1فى الحالتین نجد أن .  زوجیةnكانت   xf n لكل ،]
4

,0[ 
x .إذن:  



- 53-  أ

1
)!1(

4

)(
)!1(

.........

)(
)!1(

)).......((
)(

1

)1(0

)1(0






























n

f
n

xtxt

f
n

xtxttE

n

nn

nn
n







  

  ذاتي أسئلة تقویم 
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  . عند نقاط محددةf الدالة p الدالة تستكمل حدد متى -1
ــــك -2 ــــلنا إلـــــى تلـ ـــرح كیـــــف توصـ ــرانج، واشــ ــب صـــــیغة حدودیـــــة لاجـــ  اكتـــ

  . الصیغة
 علل لماذا تكون حدودیـة لاجـرانج مـن الدرجـة الأولـى علـى شـكل خـط -3

   ؟مستقیم
  . الحدودیات التقریب باستخدام مبرهنة أعد كتابة -5
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   طريقة نيوتن للفروق المقسومة. 4
Method Newton Divided Difference  

   تمهيد  1.4  

  یزي الدارس،،، عز
    :نلاحظ أنه عند تكمیل البیانات

kx  ……… 
1x  0x  ix  

ky  ………   
1y  0y   ii xfy   

,0)(م طریقة لاجرانج فإننا نقوم بإیجاد باستخدا xLk ، )(1, xLk ، ......... ،
)(, xL kk أولا ثم نحصل على ً




k

i
ikik xLyxp

0
, فإذا أضیفت النقطة  . )()(

),( 11  kk yx یجاد س المحهود لإنف لتلك البیانات فإننا نكرر





 

1

0
,11 )()(

k

i
ikik xLyxp دون الاستفادة من ،)(xpk . من هنا جاءت فكرة طریقة

1)(ً فهى بنیت أساسا على كیفیة إیجاد .نیوتن للفروق المقسومة xpk من )(xpk .
00فبمعرفة  )( yxp  1)( یمكن إیجاد xp 2)( و من ثم إیجاد xp و هكذا إلى 

  . ، الحدودیة المكملة للبیانات المعطاةxpn)(الحصول على 
1)(یتم إیجاد  xpk من )(xpkبالآتى :  

1)()()(ضع xxpxp kk . الآنiikik yxpxp   )()( 1 ،ki ,........,1,0 .
)(: إذن iii xyy  ،ki ,........,1,0 .علیه فإن:  

kixi ,,.........1,0,0)(   
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)())()........((إذن  101,0 kk xxxxxxcx   1,0، حیث kc ثابت، و ذلك 
11لأن    kk IPp. إذن ))........()(()()( 101,01 kkkk xxxxxxcxpxp   .

1,0بت یمكننا الحصول على الثا kcبـ :  
))......()(()()( 111011,01111 kkkkkkkkkk xxxxxxcxpxpy    

إذن 
))......()((

)(

11101

11
1,0

kkkk

kkk
k xxxxxx

xpyc








  

1)(علیه یمكننا إیجاد  xpk من )(xpk بإضافة الحد 
))........()(( 101,0 kk xxxxxxc كما یوضح المثال التالى ،:  

 مثال:  
22جد الحدویة  IPp تى تكمل البیانات ال:  

        3  2  1  ix          
        9  4  1  iy          

  :البیانات التى تكمل 3p لإیحاد 2pاستخدم 
      4  3  2  1  ix          

      2  9  4  1  iy          

  الحل
2باستخدام طریقة لاحرانج یمكن الوصول إلى أن 

2 )( xxp  .الآن  
)3)(2)(1()()( 3,023  xxxcxpxpحیث ،:  

3
7

)1)(2)(3(
14

)34)(24)(14(
)4(2

))()((
)(

2
231303

323
3,0














xxxxxx

xpy
c
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)1)(2)(3(إذن 
3
7)( 2

3  xxxxxp  

),)(( :لنعد الآن لطریقة نبوتن لاستكمال البیانات 00 xfx ،))(,( 11 xfx ،
......... ،))(,( nn xfx.  

)()(الحدودیة  00,00 xfcxp تكمل ))(,( 00 xfx .  

)()()(الحدودیة  01,001 xxcxpxp  حیث ،
)(

)()(

01

101
1,0 xx

xpxfc



 تكمل ،

),)((البیانات  00 xfx ،))(,( 11 xfx .  
)()(لاحظ أن  01,00,01 xxccxp .  

)()())((الحدودیة 102,012 xxxxcxpxp ،  حیث
))((

)()(

1202

212
2,0 xxxx

xpxfc



 ،

),)((تكمل البیانات  00 xfx ،))(,( 11 xfx ،))(,( 22 xfx .    
)()())((لاحظ أن  102,001,00,02 xxxxcxxccxp .  

  :، المطلوبة تعطى بـnpأن الحدودیة، و هكذا لنصل إلى 
 

))........()((.....................)()( 110,001,00,0  nnn xxxxxxcxxccxp  
kcحبث    : ، تعطى بـk، لكل 0,

))......()((
)()(

110

1
,0









kkkk

kkk
k xxxxxx

xpxfc        )2.4(  

kcما یجب ملاحظته هنا أن  ، و یعتمد فى xpk)( فى الحدودیة kx هو معامل 0,
 و على قیم الدالة عند تلك النقاط، مما یجعلنا نرمز لـ 0x ،1x ،...... ،kxإیجاده على 

kc ],,.....,[: بـ0, 10,0 kk xxxfc من الرتبة   بالفرق المقسوم، و یسمى k لـ fعند           
0x ،1x ،...... ،kx.   

  :باستخدام الفروق المقسومة كما یلى xpn)(الآن یمكننا كتابة 
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))........()(](,.....,,[
....................)](,[][)(

11010

0100




nn

n

xxxxxxxxxf
xxxxfxfxp)               2.5(          

لكى نتمكن من وصف أسهل . وهذا ما یعرف بصیغة نیوتن للفروق المقسومة
  .لخوارزمیة للتحسیب بهذه الطریقة سندرس، بشئ من التفصیل، الفروق المقسومة

   لفروق المقسومةا  2.4

، ...،rx ،1rx عند النقاط f للدالة kم ذى الرتبة ومن التمهید، یرمز للفرق المقس
krx  بـ ],......,,[ 1 krrr xxxf  و هو معامل kx فى الحدودیة kk IPp  المكملة ،

  :للبیانات

krx   ……… 
1rx  rx  ix  

kry   ………   
1ry  ry   ii xfy   

 لا یتغیر بتغیر ترتیب البیانات فى kx أول ملاحظة جدیرة بالاهتمام هى أن معامل
],,......,[],,......,[الجدول، مما ینتج عنه 

101 kiiikrrr xxxfxxxf  حیث ، kiii ,...,, 10 
krrrتبدیلة لـ   ًفمثلا . أى أن ترتیب النقاط لا یغیر من قیمة الفرق. ,1,....,

]5,2,7[]7,2,5[]7,5,2[ fff .  
  : یعرف بـ0x ،1x ، ...،nx عند النقاط fجدول الفروق المقسومة للدالة 

][
],[][

],,[],[][
....
....

],,[],[][
],,[],[][

]...,,.........,[....................],,[],[][
]...,,.........,[....................],,[],[][

111

121222

4323222

3212111

102101000

1211

nn

nnnn

nnnnnnn

n

niiiiiiiiii

xfx
xxfxfx

xxxfxxfxfx

xxxfxxfxfx
xxxfxxfxfx

xxxfxxxfxxfxfx
xxxfxxxfxxfxfx






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 الأول یحوى النقاط، الثانى یحوى الفروق المقسومة ذات . عمود2nالجدول یتكون من 
، الثالث یحوى الفروق المقسومة ذات الرتبة الأولى و 1nدها الرتبة الصفریة و عد

، ..، و هكذا 1n، الرابع یحوى الفروق المقسومة ذات الرتبة الثانیة و عددها nعددها 
لاحظ أن الفروق المقسومة الموجودة . nذا الرتبة ) الوحید(الأخیر یحوى الفرق المقسوم 

یستفاد من الجدول فى . فى الصف الأول هى معاملات صیغة نیوتن للفروق المقسومة
  .إیجاد تلك الفروق لاستخدامها فى طریقة نیوتن للفروق المقسومة

 مثال:  
  0x ،1x ،2x ،3x عند النقاط fأكتب جدول الفروق المقسومة للدالة 

  :الحل
  :الجدول هو

..][

.],[][
],,[],[][

],,,[],,[],[][
],,,,[],,,[],,[],[][

],,,,[],,,[],,[],[][

44

4333

4323222

43213212111

4321032102101000

4321321211

xfx
xxfxfx

xxxfxxfxfx
xxxxfxxxfxxfxfx

xxxxxfxxxxfxxxfxxfxfx
xxxxxfxxxxfxxxfxxfxfx hhiiihiiiiiiiiii 

  .المبرهنة التالیة تستخدم فى إیجاد جدول الفروق المقسومة
  مبرهنة

srإذا كان  فإن :  

rs

srsr
ssrr xx

xxfxxf
xxxxf










1

11
11

],........,[],........,[
],.......,,[ 
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  الإثبات
rssrلنفرض أن  IPp , تكمل بیانات الدالة f عند rx ،1rx ، ..... ،sx و أن 

rssr IPp  1,1 تكمل بیانات الدالة f 1 عندrx ، ..... ،1sx .إذن:  

)()(
,........,2,1);()()(

)()(

111,1

1,1,

,











sssr

iisrisr

rrsr

xfxp
srrixfxpxp

xfxp
  

rssrیمكن بسهولة إثبات أن الحدودیة  IPp     : المعرفة بـ,11

rs

srssrr
sr xx

xpxxxpxx
xp











1

,11,1
1,

)()()()(
)(  

rsxمعامل . rx ،1rx ، ..... ،sx ،1sx عند fتكمل بیانات الدالة  1 فى الطرف 
],,.....,,[الأیسر هو  11  ssrr xxxxf و معامل rsx 1 فى الطرف الأیمن هو 

rs

srsr

xx
xxfxxf








1

11 نحصل بتساوى المعاملین ). تأكد من ذلك بنفسك (],........,[],........,[

  ■على المطلوب
المبرهنة السابقة تعطى الصیغة التى تمكننا من إیجاد الفروق المقسومة فى الجدول من 

  ًفمثلا. الفروق المقسومة ذات الرتب التى تقل عنها بواحد

01

01

01

01
10

)()(][][
],[

xx
xfxf

xx
xfxfxxf








  

24

3243
432

],[],[
],,[

xx
xxfxxfxxxf




  

 مثال:  
   إذا كانf]6,4,3[جد 

7  6  4  3  1  0  ix  

3  3  4  5  4  2  )( ixf  
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  :الحل

   

   
6
55443

2
1

3
1

)3()4()4()6(
2
1

3
1

34
]3[]4[

46
]4[]6[

3
1

36
]4,3[]6,4[]6,4,3[







 







 






















ffff

fffffff

  

 مثال:  
  :جد جدول الفروق المقسومة للبیانات 

4  3  1  0  ix  

4  5  4  2  )( ixf  
  :الحل

44
153

41
0220

2
1

2
1

2
1





  

  :تفاصیل الحل
العمود الثالث، و یمثل . اشرة من البیاناتالعمودان الأول و الثانى یتم الحصول علیهما مب

  : و یتم الحصول علیها، بالترتیب، كما یلىروق المقسومة ذات الرتبة الأولىفال

2
01
24



  ،2

1

13
45



 ،1

34
54



.  

  :العمود الرابع یمثل الفروق المقسومة ذات الرتبة الثانیة، و تفاصیلها

2
12

1

03
2



 ،2

12
1

14
1



.  
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0أما العمود الأخیر فیعطى الفرق الوحید ذا الرتبة الرابعة و قیمته 
04

)( 2
1

2
1



.  

 مثال:  
  .استخدم طریقة نیوتن للفروق المقسومة لاستكمال البیانات فى المثال السابق

  :الحل
  :)2.5(الصیغة فى من 

))()(](,,,[
))(](,,[)](,[][)(

2103210

1021001003

xxxxxxxxxxf
xxxxxxxfxxxxfxfxp


  

  :و من جدول الفروق المقسومة

)1(22
)3)(1)(0)(0()1)(0)(()0)(2()2()(

2
1

2
1

3





xxx
xxxxxxxp  

  

  )4(تدریب 
  
  
  

  )5(لتدریب 

  y)6( لفروق المقسومة للاستكمال لإیجادطریقة نیوتن لاستخدم ) أ(
   x     1       2       7      8  
   y     1       5       5      4 

 للجــدول التــالي لإیجــادلفــروق المقــسومة للاســتكمال طریقــة نیــوتن لاســتخدم ) ب(
)0(y .  

       x   -1       1        2        3  
       y  -21     15      12      3 

)(2أوجــد الفــروق المقــسومة للدالــة 2  xxxf1 عنــد النقــاط ،1 ،
3 ،6 . 



- 62-  أ

  )6(التدریب 

  : اكتب حدودیة نیوتن للجدول التالي) أ(
      x       -1       0        1  
     y       -2       3        2       

  : اكتب حدودیة نیوتن للجدول التالي) ب(
     x       0       1        2       3  
     y       0      1         0      -1  

 

  ذاتي تقویم أسئلة 

  
  
  

  

   الاستكمال على فترات متساوية  .5
  عزیزي الدارس،

لاحظت في القسمین السابقین أننـا أجرینـا الاسـتكمال علـى نقـاط قـد لا تبتعـد مـسافات 
ـــساویة عـــن بعـــضها  ـــبعضمت ـــا أن ال  تبتعـــد عـــن بعـــضها 0x ،1x ،.... ،nx، ولنفـــرض هن

1;2,1,......,1:  أي أنhبمسافة ثابتة   nihxx ii .سنتطرق إلى الفروق المتقدمة.  

   لاجرانج؟  طریقة بماذا تتمیز طریقة الفروق المقسومة عن -1
  .  ّ اكتب الصیغة العامة للفروق المقسومة-2
 .  لفروق المقسومةل طریقة نیوتنعدد میزات استخدام  -3
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  الفروق المتقدمة   1.5

  : تعریف

 ،(Forward difference operator)روق المتقدمـــة  الفـــمـــؤثر.  ثابتـــةhلــتكن 
)()()( یعرف بـf  الدالة المؤثر على،ویرمز له بالرمز  xfhxfxf    

كــن تعریــف الفــرق یم.  ذى الرتبــة الأولــىf یعــرف بــالفرق المتقــدم لــت xf)(الفــرق 
)())((:  بـــk ذى الرتبــة fالمتقــدم ل  1 xfxf kk  ،,........3,2k . مــن هنــا یمكننــا

  :كتابة

)()()( xfhxfxf   

))()(()(2 xfhxfxf   

))()(())()2(( xfhxfhxfhxf   

)()(2)2( xfhxfhxf   

)()(3)2(3)3(
))()(2)2(()(3

xfhxfhxfhxf
xfhxfhxfxf


  

  :بصورة عامة یمكن الوصول إلى














k

i

ik hikxf
i
k

xf
0

))(()1()()                             2.6(  

حیث 
!

)1)........(1(
i

ikkk
i
k 








  

، حیــث 0x ،1x ،.... ،nx عنــد النقــاط xf)(یعــرف جــدول الفــروق المتقدمــة للدالــة 
1,......,2,1;1  nihxx iiبـ :  
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n

nn

n
i

n
iii

f
ff

fff
fff
fff

ffff
ffff

11

3
2

33

2
2

22

1
2

11

00
2

00

2 ..............................

 












 

)(حیث  ii xff  .  

 مثال  

  0x ،1x ،.... ،4x عند النقاط fاكتب جدول الفروق المتقدمة للدالة 
  الحل

4

33

2
2

22

1
3

1
2

11

0
4

0
3

0
2

00

f
ff

fff
ffff

fffff







  

  

 مثال  

  :جد جدول الفروق المتقدمة للبیانات

    5  4  3  2  1  
ix        

    8  7  4  2-  3  
if        

  الحل
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8
17

434
1362

13141153







  

 مثال:  
ـــــة ــــ ــــروق للحدودیــ ــــ ـــدول الفـــ ــــ ـــب جــــ ـــــ )(3116 اكتـــ 23  xxxxpـــد ـــــ ـــا عنـــ ـــــ ط  النقـــ

10,8,6,4,2x.  
  الحل

507
294213

14415063
4896549

0484863

432
iiiii ppppp 

  

 عنــد xf)(المبرهنـة التالیــة تعطــى العلاقـة بــین الفــروق المقــسومة و الفـروق المتقدمــة للدالــة 
  . 0x ،1x ،.... ،nxالنقاط 

  
  مبرهنة 

!
],........,,[ 0

10 nh
f

xxxf n

n

n


 

  :الإثبات
   لأن1nالنتیجة صحیحة عند .  نثبت المبرهنة بالاستقراء الریاضى

!1
],[ 1

0
1

0

01

01
10 h

f
h
f

xx
ffxxf 








  
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knنفرض صحة النتیجة عند   . أى
!

],........,,[ 0
10 kh

f
xxxf k

k

k


 و أیضا ً

!
],........,,[ 1

111 kh
fxxxf k

k

k


 .الآن:  

)!1()!1()1(
!!

],........,[],........,[
],.......,,[

1
0

1

1
01

01

01

011
110


































kh
f

kh
ff

hk
kh
f

kh
f

xx
xxfxxf

xxxxf

k

k

k

kkk

k

k

k
k

kk
kk

  

1إذن النتیجة صحیحة لـ  kn■  

هذه الطریقة تعرف فقط عندما . الآن یمكننا تعریف صیغة نیوتن للقروق المتقدمة
  . تكون النقاط متساویة البعد

  لفروق المتقدمةل صيغة نيوتن 2.5

نحصل ) 2.5(فى صیغة نیوتن للفروق المقسومة ) 2.4(بتطبیق نتیجة المبرهنة 
  :على

)).......()((
!

..............))((
!2

)()(

110
0

102
0

2

0
0

0














nn

n

n

xxxxxx
nh
f

xxxx
h

fxx
h
ffxp

)        2.7(  

uhxxالآن ضع   hjuxxxxxxإذن . 0 jj )()( 00  .علیه فإن:  



3
210

2
10

0

)2)(1()2()1())()((
)1()1())((
huuuhuhuuhxxxxxx
huuhuuhxxxx

uhxx






  

kبصورة عامة
k hkuuuuxxxxxx )1)......(2)(1()).......()(( 110  .  

uhxuxالآن، بوضع     :بالصورة) 2.7( ، یمكننا كتابة )(0



- 67-  أ

n
n

n

n

hnuuu
nh
f

huu
h

fuh
h
ffuxp

)1().........1(
!

..............)1(
!2

))((

0

2
2

0
2

0
0













  

  أو 

)1().........1(
!

..............)1(
!2

))((

0

0
2

00











nuuu
n

f

uufuffuxp

n

n

  

  أو














n

i

i
n f

i
u

fuxp
1

00))(()                                        2.8(  

حیث 
!

)1)........(1(
i

iuuu
i
u 








) .2.8 ( تعرف بصیغة نیوتن للفروق

نستخدم الصف الأول فى حدول الفروق المتقدمة للدالة ) 2.8(لتطبیق الصیغة . المتقدمة
)(xf.  
 
 مثال:  

ًمـــستخدما  المتقدمــةلفــروق صــیغة نیــوتن لباســـتخدام  2.1eأوجــد قیمــة تقریبیــة للمقــدار 
  .5.2,2,5.1,1xط النقا
  :الحل

huhx 5.012.1 0  . 4.0إذنu .جدول الفروق المتقدمة هو:  

1825.12
7934.43891.7

8861.19074.24617.4
7421.01440.17634.17183.2

0
3

0
2

0 ffff i 
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الآن 












3

1
003 ))((

i

i f
i
u

fuxpــات ــد .  تكمـــل البیانـ ـــل 2.1xعنـ ــى تقاب ، و التـ

4.0uنحصل على :  

4.0

0
3

0
2

003
2.1 )2)(1(

!3
)1(

!2
)2.1(



















u

uuu
f

uu
f

uffpe  




3339.3
)6.1)(6.0)(4.0(7421.0

)6.0)(4.0(1440.1)4.0(7634.17183.2





 

  )7(تدریب 

)(22  جدول الفروق المقسومة للاقترانجد) أ(
x

exxf


 ك عند النقاط، و ذل:  
10.1 ،00.2 ،50.3 ،00.5 

  

ـــتخدم الفـــــروق ) ب(  ــة المتقدمــــةاسـ ـــة تقریبیــ  و f)1.1(لكـــــل مـــــن  لحـــــساب قیمــ
)95.1(fمستخدما الجدول ً 

  

x 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2    
f (x) 0.0 0.1813 0.3302 0.4529 0.5545 0.6390    

  
  
  
  
  
  



- 69-  أ

  )8(التدریب 

   :الجدول التالي یمثل) أ( 

 x 45 50 55 60 65   
 y 114.84 96.16 83.32 74.48 68.48   

    x = 63 , x = 46 عند yأوجد قیمة  

   :انظر الجدول التالي) ب( 

   140 150 160 170 180 (T)الحرارة 

   3.685 4.854 6.302 8.076 10.225 (P)الضغط

   T = 175 , T = 142أوجد الضغط عندما تكون الحرارة 

 مثال:  
  .اكتب خوارزمنیة لاجرانج للاستكمال  ) أ(

   .اكتب خوارزمیة نیوتن للاستكمال  ) ب(

  :الحل
  )أ( 
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  )ب(
  
  
  
  
  
  
  
  

  ذاتي أسئلة تقویم 
  

  .   الفروق المتقدمة: ّ عرف-1
ـــف -2 ــة،  وكیــ ــة والثالثـــ ــي بـــــالفروق مـــــن الرتبـــــة الأولـــــى والثانیـــ ــاذا نعنـــ  مـــ

  نستخرجها؟   
 اكتب صیغة حدودیة نیوتن للفروق المتقدمة للاستكمال، واشرح كیـف -3

 . توصلنا إلیها
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  الخلاصة 
  عزیزي الدارس،،، 

  . ًالوحدة دعنا نقوم معا بتلخیص أهم ما ورد فیها من نقاطفي نهایة هذه 
  . تقریب الدوال یستخدم فى الاستكمال -
  .الحدودیات و أهمیتها فى الاستكمال شرحنا بعد ذلك -
 .بدأنا بصیغة لاجرانج، و قمنا بإجراء أمثلة علیها-

ة ّ، وضـــربنا عــدة أالاســتكمال تناولنــا بعــد ذلـــك عملیــة التقریـــب باســتخدام - ّـــمثلـــة علــى عملی
  .ّالتقریب للدوال، وكیفیة تحلیل الخطأ في هذه الحالة

  .و برتبها المختلفة عرفنا الفروق المقسومة، -
یمكن و عرفنا كیف ، )حدودیة الفروق المقسومة( انتقلنا بعد ذلك إلى حدودیة نیوتن -

 .ایجادها باستخدام جدول الفروق المقسومة

 الفروق المتقدمة مؤثر على فترات متساویة، واستعرضنا  تناولنا الاستكمالًو أخیرا - 
)( ،و من ثم قمنا بالتعریف بطریقة نیوتن للفروق المتقدمة.  

ً وحتى نضمن توضـیح الأفكـار الـواردة فقـد عرضـنا عـددا كبیـرا مـن الأمثلـة المحلولـة، -  ً
  . والتدریبات التي ستساهم بكل تاكید في توضیح الأفكار الواردة بشكل جلي
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  ّبقة عن الوحدة الدراسية التاليةلمحة مس
  عزیزي الدارس،،، 

ــــة  ـــل العــــددي، وســــنبدأ بأهمی ــــة والتفاضـ ــاملات العددی ــة فــــي التكــ ــ ـــدة الثالث ـــث الوحـ تبحـ
التكاملات العددیة وطرق مختلفة لحسابها وأهم المزایا والمساوئ لكل طریقة ومـدى دقـة تلـك 

  . رق العددیة المختلفة لحلهّالطرق، كذلك سنعرج على التفاضل العددي والط
  . نأمل أن تكون وحدة مفیدة لك
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  المقدمة 
  تمهيد 

  عزیزي الدارس،
ــنتناول خلالهـــا  ـــا بـــك إلـــى الوحـــدة الثالثـــة مـــن مقـــرر التحلیـــل العـــددي، والتـــي سـ مرحب

  ". العددیةوالتفاضلات التكاملات "موضوع 
ّلـسابقة، إلا أننــا ســنظهر ربمـا یكــون موضــوع التكامـل مألوفــا لــك فـي مراحــل دراســتك ا

ّكاملات ذات المتغیـر  للتكاملات، وسنركز على التةّه الوحدة أهمیة إیجاد حلول عددیفي هذ
ــى موضـــوع الواحـــد ـــك إلـ ــل بعـــد ذل ـــر ســـتة أقـــسام رئیـــسة، ثـــم ننتقـ ــنعرض الموضـــوع عب ، وسـ

  .التفاضل العددي في القسم السابع
یقــة نیـــوتن كــوتس فـــي إیجـــاد وجــدنا أن أنـــسب مــدخل لهـــذه الوحــدة أن نبـــدأ بـــشرح طر

التكامل العددي، حیث تمثل هذه الطریقة ركنـا أساسـیا للإحاطـة بموضـوع الوحـدة، ثـم انتقلنـا 
 قاعــدة سمبــسون  طریقــة محــدة مــن تلــك الطــرق، ألا و هــىفــي القــسم الثــاني إلــى اســتعراض

ص بعمق وتعریفها وبعض الأمثلة علیها، وعند نهایة هذا القسم ستجد نفسك قادرا على الغو
في قسمین مشابهین لما سبق ولكن بمستوى أعلـى، فالقـسم الثالـث یعتمـد علـى القـسم الأول، 

  .قوانین نیوتن كوتس المركبة، والقسم الرابع یستعرض طریقة سمبسون المركبةویتناول 
في القـسم الخـامس نتنـاول تكـاملات رومبیـرج، ونـشرحها شـرحا وافیـا مـع مـا یلـزم ذلـك 

ل إلــى تكــاملات جــاوس فــي القــسم الــسادس، وبالتــالي ننتهــي مــن التكامــل مــن أمثلــة، ثــم ننتقــ
  .العددي، ونكون جاهزین للانتقال إلى القسم الأخیر المتعلق بالتفاضل العددي

سلة تــایلر ســنتناول فــي القــسم الأخیــر كیفیــة حــساب الفــروق المنتهیــة، واســتخدام متسلــ
ــذا الــــسیاق، وكیــــف نـــ ــب المــــشتقة الثانیــــة، وأخیــــرا ستخدم صــــیغة النقــــاط الــــثلاث لفـــي هــ تقریـ

  .استكمال ریتشاردسون
ة هـــذه   لتكــاملات یــصعب معالجتهـــا ةًالوحــدة فــي أنهـــا تقــدم حلــولا عددیـــّــوتكمــن أهمی

ا ــ ـــل للتعامـــل معهـ ــددي الأســـلوب الأمث ـــة، ویعتبـــر التحلیـــل العـ ــة العادی ــد . بـــالطرق التحلیلیـ وقـ
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كال ستــساهم بــإذن االله فــي زودنــاك عزیــزي الــدارس بكــل مــا یلــزم مــن امثلــة وشــروحات واشــ
  .تقریب الصور المجردة إلى ذهنك لیسهل التعامل معها بیسر

نأمل أن تعزز فهمك للموضوعات الواردة في الوحدة عبر الرجوع إلى بعض المراجع 
الواردة في نهایة كل وحدة، وهو مـا سـیؤهلك للاسـتدراك علـى بعـض مـا ورد فـي الوحـدة مـن 

عندئـذ أن لا تبخــل علینـا بــأي نـصح یــساهم فـي إنــضاج نقـص هــو مـن صــفة البـشر، فنأمــل 
  .ومرحبا بك مرة أخرى. الوحدة وتطویرها مستقبلا

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  -79 -

  هداف الوحدةأ
  

  عزیزي الدارس،   

  : ًبعد فراغك من دراسة هذه الوحدة ینبغي أن تكون قادرا على أن

 أهمیة التكامل العددي والتفاضل العدديتشرح ّ .  

 مــسائل علــى طــرق التكامــل العــددي، وخــصوصا طریــق نیــوتن تحــل ً
  . كوتس

 معنى قاعدة سمبسون، وتحل مسائل علیهاتشرح  .  

 ـــة شـــبه تعـــدد  قـــوانین نیـــوتن كـــوتس المركبـــة، وتـــشرح علاقتهـــا بطریق
  . المنحرف المركبة

 مفهوم تكامل رومبیرج، وتحل مسائل علیهتشرح .  

 أمثلة على تكاملات جاوستعطي  .  

 مفهوم التفاضل العددي وكیفیة حساب الفروق المنتهیةتشرح  .  

 متسلسلة تایلر في حساب التفاضلات العددیةتستخدم  .  

 مسائل على صـیغ الـثلاث نقـاط والخمـس نقـاط لتقریـب المـشتقة تحل 
  .الثانیة

 مفهوم استكمال ریتشاردسون وتحل مسائل علیهتشرح   . 
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   تكامل العدديال .1
  عزیزي الدارس،،

إن حساب التكامل بطرق عددیة مـن العملیـات المهمـة فـي الریاضـیات، حیـث تقـضي 
ً وقتــا طــویلا لــتعلم طــرق ومهــارات حــساب هــذا (Calculus)دراســة مــواد التفاضــل والتكامــل 

وتكمن الحاجة لتعلم المهارات اللازمة لتقدیم حلول عددیة للتكاملات فـي الاسـتفادة . التكامل
ــي حـــل المعـــادلات التفاضـــلیة والتكاملیـــة ــك المهـــارات فـ ــة . مـــن تلـ ــة دراسـ كـــذلك تكمـــن أهمیـ

ت معقــدة لا یمكــن حلهــا بــسهولة بــالطرق التكامــل العــددي فــي إیجــاد حلــول تقریبیــة لتكــاملا
التحلیلیة الاعتیادیة، ومثال ذلك التكامل  

b

a

x dxe
  .  الذي لا یمكن حله بسهولة2

هي وجـود طرق عددیة ولیس بطرق تحلیلیة بت أخرى تلزمنا في حساب التكامل حالا
  . بصیغة مباشرة للدالةو دون معرفة  ا المراد حساب تكاملهدالةبیانات مجدولة فقط عن ال

  (Newton - Cotes Methods)  ق نيوتن كوتسطر 1.1
  زیزي الدارس،ع

   :هذه مجموعة من الطرق تعتمد فى تقریبها للتكامل المحدود

        
b

a

dxxffI )()(                                                  

)3.1( 

  :ً مستخدما البیاناتnIPp بواسطة xf)(ریب الدالة باستخدام الاستكمال بالحدودیات لتق

nixfx ii ,......1,0));(,(  حیث ،ihaxi  و ،
n

abh 
 . أى أن النقاطax 0 ،

1x  ،.... ،bxn بالتكامل) 3.1( التكامل یقربمن ثم .  متساویة البعد:  
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                 
b

a
n dxxpfI )()(                                                    

)3.2(  

باستخدام صیغة لاجرانج 



n

i
ini xLxfxp

0
,   :إذن. )()()(

 


)()()()( ,
0

, iin

b

a

n

i
inin xfadxxLxffI                                

)3.3(  

nidxxLaحیث 
b

a
inin   0:)(,,                                 

)3.4( 

ina تعطى صیغة لـ المبرهنة التالیة   : تستفید من تسوى البعد بین نقاط البیانات,
  مبرهنة

 








du
iu

nuuu
ini
ha

in

in
)).......(1(

)!(!
)1(

,  

  :الإثبات

dx
xxxxxxxx

xxxxxxxxdxxLa
b

a nihiiii

nhi
b

a
inin  








))....()()....((
))....()()....((

)(
110

110
,,       

)3.5(  
ـــــع  ــــ uhaxالآن، ضـــ  . إذنduhdx  ــد ــــ ــــ ax و عنــ  ،0u  . ــد ــــ ــــ ــ و عن

bx  ،nu  .ًأیضا بتبسیط جبرى یمكن الوصول إلى أن:  
  ■نحصل على الصیغة المطلوبة) 3.5(إذن بالتعویض فى  

ــف ــاختلاف قیمــــة تختلــ ــبه . n الطــــرق بــ ــدة شــ ــالى یوضــــح مــــا یعــــرف بقاعــ المثــــال الثــ
 .1n كوتس التى تقابل –، و هى طریقة نیتوتن Trapezoidal Ruleالمنحرف 
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 مثال:  
  .1nكوتس المقابلة لـ - جد طریقة نیوتن

  :الحل
)()()( 11,100,11 xfaxfafI   

2
1

2
1

2110
)1(

)!01(!0
)1(

1

0

21

0

01

0,1
hhuuhdu

u
uuha 



 




















 


 

22
1

2111
)1(

)!11(!1
)1(

1

0

21

0
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1,1
hhuhdu

u
uuha 





















 


 

))()((إذن 
2

)(
2

)(
2

)( 10101 xfxfhxfhxfhfI  .لاحظ أن:  

ax 0 ،bx 1 و أن ،ababh 



1

  :علیه یمكننا كتابة. 

 )()(
2

)( bfafabdxxf
b

a




.  

 مثال:  
xxf لیكن 52)( خدم طریقـة شـبه المنحـرف لحـساب تكامـل تقریبـي للمقـدار ، است

 
3

0

)52( dxx.  

  :الحل

    5.28172
2
3)3()0(

2
03)(

3

0




 ffdxxf  

 مثال:  

 استخدم طریقة شبه المنحرف لحساب تكامل تقریبي للمقدار
2

1

ln dxx.  
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  :الحل
  3465736.021

2
1)(2  InInfI 

   :بینما القیمة الدقیقة للتكامل

  3862943.02
1

2

1

 xInxxdxxIn  

  )1(تدریب 
  
  
  
  

كوتس، و - عزیزى الدارس، سنتطرق بشئ من التفصیل لطریقة خاصة من طرق نیوتن
  . 2nكوتس المقابلة لـ -التى تعرف عادة بطریقة سمبسون، و هى طریقة نیوتن

  (Simpson's Rule)  قاعدة سمبسون  2.1
كـوتس المقابلـة لــ -قاعدة سمبسون هـى طریقـة نیتـوتنكما أسلفنا فإن عزیزي الدارس، 

2n .إذن:  
)()()()( 22,211,200,2 xfaxfaxfafI   

 

3
2

2
3

32

23
210

)2)(1(
)!02(!0

)1(

2

0

23

2

0

2
2

0

02

0,2

huuuh

duuuhdu
u

uuuha





















 



 

استخدام قاعدة شبه المنحرف لحساب قیمة تقریبیـة 
2

0

2dxxثـم أوجـد  

 . قیمة الخطأ الناتج عن التقریب
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xfxfxfh

xfhxfhxfhfI




  

ــــا  ــــ هنـ
2

abh 
 ،ax 0 ،

221
baabax 




 و ،bx 2 . ـــا ــــ ــــه یمكننــ ــــ علیـ
  :كتاتبة
















 




 )(
2

4)(
6

)( bfbafafabdxxf
b

a

  

 

 مثال:  

استخدم قاعدة سمبسون لتقریب 
2

0

)( dxxf 65 حیث)( 3  xxxf.  

  :الحل
  

 6)4246
3
1

)2(
2

204)0(
6

02))()(4)((
3

)( 2102


















 




 fffxfxfxfhfI
 

  :بقاعدة سمبسون یعطى بـ)  3.1(كامل ، فى تقریب التRالخطأ، 
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














 




  )(
2

4)(
6

)( bfbafafabdxxfR
b

a

  

و بدلالة 





 


2
abhیمكن كتابة :  

 )()(4)(
3

)()( 111

1

1

hxfxfhxfhdxxfhRR
hx

hx

 




                

)3.6(  
  ).3.6(ً تعطى صیغة أفضل، عملیا، من  المبرهنة التالیة

  مبرهنة

، hR)(علیه فإن الخطأ،. لمشتقة الرابعةلصال  قابلة للاشتقاق باتxf)( لتكن 
)(: فى قاعدة سمبسون یعطى بـ

90
)( )4(

5

fhhR  حیث ،),( ba.   

  :الإثبات 
  ، نحصل علىh بالنسبة لـ  ثلاث مرات)3.6(بتفاضل 

   

 

  )],()(
3

)(
3
4

)]()([
3
2)]()(

3

)()(4)(
3
1)()()(

111

1111

11111

hxfhxfhxf

hxfhxfhxfhxfh

hxfxfhxfhxfhxfhR







 

)],()([
3

)]()([
3
1

)]()([
3

)]()([
3
1)]()([

3
2)(

1111

11

1111

hxfhxfhhxfhxf

hxfhxfh

hxfhxfhxfhxfhR






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),(و ذلك باسـتخدام مبرهنـة القیمـة الوسـطى، حیـث  113 hxhx  . إضـافة لـذلك یمكـن
)0()0()0(0إثبات أن   RRR . الآن و بتتابع نكامـل)(hR  و مـستخدمین مبرهنـة 

  القیمة الوسطى للتكامل لنحصل على

)(
9
2)(

3
2

)(
3
2)()0()(

2
)4(3

0

2
2

)4(

0
3

)4(2

0





fhdttf

dtftdttRRhR

h

hh








 

),(حیث  112 hxhx ،  

)(
18
1)(

9
2

)(
9
2)()0()(

1
)4(4

0

3
1

)4(

0
2

)4(3

0





fhdttf

dtftdttRRhR

h

hh








 

),(حیث  111 hxhx ،  

)(
90
1)(

18
1

)(
18
1)()0()(

)4(5

0

4)4(

0
1

)4(4

0





fhdttf

dtftdttRRhR

h

hh








 

),(حیث  11 hxhx ■  

 مثال:  
 في x x2 ،x3 ، x4، 1قارن بین قاعدة شبه المنحرف وقاعدة سمبسون الثلثیة للدوال 

  .  لقاعدة سمبسونh = 1 لقاعدة شبه المنحرف و h = 2ً مستخدما 0, 2الفترة 
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  :الحل
 f(x) الحل الدقیق قاعدة شبه المنحرف قاعدة سمبسون 

2.000 2.000 2.000 1 
2.000 2.000 2.000 x 
2.667 4.000 2.667 x2 
4.000 8.000 4.000 x3 
6.667 16.000 6.400 x4 

  )2(تدریب 
  
  
  
  

  ذاتي أسئلة تقویم 

  :ةقارن بین قاعدة شبه المنحرف وقاعدة سمبسون الثلثیة للدوال التالی

1x
1


 ،2x1 ، sin x ، ex    في الفترة0, 2  

  .اشرح مدى أهمیة التكامل العددي. 1
  . كوتس-اكتب صیغة نیوتن . 2
  .(Trapezoidal Rule)ما المقصود بطریقة شبه المنحرف . 3

 أثبت ان الخطأ فى طریقة شبه المنحرف لتقریب  .4
ha

a

dxxf  یعطـى )(

)(بـ
12

)(
3

fhhR  حیث ،),( haa  
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  شبه المنحرف المركبة ةقيطر 3.1
  عزیزي الدارس،

],[ لنفــرض أن الفتــرة ba قــسمت إلــى فتــرات جزئیــة عــددها  m كــل منهــا بطــول ،h 
miihaxi :بحیث ,......,2,1,0;   و

m
abh 

.   
  : إذن

      
mx

x

b

a

dxxfdxxffI
0

 

       



1

0

2

1 1

......
x

x

x

x

x

x

m

m

dxxfdxxfdxxf  

],[ات طبق قاعدة شبه المنحرف على الفتروالآن ن 10 xx ،],[ 21 xx ،....... ،
],[ 1 mm xx لنحصل على :  

       )()(
2

......)()(
2

)()(
2 12110 mm xfxfhxfxfhxfxfhfI    

 إذن

     







 





1

1
2

2
)(

m

i

b

a

ihafbfafhdxxf                               

)3.7( 

  .m جزئیة عددها قاعدة شبه المنحرف على فتراتو هى 

 مثال:  
dxeاستخدم قاعدة شبه المنحرف المركبة لتقریب التكامل 

1

0

x 2

  باستخدام 
10
1h .  

  
  :الحل
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2 نحسب

)(
x

exf  ،عند النقاط 
10
ixi  ، 1,0,......,10حیثiعلى لنحصل :   

  109210

1

0

......2
2

2

fffffhdxe x    

  3678794.0444858.0......9607894.09900498.021
20
1

  

   7462107.036878794.07781682.621
20
1

  

 مثال:  
 التكامـل لتقریـب 2.0h ًمـستخدما، اسـتخدم قاعـدة شـبه المنحـرف البـسیطة والمركبـة


2.1

0

dxxsin . الخطأین فى الحالتینوقارن بین.   

  :الحل
  : المركبةقاعدة شبه المنحرف

h
abm 

 لذلك n = 6.   

    
2.1

0

717356.0564642.0389418.0198669.020
2
2.0sin dxx  

  635515.0932039.0841471.0   

     :قاعدة شبه المنحرف البسیطة  
2.1

0

55922.0932039.00
2
2.1sin dxx 

                         :      القیمة الدقیقة للتكامل 
2.1

0

637642.0sin dxx   

  .ر دقةواضح أن القاعدة المركبة أكث
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  )3(تدریب ال
  

  
  
  
  
  

    المركبةسمبسون طريقة 4.1 
  عزیزي الدارس،،
ــة عــــددها a, bإذا قــــسمنا الفتــــرة   و ذلــــك بواســــطة النقــــاط m2 إلــــى فتــــرات جزئیــ

ax 0 ،miihaxi 2,.....,2,1;  حیـــــث ،
m

abh
2


ـــــف صـــــیغ ـــن تعری ــه یمكــ ة  فإنـــ
 : سمبسون المركبة على النحو التالي

 





m

m

x

x

x

x

x

x

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxf
2

22

4

2

2

0

)(.........)()()(  

 





m

i

x

x

i

i

dxxf
1

2

22

)(            








 i

m

i
iii cfhxfxfxfh

1

4
5

21222 90
4

3
 

iiiحیث  xcx 222 .  
  :إذن یقرب التكامل فى طریقة سمبسون المركبة بـ

ــسب . أ ــــ احـ
1

0

sin dx
x

x ـــة ــــ ــــرف المركب ــبه المنحـــ ــــ ــدة شـ ــــــتخدام قاعـــــ   باسـ

 نقاط، ثم قدر عدد الفتـرات الجزئیـة اللازمـة لتقریـب التكامـل 6باستخدام 
510بحیث لا یتعدى الخطأ المقدار 

2
1  ؟  

 بحیث تكون القیمة المطلقة للخطأ النـاتج مـن hأوجد قیمة للمقدار . ب
: تقریب التكامل

2

1

dx
x
1I ثم احسب قیمـة تقریبیـة لهـذا  2-10 لا یتعدى

 . التكامل
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            











 


b

a

m

i

m

i
ii bfxfxfafhdxxf

1

1 1
122 42

3
                           

)3.8( 

ـــب،  :  ، یعطـــــى بــــــRو بخطـــــأ مركــ



m

i
icfhR

1

)4(
5

)(
90

ـــت .  ــ )4()(و إذا كان xf 

],[متـــصلة فــــى  ba فإنــــه توجــــد ،],[ bac بحیــــث )()( )4()4( xfcf  لكــــل ],[ bax ،
  :لذلك نحصل على

)(
180

)(
90

)(
90

)(
90

)4(4)4(
5

)4(
5

1

)4(
5

cfhabcf
h

abhcfmhcfhR
m

i
i





 



  
  لطرف الأیمن للمتباینة ا

    )(
180

)4(4 cfhabR 
                                                  

)3.9(  
  .یعطى أكبر خطأ مطلق فى التقریب بطریقة سمبسون المركبة

 مثال:  

:  استخدم صیغة سمبسون المركبة لتقریب 

1

0
2x2

dx مستخدما ً
6
1h    

  :الحل
نحسب   2x2

1xf


عند النقاط  
6
ixi  1,0,....,6 حیثiلنحصل على :  

   6543210 42424
3

fffffffhfI   

43521.0
3
1

97
364

22
92

9
44

19
92

73
364

2
1

18
1











































  
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4352098.0 :لاحظ أن القیمة الدقیقة للتكامل
2

1tan
2

1 1   

 مثال:  

قیمة استخدم صیغة سمبسون المركبة لتقدیر 
2.1

0

sin dxx باستخدام سبع نقـاط ثـم قـدر 

  .قیمة الخطأ وحدوده

  :الحل
  :  فترات جزئیة لذلك باستخدام جدول القیم التالي6هناك 

xi 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 

f(xi) 0.0 0.198669 0.38941
8 

0.564642 0.717356 0.84147
1 

0.93203
9 

إذن               
2.1

0

841471.0564642.0198669.040.0
3
2.0dxxsin  

   637647.0932039.0717356.0389416.02   

:   حدود الخطأ   
 

     000020.0932039.02.1
180

2.0sinmax2.1
180

2.0 4

2.1,0

4




x
x

  

 مثال:  
dxeقرب التكامل 

3

0

x2

 فترات جزئیة6 باستخدام صیغة سمبسون المركبة و  .  

  :الحل
         

2
1

6
03



h         نحصل على :  

         31.1722212
2
5

2
3

2
1430

6
13

0

2






































 fffffffdxex  
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 مثال:  
:   شـــبه المنحـــرف المركبـــة وصـــیغة سمبـــسون المركبـــة عنـــد تقریـــبطریقتـــىین قـــارن بـــ




0

sin dxx5102  لدقة .   

  :الحل

، عنـــد تقریـــب Rالخطـــأ المطلـــق، 
b

a

dxxf  یحقـــق  شـــبه المنحـــرف المركبـــةطریقـــةب )(

المقارنـة سـتكون فـى قیمـة : ریقة سمبسون العامة یحقـق المتباینـةو عند التقریب بط :المتباینة
h 5102 التى تقق الـشرط Rفالطریقـة التـى تكـون فیهـا . ین فـى الحـالتh أصـغر هـى 

  . الأفضل فى حل المسألة المعطاة
xxfالآن،  sin)(  . إذنxxf sin)(  ،xxf sin)()4(  . ــالتین ـــى الحــــ إذن فـــ

ــى  max)(max)(1نحـــــصل علـــ
],0[],0[




xfxf
xx 

ـــة .  ــرف المركبــ ـــبه المنحـــ  hفـــــى طریقـــــة ســ
 :تحقق

:                                             إذن
 

  5

,0

2

102)(max
12




 xfh

x 

  

3                          :                   لذلك
5

10*74.81024 




xh  

                    : سمبسون المركبةطریقةفي 

 
5)4(

,0

4

102|)(|max
180




 xxfh

x 

  

1839874.010*2
180

5
4

  hh  

 فى طریقة سمبسون المركبة أصغر من تلك التى یمكن hإذن یمكن استخدام قیم لـ 
مما یجعلنا نفضل , ه المنحرف المركبة للوصول للدقة المطلوبةاستخدامها فى طریقة شب
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السبب فى ذلك هو أن عدد التقسیمات . طریقة سمبسون المركبة فى حل تلك المسألة
  .سیكون أقل فى طریقة سمبسون المركبة

  )4(تدریب 
  
  
  
  
  
  
  

  )5(تدریب 
  
  
  

  ذاتي تقویم  أسئلة
  

  
  

  
  

  :المناسبتین فى كل من  m  ،h أوجد قیم
(a) شبه المنحرف المركبةطریقة  .  
(b) سمبسون المركبةطریقة .  

لتقریب  
2

0

dxex x 5  بدقةx 10-9   

 - f(k) (x) = (-1)k (x :فـإن      f(x) = x e-x :     إذا كـان:ملاحظـة
k) e-x 

التـي تجعـل الخطـأ فـي صـیغة سمبـسون المركبـة لا   hأوجد قیمة  
 لحساب 5x10-9وز یتجا

7

2 x
dx . 

  .أعد اشتقاق قاعدة شبه المنحرف المركبة لتقریب التكاملات. 1
  .اكتب صیغة سمبسون المركبة لتقریب التكاملات واشرح أهمیتها. 2
 سمبـــسون طریقـــة شـــبه المنحـــرف المركبـــة أم طریقـــة: أیهمـــا أكثـــر دقـــة. 3

المركبة عند تقریب التكامل 


0

sin dxx . 
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  Romberg Integration  تكامل رومبيرج .2

  عزیزي الدارس،،
هى طریقة لإیجاد تقریب للتكامل باستخدام الطرق المعروفة طریقة تكامل رومبیرج 

سنشرح بالتفصیل استخدام الطریقة مع طریقة شبه المنحرف . الأخرى بشكل متكرر
 القیمة المقربة لـ mT)(لتكن . المركبة

b

a

dxxf قة شبه المنحرف المركبة  بواسطة طری)(

  :أى أن.  فترة جزئیةmباستخدام 

   














 




 




1

1
2

2
)(

m

i m
abiafbfaf

m
abmT  

الآن، ضع 
m

abh
2


 .إذن:  

     








 




1

1
22)(

m

i
ihafbfafhmT                                   

)3.10(  
  : فإنm2و إذا أخذنا عدد الفترات الجزئیة لیكون 

     








 




12

1
2

2
)2(

m

i
ihafbfafhmT                                   

)3.11(  
  :نحصل على) 3.11(و ) 3.10(من 





n

i
hiafhmTmT

1
))12(()(

2
1)2(                                    

)3.12(  

فى الخطوات التالیة لرومبیرج لتقریب التكامل ) 3.12(تستخدم 
b

a

dxxf   :عرف. )(

)2()0,( nTnR  ،,.......2,01n  
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  :إذن











 











12

1
2
1

2
)12(

2
)0,1()0,(

)]()([
2

)0,0(
n

i
nn

abiafabnRnR

bfafabR
                      

)3.13(  
ــات  ــسب التقریبـــــ ــبة 0,1(R ،)0,2(R ،… .. ،)0,(MR(، R)0,0(تحــــ ـــة مناســـــ  لقیمـــ

  . Mلـ

 مثال:  

 قرب 


0

dxxsin  0,5(بـ(R .  

  :الحل
  0sin0sin

2
)0,0(  

R  

57079633.1
2

sin)0,0(
2
1)0,1( 



 


RR  

89611890.1
4

3sin
4

sin
2

)0,1(
2
1)0,2( 














 

RR  

97423160.1
8

7sin
8

5sin
8

3sin
8

sin
4

)0,2(
2
1)0,3( 

















RR  

99357034.1)0,4( R  
99839336.1)0,5( R  

 فإن اقتراب الحل من الحل الدقیق هـو اقتـراب 2كامل هي وحیث أن القیمة الدقیقة للت
نستخدم ما یعـرف ومن أجل تسریع الاقتراب . بطيء بالرغم من سهولة الحساب في الصیغة

لوصـف هـذه الطریقـة مـع طریقـة شـبه المنحــرف . بطریقـة الاسـتكمال الخـارجى لریتـشاردسون
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صیغة التالیــة لتقریــب التكامــل المركبــة ســوف نعتمــد علــى الــ
b

a

dxxfI بــشبه المنحــرف  )(

  : فترة جزئیةn2المركبة باستخدام 

)(...........)0,( )2(2
2

22
22

4
4

2
2 kk

k
k

k fhchchchcnRI  
          

)3.14(  
ــث  ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ),(حیــــ ba . ــــدار ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ المقــ

)(.....)( )2(2
2

22
22

4
4

2
2 kk

k
k

k fhchchchchE  
ــى التقریــــــب ـــــأ فــــ ـــل الخطـ .  یمثـــ

)(
12

)( 2 fhabhE 
 1 إذا كانk .إثبات هذه الصیغة للخطأ خارج نطاق المقرر.  

12باستخدام  n نحصل على) 3.14( فترة جزئیة و بالتعویض فى:  

)(
22

...........
164

)0,1( )2(
2

2

222

22

22

4

4

2

2 k
k

k

kk

k

k fhchchchcnRI  



         
)3.15(  

  : نحصل على، و بع التبسیط،من الناتج) 3.14( ثم طرح 4فى ) 3.15(بضرب 

بوضع 
3

)0,()0,1(4)1,1( nRnRnR 
یمكن كتابة :  

)(...........)1,1( )2(2
2

22
22

4
4 kk

k
k

k fhdhdhdnRI  
                    

)3.16(  

jjحیث 

j

j cd 222

22

2 2
21



 ،,.......,3,2j.  

ـــین  ــریعة ب ــة سـ ــب  nR),1(نلاحــــظ أن ) 3.16(و ) 3.14(الآن بمقارنـ مــــن  Iأدق فـــى تقریـ
)0,(nR ذلك لأن ،)()1,1( 4hOnRI  0()( و أن,( 2hOnRI .  

  :یمكن تكرار ذلك للحصول على

)(...........)2,1( )2(2
2

22
22

6
6 kk

k
k

k fhehehenRI  
                     

)3.17(  



  -98 -

ــــــث  ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ  حیـــــ
15

)1,()1,1(16)2,1( nRnRnR 
 ــــضل لأن ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــة أفـــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ، و بدقـــــ

)()2,1( 6hOnRI  .اً نحصل علىو بتكرار ذلك مرار :  

14
)1,1()1,(4),(




 m

m mnRmnRmnR                                         
)3.18(  

),()(حیث  22  mhOmnRI . فكلما كبرتmكانت الدقة أفضل .  
  :یمكننا تكوین الجدول التالى الذى یعرف بجدول رومبیرج) 3.18(باستخدام 

),()4,()3,()2,()1,()0,(

)4,4()3,4()2,4()1,4()0,4(
)3,3()2,3()1,3()0,3(

)2,2()1,2()0,2(
)1,1()0,1(

)0,0(

MMRMRMRMRMRMR

RRRRR
RRRR

RRR
RR

R





  

 

 مثال:  

 :إذا عدنا إلى تقریب


0

dxxsinل التالي باستخدام  نستطیع التوصل إلى الجدو

  . تكامل رومبیرج

  :الحل
0.00000000 
1.57079633 2.09439511 
1.89611890 2.00455976 1.99857073 
1.97423160 2.00026917 1.99998313 2.00000555 
1.99357034 2.00001659 1.99999975 2.00000001 1.99999999 
1.99839336 2.00000103 2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.00000000 
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 مثال:  

استخدم تكامل رومبیرج لتقریب  
 

3

0
5 dx

x1
x2sinالتالي بإكمال الجدول :  

  
  :الحل

الحـل الــدقیق هـو  
 



3

0
5 6717578646.0

1
2sin dx
x
x ،بتطبیــق صـیغة تكامــل رومبیــرج  

   :نحصل على

  
  )6(تدریب ال

  

  
  
  

 لتقریب R)3,3(استخدم جدول تكامل رومبیرج حتى
2

1

dxxln 
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  ذاتي تقویم  أسئلة
  
  
  
  
 

   Numerical Differentiation  العدديالتفاضل .3
ّتتذكر عزیزي الدارس كیف كنا نحسب المشتقة لدالة ما فـي مقـرر التفاضـل والتكامـل 

(Calculus) ــتعلم حــساب المــشتقة بطــرق عددیــة هــو أن  ولعــل أهــم الأســباب التــي تــدفعك ل
بعض الأحیان حـساب المـشتقة لـدوال صـعبة أو أن الدالـة نفـسها قـد تكـون الأمر یتطلب في 

  .ٕغیر معلومة وانما یكون لدینا بعض البیانات المجدولة عنها
  

  حساب الفروق المنتهية 1.3
  Finite Difference Calcuaus  

   : بحیثh تبتعد عن نقطة أخرى بمقدار xiلنفرض نقطة 
x i+1 - x i = h xi  

  . بعض الرموز المفیدة في حساب التفاضلوسوف ندرس هنا
  
  
   

  . عرف تكامل رومبیرج. 1
ماذا یفید اسـتخدام اسـتكمال ریتـشاردسون الخـارجي فـي عملیـة الاقتـراب . 2

 من الحل في تكامل رومبیرج؟ 
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  المعنى الرمز  

f (x + h) = E f(x) الإزاحة  
f (x + h) - f(x) =  f(x) فرق أمامي  
f(x) - f(x-h) =  f(x) فرق خلفي  















 






 

2
hxf

2
hxf  =  f(x) فرق وسطي  

1 h hf x f x
2 2 2
          
    

 = M f(x) قیمة وسطیة  

f' (x) = D f(x) اشتقاق  

  دام متسلسلة تايلراستخ  2.3
 فـــي تقریـــب (Taylor Series Exparsion)إن اســـتخدام مفكـــوك متسلـــسلة تـــایلر 

الاشتقاق العددي قد شاع؛ ذلك بسبب سهولة استخدامه ونتائجـه الجیـدة، وسـنبدأ باسـتعراض 
  . تطبیقاته لإیجاد المشتقة الأولى ثم المشتقة الثانیة

  ملاحظة 
  . فإننا نعني أنها وجمیع مشتقاتها موجودة ومنتهیةf(x)الدالة حینما نذكر 

 ، فــإن متسلــسلة x عنــد النقطــة f'(x)لنفــرض أننــا نریــد حــساب مــشتقة دالــة غیــر معلومــة 
                 :تایلر

       
2

hc"fhx'fxfhxf
2

1  

                :وعند إعادة ترتیب المعادلة       
2

hc"f
h

xfhxfx'f 1


  
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 یبقـى f"( c1) غیـر معـروف، لـذلك فـإن حـساب c1 والعـدد c1  x, x + hحیـث 
ٕ هــي قیمــة تقریبیــة، واذا كــان f'(x)غیــر ممكــن لــذلك نهمــل الحــد الأخیــر، ولــذلك فــإن قیمــة 

 فـإن هـذا الحـد عبـارة عـن حـد ثابـت x, x + h فـي الفتـرة f"(c) لقیمـة (bound)هناك حـد 
  .  أي أن صیغة الفروق الأمامیةhمضروب في 

       hO
h

xfhxfx'f 


  

 وهو نـاتج (Truncation Error)البتر  بخطأ O(h)ویسمى الخطأ الناتج عن إهمال 
  . عن استعمال عدد محدود من حدود متسلسلة لا نهائیة

  : یصبح لدینا صیغة الفروق الخلفیةx- h بـ xوٕاذا استبدلنا 

        xchx,c"f
2

hx'hfxfhxf 22

2

  

       2c"f
2
h

h
hxfxfx'f 


  

       hO
h

hxfxf
x'f 


  

  : وٕاذا جمعنا صیغة الفروق الأمامیة والخلفیة یصبح لدینا

        12 c"fc"f
4
h

h2
hxf)hx(fx'f 


  

       hO
h2

hxfhxfx'f 


  

ــأ وتـــأتي ،وهـــذه تـــسمى صـــیغة الفـــروق الوســـطى والحقیقـــة  O(h2) هـــذه الـــصیغة بخطـ
 فإنـه f'(x)مـة والسبب فـي ذلـك هـو أنـه عنـدما تـستخدم متسلـسلة مـا لمعرفـة قیمـة تقریبیـة للقی

  .یلزمنا معرفة قیمة الدالة عند نقطتین في الصیغ الثلاث السابقة

 مثال:  
 باسـتخدام الـثلاث صـیغ وقارنهـا بالإجابـة الدقیقـة f'(0.8) أوجـد f(x) = cos xلـیكن 

  .h= 0.01حیث 
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  :الحل
   .0.71735609-  لذلك فإن الإجابة الدقیقة  f'(x) = sin xنعلم أن 

  :میةصیغة الفروق الأما

f'(0.8)        
7208.0

01.0
8.0cos81.0cos

01.0
8.0f01.08.0f







  

   0.00347والخطأ هو 

              :صیغة الفروق الوسطى     
  717344.0

01.02
79.0f8.0f

8.0'f 


  

  0.00001186والخطأ هو 
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  )7(تدریب 
  
  
  
  
  

 مثال:  
 : للدالةf'(13.1)استخدم صیغة الفروق الخلفیة والوسطى لتقریب 

x1
x1


 f(x) =  حیث h = 

1 .  

  :الحل
   :صیغة الفروق الخلفیة

     
0108277.0

2
1.12f1.13f

1.13'f 


  

            : صیغة الفروق الوسطى     
01011.0

2
1.12f1.14f

1.13'f 


  

   0.0100598-  :أما الإجابة الدقیقة فهي
 للعدد   xونستطیع الحصول على دقة أفضل من خلال استخدام متسلسلة تایلر حول  

x + 2hفیكون  :  

             1

32

c'"f
6
h2x"f

2
h2x'fh2xfh2xf   

ولكن                              2

32

c'"f
6

hx"f
2

hx'fhxfhxf   

   في طرف ینتج f'(x) وبطرح المعادلتین وجعل 4بضرب المعادلة الثانیة بالعدد 

   : حیثf'(0.2)لوسطى لتقریب استخدم صیغة الفروق الأمامیة وا
f(x) = x- ex      حیث   h = 0.01   
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          c'"f
3

hh2xfhxf4xf3
h2

1x'f
2

  * 

 ولكنها أقـل دقـة مـن صـیغة الفـروق O(h2) وهذه الصیغة لها c x, x + 2hحیث 
 علـــى f والــسبب فـــي ذلــك هــو أننـــا نحــسب قــیم O(h2)الوســطى بــالرغم مــن أن لهمـــا درجــة 

طـرف واحـد مـن  h2x,hx,x : x بینمـا فـي الـصیغة الثانیـة نحـسب القـیم علـى طـرفین 
x  :مـــن  hx,hx  ـــصیغة الثانیـــة یـــساوي نـــصف الخطـــأ فـــي الـــصیغة ــي ال  والخطـــأ فـ

  .الأولى
 تــستخدم نقطتــین بینمــا الــصیغة الأولــى ًونـستطیع أن نلاحــظ أیــضا أن الــصیغة الثانیــة

  .ثلاث نقاط، ورغم ذلك فإنهما تسمیان من صیغ الثلاث نقاط

  :ملاحظة

 في حال عـدم f(x+h) ، f(x+2h)تستخدم في حال معلومات عن (*) الصیغة 
ــستبدل  ــا وجـــود بیانــــات أو h- بالمقـــدار hوجودهـــا فتـ ــزم معهـ ــیغة یلـ ــى صـ  فنحـــصل علــ
  . f(x-h) ،f(x-2h)معلومات عن القیم 

        )c(f
6

hx"f
2

hx'fhxfhxf 1

32

  

        )c(f
6
hx"f

2
hx'fhxfhxf 2

32

  

  : في طرف ینتجf'(x)وبطرح المعادلتین وجعل 

          21

2

c'"fc'"f
12
h

h2
hxfhxf

x'f 


  

 فإنـه یوجـد (Intermediate Value Theorem)وباسـتخدام نظریـة القیمـة المتوسـطة 
  :بحیث أن c2, c1 بین cعدد 

       c'"f
6

h
h2

hxfhxfx'f
2




  
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       2hO
h2

hxfhxfx'f 


  

 مــن طریقــة الفــروق (O(h2))ولــذلك نــرى أن صــیغة الفــروق الوســطى هــي أكثــر دقــة 
  .(O(h))الأمامیة أو الخلفیة 

 مثال:  
ًمعتمـدا علــى )  f(x) = e sinx دالـة والممثلـة لل(ت فـي الجــدول التـالي اسـتخدم البیانـا

  .f"(1)الصیغة السابقة لإیجاد 

  :الحل
f(x) x 

2.049008 0.8 
2.188742 0.9 
2.319777 1.0 
2.438072 1.1 
2.539683 1.2 

   h = 0.1یفضل استخدام 
   =   f"(1)  1.2748204-الحل الدقیق  
  :الحل العددي 

 
 

       2740232.11.1f1f29.0f
1.0
11"f 2   

  )8(تدریب ال
 h = 0.2     استخدم البیانات في الجدول حیث   
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  :h أفضل اختيار للقيمة 3.3
  كانــت النتــائج أفــضل، ولكــن اثبتــت الحــساباتhرأینــا فــي مــا ســبق أنــه كلمــا صــغرت 

  .بأن هذا الاستنتاج غیر دقیق
 بأفــضل دقــة باســتخدام صــیغة f(x) مــا دالــةى للنفــرض أننــا نــود تقریــب المــشتقة الأولــ

  :الفروق الأمامیة

      
h

xfhxfx'f 
  

ًبــالطبع مـــر بـــك ســـابقا خطـــأ التقریـــب وهنــاك أیـــضا خطـــأ البتـــر عنـــد حـــساب المقـــدار  ً ّ
f(x+h) - f(x)یتجاوز  ولنفرض بأن خطأ التقریب لا  لذلك فإن خطأ التقریـب للمـشتقة لا 

یتجاوز   
hh

2 


 ولكن         ....x"f
2

hx'fhxfhxf
2

  

فیكــون خطــأ البتــر للمقــدار      x'f
h

xfhxf


 لا یتجــاوز المقــدار 
2

Mh حیــث 

M هــــو أكبــــر قیمــــة للمقــــدار |f"(x)|ــي لا یتجــــا ــذلك فــــإن الخطــــأ الكلــ وز  لــ
2

Mh
h

2


 وهــــذا
ـــــدما ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــه عنــــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــة لـــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــل قیمــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــي أقـــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــون فـــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــدار یكــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ         المق

 
M

2h,
2

Mh
h

2he0
dh
de0

2
M

h 2






 .   

2hh 2
M 2 M
 

     

 مثال:  
 x = 0.8 وطبقنا صیغة الفـروق الأمامیـة عنـد f(x) = cos xفي مثال سابق إذا كان 

  . فنحصل على الجدول 1h-10 ,2- 10 ,.... ,11- 10مع قیم 
وجـدت عـن طریـق ( = 2.2204x 10-16لاحـظ سـلوك القیمـة المطلقـة للخطـأ، لـو أخـذنا 

ـــي ــــ ــ ـــــب الال ـــة f"(x) | M =1|و ) الحاســــ ــــ ــار لقیمــ ــــ ـــضل اختیـــ ــــ ــإن أفــ ــــ  :h فـــ
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8
opt 10x980.2

1
2h 


 ــــدار ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ـــد المقــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــي تؤكـــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــــ ــــ ــــــــ  والتــ

      9

0

optopt 10x7789.9
h2

|hxfhxfx'f| 


 

  . وهذا ما یؤكده الجدول السابق
ـــة  ـــود أن نقـــرب قیمـــة المـــشتقة الأولـــى للدال  بحیـــث یكـــون التقریـــب f(x)لنفـــرض أننـــا ن

  . أفضل ما یمكن باستخدام صیغة الفروق الوسطى

     
h2

hxfhxfx'f 
  

وهــذه الــصیغة لهــا خطــأ البتــر  
6

c'"fh 2 ومــن خبرتنــا فــي التحلیلــي الــسابق یكــون 

) خطأ التقریب+ خطأ البتر (مجموع الخطأ الكلي 
6

Mh
h

2


  

6
Mh

h
eh0

dh
de

h3
hM

M
3h

M
3h

2

2
33

1
















 

  

ــر قیمـــة للمقــــدار Mحیـــث  ــه قیمــــة دنیــــا عنــــدما |f"' (x)| هــــي أكبــ ــأ الكلــــي لـ  والخطــ
3/1

M
3h 






 

 .  

 مثال:  
   h= 0.01 حیث f(x) = cos x حیث f'(0.8)لحساب (*) استخدم الصیغة 

  :الحل
           71738.082.0f81.0f48.0f3

01.02
18.0'f   

ستطیع الـدارس التأكـد مــن أن الخطـأ هنـا هـو ضــعف الخطـأ النـاتج عنـد اســتخدامنا ویـ
  . صیغة الفروق الوسطى
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ــساب  ــة ولكـــن بمجهـــود أكبـــر لحــ ـــر دقـ ــیغ أكث ــدارس اســـتخدام صـ وتـــستطیع عزیـــزي الـ
  : f'(x)المشتقة الأولى 

       x'"f
6

hx"f
2

hx'fh)x(fhxf
32

  

         65
5

4
4

hOxf
120
hxf

24
h

  

         x'"f
6
h8xfh2x'hf2xfh2xf

2
2   

         65
5

4
4

hOxf
120

h32xf
24
h16

  

 وبــبعض f(x+2h) ،f(x- 2h) مــن بعــضهما وكــذلك f(x + h) ،f(x- h)وبــالطبع 
  :الجبر یصبح لدینا صیغة الخمس نقاط لحساب المشتقة الأولى

  

          h2xfhxf8hxf8h2)x(f
h12

1x'f 0   

 :مع خطأ التقریب   cf
30
h 4

4

  .  

   :ملاحظة
 نقـــاط هـــو طریقـــة 4ســـتخدمنا ســـبب تـــسمیتها صـــیغة الخمـــس نقـــاط بـــالرغم مـــن ا

  .  اشتقاق الصیغة التي تحتم وجود النقاط الخمس

 مثال:  
  . h= 0.01 و f(x) = cos x حیث f'(0.8)استخدم الصیغة السابقة لتقریب 

             71735609.082.081.0f879.0f878.0f
01.012

18.0'f   
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   :ملاحظة
ٕ واذا تعـذر وجــود مثـل هــذه القـیم فإننــا x علـى طرفــي fتـستخدم هــذه الـصیغة قــیم 

: x :x + h ،x + 2h ،x + 4h, x+3h على یمـین fأخرى تستخدم قیم نستخدم صیغة 
  . ًوهذه الصیغة أیضا ذات خمس نقاط

           
h12

h4xf3h3xf16h2xf36hxf48xf25x'f 


     h4x,xc:h
5

cf 4
5

  
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  صيغة الثلاث نقاط لتقريب المشتقة الثانية  4.3
  :إذا جمعنا مفكوك متسلسلة تایلر للمقدارین

             l
4

432

cf
24
hx'"f

6
hx"f

2
hx'hfxfhxf   

             2
4

432

cf
24
hx'"f

6
hx"f

2
hx'hfxfhxf   

  :  في طرفf"(x)یصبح لدینا بعد جعل 

            cf
12
hhxfxf2hxf

h
1x"f 4

2

2   

   c x - h, x + h :        حیث

 مثال:  
    f(x) = xe 2x- sin x ، h = 0.05 حیث f"(0.5)احسب 

  :الحل
   f'(x) = e2x + 2 x e2x - cos x    :الإجابة الدقیقة

f"(x) = 2e2x +2 (e2x +2xe2x)  + sin x 
f"(0.5) = 16.78911651 

  :الحل العددي

 
 

       81168.1655.0f5.0f245.0f
05.0
15.0"f 2   

 مثال:  
   h = 0.5 و f(x) = xe2x - sin x حیث f"(0.5)احسب 
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  :الحل
 

 
       1526.191f5.0f20f

5.0
15.0"f 2   

  )10(تدریب ال
  

  
  :ملاحظة

ًإعتمـادا علــى وجــود بیانــات عنـد قــیم معینــة أو عــدم وجودهـا یــتم اختیــار الطریقــة 
 یتحـتم علینـا البحـث عـن f(x)ًمثلا عدم وجود معلومـات عـن قـیم الدالـة عنـد المناسبة، ف

  :  مثل صیغة الفروق الوسطىf(x)صیغ لا تتطلب معرفة 

     
h2

hxfhxfxf 
   

 مثال:  
 لتقریــب x = 0.8، عنــد تطبــق صــیغة الفــروق الوســطى عنــد f(x) = cosxلــیكن 

f'(0.8) 1-10 لقیم: h ، 10-2 ، .... ،10-8 .  
 

 

 h = 0.01 حیث f"(0.5)في المثال السابق احسب 
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 فـإن أفـضل خیـار f'''(x)|  M = 1| واسـتخدمنا  = 2.2204  10-16إذا أخـذنا 
  :  هوhلقیمة 

63
1

opt 107335.8
1

3h 





 

  

  : ًأیضا قیمة المقدار

12

opt

optopt 10888.7
h2

)hx(f)hx(f
)x('f 


  

  . تتناسب مع النتائج المدونة في الجدول السابق
تقریــب اشــتقاق تسلــسلة تــایلر فــي درســت عزیــزي الــدارس، كیــف نــستفید مــن مفكــوك م

ًومــن الطــرق المــستخدمة أیــضا إیجــاد حدودیــة اســتكمال للبیانــات المجدولــة، وأشــهرها . دالـةال
 عنـد f(x) لهـا نفـس قـیم Pn(x)حدودیـة لاجـرانج للاسـتكمال وهـي تعتمـد علـى عمـل حدودیـة 

n+1من النقاط  .  
ــــاملات  ـــد المعـــ ــلال تحدیــــ ـــــن خـــــ ــاملات مــ ــــب التكـــــ ــي تقریـــ ــــستخدم فـــــ ـــة أخـــــــرى تـــ طریقــــ

(undetermined Coefficients) الطـرق الفاعلـة وهـي عنــوان إحـدى وسـنكتفي هنـا بــشرح 
  . القسم القادم

   استكمال ريتشاردسون 5.3
 Richardson Extrapolation  

تعتبر طریقة استكمال ریتشاردسون من الطرق التي تعطي نتائج أفـضل مـن نظیراتهـا 
  . مقارنة مع كمیة الحسابات البسیطة المرافقة لها

ــا R(h) لنفــــرض أن لــــتكن صــــیغة الخطــــأ : T لتقریــــب القیمــــة O(h2) هــــي صــــیغة لهــ
  :  هي كما یليT إلى R(h)لتقریب 

T = R(h) + C1h2 + O(h4)           (*) 



  -114 -

 بالمقدار hلنستبدل .  ثابتC1حیث 
2
hونحصل على تقریب أفضل  :  

)h(O
4

hC
2
hRT 4

2

1 





  

  : وطرح المعادلتین) 4(قدار وبضرب المعادلة الأخیرة بالم

 
 4hO

3

hR
2
hR4

T 









  

       ثم   R1(h) = R(h) :    لنعرف 
 

 4
11

2 hO
3

hR
2
hR4

hR 









  

  
  :  كما في الجدولTولذلك نستطیع أن تعرف متتالیة من التقریب إلى 

  
R1 (h)  

R1 (h/2) R2 (h) 

R1 (h/4) R2 (h/2) 

R1 (h/8) R2 (h/4) 

  

 سیكون له رتبة R1(h/2k)ي الدارس، بأن المقدار ولعلك تلاحظ، عزیز

















2

k2
hO 

بینما 







k2 2
hR له رتبة 


















4

k2
hO  

   : بحیث أنC2یمكن أن تحوي ثابت (*) لنفرض أن المعادلة 
T = R(h) + C1h2 + C2h4 + O(h6) 
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ـــة إضـــافة عمـــو ــى إمكانی ــیؤدي بالتأكیـــد إلـ ــوي وهـــذا سـ د ثالـــث فـــي الجـــدول أعـــلاه یحـ
  :  عن طریق تعریفR3(h) ، R3(h/2)المدخلات 

   
14

)h(R2/hR4
hR 2

22
2

3 


  

           :ولاحظ أن







k3 2
hR سیكون له رتبة 


















6

k2
hO  

  :  من الأعمدة بشرط أنmویمكن الاستمرار بإضافة عدد 







1m

1j

m2j2
j )h(OhC)h(RT  

  ثوابت معینة، ویمكن التعبیر عن استكمال ریتشاردسون  Cjحیث 

14
)h(R)2/h(R4

)h(R 1j
1j1j

1j

j 









 

  j = 2, 3, ...., mحیث 

 مثال:  
   f(x) = xex و x = 2.0 ، h = 0.2لیكن 

  :  تكتب على النحو التاليO(h6)إن صیغة الفروق الوسطى التي لها 

)h(O)x(f
120
h)x('''f

6
h

2h
h)-f(x- h) f(x  (x)f' 6)5(

42




  

  : لمعلومات أعلاهوبمقارنة استكمال ریتشاردسون مع ا

2h
h)-f(x- h) f(x  R(h) 

  

)x('''f
6
1Cو)x(f

120
1C )(

1
)4(

2   

   :لاحظ أن
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4.0
)8.1(f)2.2(f)2.0(R)h(R 

  = 22.414160 

  : ًأیضا
R(0.1) = 22.228780 
R(0.05) = 22.182564 

  : وتستطیع إكمال بقیة الحسابات لنحصل على الجدول التالي
  

R1 (0.2) = 22.414160  

R1 (0.1) = 22.228786 R2 (0.2) = 22.166995 

R1 (0.05) =22.182564 R2 (0.1) = 22.167157  
R3 (0.2) = 22.167168 

   :مع العلم بأن الحل الدقیق هو
f'(2.0) = 22.167168 

ّوهذا مـا أكـدنا سـابقا بـأن هـذه الطریقـة فعالـة فـي الحـصول علـى إجابـات ذات أخطـاء  ً
  . قلیلة

 مثال:  
                                  :ّلنعرف الرمز

h2
)hx(f)hx(f

)h(D


  

  :لذلك
f'(x)  D (h) + Ch2        (*) 

  2hوباستخدام 
f'(x)  D (2h) + 4Ch2 

  : وطرحها من المعادلة الأخیرة نحصل على) 4(بالمقدار (*) وبضرب المعادلة 

h4
ff

h2
ff

4)h2(D)h(D4)x('f3 2211  







 

  
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  :لذلك

h12
ff8f8f

)x('f 2112 
   

  . لوسطى من الرتبة الرابعةوهذه صیغة الفروق ا
   h = 0.01 و f(x) = cosxلكنك تعلمت من الأمثلة السابقة بأنه عندما 

   : كذلك تستطیع حسابD(h) = -0.717344150   :فإن

717308275.0
04.0

)78.0(cos)82.0(cos)h2(D 


  

  :لذلك

717356108.0
3

)h2(D)h(D4)8.0('f 


  

  )10(تدریب 
  
  
  
  

  

  
  

   f(x) = xexلیكن 
   h = 0.1 و[2.2 ,1.8] في الفترة fّكون جدول قیم ) 1(
ــیغ ذات نقطتـــین f'(2.0)ّقـــرب ) 2( ــس  ثـــلا- باســـتخدام صـ ث نقـــاط وخمـ

  . نقاط
ً باســـتخدام صـــیغ ذات ثـــلاث نقـــط وخمـــس نقـــاط علمـــا f''(2.0)ّقـــرب ) 3(

  : بأن
f'(2.0) = 22.167168         , f''(2.0) = 29.556224 
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  ذاتي أسئلة تقویم 

  
  
  
  
  وحدةأمثلة عامة على ال  .4
 1 (مثال(  

   ؟f' (3.1)   أوجد f(t) = cosh t  لتكن 

  الخطأ
القیمة 
  الحقیقیة

القیمة 
  الخلفیة

القیمة 
  الوسطیة

القیمة 
  h  الأمامیة

0.00958, 0.00642, 
0.00889  11.07645  11.06756  11.08107  11.06687  0.05  
0.00235, 0.00116, 
0.00226  11.07645  11.07419  11.07761  11.0741  0.0025  

  

 2 (مثال(  
  : اشتق الفروق الوسطى لثلاثة نقاط، بحیث أن

f'(t)  a - 1 f(t- h) + a0 f(t) + a1 f(t+h) 

  :الحل
  : الآن باستخدام قاعدة تایلر

  لماذا نلجا إلى استخدام التفاضل العددي؟ -1
 ســبب شــیوع اســتخدام مفكــوك متسلــسلة تــایلر فــي تقریــب الاشــتقاق مــا -2

 العددي؟

 ؟Truncation Errorماذا نعني بخطأ البتر  -3

 اشرح باختصار طریقة استكمال ریتشاردسون؟ -4
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...h)t('''f
6
1h)t(''f

2
1h)t('f)t(f)ht(f 32   

...h)t('''f
6
1h)t(''f

2
1h)t('f)t(f)ht(f 32  

 a-1 f (t - h) + a0 f(t) + a1 f (t + h) 

= a-1 [ f(t) - f'(t) h + 
2
1  f''(t) h2 - 

6
1 f'''(t) h3 + ... ] + a0 f(t) + a1 [f(t) + 

f'(t) h + 
2
1  f''(t) h2 + 

6
1  f''' (t) h3 + .... ]  

= (a-1 + a0 + a1) f(t) + (a1 - a-1) hf'(t) + 
2
1 (a-1 + a1) h2f''(t) + 

6
1 (a1 - a-1) 

f'''(t) h3 + O (h4) 

-a0 ، a1 ،a، لذلك سیتكون النظـام التـالي بالنـسبة لــ  f'(t)بما أننا نجد قیمة تقریبیة لـ 

1  
a-1 + a0 + a1 = 0  
(a1 - a-1) h = 1 
a-1 + a1 = 0 

  : بعد حل هذا النظام سینتج

 
h2

1a1  

h2
1a 1


 

a0 = 0  

h2
)ht(f)ht(f)ht(fa)t(fa)ht(fa)t('f 101


  

  : مع وجود الخطأ التالي

)h(O
h2

)ht(f)ht(f)t('f 2


 
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 3 (مثال(  
  f'(0.5)، أوجد f(t) = et :إذا كانت

  :الحل
 = hفي هذا المثال قیم الأخطاء تكون متناقضة بدایة، ولكن عنـدما نختـار قیمـة ابتدائیـة 

 f(3) (t)|  = et  2.01376|بما أن . وف یتزاید فإن الخطأ س0.01

 t  [0.5, 0.7] 
  : واستخدمنا خمسة قیم رقمیة، بمعنى

000005.010
2
1 5    

  : فإن

0246.0
M
6*h

3/1







 

  

 4 (مثال(  
  : قانون شبه المنحرف

)n(f
12
h)f(E )4(

3
  

 E (Pk) = 0                      , k = 0, 1, 2, 3,   
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 5 (مثال(  

 :                    أوجد 


1

0
2 dx

x1
1)f(I  

  Open error  Closed error  n    

  

0.2146018 

  

0 
  

  

0.0107556 0.0353981 1 
  

  

0.0020528 0.0020648 2 
  

  

0.0013353 0.0007828 3 
  

  

0.0051343 0.0001312 4 
  

  

0.0001985 0.0000715 5 
  

               

  ) قانون شبه المنحرف(تان المغلقة صیغة النقط* 
 

1
abh 

  

 )n(f)ab(0833.0)n(f
12

)ab()n(f
12
h )2(3)2(

3
)2(

3




  

   : داخل الجدول(n =1)صیغة النقطتان المفتوحة التي تملك خطأ * 
 

3
abh 

  

)n(f)ab(0278.0)n(f
36

)ab(ds)ks(s)n(f
2

h )2(32
32

1

)2(
3




 


 

  : نقاط المفتوحة) 4(صیغة * 
 

5
abh   

)n(f)ab(101111.2)n(f
9000

)ab(19)n(f
144

h95 )4(5004)4(
5

)4(
5




   

  : نقاط المغلقة) 4(صیغة * 
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 
3

abh 
  

)n(f)ab(105432.1)n(f
6480

)ab()n(f
80

h3 )4(5004)4(
5

)4(
5







   

  : نقاط المغلقة) 5(صیغة * 
 

4
abh 

  

-5.1670  10-007 f(6) (n) 

  : نقاط المفتوحة) 5(صیغة * 
 

6
abh 

  

 1.0462  10-006 f(6) (n) 

 6 (مثال(  
   ، بمعنى n داخل القوة [a, b]رة لدیك الفت

  :  ، حیث [xk-1 , xk] هي فترة  kth (k  1)الفترة 
xk = a + kh 

 
n

abh 
  

 





n

1k

)k(
n

1k

x

x

b

a

)f(Idt)t(fdt)t(f)f(I
k

1k

  

   :حیث





k

1k

x

x

)k( dt)t(f)f(I  

   :لدیك قاعدة شبه المنحرف

 )x(f)x(f
2
h)f(I k1k

)k(    
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  : وهذه تقابل

    )x(f
2
hh)b(f)a(f

2
h)x(fx(f

2
h)f(Î)f(I

n

1k
k

n

1k
k1kT 


   

 7 (مثال(  





2/

0

dttcos)f(I  

  ؟ 0.0002كم عدد الفترات لحساب التكامل مع خطأ 

1M1tcos)t(f )2(   

 ،  = 0.0002بما أن 
2

ab 
إذا ، ً :  

18.40
12

)ab(M 3



  

  . فترة سوف تستعمل) 41(إذا یوجد على الأقل 
  . فقرة) 33(في الحقیقة یوجد فقط 

ــــسبب أن و ـــون ) 41(الـ ــة؛ لأن الحـــــسابات تكــ ـــ (based)قیمـــــة مرتفعـــ ــــة لـــ ــــر قیمـ  لأكبـ
|f(2)(t)| .  

 8 (مثال(  

  : قارن باستخدام قانون شبه المنحرف


1

0

4/1 dtt  
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h In 
4
hR P 

2
1 0.6704482   

4
1 0.7448520   

1
8

  0.7765077 2.33 1.22 

16
1 0.7900672 2.35 1.23 

32
1 0.7958100 2.36 1.24 

64
1 0.7982348 2.37 1.24 

128
1 0.7992570 2.37 1.25 

256
1 0.7996873 2.38 1.25 

 
p  1.25    

 )n(f
12

h)ab()f(E )2(
2

  

  p = 2سوف نستثني الرتبة المتقاربة 
  . f(2) (t)  [a,b] متصلة على الفترة ا قیمتهدالة الههذ

4لكن 
1

t)t(f  غیر قابل للاشتقاق عندما (t = 0).  
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 9 (مثال(  
  : الفروق الوسطیة لثلاثة نقاط

   
h2

htfht'f)t('fI 
  

باستخدام قانون تایلر  :  

       7k
6

0k

k

hOtf
!k

hhtf  


 

         






6

0k

7k
k

hOtf
!k

hhtf  

             65432 hOtfh
120

1tfh
6
1t'f

h
htfhtf




  

             65432 hOtfh
120

1tfh
6
1

h
htfhtfI 


  

   tf
6
1k 3

1   

   tf
120

1k 5
2   

   : f'(0.5)، لحساب f(t) = t3 e2tلدیك 
     

   8735532.2
1.02

4.0f6.0fIR 0
1.00.0 


  

  : لخطأ في الفروق الوسطیة لثلاثة نقاط الجدول الآتي یمثل ا-
R2,0 R1,0 R0,0 
9.63 e-3 3.858e-2  1.5527e-1 
R2,1 R1,1  
1.93 e-5 3.0 e-4  
R2,2   
7.15 e-8   
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     
   7568679.2

05.02
45.0f55.0f

IR 0
05.00,1 


  

     
   7279139.2

025.02
4475.0f525.0fIR 0

025.00,2 


  

  7179728.2
3

RR4
IR 0,00,11

05.01,1 


  

  7182626.2
3

RR4
IR 0,10,21

025.01,2 


  

  7182819.2
15

RR16
I2,2R 1,11,22

025.0    

  :  هوf'(0.5) دالةالحل الدقیق لل: حظةملا
f'(0.5) = 2.71828183  

 10 (مثال(  
  : من خلال طریقة جاوس لنقطة واحدة

0t قیمة 0  دالةبالنسبة لل  : P1(t) = t   
  ). الانتقال ((Convection)الآن، باستخدام 

L0,0 (t) = 1  

  :إذا

  



1

1

1

1
0,00 2dt1dttLw  

   



1

1

0f2dttf  

  . 1درجة التقریب * 



  -127 -

  
  : ملاحظة

  . طریقة جاوس لنقطة واحدة هي صیغة المنتصف للنقطة

  t0 = 0 ، t1 = 0في طریقة جاوس لنقطتین تكون قیم * 

   1t3
3
1tP 2

2   

t0 = -
3
1t,

3
1

1    

w0 =  



1

1
0,1 1dttL  

w1 =  



1

1
1,1 1dttL  

  



















 

 3
1f

3
1fdttf

1

1

 

   .  3درجة التقریب * 

 11 (مثال(  
  أوجد 

td
t

eI
1

0

t

  

  :الحل
tu :إفرض   


1

0

2u due2I  

  2.925304فترة تكون قیمة الحساب ) 32(بالمقارنة مع قاعدة سمبسون من أجل 
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 12 (مثال(  

td
t1

eI
2

0

t

 
  

  :الحل
t1u :إفرض    

due2I
1

0

1u2

   

 13 (مثال(  
  




 



1

1 0

cos
t

dedt
t1

e  

 14 (مثال(  
 

dt
t

tsin
I

1

1



  

  . (t = 0)هذا المقدار یملك قیمة غیر معرفة عندما 

1بما أن 
t

tsin
lim

0t



ً ، إذا ربما نحسب  



1

1

dttfحیث ، :  

 


























0t,1

0t,
t

tsin

tf   
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  الخلاصة 
  عزیزي الدارس،،،

وهي على الـصیغة )  كوتس-نیوتن (بدأنا دراسة التكاملات العددیة وبالطریقة العامة 
: التالیــة


 

n

0i
ii1n )x(fa)f(I)f(I    حیـــثn

1ii}a{ هـــي أوزان للمجمـــوع و n
1ii }x{  

  .x1 <x2<....<xn: بة ومرت[a,b]هي نقاط تنتمي إلى 

: تم عرجنا علـى حدودیـة لاجـرانج



n

0i
iin )x(L)x(f)x(p وكیفیـة اسـتخدامها فـي 

  :حساب التكامل العددي، للوصول إلى صیغة شبه المنحرف التالیة

 















1

0

x

x
1

01

0
0

10

1
2 dx)x(f

xx
xx

)x(f
xx

xx
)f(I  

         )x(f)x(f
2
h

10    

  : سمبسونشرحنا بالتفصیل بعد ذلك قاعدة 

 
2

0

x

x
2102 )]x(f)x(f4)x(f[

3
h)x(P  

  :وتوصلنا إلى النظریة التالیة لحساب التكامل العددي

     



n

0i
1nii

b

a

fExfadxxf  

   : على الصیغة التالیةقاعدة شبه المنحرف المركبةثم شرحنا كیف نحصل على 

           c"f
12

habxf2bfaf
2
hdxxf

2b

a

1n

1j
j











 





 

  :صیغة سمبسون المركبة على النحو التاليوكذلك 
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   
2 j

2 j 2

xb m

j 1a x

f x dx f x dx




   

  

           








 j

m

1j

4
5

j21j22j2 cf
90
hxfxf4xf

3
h  

طریقة تكامل كذلك شرحنا و ،ودرسنا حدود الخطأ في كثیر من الطرق وكیفیة التحكم فیه
 دمج لصیغة شبه المنحرف مع استكمال وه، ووبینا أهمیته في تقلیل الأخطاء، رومبیرج

  :ثم وصلنا إلى الصیغة التالیة، ریتشاردسون الخارجي


























  






2k2

1i
1k1k1,1k1,k h

2
1iafhR

2
1R  

ــاملات جــــاوسنــــا التكامــــل العــــددي بدراســــة واختتم ــرت علــــى الــــصیغة تكــ ، والتــــي ظهــ
  :التالیة

         
 


b

a

n

1i

n

1i
ii

b

a
ii xfwxLxfdxxf   

ًأما بالنسبة للتفاضل العددي فدرسنا الفروق المنتهیة والتي اعتبرت أساسا في حـساب 
ً ومنهـــا أیـــضا طـــرق ،اســـتخدام مفكـــوك متسلـــسلة تـــایلر والتفاضـــل العـــددي فـــي هـــذه الوحـــدة،

ــدة بدراســـة اســـتكمال ریتـــشاردسون الـــثلاث  ـــا هـــذه الوحـ ـــاط والخمـــس نقـــاط وغیرهـــا واختتمن نق
  . الخارجي

   .نأمل أن تكون حققت الأهداف التي وضعت بدایة الوحدة
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  بقة عن الوحدة الدراسية التاليةلمحة مس
  عزیزي الدارس،

ة للمعــادلات تبحـث الوحـدة الدراسـیة الرابعـة فـي الحلـول العددیـة لمـسائل القـیم الابتدائیـ
طـرق ال و، منهـا طـرق الخطـوة الواحـدة،التفاضلیة العادیة، وسنقسم الدراسة إلى طـرق مختلفـة

ّ ثم نعـرج علـى الحلـول ، وذلك لحل المعادلات التفاضلیة من الرتبة الأولى،متعددة الخطوات
  ). ثانیة(العددیة لحل معادلات تفاضلیة من رتب أعلى 
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  إجابات التدريبات 
  )1(تدریب ال

  420
2
2)f(I 22

2   

  . لحساب قیمة الخطأ الناتج نوجد القیمة الدقیقة للتكامل

3
8

3
xdxx

2

0

32

0

2   

3h)c(''fونستطیع هنا تطبیق صیغة حساب الخطأ 
12
1

فنجد  :  

33.1)2()2(
12

1h)c(''f
12
1 33 


  

  :  وللتأكد1.33-أي أن قیمة خطأ التكامل لا یمكن أن تتجاوز 
  :  هيErrorیمة الخطأ الناتج تكون ق

)f(Idx)x(fError 2

2

0

   

          = 2.67 - 4 = -1.33 

  )2(تدریب ال
  

  f(x)  الحل الدقیق  قاعدة شبه المنحرف  قاعدة سمبسون الثلثیة
1.111  1.333  1.099  

1x
1


  

2.964  3.326  2.958  2x1  
1.425  0.909  1.416  sin x  
6.421  8.389  6.389  ex 
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  )3(تدریب ال
  :  كما یليدالةنحسب قیم ال. أ

xi 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
f(xi) 1.0 0.99335 0.97355 0.94107 0.8967 0.84147 

  : وبالتالي

  



5

2i
i612 )x(fh)x(f)x(f

2
h)f(I  

         = 0.2 (3.80467) + 0.1 (1.84147) = 0.94508 

  : حسب متسلسلة تایلور

!9
x

!7
x

!5
x

!3
x1)x(f

8642

  

!9
x8

!7
x6

!5
x4

!3
x2)x('f

753

  

!9
x56

!7
x30

!5
x12

!3
2)x(''f

642

  

 لا تتجاوز |f''(x)| فإن [0,1]في الفترة 
2
  :  لأن1

2
1....

8
1

4
1

2
1

24
1

10
1

3
1...

!9
56

!7
30

!5
12

!3
2







   

  : وبالتالي فإن حدود الخطأ
5

22

10
2
1

24
h)c(''f

12
h   

2102.1hلذلك   أو n = 92لفترات الجزیئة كحد أدنى من ا .  

                    :نعلم أن.  ب
x
1)x(f  ،2x

1)x('f 
 ، 3x

2)x(''f   

  :كذلك
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2)x(''fmax
]2,1[

  

2                 :إذن
2

]2,1[

2

10
6

h)x(''fmax
12
h)ab(   

  06.0h          :لذلك
  :  نجد أنh = 0.2وباختیار 
















 

0.2
1

8.1
1

6.1
1

4.1
1

2.1
12

0.1
1

2
2.0)f(I 2   

          = 0.6956 

  : بینما القیمة الدقیقة

6931.0)1(In)2(Indx
x
12

1

  

  .  كما توقعنا2-10 لا یتجاوز 0.0025لذلك فإن الخطأ 

  )4(تدریب ال
    : mصیغة شبه المنحرف المركبة على فترات جزئیة عددها 

|f''(x)| = |(x-2) e-x|  2  x  [0, 2] 

9

]2,0[

2

105|)x(''f|max
12

h)ab( 
  

9
2

105
12
h4   

 h < 0.000122474 

 M  16330            





 

h
2M  

2M  صیغة سمبسون المركبة على فترات عددها 





 

h
1M  

|f (4)(x)| = |(x-4) e-x|  4      x      [0, 2] 
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 
  94

]2,0[

4

105|)x(f|max
180

h)ab( 
  

9
4

105
90
h4   

 h < 0.0181818 
 M  55 

  )5(تدریب ال
   :لاحظ بدایة أن

4
3

2
24

x
24min)x(fmin 55]7,2[

)4(

]7,2[
  

  :لذلك

48
h

4
3

90
h)27()c(f

90
h)ab(

44
)4(

4

  

 :    ولكن
M2
5h  9 لذلك

6 105
M768

625  أو M  113 لذلك 
226

5h   

   :ولكن









 








)b(f)x(f4)x(f2)7(f)2(f
3
hdx

x
1 m

1j
1j2

1m

1j
j2

7

2

 

            = 1.252762969 

   :بینما الحل الدقیق هو
In(7) - In(5) = 1.252762968 

  )6(تدریب ال
 :   نبدأ  346574.0)2(In)1(In

2
12R 1.1 


  

  :ثم نكمل لنحصل على
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  بینما القیمة الدقیقة للتكامل 

  386294.0xInxxdxInx 2
1

2

1

  

 )7(تدریب ال
  

  f'(0.2) = - 0.2214 :   الإجابة الدقیقة
  :صیغة الفروق الخلفیة

01.0
)2.0(f)21.0(f)2.0('f 

   

             = - 0.22753018 

  0.00613 :وقیمة الخطأ
  صیغة الفروق الوسطى 

02.0
)19.0(f)21.0(f)2.0('f 

  

             =- 0.22142311 

  0.00002  :وقیمة الخطأ
  

  
  )8(تدریب ال

f''(1) = 
 

 )2.1(f)1(f2)8.0(f
2.0
1

2   

        = -1.27156 
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  )9(تدریب ال
  :الحل العددي هو

 
 )51.0(f)5.0(f2)49.0(f

01.0
1)1(''f 2   

         = 16.7900 

  .  اصغر كان الخطأ أقلhنلاحظ أنه كلما كانت 
  

  )10(تدریب ال
1 .  

x 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 
f(x) 10.889365 12.703199 14.778112 17.148957 19.855030 

   h = 0.1 ،x = 2.0نستخدم . 2

  )C(f
6

h)hx(f)hx(f
h2

1)x('f 1
)3(

2

 :ینصیغة النقطت               

     228790.229.1f1.2f
2.0

1
  

  :صیغة الثلاث نقاط    

  )C(f
3

h)h2x(f)hx(f4)x(f3
h2

1)x('f 2
)3(

2

  

            032310.22)2.2(f)1.2(f4)0.2(f3
2.0

1
  

  :صیغة الخمس نقاط   

  )C(f
30
h)h2x(f)hx(f8)hx(f8)h2x(f

h12
1)x('f 3

)5(
4

  

            166999.22)2.2(f)1.2(f8)9.1(f8)8.1(f
2.0

1
  
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  :h = 0.1 ثم h = 0.2ً نستخدم أولا f''(2.0)أما لتقریب . 3
h = 0.2   

  )C(f
12
h)hx(f)x(f2)hx(f

h
1)x(''f 4

)4(
2

2   

             704275.29)2.2(f)0.2(f2)6.1(f
04.0
1

  

  )C(f
12
h)hx(f)x(f2)hx(f

h
1)x(''f 5

)4(
2

2   

             593200.29)1.2(f)0.2(f2)9.1(f
01.0
1

  
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  مسرد المصطلحات 
  Finite Difference الفروق المنتهیة

  .مقدار الخطأ الناتج عن استخدام قاعدة سمبسون

  Weight Function  ة وزنیدالة

عنـد  wi، ویمكن عبرها تحدید الأوزان حدودیات لجندرهي دالة تم تعریفها عند شرح 
  . ضمن شروط خاصةxiمعرفة النقاط 

  Truncations Error خطأ البتر

  . وحذف الباقيمتسلسلة لا نهائیةحدود وهو خطأ ینتج عن استخدام عدد محدود من 
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  المقدمة 
  تمهيد

  ،عزیزي الدارس
: مــن مقــرر التحلیــل العــددي، وهــي بعنـــوان) الأخیـــرة(مرحبــا بــك إلــى الوحــدة الرابعــة 

  ".الحلول العددیة لمسائل القیم الابتدائیة للمعادلات التفاضلیة"
مــسائل القــیم تتــألف هــذه الوحــدة مــن خمــسة أقــسام رئیــسة، یتعلــق القــسم الاول منهــا ب

سم تمهیدي یمكنك بعد دراسته الانتقال لدراسة ، وهو قللمعادلات التفاضلیة العادیةالابتدائیة 
 فـي القـسم الثـاني مـن أقـسام الوحـدة، وهـذا "طرق الخطوة الواحدة لحل المعـادلات التفاضـلیة"

القــسم یحتــوى داخلــة مجموعــة كبیــرة مــن الموضــوعات المهمــة، إذ یتنــاول بالــشرح والتحلیــل 
صــیغة متسلــسلة و، هــنصــیغة ، وصــیغة أویلــرمجموعــة مــن صــیغ الخطــوة الواحــدة، وهــي 

  . كتا–صیغ رنج ، وتایلر
 وتـشمل "طرق الخطوات المتعـددة لحـل المعـادلات التفاضـلیة"في القسم الثالث نتناول 

، وكـل مـن هـذین النـوعین صـیغ آدم مولتـونو، صـیغ آدم باشـفورث: همـانوعین مـن الـصیغ 
ارات یحتـــوي علـــى مجموعـــة مـــن الأســـالیب لحـــل المعـــادلات التفاضـــلیة ضـــمن شـــروط وخیـــ

 وتـــدریبات وأســــئلة محـــددة، وســــنعرض فـــي الوحــــدة معظـــم تلــــك الأســـالیب مــــع أمثلـــة علیهــــا
  .مناسبة

ـــى مـــس ــلنا إل حـــل المعـــادلات توى یؤهلنـــا لاســـتعراض فـــي القـــسم الرابـــع نكـــون قـــد وصـ
، حیــث ســنعالج كیفیــة الوصــول إلــى حلــول التفاضــلیة ذات الرتــب العلیــا وأنظمــة المعــادلات

 مــن خــلال اســتخدام الأدوات الــواردة فــي الأقــسام الــسابقة ضــمن لتلــك المعــادلات والأنظمــة
  .محددات واضحة، مع ایراد عدد كبیر من الأمثلة والشروحات اللازمة
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وبمناسبة الحدیث عن الأمثلة، وكما ورد في الوحـدة الـسابقة، فقـد أفردنـا قـسما خاصـا 
ا مراجعة ما مر بنا فـي أوله: للأمثلة العامة على الوحدة، وهو قسم یأتي لیحقق عدة أهداف

المساهمة فـي مـساعدتك بقة، والهدف الثاني لتمثیل لكل حالة من الحالات الساالوحدة عبر ا
على تطبیق ما تعلمته في الوحدة من خلال مجموعة مـن الأمثلـة التـي تـشمل أفكـارا متنوعـة 

ـــدا لـــك فـــي التهیئـــة  و.ووردت خـــلال دراســـتك للوحـــدة ــذا القـــسم ســـیكون مفی لأي أعتقـــد أن هـ
نرجـو أن نكـون مـوفقین فـي تقـدیم هـذه الوحـدة بـشكل مناسـب، وأن تـشاركنا . اختبارات قادمة

  .برأیك فیما ورد فیها كي یتم تطویرها مستقبلا
  .ومرحبا بك مرة أخرى

  

  أهداف الوحدة
  

  

  

  

  عزیزي الدارس،، 

  : ًبعد فراغك من دراسة هذه الوحدة، نأمل أن تكون قادرا على أن

 مسائل القیم الابتدائیةتشرح .  

 الشروط لوجود حلول لتلك المسائلتعدد .  

 ًمسائل القیم الابتدائیة عددیالحل  بعض الطرق تستخدم.  

 لطرق العددیة لحل مسائل القیم الابتدائیة من عدة رتب اتستخدم. 
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   ّمسائل القيم الابتدائية للمعادلات التفاضلية .1
  عزیزي الدارس،،

ة أفــضل طریقـــة لوصــف الظــواهر الفیزیائیــة والظــواهر الطبیعیـــة تعتبــر المعــادلات التفاضــلی
ًریاضیا، وقد قدم العلماء نظریات عدیدة لحل أنظمة المعادلات التفاضلیة وبالتالي فهم أكبر 
لتلـك الظـواهر، لكـن الكثیــر مـن تلـك المعــادلات لا یوجـد لحلهـا صــیغة دقیقـة ومحـددة، لــذلك 

  . ة عن الطرق العددیة لحل تلك المعادلاتقدم لنا الإنجاز العلمي معلومات كثیر
  . یجب ان نتعرف على ماهیتها. ًولكن قبل حل مسائل القیم الابتدائیة عددیا

ــة  ــي عبــــارة عــــن معادلــ ــة هــ ــادلات التفاضــــلیة العادیــ ــــیم الابتدائیــــة للمعــ إن مــــسائل الق
  . تفاضلیة عادیة مع مجموعة من الشروط عند نقطة معینة واحدة

  3t y - y = y sin t                                            :          ًفمثلا

y(0) = 0  , y (0) = 1  

. هي عبارة عـن واحـدة مـن مـسائل القـیم الابتدائیـة لمعادلـة تفاضـلیة مـن الرتبـة الثانیـة
وســوف نــستغرق الوقــت الأكبــر مــن هــذا الجــزء فــي التركیــز علــى المعــادلات التفاضــلیة مــن 

  : لى والتي یرافقها شرط ابتدائي واحدالرتبة الأو
y = f (t, y)        ,      y (t0) = y0  

قبل أن نبدأ بعرض الطرق العددیة لمـسائل القـیم الابتدائیـة بقـي أن نعـرف متـى یكـون 
  . لتلك المسائل حلول أو حلول وحیدة، ومتى لا یكون لها حل

  :تعریف

 y فـي المتغیـر التـابع (Lipschitz Condition) تحقـق شـرط لیبـشیتز f (t, y)الدالـة 
   بحیث L > 0 إذا وجد ثابت D  R2في المجموعة 

|f (t, y1) - f (t, y2) |  L | y1 - y2 |  
   D  في (t, y1) , (t, y2)لكل 
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 فـي (t, y1) , (t, y2) إذا كـان لكـل (Convex) تـسمى محدبـة D  R2ن المجموعة إ
D فإن النقطة [(1 - ) t1 + t2, (1 - ) y1 + y2]   

 فــإن Dوالمعنـى الهندسـي لمجموعـة محدبــة هـو أنـه أي نقطتـین تقعــان فـي المجموعـة 
  .  Dالخط الواصل بینهما یقع بأكمله في 

  
  

  
  : نظریة

   بحیث L > 0 فإذا وجد R2 في Dّ معرفة على مجموعة محدبة f (t, y)لیكن 

  Ly,t
y
f



  

 L ویـسمى y بالنسبة للمتغیـر Dرط لیبشیتز في  تحقق شf فإن  D (t, y)لكل 
   (Lipschitz Constant)ثابت لیبشیتز 

  
  : نظریة

 دالـة متـصلة f (t, y) ولـیكن D = {(t, y) : a  t  b , - < y <  }لـیكن 
 فــإن مــسألة القیمــة y بالنــسبة للمتغیــر D شــرط لیبــشیتز فــي fإذا حققــت الدالــة . Dفــي 

  .  الابتدائیة
y (t) = f (t, y (t))   , a  t  b      , y (a) = y0  

  .a  t  b حیث y (t)  هولها حل وحید

  غیر محدبة  محدبة
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 مثال:  
   y = 1 + t sin (t y) : 0  t  2  , y (0) = 0 :لیكن

   (Mean Value Theorem)باستخدام نظریة القیمة الوسیطة 
   : بحیث أنy1 < c < y2 : c فإن یوجد y1 < y2لأي عددین 

t2 cos (t c) = 
12

12

yy
)y,t(f)y,t(f

)c,t(f
y 





  

   y1 < y2لذلك لكل 
| f (t, y2) - f (t, y1) = |y2 - y1| t2 cos (t c)  4 |y1 - y2| 

 fً أیـضا، حیثمـا L = 4 حیث ثابت لیبشیتز y تحقق شرط لیبشیتز في المتغیر fإذن 

(t, y) 0 دالـة متـصلة عنـدما  t 2 ،- < y < د حـل  فـإن النظریـة الـسابقة تؤكـد وجـو
  .وحید لمسألة القیمة الابتدائیة السابقة

  :  ملاحظات على النظریة

 یحقـق I فـي الفتـرة fy|  L| بحیـث y قابلـة للاشـتقاق بالنـسبة إلـى f (t, y)أي دالـة . 1
    : |L = maxI |fy (t, yشرط وتكون قیمة ثابت لیبشیتز ال

2 .f (t, y) = y بالنــسبة إلــى  تحقــق شــروط لیبــشیتز بــالرغم مــن أن المــشتقةy غیــر 
 fy حیـث I فـي الفتـرة | L = max |fy (t, y) وبـصفة عامـة L = 1موجـودة وهنـا 

   . موجودة

  .  لا تحقق شروط لینتیز ولا یوجد للمسألة حل وحیدfلذلك فإن 

:     ، الحل الثانيy = 0  :الحل الأول
4
t 2

 y =   
  : حلول لا نهائیة
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y = 












at:
4

)at(
at0:0

2  

سـنبدأ الآن بــتعلم الطــرق العددیـة لحــل مــسائل القـیم الابتدائیــة مــن الرتبـة الأولــى علــى 
           y = f (t, y)  ,      y (t0) = y0: الشكل

  .  تحقق شرط لیبشیتزfًوسنفترض دائما بان 

  ذاتي تقویمأسئلة 
   

  
  

  One - Step Methods  طرق الخطوة الواحدة  .2
   Euler's Method  ريقة أويلرط  1.2     

  عزیزي الدارس، 

ــسألة عنــــد النقطــــة  ــب المــ ــد طــــرق التقریــــب ذات الخطــــوة الواحــــدة علــــى تقریــ  tn+1تعتمـ
  . tnباستخدام نقطة واحدة قبلها 

  : ّوالآن لنأخذ المسألة التالیة على القیمة الابتدائیة لمعادلة تفاضلیة من الرتبة الأولى

dt
dy = f (t, y)   : a  t  b     ,    y (a) = y0  

 مــن الفتــرات الجزئیــة N إلــى عــدد [a, b]یمكــن تقریــب حلهــا مــن خــلال تقــسیم الفتــرة 
ً تبعد عن بعضها بعدا ثابتاtnمتساویة القیاس بحیث نحصل على نقاط  ً :  

a = t0 < t1 < … < tn = b 

  ؟تفاضلیة العادیةمسائل القیم الابتدائیة للمعادلات الما هي   -1
 ؟المعنى الهندسي لمجموعة محدبة ما -2
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  : كذلك

tn = a + n h  : n = 0, 1, … , N     : h = 
N

ab  

   فإنه y  c2 [a, b]وعند تطبیق مفكوك متسلسلة تایلر وبافتراض أن 

  : tn+1 عند النقطة y (t) یمكن كتابة قیمة الحل n = 0, 1, .. , Nلكل 

y (tn+1) = y (tn + h) = y (tn) + h y (tn) + 
2

h 2

y (cn)  

   tn+1 - tn = h أن لاحظ. tn < cn < tn+1حیث 

   :وبعد التبسیط

y (tn+1) = y (tn) + h  f (tn, y (tn)) + 
2

h 2

y (cn)  

ــدینا صــیغة أویلــر الأمامیــة أو للاختــصار صــیغة  وعنــد إهمــال الحــد الأخیــر یــصبح ل
  أویلر 

yn+1 =  yn + h f (tn, yn)        :   n = 0, 1, … , N - 1 

  : أي أنy (tn)ة على تقریب القیمة الدقیقة  للدلالynالرمز 
yn  y (tn)  
 

 مثال:  
   y = |y|  :  L = 1 :في المسألة السابقة أثبت أن

  :الحل
f (t, y) = |y|  

|f (t, y2) - f (t, y1) | = ||y2| - |y1|| = 2 1 1 2

2 1 1 2

(1) y y if y y 0
y y if y y 0


  
  

 



  -150 -

  
 یحقـق شـرط f الحـالتین  وفـي كلتـا|y2 + y1|  (1) |y2 - y1| فإن y1 y2 < 0وٕاذا كان 
  . L = 1لیبشیتز حیث 

  :تعریف

   إذا كان للمسألة(well - posed)ًإن مسألة القیمة الابتدائیة موضوع جیدا 
y (t) = f (t, y (t))      ,     a  t  b      y(a) = y0 

(a) حل وحید y (t)للمسألة  .  
(b)ثوابت موجبة ,  مع الخاصیة بأن حل وحید Z (t)سألة للم:   

z (t) = f (t, z) +  (t)       :    a  t  b   , z (a) = y0 + 0 
   :موجود مع تحقیق الشرط

|z(t) - y (t)| <           a  t  b 
                                                              (t) | <         ,     |0| < |عندما 

ًق أنـه إذا أعطینـا سـؤالا لـه حـل وحیـد فـإن أي تغییـر بـسیط فـي ومعنى التعریـف الـساب
  . ً ینتج عنه تغییر بسیط ولیس كبیرا في الحلfقیمة 

  : نظریة

فـإن مـسألة القیمـة    D: {(t, y)     : a  t  b  , - < y <  }لـیكن 
 الابتدائیة 

y (t) = f (t, y (t))  : a  t  b  , y (a) = y0 

 فــي yفــي المتغیــر لیبــشیتز  متــصلة وتحقــق شــرط fدما تكــون ًموضـوعة جیــدا عنــ
  . Dالمنطقة 
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 مثال:  
  هل تحقق مسألة القیمة الابتدائیة شرط لیبشیتز

y (t) = y        ,     y (0) = 0  

    = y f (t, y)  :نفرض

y1 = 0       ولنأخذ      
12

12

yy yy

yy
lim

y
f

12 








 

 
2

2

y 0
2

yf lim
y y


 


        

  )Lوهذه القیمة لیست أقل من (

 مثال:  
  : استخدم صیغة أویلر لتقریب حل

dt
dy = t + sin t       :  y (0) = 1  

     h = 0.5 , 0.25استخدم 
  :الحل

h = 0.5   
t1 = t0 + 0.5 = 0 + 0.5 = 0.5 
y1 = y0 + h f (t1) = 1 + 0.5 (0 + sin 0) = 1  
t2 = t1 + 0.25 = 0.5  
y2 = y1 + h f (t1) = 1 + 0.25 (0.25 + sin 0.25) = 1.12435  
t3 = 0.75   y3 = y2 + h f (t2) = 1.36921  
      t4 = 1  y4 = 1.72712  
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  )1(تدریب 

   h  = 0.25  وقارن مع نتائجh = 0.1ًكرر المثال السابق مستخدما 

 

  ): 1(قاعدة 
  .  عدد صحیح موجبm    حیث  (1 + x)m  emx     : x  -1 0لكل 

  : البرهان
 n = 1  , x0 = 0  , f (x) = exلنطبق مفكوك متسلسلة تایلر للدالة 

ex = 1 + x + 
2

x 2

ec            :     0 < c < x 

0  1 + x  1 + x + 
2

x 2

ec  = e x                                    :إذن 

0  (1+ x)m  (ex)m = emx       1   فإن + x  0               ولأن         

  ): 2(قاعدة 
k{an} عددان حقیقیان موجبان، و s, mإذا كان 

   تحقق (a0  0) متتالیة 0
an+1    (1 + m) an  + s   

   :  فإنn = 0, 1, … , kلكل 

an+1  e(n+1)m  
m
sa

m
s

0 





   

  : البرهان
   (fixed) قیمة معینة nلنفرض أن 

an+1  (1 + m) an + s  
        (1 + m) [(1 + m)an-1 + s] + s  
        (1 + m {(1 + m) [ (1 + m) an-2 + s ] + s }+ s  
         
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        (1 + m)n+1 a0 + s 



n

0j

j)m1(  

  :  فإن طریقة أویلر یمكن كتابتها على الشكل التاليfn = f (tn , yn)وباعتبار 
yn+1   = yn + h fn      : n  0  

  y0 = y (0) :   حیث
 او حتـــى علـــى [tn, tn+1]ًهندســـیا، یمكـــن تفـــسیر هـــذه الطریقـــة علـــى الفتـــرة الجزئیـــة 

  ). انظر الشكل ([a, b]ئیة مجموع كل الفترات الجز
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 مثال:  

   :استخدم طریقة أویلر لتقریب حل مسألة القیمة الابتدائیة
y  = -t y2           :      y (2) = 1  

  : ثم احسب قیمة الخطأ إذا علمت بان الحل الدقیق هو

y (t) = 
2t

2
2 

      :  t > 2  

  : ملاحظة
  N = 5     ,   h = 0.1       ,      t2 - 2 :   استخدم

  :الحل
   tn = 2 + nh :نستخدم

y1 = y0 + h f0 = y0 + h (-t0 2
0y ) = 1 + 0.1 (-2) = 0.8  

y2 = y1 + h f1 = y1 + h (-t1
2
1y ) = 0.8 + 0.1 (-1.344)  

                                                = 0.6656  
y3 = y2 + h f2 = y2 + h (-t2

2
2y ) = 0.6656 + 0.1 (-0.97465) 
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                                                = 0.56813  

  :وبإكمال العملیة نحصل على الجدول التالي

  
 مثال:  

: كـرر الـسؤال الـسابق علـى المـسألة
dt
dy= t - 2y   ,  y (0) = 1 [1 ,0]  فـي الفتـرة 

  :ً علما بأن الحل الدقیقh = 0.2ًمستخدما 

  y = 
4

e51t2 t2   

  :الحل
h = 0.2  
t           y_Euler y_exact  error 

0 1 1 0.0000 

0.2 0.6 0.6879 -0.0879 

0.4 0.4 0.511661 -0.1120 

0.6 0.32 0.426493 -0.1060 

0.8 0.312 0.402371 -0.0904 

1 0.3472 0.419169 -0.0720 

 
Max error   =  -0.1120    for       h = 0.2  
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h = 0.1  
t     y_Euler y_exact  error 

0 1 1 0.00000 

0.1 0.8 0.823413 -0.02340 

0.2 0.65 0.6879 -0.03790 

0.3 0.54 0.586015 -0.04600 

0.4 0.462 0.511661 -0.04970 

0.5 0.4096 0.459849 -0.05020 

0.6 0.37768 0.426493 -0.04880 

0.7 0.362144 0.408246 -0.04610 

0.8 0.359715 0.402371 -0.04270 

0.9 0.367772 0.406624 -0.03890 

1 0.384218 0.419169 -0.03500 

  for h = 0.100000 0.05020-: أكبر خطأ

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

EXACT EULER h=0.1 Euler h=0.2
 

  )2(تدریب 

   (h = 0.1)أن تطبیق صیغة أویلر للمسألة 
y = -y + t + 1         , y (0) = 1       t  [0, 1/2]   

  . وضح ذلك. ًیعطي حدودا خطأ یمكن التنبؤ بها
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 فـي مـسائل كثیـرة، (y)صول علـى ولكن من عیوب النظریة الأخیرة هو صـعوبة الحـ
ظهـــرت طـــرق . L لـــه، وكـــذلك الحــال بالنـــسبة للعــدد Mأو حتــى الحـــصول علــى حـــد أعلــى 

  . حسابیة أخرى لحساب الخطأ وتحلیله وسنتابعها في المفاهیم التالیة

  :تعریف

  : للعلاقة(Local Truncation error)إن قیمة خطأ البتر الموضعیة 
y0 =    
yn+1 = yn + h f (tn , yn)      :  n = 0, 1, … N - 1  

  : هو المقدر
n+1 (h) = 

h
))y,t(fhy(y nnn1n    

             =  
h

yy n1n   - f (tn , yn)     : n = 0, 1, … , N - 1  

وســـمي بالخطـــأ الموضـــعي لأنـــه یقـــصد بـــه حـــساب الخطـــأ عنـــد خطـــوة معینـــة، علـــى 
دقیقـــة للحـــل عنـــد الخطـــوة الـــسابقة،وذلك لمنـــع تـــراكم الأخطـــاء افتـــراض أننـــا نعـــرف القیمـــة ال

ولا ننس أنه خطأ بتـر نـتج عـن متسلـسلة لا . والناتجة قبل الوصول عند تلك الخطوة المعینة
  . نهائیة كما سبق ذكرها

  :سبق أن تعلمنا أن: والآن لنحسب خطأ البتر الموضعي، لصیغة أویلر

y (tn+1) = y (tn) + h f (tn , y(tn)) + 
2

h 2

y (cn)  

   :وبسهولة نرى أن

n+1 (h) = 
2
h y (cn)      : cn  (tn , tn+1)  

  . O (h)ولذلك فإنه خطأ البتر الموضعي لصیغة أویلر لها رتبة 
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  : ملاحظة
  : فإن[a, b] في الفترة y (t) |  M| :إذا كان

 |n+1 (h) |  
2
h M    

 :                                            ولكن
m

1)m1()m1(
1nn

0j

j 





  

  : وباستخدام المساعدة السابقة بالصیغة
0  (1 + m)n+1  e(n+1)m 

an+1  e(n+1)m 

m
sa

m
s

0 





                                :نحصل على       

      
  : نظریة

   :ً هو الحل الوحید لمسالة القیمة الابتدائیة الموضوع جیداy (t)كن لی

dt
dy = f (t, y)    : a  t  b   , y (a) = y0 

Nولیكن 
0n }y{ هو متتالیة للحلول ناتجة عن استخدام صیغة أویلر   

yn+1 = yn + h fn 

   :بت لیبشیتز في المنطقة ثاL وكان ، شرط لیبشیتزfإذا حققت 
D = {(t, y)   : a tby  

  : بحیثوٕاذا وجد ثابت 
|y (t) | M               t  [a, b] 

  : فإن

|y(tn) - yn |  L2
Mh eL(tn-a) - 1 } 
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 وهـي تأكیـد علـى أن tnنـد النظریة السابقة تحدد حـدود الخطـأ فـي صـیغة تـایلر لأي قیمـة ع
  . O(h)رتبة الخطأ  هي 

 مثال:  
  : أوجد حدود الخطأ ثم طبق النتائج على صیغة أویلر

 h = 0.2  :       y = y - t2 + 1         :     0 t 2        , y (0) = 0.5  

  :الحل
  :الحل الدقیق

   y = (t + 1)2 -  
2
1 et     

  :كذلك 

 
y
f


  = 1 = L 

|y(t)| = |2 - 
2
1 et|  

2
1 e2 - 2   t  [0, 2]   

    h = 0.2 :    ًوأخیرا

L2
Mh  [e L(tn - a) ] 

  :عند تطبیق صیغة أویلر ینتج ما یلي
   

tn 0.2 0.4 0.6 0.8   1.0 

    0.06209 0.0293 قیمة الخطأ

     0.03752 حدود الخطأ
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ویمكننا تعریف خطأ البتر المتراكم لیكون مجموع أخطاء البتر الموضعیة الـسابقة أمـا 
  . ًخطأ البتر الكلي فهو خطأ البتر الموضعي زائدا مجموع أخطاء البتر الموضعیة السابقة

  :تعریف

   : خطوة واحدة على شكل هي صیغة من ( - Scheme) : 0    1ان صیغة 
yn+1 = yn + h {(1 - ) fn +  fn+1 }      : n  0  
y0 = y (0)  

  : وأشهر صیغ 

  . ( = 0)صیغة أویلر ) 1(

  :صیغة شبه المنحرف) 2(
 (Trapezoidal Rule) ( = 

2
1 )  

   :وتعطي بالعلاقة
yn+1 = yn + 

2
h (fn + fn+1) 

ویعطــي . (Backward Euler Scheme) ( = 1)صــیغة أویلــر الخلفیــة ) 3(
  :بالعلاقة

yn+1 = yn + n fn+1 
 

  : ملاحظة
و ) 2( تظهـر فـي طرفـي الـصیغ yn+1 لذلك فـإن fn+1 = f (tn+1 , yn+1) :نعلم أن

هـي صـیغة ) 1( بینما الصیغة (Implicit methods)لذلك تسمیان صیغ ضمنیة ) 3(
  .  وسیأتي دراسة الطرق الضمنیة فیما بعد(Explicit Method)واضحة 
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 مثال:  
باسـتخدام صـیغة أویلـر الخلفیـة ثـم أوجـد خطـأ   y = yأوجـد صـیغة تتابعیـة للمعادلـة 

  . البتر الموضعي ورتبته

  :الحل
  : طریقة أویلر الخلفیة تعطي بالعلاقة

yn+1 = yn + h f (tn+1 , yn+1)  
       = yn + h yn+1  

  :      أوyn+1 - h yn+1 = yn :إذن

    yn+1 = ny
h1

1


 

   tnلحساب خطأ البتر الموضعي نستخدم مفكوك متسلسلة تایلر حول 

y (tn+1) = y (tn) + h y (tn) + 
2
1 h2 y (tn) + O (h3)  

            = yn + h f (tn, yn) + 
2
1  h2 y (tn) + O(h3) 

                :لكن طرح القیمة التقریبیة من الدقیقة
h

)t(yy 1n1n   n+1 =   

= 
2
1 [yn + h f (tn+1 , yn+1) - yn - h f (tn, yn) - 2

1  h2y (tn) - O(h3)]  

= f (tn+1 , yn+1) - f (tn, yn) - 2
1  h y (tn) - O(h2)  

  :(tn, yn) حول  fوالآن نستخدم مفكوك 
f (tn+1 , yn+1) = y (tn+1) = y (tn) + h y (tn) + O (h2) 
                    = f (tn, yn) + h y (tn) + O (h2)  

  :  في معادلة خطأ البتر الموضعيf (tn+1, yn+1)ونعوض قیمة 
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n+1 = [ f (tn, yn) + h y (tn) + O (h2) ] - f (tn, yn) - 2
1  h y (tn) - O (h2)  

   = 
2
1  h y (tn) + O (h2) = O (h)  

ًوهندســیا . لــذلك فــإن هــذه الطریقــة لــم تحــسن قیمــة الخطــأ عــن طریقــة أویلــر الأمامیــة
 كمـــا فـــي طریقـــة أویلـــر tn ولـــیس عنـــد tn+1فتـــرة عنـــد تعتمـــد علـــى میـــل الممـــاس فـــي نهایـــة ال

  . الأمامیة
  

  )أو طريقة أويلر المحسنة(  Heun's Method  طريقة هن  2.2
  : وهي طریقة ضمنیة عبارة عن المتوسط بین صیغة أویلر الأمامیة والخلفیة

yn+1 = yn + 
2
h (fn + fn+1) 

  ومعادلــة أخــرى(Predictor)ًن معــا لتوقــع الحــل ویمكــن كتابتهــا علــى شــكل معــادلتی
  : قدر الإمكان(Corrector)لتصحیحه 

y0       المتوقع 
n+1 = yn + f (tn, yn) h  

 + yn+1 = yn     المصحح 
2

h)y,t(f)y,t(f 1n
0

1nnn   

 مثال:  
 - h = 0.1  , y = yاستخدم طریقة هن لحل 

y
2: y (0) = 1   
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  :الحل
n = 0 0

1y  = y0 + f (t0, y0) h  

      = 1 + (1)(0.1) = 1.1 

y1 = 1.1 + )1.0(
2

)1.1,1.0(f)1.0(f  = 1.1459 

n = 1  0
2y = y1 + f (t1, y1) h = y1 + f ) (0.1, 1.1459) h  

    = 1.1459 +  f (0.1, 1.1459) = 1.2430 

y2 = y1 + 
2

)y,t(f)y,t(f 0
2211   

    = 1.1459 + h
2

)2430.1,2.0(f)1459.1,1.0(f   

    = 1.2405 
   : في المعادلة الأخیرةfn+1ّوالآن نعوض مفكوك 

n+1 = 
2
1 (fn+1 - fn) - 2

1  h y (tn) - 3
1 h2 y (tn) + O(h3)  

      =
2
1 [ h y (tn) + 

2
1  h2 y''' (tn) +O(h3) ] - 

2
1  hy (tn) - 3

1  h2y''' (tn) + 

O(h3) 

               = -
12
1 h2

 y' (tn) + O(h3) = O(h2)  

  لرتبةصيغة متسلسلة تايلر من ا 3.2
 mth Order Taylor Series (m)   

  :  هوtn+1 عند tn حول y (t) لحل mإن مفكوك متسلسلة تایلر من الرتبة 

y (tn+1) = y (tn) + h y (tn) + 
2

h 2

y (tn) + .. + 
!m

h m

 y(m) (tn) +  

                 
)!1m(

h 1m





y(m+1) (cn)     : cn  (tn, tn+1) 
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  : أننعلم 
y (t) = f (t, y (t))  
y (t) = f (t, y (t))  

  : عامةوبصفة 
y(k) (t) = f(k-1) (t, y(t))  

  : لذلك

 y (tn+1) = y(tn) + h f (tn, y(tn)) + 
2

h 2

 f(tn, y (tn)) +   … + 
!m

h m

f(m-1) (tn, y (tn)) 

+                   
)!1m(

h 1m





f(m) (ci, y(ci))  

تعلم بان الحد الأخیر یمكن تجاهله للحصول على حل تقریبي، ونحصل علـى صـیغة تـایلر 
  : mمن الرتبة 

y0 =   
yn+1 = yn + h T(m) (tn, yn)              : n = 0, 1, … , m - 1  

  : حیث

T(m) (tn, yn) = f (tn, yn) + 
2
h f (tn , yn) + … + 

!m
h 1m

f(n-1) (tn, yn) 

  . لاحظ أن صیغة أویلر هي من الرتبة الأولى
  : ویمكن التعبیر عن صیغة هن بمعادلة واحدة

     nnnnnnn1n y,thfy,htfy,tfh
2
1yy   

  )3(تدریب 

   y (0.4) , y (0.2)استخدم طریقة هن لتقریب 
h = 0.2   , y(0) = 0        , y = y + et         
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 مثال:  
  : أوجد رتبة خطأ البتر الموضعي لطریقة هن

  :الحل
  مفكوك متسلسلة تایلر 

y (tn+1) = y(tn) + h y (tn) +  
2
1 h2

 y (tn) + 
6
1 h3 y'(tn) + O(h4)  

= yn + h fn + 
2
1  h2 y (tn) + 

3
1 h3 y' (tn) + O(h4)  

fn+1 = f (tn+1 , yn+1) = y (tn+1)  

       = y (tn) + h y (tn) + 
2
1 h2 y' (tn) + O(h3)  

n+1 = 
h
1 (yn+1 - y (tn+1))                                                        إذن 

      = 
h
1 [yn + 

2
h (fn + fn+1) - yn - h fn - 2

1  h2 y' (tn) - 3
1 h3

 y' (tn) - 

O(h4)] 

              = 
2
1 (fn+1 - fn) - 2

1  h y (tn) - 3
1  h2 y' (tn) - O(h3)  

  )4(تدریب 

 y = y + et + tyلیكن 

y (1) = 2                  : 1  t  3  
 ثــم أوجــد قیمـة تقریبیــة للمقــدار 4اسـتنبط طریقــة متسلـسلة تــایلر مــن الرتبـة 

y(1.2) حیث h = 0.01 .  
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 مثال:  
  : لتقریب(h = 0.5)یة استخدم متسلسلة تایلر من الرتبة الثان

y = 


2 e-t2
                    :  y (2) 

y (0) = 0 

y (tn+1) = y (tn) + h y (tn) + 
2

h 2

y (tn) + O(h3)  

y (t) = f (t, y)  

y (t) = ft (t, y) + fy (t, y) y (t)  
  : لذلك

y (tn+1)  y (tn) + h f (tn , yn) + 
2

h 2

 (ft (tn, yn) + fy (tn , yn) f (tn , yn 

))    
  : لذلك

yn+1 = yn + h )0e2t2(
2

he2 2
n

2
n t

n

2
t 





  

yn+1 = yn + h 
2
nte2 


(1 - h tn)  

n = 0 y1 = y0 + h 
2te2 


(1 - h t0)  = 0 + 0.5 20e2 


(1-  0.5(0)) = 

0.564189 
n = 1  y2 = 0.564189 + 0.5 25.0e2 


(1-(0.5)(0.5)   = 0.893733 

n = 2  y3 = 0.9975099  
n = 3  y4 = 1.012376  

 y (2)  y4 = 1.012376   إذن                             :                 
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  Runge - Kutta method  كتا–صيغة رنج  4.2

ً كتـا مـن أكثـر الطـرق العددیـة اسـتخداما لحـل المعـادلات التفاضـلیة -ربما تكون رنـج 
ویعود السبب في ذلك إلى كونها طرق ذات رتـب عالیـة وحـسابات لیـست معقـدة إذا  العادیة،

  . یقة متسلسلة تایلرًما قورنت مثلا بكمیة الحسابات الكثیرة في طر

  : نظریة تایلر

 أو أقـل فـي m + 1  وجمیـع مـشتقاتها الجزئیـة متـصلة مـن الرتبـة f (t, y)لـیكن 
 D = { (t, y)      : a  t  b        , c  y  d }                        :المنطقة

   : بحیث(, ) توجد نقطة  (t, y)  D فإنه  D (t0, y0)ولیكن 
f (t, y) = Pm (t, y) + Rm (t, y)  

  :حیث

Pm (t, y) =  f (t0, y0) + (t - t0) t
f


 (t0, y0) + (y - y0) y

f

 (t0, y0) +  

!2
1   ((t - t0)2

2

2

t
f


 + 2 (t - t0) (y - y0) yt

f2


 + (y - y0)2 2

2

y
f


 )  

+ … +    
























 00jjm

m
j

0
jm

0

m

0j
y,t

yt
f)yy(tt

j
m

!m
1  

Rm (t, y) =      











 
 





 ,

yt
fyytt

j
1m

)!1m(
1

j1m

1m
j

0
j1m

0

m

0j
 

 Rm (t, y) فـي متغیـرین، و mّ ما هـي إلا حدودیـة تـایلر مـن الرتبـة Pm (t, y)والدالة 
  Pm (t, y) المرتبط مع (Remainder)هو الباقي 

  yn+1 = yn +  (tn , yn , h) h         : كتا هي-إن الصیغة العامة لطریقة رنج 
   : وصیغتها العامة[tn , tn+1] قیمة المیل في الفترة الجزئیة وتمثل الدالة 

 = a1k1 + a2k2 + … + am km  
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  :  هي كما یليks هي ثوابت و asحیث 
k1 = f (tn , yn) 
k2 = f (tn + 2 h , yn + 21 k1 h) 
k3 = f (tn + 3h, yn + 31 k1 h + 32 k2 h)  
  

km = f (tn +mh , yn + m k1 h + m,2k2h + … + m,m km-1 h)  

  ًفمثلا إذا كان
2
1 a2 =  فإن 

2
1a1 =    و2 = 21 = 1ویصبح لدینا :   

yn+1 = yi + (
2
1 k1 + 

2
1 k2) h 

k1 = f (tn, yn)  
k2 = f (tn + h, yn +  k1 h)  

هــو المیــل عنــد بدایــة الفتــرة الجزئیــة ونهایتهــا علــى التــوالي، وهــي   k2, k1 :ولاحــظ أن
  . نفس صیغة هن

 ، a1 = 0 فإن a2 = 1إذا كان 
2
1

212 ویصبح لدینا صیغة المنتصف حیث :  

y n+1 = yn + k2 h 
k1    = f(tn, yn) 

k2    = f(tn + 
2
1 h, yn + 

2
1  k1h) 

  . وهي تحسب المیل عن منتصف الفترة الجزئیة

ًوأخیرا إذا كان 
3
2a2 =    فإننا سنحصل على أقل خطأ بتر للصیغة العامة من الرتبة

  . الثانیة
  

 مثال:  
   للمسألة h = 0.25استخدم صیغة المنتصف ومقیاس المرحلة 
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dt
dy = -2y + t          ,    y (1) = 2  

   :صیغة المنتصف

y (t + h) = y (t) + hf (t + 
2
h , y + h f (t, y) / 2)  

   y (1.25)     ،            (1, 2) = (t0, y0)ونبدأ من عند 
y(1.25) = y(1) + (0.25)  f(1.125, 2 + 0.125  f(1, 2)) 
 f(1, 2) = -3 
y(1.25) = 2 + (0.25) f(1.125, 1.625) = 2 + (0.25) (-2.125) = 1.4688 
y(1.5) = y(1.25) + (0.25) f(1.375, 1.4688 + 0.125 f(1.25, 1.4688)) 
 f(1.25, 1.4688) = -1.6876 
y(1.5) = 1.4688 + (0.25) f(1.375, 1.2579) = 1.4688 + (0.25) (-1.1408) = 

1.1836 
y(1.75) = y(1.5) + (0.25) f(1.625, 1.1836 + 0.125 f(1.5, 1.1836)) 
 f(1.5, 1.1836) = -0.8672 
y(1.75) = 1.1836+(0.25) f(1.625, 1.0752) = 1.1836+(0.25)(-0.5254) = 

1.0522 
y(2) = y(1.75) + (0.25) f(1.875, 1.0522 + 0.125 f(1.75, 1.0522)) 
 f(1.75, 1.0522) = -0.3544 
y(2) = 1.0522 + (0.25) f(1.875, 1.0079) = 1.0522 + (0.25) (-0.1408)= 

1.0170
  :  كتا من الرتبة الثالثة- رنج

  : كتا من الرتبة الثالثة وأحد الصیغ- سنحصل على صیغة رنجا m = 3إذا كان 

yn+1 = yn + 
6
1  (k1 + 4k2 + k3) h  

  : حیث
k1 = f (tn, yn)  

k2 = f (tn + 
2
1 h , yn + 

2
1 k1 h) 

k3 = f (tn + h , yn - k1h + 2k2 h)  
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  :  كتا من الرتبة الثانیة-اشتقاق صیغة رنج 
  : نحو التالي كتا من الرتبة الثانیة تكون على ال-إن صیغة رنج 

yn+1 = yn + (a1k1 + a2k2) h 
………………………………..…………….(1) 

  : حیث
k1 = f (tn , yn)  
k2 = f (tn + 2h , yn + 21 k1 h)  

 عـن طریـق مـساواة هـذه الـصیغة 21, 2, a2, a1: ویتبقـى علینـا تحدیـد قـیم الثوابـت
  : بصیغة  تایلر من الرتبة الثانیة والتي هي

yn+1 = yn + h T(2) (tn , yn)  
 ولكن 

T(2) (tn, yn) = f (tn , yn) + 
2
h f (tn, yn)  

   :(Chain Rule)ولكن باستخدام قاعدة السلسلة 

f (tn, yn) = 
dt
dy

y
)y,t(f

t
)y,t(f nnnn







  

  : فإن

yn+1 = yn + h f (tn , yn) + 














dt
dy

y
f

t
f

!2
h 2

………………………….. 

(2) 

ـــل أن نـــــس ــادلتین والآن قبــ ــایلر لمفكـــــوك ) 2(، )1(اوي المعـــ ًمعـــــا، نـــــستخدم نظریـــــة تـــ
   f (tn , yn) حول k2المتسلسلة بمتغیرین للمقدار 

f (tn + 2h, yn + 21 k1 n) = f (xn, yn) + 2 h 

t
f

 + 21 k1 h 

y
f

 + O(h2) 

  :یمكن إعادة كتابتها) 1(والآن 
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yn+1=yn+[a1 f(tn , yn) + a2 f (tn, yn) h + a2 2h2 
t
f

 + a2 21h2 f (tn, yn) y

f

 + 

O(h3)  

   = yn+[a1 f(tn, yn)+a2f (xn, yn) ] h + [a2 2 t
f

 +a2 21f (tn, yn) y

f

 ] h2+O(h3) 

..(3) 

  : لنحصل على) 3(و ) 2(ن المعادلتین والآن نقار

a1 + a2 = 1          a22 = 
2
1          a221 = 

2
1  

 وتبقـــى ، مجاهیـــل ونـــستطیع تعیـــین أي قـــیم لهـــاةوأصـــبح لـــدینا ثـــلاث معـــادلات وأربعـــ
  .  كتا من الرتبة الثانیة-الصیغة الناتجة من إحدى صیغ رنج 

   : كتا من الرتبة الرابعة-یغة رنج ص
  :  كتا هي الصیغة الكلاسیكیة من الرتبة الرابعة-لعل أشهر صیغ رنج

yn+1 = yn + 
6
1 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) h  

k1 = f (tn , yn)  

k2 = f (tn + 
2
1 h, yn + 

2
1 k1 h)  

k3 = f (tn + 
2
1 h, yn + 

2
1 k2h)  

k4 = f (tn + h, yn + k3h)  
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ti ti + h/2 ti + h

f1

f2

f3

f4

 4321 22
6
1 fffff 

f

 
 مـن صــیغ hوالجـدول التـالي یوضــح العلاقـة بـین عــدد الحـسابات لكـل مقیــاس مرحلـة 

   : كتا المختلفة وأفضل رتبة لخطأ البتر الموضعي-رنج 
8  n  9 5  n  7 4 3 2  للكل خطوةعدد الحسابات 

O (hn-2) O(hn-1) O(h4) O(h3) O(h2) أفضل رتبة لخطأ البتر الموضعي 

  : ملاحظة
 (h) كتــا بحیــث تكــون مقیــاس الخطــوة - هنــاك بعــض المراجــع تكتــب صــیغ رنــج

   :أي أن k's ضمن قیم
yn+1 = yn +  (tn , yn, h)  

  : حیث
 = a1k1 + a2k2 + … + amkm  
k1 = h f (tn, yn)  
k2 = h f (tn + 2h , yn + 21k1)  
k3 = h f (tn + 3h , yn + 31k1 + 32k2)            m1 m      km-1        

km = f (tn + mh, yn + m,1k1 + m,2 k2 + … + m,m km-1   
  



  -173 -

 مثال:  
ً مـــستخدما             y (1) كتـــا مـــن الرتبـــة الرابعـــة لتقریـــب -اســـتخدم الـــصیغة الأخیـــرة لـــرنج 

h = 0.25   للمسألة y = t2 - ey sin t   : y(0) = 1  

  :الحل
  :[1 ,0]في الفترة 

        n = 
h

ab  = 4      , b = 1       , a = 0   

  y (0) = 1وسنبدأ بأن     y4, y3, y2, y1 :  سنحتاج لحساب لذلك فإننا
y1 : k1 = h f (t0, y0) = (0.25) f (0.1) = 0  

      k2 = h f (t0 + 
2
1 h, y0 + 

2
1 k1) = f (0.125, 1) = -0.373276  

      k3 = h f (t0 + 
2
1 h, y0 + 

2
1 k2 )  

           = 0.25 f (0.125 , 1 + 0.5 (-0.373276)) = -0.373276  
      k4 = h f (t0 + h, y0 + k3) = 0.25 f (0.25 , 1-0.373276)  
          = -0.309854  

y1 = y0 + 
6
1 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)  

     = 1 + 
6
1  (0 + 2 (-0.373276) + 2 (-0.373276) - 0.309854) = 

0.923911 
t1 = t0 + h = 0 + 0.25 = 0.25  

x2:  
k1 = h f (t1, y1) = (0.25) f (0.25 , 0.923911) = -0.560741 
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  y (1)   0.446327  أو y (1)إذن الحل هو تقریب 
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  )5(تدریب 

 :لرتبة الرابعة لتقریب حل المسألة كتا من ا-استخدم رنج 

y = t - 2y       : y (0) = 1            : h = 0.2     : [0, 1]  

 مثال:  
 y (0.5) كتا مـن الرتبـة الرابعـة لتقریـب - طبق رنج h = 0.1ًما مقیاس خطوة مستخد

  . للمسألة
y = -2t - y                  ,      y (0) = -1 

  . ثم قارن الإجابة مع الحل الدقیق

  :الحل
   y (0.5) = -0.81959 :الحل الدقیق

tn  k1 k2 k3 k4  yn+1 
0.1 0.1 0.085 0.0858 0.0714 -0.9145 

0.2 0.0715 0.0579 0.0586 0.0456 -0.8562 

0.3 0.0456 0.0333 0.034 0.0222 -0.8225 

0.4 0.0222 0.0111 0.0117 0.0011 -0.811 

0.5 0.0011 -0.009 -0.0085 -0.0181 -0.8196 
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 مثال:  

 

 

 مثال:  
  :للمسألة    h = 0.1ً مستخدما y (0.5)أوجد قیمة تقریبیة للمقدار 

y (t) = t2       ,       y (0) = 1 

 كتــا مــن الرتبــة الرابعــة ثــم قــارن بــین الطــریقتین أیهمــا -باســتخدام طریقــة أویلــر ورنــج 
  أدق؟ 

  :الحل
   .… ,yn+1 = yn + h f (tn , yn): n = 0, 1, 2صیغة أویلر  
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f (tn, yn) = y2ولكن 
n , y0 = 1, h = 0.1سنحصل على الجدول التالي :  

n  tn  yn  

0 0 1 

1 0.1 1.1 

2 0.2 1.221 

3 0.3 1.3700841 

4 0.4 1.557797144 

5 0.5 1.800470338 

   كتا من الرتبة الرابعة -بینما صیغة رنج 

yn+1 = yn + 
6
1 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)       : n = 0, 1, 2, …  

  : حیث
k1 = h f (tn, yn)  

k2 = h f (tn + 
2
1 h, yn + 

2
1  k1)  

k3 = h f (tn + 
2
1 h, yn + 

2
1  k2)  

k4 = h f (tn + h, yn + k3)  

  :وبعد الحسابات نحصل على الجدول التالي
n  tn  yn  

0 0 1 

1 0.1 1.1111105 

2 0.2 1.249998 

3 0.3 1.4285662 

4 0.4 1.6666533 

5 0.5 1.9999633 

 :ولاحظ بان الحل الدقیق هو
4t

1


y (t) = -     

   y (0.5) = 2 :                           لذلك
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   0.19952966 هو t = 0.5والخطأ في صیغة أویلر عند 
   0.00003674 كتا من الرتبة الرابعة هو -والخطأ في صیغة رنج 

  .O(h4)والثانیة لها رتبة   O(h) لها رتبة ىوالسبب أن الأول

 مثال:  
   : كتا من الرتبة الثالثة على الصورة-استنتج رنج 

yn+1 = yn + 
9
1 (2k1 + 3k2 + 4k3)  

  :حیث
k1 = h f (t, y)  

k2 = h f (t + 
2
1 h, y + 

2
1 k1)  

k3 = h f (t + 
4
3 h , y + 

4
3 k2)  

  :الحل
   كتا من الرتبة الثالثة له صیغة عامة-صیغة رنج 

yn+1 = yn + h (w1k1 + w2k2 + w3k3) 

  : حیث
k1 = f (tn, yn) 
k2 = f (tn + 2h, yn + h 21k1)  
k3 = f (tn + 3h, yn + h 31k1+ h 32k2)  

D = 
y

f
t n 





 :نعلم أَن                                                  

Di = i y
f

t n

1i

1j
ij 













 




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f  

   

t  y 

   

  t 

   :وباستخدام مفكوك تایلر مع الصیغتین السابقتین حتى الرتبة الثالثة

y (tn + h) = y (tn) + h f + 
2

h 2

D f + 
6

h 3

(D2f + f y D f) + O(h4)

 ………(*) 
 ,k3, k2والآن نستخدم مفكوك متسلسلة تایلر في متغیرین حتى الرتبة الثانیة للمقادیر 

k1  
k1 = f (c) 
                                                                                            hD2f 

k2 = ftn+ 2 h, yn + h 21 k1) = f(tn, yn) + 
y
fhk

t
fh 1212 







 + 

)h(OfD
2

h 3
2

2
2

  

k3 = f + h D3f + 
2

h 2

( 2
3D f + 2 32fy D2f) + O(h3)  

  وبتعویض تلك القیم الثلاث في الصیغة العامة أعلاه 

yn+1 = yn + h (w1f + w2f + w3f) + h2 (w2D2f + w3D3f) + 
2

h3

(w2
2
2D f + 

w3
3
3D f) + h3 (w332 D2ffy)  

  :نجد   h3, h2, hمن خلال العوامل (*) وبمقارنة المعادلة الأخیرة مع 
w1 + w2 + w3 = 1  

w2D2f + w3D3f = 
2
1 Df 

2w2 
2
2D f + 3w3

2
3D f = D2f 
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w3 32 D2 ffy = 
6
1 D ffy 

، لـذلك فـإن قـیم f یجب أن لا یعتمد على ij, i, wiولكن تذكر ان اختیار 
Df

fD2 و 

Df
fD3هي ثابتة .  

فلــو اخترنــا 





1i

1j
i ij فــإن 

Df
fD  و 2

Df
fD3 ًهــي ثوابــت، وأیــضاDi = iD ولــذلك 

  : یمكن التبسیط إلى العلاقات
w1 + w2 + w3 = 1  

w2 2 + w3 3 = 
2
1  

w2
2
2 + w3 2

3 =  
3
1  

  : ومن خلال المقارنة مع الصیغة الواردة في السؤال

w1 = 
9
2  , w2 = 

3
1  , w3 = 

9
4  

2 = 
2
1   , 3 = 

4
3  

21 = 
2
1   , 31 = 0  , 32 = 

4
3   

 مثال:  
   : للمسألة    y (0.5)      لتقریب   h = 0.1    استخدم

y = -2t - y       , y (0) = -1 
   : كتا من الرتبة الرابعة ثم قارن مع الحل الدقیق-باستخدام رنج 

y = -3et - 2t + 2  
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xn  k1  k2 k3 k4 kn+1 
0.1 0.1 0.085 0.0858 0.0714 -0.9145 

0.2 0.0715 0.0579 0.0586 0.0456 -0.8562 

0.3 0.0456 0.0333 0.034 0.0222 -0.8225 

0.4 0.0222 0.0111 0.0117 0.0011 -0.811 

0.5 0.0011 -0.009 -0.0085 -0.0181 -0.8196 

  
  y (0.5) = -0.81959 :ًعلما بأن الحل الدقیق

   ذاتي تقویمأسئلة 
  ؟ذات الخطوة الواحدةطرق التقریب  ماذا نعني ب -1
       (1 + x)m  emx     : x  -1 0لكل :   برهن القاعدة-2

  . عدد صحیح موجبm     حیث 
  ؟خطأ البتر المتراكمو؟ قیمة خطأ البتر الموضعیة ماذا نعني ب-3
  ؟طریقة أویلر الخلفیةاشرح المقصود ب -4
  ؟ tn+1 عند tn حول y (t) لحل mمفكوك متسلسلة تایلر من الرتبة  اكتب -5
  ؟ كتا–الصیغة العامة لطریقة رنج  اكتب -6

   Multistep Methods  طرق الخطوات المتعددة .3
   عزیزي الدارس،

 مـــستخدمین بیانـــات عـــن tn+1 عنـــد النقطـــة yلقـــد تعلمنـــا فیمـــا ســـبق تقریـــب الحـــل 
رق  فقـط، لـذلك فـإن تلـك الطـرق كانـت تـسمى طـtn وعن النقطة [tn, tn+1]الفترة الجزئیة 

ا نحـصل علـى القـیم   yn-1 , … , y2, y1ـّالخطـوة الواحـدة، لكننـا فـي خطـوات سـابقة كن
  عند النقاط
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 tn-1, … , t2, t1 فلماذا لا نستخدم تلك النقط؟ ،   
 مـن الخطـوات nتـسمى طریقـة ذات    yn-1, … , y1, y0إن الطریقـة التـي تـستخدم 

لى تلك القـیم الابتدائیـة هـي مـن إحـدى ًویجب التذكیر دائما بأن الطریقة التي نحصل فیها ع
  . طرق الخطوة الواحدة

    باشفورث ذات الخطوتين-طريقة آدم   1.3
2-Steps Adam - Bashforth Method  

 ,y = f (tلنكامـل  . tn, … , t1, t0 عنـد y , yلنفـرض أن لـدینا قـیم تقریبـة للمقـدار 

y) من tn إلى tn+1فنحصل على :  

y (tn+1) = y (tn) + 
1n

n

t

t

dt))t(y,t(f  

 ثـــم fn-1. fn وبالتحدیــد fولأن الطریقــة ذات خطــوتین نــستخدم آخـــر قیمتــین للاقتــران 
 والطبع في هذه الحالـة، فـإن (tn, fn)و  ) tn-1 , fn-1)(نوجد حدودیة استكمال تمر بالنقطتین 

   :الحدودیة هي خط مستقیم

f (t, y (t))  n
1nn

1n
1n

n1n

n f
tt

tt
f

tt
tt






 




  

dtf
tt

ttf
tt

ttdt))t(y,t(f
1n

n

1n

n

t

t

t

t
n

1nn

1n
1n

n1n

n 
 
























 

=  
1n

n

t

t
n

2
1n

1n

2
n f

h2
)tt(

f
h2
)tt( 








 



 

  

= 1nn f
2
hf

2
h3

  

   :بمعنى أن

yn+1 = yn + 
2
h [ 3fn - fn-1 ]  
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  . وهي كما ترى صیغة صریحة
  

  (AB2) باشفورث ذات المرحلتین -ملاحظات على صیغة آدام 
  O(h3)تر الموضعي من الرتبة الطریقة من الرتبة الثانیة لأن لها خطأ الب. 1
 والثانیـة نأخــذها ،الطریقـة تحتـاج قیمتـین ابتـدائیتین، الأولـى نأخـذها مـن الـشرط الابتـدائي. 2

  . AB2من أي طریقة ذات خطوة واحدة من نفس رتبة 
لاحظ أن حدودیة الاستكمال التي استنبطنا الطریقـة منهـا قـد تكـون حدودیـة لاجـرانج، 

  . ن الأمامیة أو الخلفیة  أو غیرهااو تایلر، أو صیغة نیوت
)  مرحلـةm + 1) mوبـصفة عامـة، إذا كـان اهتمامنـا هـو اسـتنتاج طریقـة مـن الرتبـة 

 m + 1 باسـتخدام حدودیـة اسـتكمال تمـر بعـدد f (t, y (t))فإننـا سـنعمل علـى تقریـب الدالـة 
   :من النقاط

(tn, fn) , … , (tn-m , fn-m) 
هنـا سنـستخدم حدودیـة الاسـتكمال فـي صـیغة . AB2 ثم نجري التكامل كما فعلنـا فـي

  : یمكن تعریف الفروق المقسومة، كما تعلم، بطریقة تتابعیة متداخلةو ،الفروق المقسومة








 


 0i:ff
0i:f

f
k

1i
1k

1i
k

k  

   :لذلك فإن جدول الفروق المقسومة یكون على الشكل التالي
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ـــد قـــــ ــه لا توجــ ــروق المقـــــسومة بأنـــ ــز عملیـــــة اســـــتخدام الفـــ . سمة أثنـــــاء العملیـــــاتوتتمیــ
 (ti, fi) تمـر بالنقـاط m حدودیـة اسـتكمال مـن الرتبـة (fI = f(tI, yI))ویستطیع الدارس كتابة 

  : كما یليi = n - m , … , nحیث 

Pm (t) = 












m

0k
kn

kk f
k
s

)1(   

  : حیث

k  1 : 
h
tt

s,
k

)1ks(...)1s()s(
k
s n











  

  :فإن   dt = h ds :وحیث أن

yn+1=yn+h 



 










1

0

1m1

0

m

0k
kn

kk

!m
hdsf

k
s

)1( s(s+1)…(s+m-1) f(m) (ci, 

y(ci)) ds  
  tn < ci < tn-mحیث 

yn+1  yn + h {0 fn + 1 fn-1 + … + m m fn-m }   (*) 
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k = (-1)k ds
k
s1

0
 







                                              :       حیث 

    
ًولاحــظ أیــضا ) انظــر الجــدول التـالي(ًسبقا  هــي أرقـام یمكــن حــسابها مـ{k}والمتتالیـة 
  .فنحصل على صیغة أویلر  m = 0إذا كان (*) أنه في المعادلة 

 
k 0 1 2 3 4 5 

(-1)k ds
k
s1

0
 







  
1 

2
1  

12
5  

8
3  

720
251  

288
95  

 

2 =  
1

0 12
5ds

2
)1s()s(             , 1 =  

1

0 2
1ds)s(        , 0 = 1   

3 =                وهكذا  



1

0 8
3ds

6
)2s)(1s()s(   

  (*)  في m = 2وٕاذا عوضنا 

yn+1  yn + h 



   2n

2
1nn f

12
5f

2
1f  

  : لكن
fn-1 = fn - fn-1  
2fn-2 = fn - 2fn-1 + fn-2  
3fn-3 = fn - 3fn-1 + 3fn-2 - fn-3 

yn+1 = yn + h [fn + 
2
1 [fn - fn-1]+ 

12
5 [fn - 2fn-1 + fn ]] إذن  :                

     

       = yn + 
12
h [ 12fn + 6fn - 6fn-1 + 5fn - 10fn-1 + 5fn ]  
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       = yn + 
12
h [23fn - 16fn-1 + 5fn-2 ]                                    AB3   وهي

 صیغة 

  : نحصل على) m = 3بالتعویض  (AB4هي صیغ  ABولعل أشهر صیغ 

yn+1 = yn + h (fn + 
2
1 fn-1 + 

12
5 2fn-2 + 8

3 3 fn-3) 

    = yn + 
24
h (55fn - 59fn-1 + 37fn-2 - 9fn-3 )  

   :ومقدار خطأ البتر الموضعي لصیغة آدام باشفورث هو كما في الجدول
  

 AB2 AB3 AB4 AB5 الطریقة

h2 )c(y خطأ البتر الموضعي
12
5

i  3
i

)4( h)c(y
8
3  4

i
)5( h)c(y

720
251  5

i
)6( h)c(y

288
45  

  

  : ملاحظة
 لعــدم وجــود Explicit Method هــي صــیغ مباشــرة ABجمیــع الــصیغ الــسابقة 

yn+1على طرفي الصیغة بل في الطرف الأیسر فقط .  

  

 مثال:  
   : لحل مسألة القیمة الابتدائیةAB4استخدم 

y = -y2       ,        y (1) = 1  

   h = 0.1 حیث [2 ,1]في الفترة 
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  :الحل
 وسنحتاج إلى إحدى طرق الخطوة الواحدة t3, t2, t1, t0 عند f (t, y)نحتاج إلى قیمة 

  . Rk4ولتكن ) AB4نفس رتبة (من الرتبة الرابعة 
  : سیعطي الجدول التاليRk4استخدام 

 
 

 لنحـصل علـى AB4ثـم نـستخدم تلـك القـیم كمقـادیر ابتدائیـة یـتم تعویـضها فـي صـیغة 
  :دول التاليالج

AB4 
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  )6(تدریب 

  : لتقریب حل مسألة القیمة الابتدائیةAB4طبق 

y =  -y + t + 1       , y (0) = 1  

   :ً ومعتمدا على الحل الدقیقh = 0.1ً مستخدما [1 ,0]في الفترة 
y = e-t + t                                                                              

  . في الحصول على القیم الابتدائیة المطلوبة من الصیغة

  
 yn+1 لأن (Implicit)وهناك صیغ أخرى مـن نفـس عائلـة صـیغ آدم وهـي صـیغ ضـمنیة 

ــي المع ــصیغ بطــــرق آدمتظهــــر فیهــــا علــــى طرفــ  - Adam)مولتــــون - ادلــــة وتــــسمي تلــــك الــ

Moulton) .  
   :سنبدأ من

y (tn+1) - y (tn)  
1n

n

t

t

dt))t(y,t(f  

  . عندهاy باستخدام حدودیة تمر بنقاط ثم تقریب قیم fثم نقرب 

  AM2 آدم مولتون من الرتبة الثانية  2.3
 سنختار حدودیة تربیعیة تمر بالنقاط (AM2)لاشتقاق آدم، مولتون من الرتبة الثانیة 

(tn+1, fn+1) ، (tn, fn) ، (tn-1, fn-1)وصیغة هذه الحدودیة هي إذن ،  :  

P(t)= (t- tn) (t-tn+1)       2
1n

1nn2
n

1n1n2
1n

h2
ftttt

h
ftttt

h2
f 


   

 : والآن نحسب المقدار 
1n

n

t

t

dttP  
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       

  

 


 













1n

n

1n

n

1n

n

1n

n

t

t
1nn

2
1n

t

t

t

t
1n1n21nn2

n
t

t

dttttt

h2
fdttttt

h
fntttt

h2
1fdttP

  

  x = t-tnوباستخدام التعویض 

      





 n1n1n

n

tt

0
1nnn2

1n
t

t

dtttxxt
h2

fdttP  

    














n1n1n tt

0
1nn2

1n
1nn

tnt

0
1nn2 dt)ttx()x(

h2
fdtttxttx

h
fn  

  
  . یمكن كتابتها على الشكلAM2لذلك فإن صیغة 

 1nn1nn1n ff8f5
12
hyy    

  :  یمكننا الحصول على الطرق التالیةAM2س طریقة استنتاج وبنف
    AM3: طریقة آدم مولتون من الرتبة الثالثة

yn+1 = yn + 
24
h [9 f (tn+1 , yn+1) + 19 f (tn, yn) - 5 f (tn-1, yn-1) - f (tn-2 , 

yn-2)  

  AM4 مولتون من الرتبة الرابعة -طریقة آدم 

yn+1 = yn + 
720
h [251 f (tn+1 , yn+1) + 646 f (tn, yn) - 264 f (tn-1, yn-1)  

+ 106 f (tn-2 , yn-2) - 19 f (tn-3, yn-3) ] 
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بأي طریقة والاستفادة منهـا   yn+1 یمكننا الحصول على مقدار AMوفي هذه الصیغ 
 والقیمة الثانیـة للتـصحیح (Predictor)في الصیغة مرة أخرى، فالأولى تسمى قیمة للتخمین 

(Corrector) . ًفمثلا فـيAM4 یلزمنـا فـي البدایـة قـیم ابتدائیـة للمقـادیر y3, y2, y1, y0 قبـل 
 ثـم نـستخدم تلـك القـیم RK4 ویمكننا حساب تلك المقادیر عن طریق AM4حساب الصیغة 
)0(ً والمسمى مخمنا ونرمز له بالرمز y4لتقریب المقدار 

4yثم نعوضه في صیغة المخمن  :  
)0(

4y  = y3 + 
24
h [ 55f (t3, y3) - 59f (t2, y2) + 37f (t1, y1) - 9f (t0, y0) ] 

y4 = y3 + 
24
h [ 9f (t4, )0(

4y ) + 19f (t3, y3) - 5f (t2, y2) + f (t1y1) ] 

ن صــیغة آدم باشــفورث ًفالــصیغة الأولــى مخمنــة والثانیــة مــصححة والــصیغتان معــا تــسمیا
 Adam -  Bashforth - Molton Corrector Predictorة المــصححة نـمولتـون المخم

Method :  

 مثال:  
   : لحل مسألة القیمة الابتدائیةAM3استخدم 

y = -y + t + 1     ,         y(0) = 1 
  ً ومعتمدا على الحل الدقیق h = 0.1ً مستخدما [0,1]في الفترة  

y = e-t + t     
  .لحساب القیم الابتدائیة اللازمة

  :الحل
AM3 :  

yn+1 = yn + 
24
h [ 9 fn+1 + 19 fn - 5 fn-1 + fn-2 ]  

 ,f3, f2, f1 من الحل الدقیق ثم نوجد y (0.3) , y (0.2), y(0.1) أو y3, y2, y1نوجد 

f0ونعوض في الصیغة  السابقة فنحصل على الجدول :  
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tn   yn   error 
0.3 1.140818012 2.146 × 10-7   
0.4 1.07031966 3.846 × 10-7 
0.5 1.10653014 5.213 × 10-7 
0.6 1.14881101 6.285 × 10-7 
0.7 1.19658459 7.106 × 10-7 
0.8 1.24932819 7.714 × 10-7 
0.9 1.30656885 8.141 × 10-7 
1 1.3678786 8.418 × 10-7 

 مثال:  
  في مسألة القیمة الابتدائیة 

y = -2ty2           , y (0) = 1             

ــ AM3 كمخمـــن وAB4ً مـــستخدما y (1)أوجـــد الحـــل  ً مـــصححا مـــستعینا بــ ًRK4 
   h = 0.25لإیجاد القیم الابتدائیة 

RK4ستحصل على  :  
y0 = 1                                         f0 = 0  
y1 = 0.9411540130                    f1 = -0.442885438 
y2 = 0.7999481032                    f2 = -0.639916968 
y3 = 0.6399738841                    f3 = -0.614349858 

   AB4وبالتعویض في المخمن 
)0(

4y  = y3 + 
24
h  [ 55f3 - 59f2 + 37f1 - 9f0 ]  

       = 0.5105894849 

f4 = f (t4, )0(
4y ) = f (1, 0.5105894849) ثم نحسب   :                        

    
                        = 0.5214 
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y4 = y3 + 
24
h  [9f4 + 19f3 - 5f2 + f1] = 0.4982178726         ثم المصحح 

  )7(تدریب 

   كمصحح للمسألة AM4 كمخمن ثم RK4استخدم 
y =  t + y      , y (0) = 1       ,   h = 0.1 

    y (t) = 2et - t - 1 ثم قارن مع الحل الدقیق y (0.4)لإیجاد 

  
   ذاتي تقویمأسئلة 

  ؟(AB2)تین  باشفورث ذات المرحل-صیغة آدام اشرح باختصار   -1
 (Corrector)لتـــصحیح ا وقیمـــة (Predictor)لتخمـــین اقیمـــة   مـــاذا نعنـــي ب-2

      . AMصیغ ضمن 
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حــل المعــادلات التفاضــلية ذات الرتــب العليــا وأنظمــة  .4
  المعادلات

  عزیزي الدارس،
ســنقدم فــي هــذا الجــزء مقدمــة للطــرق العددیــة لحــل مــسائل القــیم الابتدائیــة ذات القــیم 

ویعتمــد الحــل علــى تحویــل مــسائل القــیم الابتدائیــة مــن رتــب علیــا . أنظمــة المعــادلاتالعلیــا و
  . إلى أنظمة معادلات تفاضلیة، وقبل مناقشة التفاصیل لنتعرف على بعض المفاهیم

  
  :تعریف

  :  من المعادلات التفاضلیة من الرتبة الأولى هوmإن نظام من الرتبة 

dt
dy1 = f1 (t, y1, y2 , … , ym)  

dt
dy2 = f2 (t, y1, y2, … , ym)  

  

dt
dym = fm (t, y1, y2 , … , ym)  

  :  من الشروط الابتدائیةmوبالطبع إضافة عدد  . a  t  bحیث 
y1(a) = 1 , y2 (a) = 2, … , yn (a) = m  

  . ام بمسألة القیمة الابتدائیةیجعلنا نسمي النظ

 والمـراد تقریبهـا، ym , …, y2, y1 مـن الـدوال المجهولـة mفـي النظـام الـسابق هنـاك 
  : ً فمثلاtوهي كلها دوال بمتغیر واحد 

  : نظام من الرتبة الثانیة من المعدلات التفاضلیة من الرتبة الأولى

dt
dy1 = y1 + 4y2 - et  
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dt
dy2 = y1 + y2 + 2et 

  : له الحل العام
y1 = 2ae3t - 2ba-t - 2et  

y2 = ae3t + be-t + 
4
1 et 

والنظریة القادمة توضح متـى یكـون لنظـام المعـادلات التفاضـلیة حـل وحیـد، لكـن قبـل 
  . ذلك سنتعرف على مفهوم شرط لیبشیتز على النظام

  :تعریف

   المعرفة على المجموعة f (t, y1, … , ym)الدالة 
D = {{t, u1, … , um |a  t  b  , - < ui <   : i = 1, 2, … , m } 

 L > 0 إذا وجــدنا ثابــت um, … , u2, u1 بــالمتغیرات Dتحقـق شــرط لیبــشیتزفي 
  : بحیث

| f (t, u1, … , um) - f (t, z1, … , zm) |  L



m

1j
jj |zu|  

   Dفي         (t, u1, … , um)  ,   (t, z1, … , zm) :     لكل

  : نظریة

 ,… ,D = {(t, y1, y2, … , ym) : a  t  b , - < un <  : n = 1, 2لتكن 
m}   

 وتحقـق D متـصلة فـي n = 1, 2, … , m     , fn (t, u1, u2, … , um)ولـتكن 
) انظـر التعریـف(لأولـى ، إن نظـام المعـادلات التفاضـلیة مـن الرتبـة اDشرط لینتیز فـي 

  . له حل وحید
a  t  b : um (t), … , u2(t) , u1(t)  
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 مثال:  
  :لر لحل نظام المعادلات التفاضلیةاستخدم طریقة أوی

dt
dy1  = -0.5 y1  

dt
dy2 = 4 - 0.3 y2 - 0.1 y1 

 y1 (0) = 4,  y2 (0) = 6   

  . h = 0.5ً مستخدما  y2(t) , y1(2)أوجد 

  :الحل
  : نطبق صیغة أویلر على كل معادلة

y1 (0.5) = 4 +    35.045.0   

y2 (0.5) = 6 +      9.65.041.063.04   
 y1 (0.5) = 3ً فــي المعادلــة الثانیــة بــدلا مــن y1(0) = 4 لاحــظ أننــا اســتخدمنا 

  :ونحصل على الجدول التاليسنكمل خطوات الحساب . المحسوبة من المعادلة الأولى
   

t y1 y2 

0 4 6 
0.5 3 6.9 
1.0 2.25 7.715 
1.5 1.6875 8.44525 
2.0 1.265625 9.094087 

 

 هـو عـدد Nلـیكن .  كتا مـن الرتبـة الرابعـة لحـل لنظـام الـسابق- ویمكننا استخدام رنج
 = h بحیـث [a, b]للفتـرة ) الفترات الجزئیة(تقسیمات 

N
ab  ،tj = a + jh : j = 0, 1, …, 
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N . سـوف نــستخدم الرمـزyij أو yi,j لیمثــل الحــل للمتغیـر yi عنــد النقطـة tj أو تقریبــا للحــل ،ً
yi(tj) ,  

  ym,0 = m , … , y2,0 = 2 , y1,0 = 1 :إذن
 فتنقـل إلـى حـساب ym,j , … , y2,j , y1,jوالخطـوة التالیـة هـي أنـه عنـد حـساب القـیم 

ym,j+1,… , y2,j+1 , y1,j+1 عن طریق حساب (i= 1, 2, …, m) .  
k1,i = h fi(tj, y1,j , y2,j , … , ym,j )  

k2,i = h fi(tj + 
2
h , y1,j + 

2
1 k1,1 , y2,,j + 

2
1 k1,2 , … , ym,j + 

2
1  k1,m)  

k3,i = h fi (tj + 
2
h , y1,j + 

2
1  k2,1 , y2,j + 

2
1 k2,2 , … ym,j + 

2
1 k2,m) 

k4,i = h fi (tj + h, y1,j + k3,1 , y2,j + k3,2 , … ym,j + k3,m) 

   : لنظام المعادلاتRK4: لذلك

yi,j+1 = yi,j + 
6
1 [k1,i , 2k2,i + 2k3,i + k4,i ] 

 مثال:  
  :معادلتین) RK4) m = 2ًأعد حل المثال السابق مستخدما 

y1,0 = y1 (0) = 4  
y2,0 = y2 (0) = 6  
k1,1 = 0.5 f1 (t0, y1,0 , y2,0)  
      = 0.5f1 (0, 4, 6) = -1  
k1,2 = 0.5 f2 (t0, y1,0 , y2,0) 
      = 0.5 f2 (0, 4, 6) = 0.9  

   : عن طریقk2,2 , k2,1والآن نوحد 

k2,1 = h f1 (t0 + 
2
h , y1,0 + 

2
1 k1,1 , y2,0 + 

2
1  k1,2) 

      = 0.5 f1 (0.25, 3.5 , 6.45) = -0.875 
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k2,2 = h f2 (0.25, 3.5, 6.45) = 0.8575 

  k3,2 , k3,1 :والآن

k3,1 = h f1 (t0 +  
2
h  , y1,0 +  

2
1 k2,1 , y2,0 + 

2
1 k2,2) 

      = h f1 (0.25 , 3. 5625, 6.42875) = -0.890625 
k3,2 = h f2 (0.25, 3.5625, 6.42875) = 0.8575625  

   k4,2 , k4,1 :والآن
k4,1 = h f1 (t0 + h , y1,0 + k3,1 , y2,0 + k3,2)  
      = h f1 (0.5 , 3.109375 , 6.857563) = -0.777344 
k4,2 = h f2 (0.5 , 3.109375 , 6.857563) = 0.815897 

  : والآن

y1,1 = y1,0 + 
6
1 (k1,1 + 2k2,1 + 2k3,1 + k4,1 )  

      = 4 + 
6
1  (-5.308594) = 3.115234333  

y2,1 = y2,0 + 
6
1  (k1,2 + 2k2,2 + 2k3,2 + k4,2)  

      = 4 + 
6
1  (5.146022) = 6.85767  

   y2,1  y2(0.5)  , y1,1  y1 (0.5)والآن انتهینا من حساب 

   :الجدولویمكننا إكمال الحساب لنحصل على 

t y1 y2 

0 4 6 
0.5 3.115234 6.85767 
1.0 2.426171 7.632106 
1.5 1.889523 8.326886 
2.0 1.471577 8.946865 



  -198 -

في أحیان كثیرة یتطلـب تقـدیم حلـول عددیـة لمـسائل فیزیائیـة وهـذه تكـون علـى صـیغة 
  : mإن مسألة القیمة الابتدائیة من الرتبة . معادلة من رتب أكثر من واحدة

y(m) (t) = f (t, y, y , … , y(m-1))         : a  t  b  

   .y(m-1) (a) = m , … , y (a) = 2, y (a) = 1مصحوبة بالشروط الابتدائیة 
 مكـون مـن معـادلات mیمكن حلها عن طریق إعادة كتابـة المـسألة بنظـام مـن الرتبـة 

  . ٕتفاضلیة من الرتب الأولى والیك الطریقة
 وعنـد كتابتهـا um (t) = y(m-1) (t) ، وهكـذا u2 (t) = y (t)  , u1 (t) = y (t)لـیكن 

  . على الصورة 

2
1 u

dt
dy

dt
du

   

3
2 u

dt
yd

dt
du




  

m

)2m(
1m u

dt
dy

dt
du




  

)m(
)1m(

m y
dt

dy
dt

du




 = f (t, y1, y, … , y(m-1) )     ًوأخیرا    :               
     

                        = f (t, u1, u2, … , um )   

 um(a)= y(m-1) (a) = m , … , u2(a) = y(a) = 2,u1 (a) = y(a)مـع الـشروط 
= 1   

  . فإننا سنحصل على نظام معادلات یمكن حله كما في الأمثلة السابقة
 مثال:  

ضــلیة كمـا فــي ّحـول مـسألة القیمــة الابتدائیـة مـن الرتبــة الثانیـة إلــى نظـام معـادلات تفا
  . الشرح التوضیحي

y - 2y + 2y = e2t sin t           0  t  1  
y (0) = -0.4       , y (0) = -0.6  
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dt
du1 = u2 (t)  

dt
du 2 = e2t sin t - 2u1(t) - 2u1 (t) + 2u2 (t)  

u1 (0) = -0.4 , u2 (0) = -0.6 

 مثال:  
السابق ومنه استنتج الحل للمعادلة التفاضلیة من الرتبـة الثانیـة ثـم الرسـمة حل النظام 

  . معها
tn  y1 = y(t) y2 = y' (t) 

0 -0.4 -0.6 

0.1 -0.4617 -0.6316 

0.2 -0.5256 -0.6401 

0.3 -0.5886 -0.6137 

0.4 -0.6466 -0.5366 

0.5 -0.6936 -0.3887 

0.6 -0.7212 -0.1444 

0.7 -0.7182 0.229 

0.8 -0.6697 0.772 

0.9 -0.5564 1.5348 

1 -0.3534 2.5788 
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  )8(تدریب 
  

  
  
  
  

   ذاتي تقویمأسئلة 
  ؟متى یكون لنظام المعادلات التفاضلیة حل وحید  -1
ــة لا-2 ــل نظــــام المعــــادلات   اشــــرح الخطــــوات اللازمــ ــة أویلــــر لحــ ــتخدم طریقــ ســ

       ؟التفاضلیة

 

  : في حل نظام المعادلاتRk4استخدم 

dt
dy1 = -y1e1-t + 0.8 y2 

dt
dy2 = y1 - 3

2y  

y1 (0) = 0       , y2 (0) = 2        ,      h = 0.2  
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    أمثلة عامة على الوحدة.5
 1 (مثال(  

  :استخدم صیغة أویلر لإیجاد حل تقریبي للمسألة
y = sin t + t2 

   n = 0.1      ,      y (0) = 1حیث 
  

  :الحل
y1 = 1 + 0.1 (sin 1 + 12) = 1.184 
y2 = 1.184 + 0.1 (sin 1.184 + (1.184)2) = 1.4169 
y3 = 1.4169 + 0.1 (sin 1.4169 + (1.4169)2) = 1.7166  

  : ملاحظة
   (radians)الحسابات هي بالتقدیر الدائري 

  

 2 (مثال(  
  استخدم صیغة شبه المنحرف لإیجاد حل تقربي للمسألة 

y= sin t + t2  

   h = 0.1   , y(0) = 1حیث 

  :الحل
   :صیغة شبه المنحرف یمكن كتابتها على الشكل

yn+1 = yn + 
2
1 (h f (t0 , y0) + h f (t0 + h, y0 + k1)  
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k1 = h f0  
k2 = h f (t0 + h, x0 + k1)  
k1 = 0.1 (sin 1 + 12) = 0.184  
k2 = 0.1 (sin 1.184 + (1.184)2) = 0.2328  

 y1 = 1 + 
2
1 (0.184 + 0.2328) = 1.2084 

  : والخطوة التالیة
k1 = 0.1 (sin 1.2084 + (1.2084)2) = 0.23952  
k2 = 0.1 (sin 1.44792 + (1.44792)2) = 0.30889 

y1 + k1 = 1.2084 + 0.23952 = 1.44972                          لاحظ ان   :     
     

   y2 = 1.2084 + 
2
1 (0.23952 + 0.30889) = 1.482605 

 

 3 (مثال(  
   : كتا من الرتبة الرابعة لحل-استخدم رنج 

y = sin t + t2  
h = 0.1       ,  y (0) = 1  

  :الحل
k1 = 0.1 (sin 1 + 12) = 0.18141  
k2 = 0.1 (sin 1.09071 + (1.09071)2) = 0.20766  
k3 = 0.1 (sin 1.10383 + (1.10383)2) = 0.21114 
k4 = 0.1 (sin 1.10557 + (1.10557)2) = 0.21160  

y1 = 1 + 
6
1  (0.18141 + 2 (0.20766) + 2 (0.21114) + (0.21160) = 

1.20510  
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 4 (مثال(  
  : y (4.5)استخدم استكمال حدودیة لاجرانج لتقریب قیمة 

   1 3 6   
  f(x) 1 5 10   

            

  1 3 6 
f(x)  1 5 10 

  :الحل
P2 (x) = )10(

)36)(16(
)3x)(1x()5(

)63)(13(
)6x)(1x()1(

)61)(31(
)6x)(3x(










   

          = 
10
1 (x2 - 9x + 18) - 

6
5 (x2 - 9x + 6) + 

15
10 (x2 - 4x + 3)  

         = - 
15
1 (x2 - 34x + 18)  

 5 (مثال(  
  .  باستخدام حدودیة لاجرانجP2 (4.5) = 7.65اكتب خوارزمیة تعبر عن 

  :الحل
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 6 (مثال(  
  .اكتب خوارزمیة لحساب الفروق المقسومة

  :الحل

  
 7 (مثال(  

   .اكتب خوارزمیة لحساب الاستكمال باستخدام صیغة نیوتن

  :الحل
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 8 (مثال(  
   :فأثبت أن  f (x) = x3إذا كان 

f [x, y] = x2 + xy + y2  
f [x, y, z] = x + y + 2  
f [x, y, z, w] = 1  
f [x, y, z, w, v] = 0 

  :الحل

f [x,y] = 
xy
xy 33


  

           = x2 + xy + y2  

f [x, y, z] = 
xz

]y,x[f]z,y[f

   

               
zyx

xz
)yxyx()zyzy( 2222





  

f [x, y, z, w] = 
xz

]z,y,x[f]w,z,y[f

  

                    
1

xw
)zyx()wzy(





  

f [x, y, z, w, v ] = 0  
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  الخلاصة 
  عزیزي الدارس،

یــة مـــسائل القـــیم الابتدائیـــة ووجــود حلـــول لتلـــك المـــسائل بــدأنا الوحـــدة بمعرفـــة ماه
بالاعتماد على شرط لیبشیتز ودرسنا بعض الطرق والتي أبسطها صیغة أویلـر بأنواعهـا 

 كتا وغیرها من الطرق ذات الرتب المختلفة، ثم استطعنا الاستفادة من تلـك - وهي رنج 
 أو معـادلات تفاضـلیة الطرق في تطویر صیغ أخرى وفي حل أنظمة معادلات تفاضلیة

  .ما ورد في الوحدة  وفیما یلي أبرز.ذات رتب أعلى
 فـي المتغیـر التـابع (Lipschitz Condition) تحقـق شـرط لیبـشیتز f (t, y)الدالـة  - 

y في المجموعة D  R2 إذا وجد ثابت L > 0بحیث :  
    |f (t, y1) - f (t, y2) |  L | y1 - y2   

  . D  في (t, y1) , (t, y2)لكل    
 (t, y1) , (t, y2) إذا كـان لكـل (Convex) تـسمى محدبـة D  R2المجموعـة  -  

والمعنـى الهندسـي ، [t1 + t2, (1 - ) y1 + y2 ( - 1)] فـإن النقطـة Dفـي 
 فـإن الخـط الواصــل Dلمجموعـة محدبـة هـو أنــه أي نقطتـین تقعـان فـي المجموعــة 

  .  Dبینهما یقع بأكمله في 
 دالـة f (t, y) وكانـت D = {(t, y) : a  t  b , - < y <  }  إذا كـان-  

 فــإن y بالنــسبة للمتغیــر D شــرط لیبــشیتز فــي fإذا حققــت الدالــة . Dمتــصلة فــي 
  .  مسألة القیمة الابتدائیة

  y (t) = f (t, y (t))   , a  t  b      , y (a) = y0  
  .a  t  b حیث y (t)  هولها حل وحید

 فـإن مـسألة القیمـة D: {(t, y)     : a  t  b  , - < y <  }  إذا كـان-  
 الابتدائیة 

y (t) = f (t, y (t))  : a  t  b  , y (a) = y0  
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 فــي y متــصلة وتحقـق شــرط لیبـشیتز فــي المتغیـر fًموضـوعة جیـدا عنــدما تكـون 
  . Dالمنطقة 

k{an} عددان حقیقیان موجبان، و s, mإذا كان  - 
   تحقق (a0  0) متتالیة 0

an+1    (1 + m) an  + s   

   :  فإنn = 0, 1, … , kلكل 

an+1  e(n+1)m  
m
sa

m
s

0 





   

   ثابت لیبشیتز في المنطقة L شرط لیبشیتز وكان fإذا حققت  -
D = {(t, y)   : a tby   

  :ث بحیوٕاذا وجد ثابت 
|y (t) | M               t  [a, b] 

  : فإن

|y(tn) - yn |  L2
Mh eL(tn-a) - 1 } 

  :التالیةمعادلة الصیغة هن بیمكن التعبیر عن  -

       nnnnnnn1n y,thfy,htfy,tfh
2
1yy   

  : نظریة تایلر-

 Rm (t, y) =      











 
 





 ,

yt
fyytt

j
1m

)!1m(
1

j1m

1m
j

0
j1m

0

m

0j

 

 فـي متغیـرین، mلاّ حدودیـة تـایلر مـن الرتبـة  مـا هـي إPm (t, y)الدالة حیث أن 
  .Pm (t, y) المرتبط مع (Remainder) هو الباقي Rm (t, y) :كذلكو

  :  باشفورث ذات الخطوتین-طریقة آدم  -

yn+1 = yn + 
2
h [ 3fn - fn-1 ]  

 . یمكن كتابتها على الشكلAM2صیغة  - 1nn1nn1n ff8f5
12
hyy    
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  التدريبات إجابات 
 )1(تدریب ال

t y_Euler delete y_exact error 

0 1 1 1 0.0000 

0.1 1 1.004996 1.009996 0.0100 

0.2 1.019983 1.019933 1.039933 0.0199 

0.3 1.05985 1.044664 1.089664 0.0298 

0.4 1.119402 1.078939 1.158939 0.0395 

0.5 1.198344 1.122417 1.247417 0.0491 

0.6 1.296287 1.174664 1.354664 0.0584 

0.7 1.412751 1.235158 1.480158 0.0674 

0.8 1.547173 1.303293 1.623293 0.0761 

0.9 1.698908 1.37839 1.78339 0.0845 

1 1.867241 1.459698 1.959698 0.0925 

  
  )2(تدریب ال

   y (t) = t + e-t :الحل الدقیق

|y (t) | = |e-t|  1 = M on   [0, 1/2]  

  L1
y
f1e

)1(2
)1(1.0 )t)(1( n 




        
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n tn yn y(tn) error       bound 

0 0 1 1 0 0 

1 0.1 1 1.004837 0.004837 0.005259 

2 0.2 1.01 1.018731 0.008731 0.01107 

3 0.3 1.029 1.040818 0.011818 0.017493 

4 0.4 1.0561 1.07032 0.01422 0.024591 

5 0.5 1.09049 1.106531 0.016041 0.032436 

  )3(تدریب ال
 n = 0باستخدام الصیغة السابقة                                                  

y1 = y0 + 
2
1 h [f (t0, y0) + f (t1, y0 + h f (t0, y0)) ] 

    = 0 + 
2
2.0 [y0 + eto + y0 + h (y0 + eto) + eto+h ]  

    = (0.1) [0 + 1 + 0 + 0.2 (0 + 1) + e0.2 ] = 0.24214 
n = 1  

y (0.2)  y2 = y1 + 
2
1 h [f (t1, y1) + f (t1 + h, y1 + h f (t1, y1)) ]  

f (t1, y1) = y1 + et1 = 0.24214 + e0.2 = 1.46354 
y1 + h f (t1, y1) = 0.24214 + (0.2) (1.46354)  
                        = 0.53485  
f (t1 + h , y1 + h f (t1, y1)) = f (0.4, 0.53485)  
                                         = 0.53485 + e0.4 = 2.02667  
y (0.4)  y2 = 0.24214 + (0.1) [1.46354 + 2.02667]  
                   = 0.59116 
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  )4(تدریب ال
y0 = 2  , t0 = 1 نحسب المشتقات الأربع الأولى للحل ، y :  

y (t) = (t + 1) y + et  
y''(t) = (t2 +2t + 2) y + (t + 2) et 
y' (t) = (t3 + 3t2

 + 6t + 4) y + (t2 + 3t + 5) et  
y(4) (t) = (t4 + 4t3 + 12t2 + 16t + 10)x + (t3

 + 4t2 + 11t + 12) et  

   :لذلك

yn+1 = yn + h [ (tn + 1) yn + etn ] + 
2

h 2

[ 2
nt + 2tn + 2) yn + (tn + 2)etn] + 

6
h 3

 

[( 3
nt + 3 2

nt + 6tn + 4) yn + ( 2
nt  + 3tn + 5) etn ] + 

24
h 4

[ 4
nt + 4 3

nt + 12 2
nt  + 16tn + 

10) yn + ( 3
nt + 4 2

nt  + 11tn + 12) etn ]  

n = 0, 1, … , 20  

  :سنحصل على الجدول التالي
n tn yn 

0 1 2 

1 1.01 2.068099 

2 1.02 2.138068 

3 1.03 2.20996 

4 1.04 2.283833 

5 1.05 2.359744 

6 1.06 2.437755 

7 1.07 2.517928 

8 1.08 2.600327 

9 1.09 2.685018 

10 1.1 2.772069 

11 1.11 2.861552 

12 1.12 2.953539 

13 1.13 3.048105 

14 1.14 3.145327 
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15 1.15 3.245287 

16 1.16 3.348067 

17 1.17 3.453751 

18 1.18 3.562429 

19 1.19 3.674192 

20 1.2 3.789132 
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  )5(تدریب ال
 

t     y_RK4  y_exact  error 

0 1 1 0.000000 

0.2 0.688 0.6879 0.000100 

0.4 0.511795 0.511661 0.000134 

0.6 0.426628 0.426493 0.000135 

0.8 0.402491 0.402371 0.000120 

1 0.41927 0.419169 0.000101 

 

 

  )6(تدریب ال
yn+1 =  yn + 

24
h [ 55 fn - 59 fn-1 + 37fn-2 - 9fn-3)  

   y0 = y (0) = 1نستخدم 
n = 3 :        fn-3 = f0 = f (t0, y0) = f (0, 1) = 0  
fn-2 = f1 = f (t1, y1) = f (0.1 , y (0.1))  
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y (0.1) = e-(0.1) + (0.1) = 1.0048374  
f1 = 0.0951625  

fn-1 = f2 = 0.181269  وبالمثل    :                                             
     

fn = f3 = 0.25918 

y4 = y3 + 
24
h لذلك                                                     [7.081]

  
    = 1.0408 + 0.0295 = 1.070322387 

   :وبإكمال باقي القیم نحصل على الجدول مع الأخطاء مقارنة بالحل الدقیق
tn  yn error 

0.4 1.07032292 2.874 × 10−6 

0.5 1.10653548 4.816 × 10−6 

0.6 1.14881841 6.722 × 10−6 

0.7 1.19659339 8.090 × 10−6 

0.8 1.24933816 9.192 × 10−6 

0.9 1.30657961 9.954 × 10−6 

1 1.36788996 1.052 × 10−5 

  )7(تدریب ال
Rk4   

k1 = h f (tn, yn) = 0.1 (tn + yn)  
k2 = h f (tn + h/2 , yn + k1/2) = 0.1 (tn + 0.05 + yn + k1/2)  
k3 = h f (tn + h/2 , yn + k2/2) = 0.1 (tn + 0.05 + yn + k2/2)  
k4 = h f (tn + h , yn + k3) = 0.1 (tn + 0.05 + yn + k3)  

  : التاليسنحصل على الجدول
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n xn k1 k2 k3 k4 yn+1 
0 0 0.1 0.11 0.1105 0.12105 1.110341667 
1 0.1 0.121034167 0.132085875 0.13263846 0.144298013 1.242805142 
2 0.2 0.144280514 0.15649454 0.157105241 0.169991038 1.399716994 
3 0.3 0.169971699 0.183470284 0.184145214 0.198386221 1.58364848 
4 0.4 0.198364848 0.21328309 0.214029003 0.229767748 1.797441277 

 
  

   :ثم نحسب
f0 = t0 + y0 = 1  
f1 = t1 + y1 = 1.210341667  
f2 = t2 + y2 = 1.442805142 
f3 = t3 + y3 = 1.699716994  

  : إذن القیمة المخمنة
)0(

4y = 1.399716994 + 
24

1.0 [44.14157297] = 1.583640125 

  f4 = 1.983640215 

  : ثم القیمة المصححة

y4 = 1.399716994 + 
24

1.0  [44.14370078] = 1.583649081 

 f4 = 1.983649081  

   :وبنفس الطریقة القیمة المخمنة للمقدار
)0(

5y = 1.583649081 + 
24

1.0  [51.30811207]  

       = 1.79743288 
 f5 = 2.29743288 

  : القیمة المصححة

f5 = 1.58364908 + 
24

1.0  [51.31044864]  

    = 17944261 
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 1.79744254                                        :وبمقارنة الحل الدقیق

  )8(تدریب ال
  : تتبع الخطوات السابقة ونحصل على الجدول التالي

  
tn y1 y2 

0 0 2 

0.2 0.1805 1.2094 

0.4 0.2635 0.9948 

0.6 0.3172 0.8886 

0.8 0.3625 0.8307 

1 0.4076 0.8 

1.2 0.4563 0.7868 

1.4 0.5104 0.7864 

1.6 0.5714 0.7957 

1.8 0.6399 0.8129 

2 0.7167 0.8364 

2.2 0.8022 0.8651 

2.4 0.897 0.898 

2.6 1.0012 0.934 

2.8 1.115 0.9723 

3 1.2386 1.0121 
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